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En este trabajo se estudia el modelo ciaéoo y diramico de una bicicleta rdlica (Arduino Engineering Kit), con el propito de des-

arrollar algoritmos de control para su estabilibacautonatica. Se muestra el modelo matgino de la bicicleta mediante la formuléani
Euler-Lagrange. Este permite el digey la implementadin de dos estrategias de control para garantizar el equilibrio atitimEl estudio

de este sistema damico se presenta como una excelente oportunidad para integrar las destrezas adquiridas por los estudiantes en materias
como fisica, programabin y matenaticas, con el prapsito de disgar, modelar y controlar sistemas @inicos.

Descriptores: Enséianza; ecuadn deLagrange sistemas diamicos; simuladn.

In this paper, a kinematic and dynamic model study of a robotic bicycle (Arduino Engineering Kit) is carried out to develop control algorithms
for the automatic stabilization of the bicycle. The mathematical model of the bicycle is shown by the Euler-Lagrange formulation. This model
allows the design and implementation of two control strategies to ensure automatic balance. The study of this dynamic system is presented
as an excellent opportunity to integrate the skills acquired by students in subjects such as physics, programming, and mathematics with the
purpose of designing, modeling, and controlling dynamic systems.

Keywords: TeachingLagrangeequation; dynamical systems; simulation.

PACS: 01.40.Fk; 01.40.Ha; 01.50.H- DOI: https://doi.org/10.31349/RevMexFisE.17.62

1. Introduccion investigadores en proporcionar herramientas defeamsza e
investigacbn que permitan afianzar los conocimientos rela-
Actualmente, las bicicletas son un medio de transporte mugionados con las diferentes estrategias de control, el procesa-
popular, gracias a que no deterioran el ambiente, no dependetiento de siales y la obtenéin de modelos cineaticos y
de nindin suministro de enefa, tienen una alta eficienciay dinamicos [4]. Actualmente se cuenta con algunos modelos
son de &cil mantenimiento. Sin embargo, poseen un sistemaon progsitos de control, como el destrom [1]. El objetivo
inestable que requiere de la asistencia humana, por ejemplde control para la bicicleta es mantener el balance de la mis-
para controlar la direcoh y balancear el cuerpo del conduc- ma, pues este tipo de viehlo se ve afectado por disturbios
tor, con el propsito de dirigir y estabilizar la bicicleta. Se han externos, diamicas no modeladas, errores en la estitmaci
diseiado y fabricado muchas bicicletas con asistenéiete!  de los paametros y ruido adicional en las medidas obtenidas
ca que evitan el pedaleo del usuario para desplazarse, pero por los sensores, entre otros [5]; por lo tanto, en elfdfiskel
ayudan en la estabilizam de su postura mientras conduce. sistema control se debe garantizar una mayor exigencia de
Por lo tanto, es de intés cienifico e ingenieril evaluar la precisbn y robustez.
posibilidad de que la bicicleta se estabilice auviticamente. Dentro de la literatura consultada se encuentra la aplica-

La bicicleta puede utilizarse para ilustrar una gran varie<ion de diferentegcnicas de control para estos sistemas, tan-
dad de conceptos efsica e ingeniga de control, [1]. Dicho to lineales como no lineales. Amb&shicas requieren de una
sistema es no lineal, inherentemente inestable, y presenta cladena comprenén del modelo mateéatico [6], que puede
ramente la necesidad de implementar un algoritmo de contralbtenerse mediante la ecuatide Lagrange [7], el algoritmo
gue permita controlar su inclingri. Debido a su naturale- de Newton-Euler [8] y leyes de Newton [9]. Para la estrate-
za, la bicicleta se ha empleado para la @asea de sistemas gia de control lineal, el modelo que se obtiene con cualquiera
dinamicos e Ingeniéa de control, por ejemplo, en la Univer- de las anterioregtnicas debe ser linealizado, caso contrario
sidad de Lund, la Universidad de California y la Universidadal control no lineal, donde se utiliza directamente el modelo
de Cornell, [2]. matenatico obtenido.

Una bicicleta robtica de dos ruedas comparte las mis-  El trabajo presentado en esteieuto comprende desde
mas caractésticas de un @ndulo invertido, [1], es no lineal, el modelo cineratico y diramico de la bicicleta hasta el di-
inestable, multivariable y estfuertemente acoplada [3]. Ta- seio e implementadin de dos estrategias de control: un con-
les particularidades han incrementado el iesetie muchos trolador PID lineal y un controlador no lineal (control por
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par calculado) para el balance auftino de la bicicleta. El
arficulo se estructura de la siguiente manera: la Sec. 2descri 7
be los componentes del prototipo de la bicicletabtata, la
Sec. 3 est dedicada a la construéci del modelo mateéti-

co del sistema démmico, la Sec. 4 ilustra sobre las estrategias
de control lineal y no lineal implementadas, seguida por los
resultados en la Sec. 5 y finaliza con las conclusiones del
arficulo en la Sec. 6.

2. Bicicleta robotica del Arduino Engineering
Kit

La bicicleta rofbtica (Fig. 1) del Arduino Engineering Kit

esh constituida por un servo-motor, un motor c.c con caja reE|GURA 2. Pametros geoktricos de la bicicleta.

ductora y encoder para mover la llanta trasera; un motor de

c.c se encarga de mover un disco de gran inercia, un sens@oM) de coordenada:, i), que se encuentra a una dis-

de ultrasonido y tres tarjetas eldmticas. La tarjeta princi- tanciak sobre el suelo y a una distancizentre el punto de

pal implementa el controlador y permite establecer comunicontactop; de la rueda trasera y la proyegoidel CoM so-

cacbn Wi-Fi, la segunda tarjeta es ubmidad de Medida pre el suelop es la distancia entre los puntos de contacto de

Inercial (UMI) y la tercera es una interfaz de potencia paragmbas ruedag; es la proyecdn del eje de la direcoh de

los motores. la bicicleta sobre el suelo,qes la distancia entre el punto de
contactop, de la rueda delanterapg.

3. Modelo matenatico de la bicicleta ) .
Consideraciones del modelo

Es posible desarrollar un modelo matgimo que describa
la dinamica de un sistema a partir de las leyisschs que

lo gobiernan. Tal modelo puede incluir algunosgmaetros

desconocidos, que solamente se cuantifican mediante experi- ¢ No existe nindin tipo de deslizamiento (ni derrape la-
mentacdn. La importancia de obtener un modelo aproximado teral ni deslizamiento rotacional) en las llantas.

del sistema, ya sea mediante formulscimatenatica o por

métodos experimentales, redica en plantear alguna estrategia ® El €je de la direc@n es vertical, por lo tanta = 90°

de control basada en modelos. y la distanciac = 0.

e La bicicleta se desplaza en direcidel ejex a una
velocidad constante en una superficie plana.

31 Modelo cinertico e Elangulo de inclinaéing es elunico grado de libertad.

e La sdial de control es eéingulo de girap, Fig. 3.
La geometia de una bicicleta puede aproximarse por un sis- g girep, Fig

tema meéanico como el presentado en la Fig. 2. Todalamasa e Losangulosg, 0, ¢ se consideran peqies, es decir:
M de la bicicleta se concentra en su centro de masa (CoM) ¢ < 1rad § <« 1rad ¢ <« 1rad y las siguientes
aproximaciones sor@lidas.

tanf ~ sinf ~ 0

cosf ~1

e Cuando¢ = 0, la bicicleta puede considerarse como
un Gnico cuerpoigido. En esa posion angular de la
direccbn, se define/ como el momento de inercia de
este cuerpo con respecto al ejey D = —J,,, COMO
el producto de inercia con respecto a las absaigas

Con el objetivo de describir la cinéatica del sistema, se
definen los sistemas de referencia de la Fig. 3 [10]. El refe-
rente inercial es< x4, yq4, 2, >, Mientras que< z, y, z >
es el referente del punto de contagtcentre la rueda trasera
y el suelo. Por su parte; es elangulo de rotaéin alrededor
FIGURA 1. Bicicleta rolbtica de Arduino Engineering Kit. del ejey,, necesario para hacer coincidir el ejg con el eje
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TABLE |. Pa@metros diamicos del modelo.
Parametro Simbolo Valor
Masa de la Bicicleta mo 0.4 kg
Masa del Volante de Inercia my 0.0764 kg
Momento de Inercia Jo 0.0023 kg- m?
Momento de Inercia J1 0.0038 kg-m?
Radio de la rueda r 0.05m
Distancia Y1 0.13m
Gravedad g 9.81 ms?

El vector ¢ contiene las coordenadas generalizadas del
sistema. El vector representa la derivada con respecto al
tiempo del vectoy. La funcibn L (¢, ¢), conocida comd.a-
grangiang es la diferencia entre las eneg cirética y po-
tencial del sistema. La primera se denota cdi, ¢) y la
segunda, com¥ (g). La funcibn R (¢, ¢) contiene losé&rmi-
nos de disipaén de ener@. Por su parte es el vector de
esfuerzos generalizados aplicados al sistema. En el caso de
sistemas memicos, esteérmino contiene las fuerzas y tor-

T =vcosy ques externos que d@etn sobre el sistema.
Para modelar la bicicleta mediante la ecoacde La-

FIGURA 3. Sistemas de referencia.

x, 6 mientras que es éngulo de rotadin alrededor del eje
x4, Necesario para hacer coincidir el gjecon el ejey.

A partir de la definiagbn de los sistemas de referencia, se
tiene:

z =wsin
4 grangese siguieron las recomendaciones del algoritmo pre-
b = v_ v tan ¢ 1) sentado en [4]. El algoritmo sugiere definir los gaetros
p b cinenaticos y diramicos del sistema a modelar, con el obje-

tivo de definir las matrices de transformartientre los sis-
Dondep = b/tan ¢ es elradio de curvaturade la trayectoria  temas coordenados de referencia asociados a los cuerpos del
que sigue la bicicleta cuando@igulo que formaladiredon  sistema que se modela, para posteriormente obteriea-el
con respecto al eje es¢. grangianodel sistema. Los sistemas de referencia de la Fig.

4 muestran los tres cuerpos que componen la bicicleta, es-

tos son: la bicicleta —sin tener en cuenta la rueda de inercia

3.2. Modelo diramico (girbscopo.J;) y la direccbn junto con la rueda delantera—
_ . girbscopo y volante de inercia.
Los paametros del modelo damico se derivaron del mo- La ubicacon en el espacio de un sistema ieico den

modelo CAD incluyen los momentos de inercia y el centroytilizar 6 + n variables. Las seis primeras describen la po-
de masa de cada cuerpo; sin embargo, estos no incorporand@ipn y la orientadin del cuerpo de base de la cadena ci-
masa de elementos como las tarjetas edeatas, el cableado  neratica con respecto a un sistema de ejes coordenados lla-
y los espacios huecos en las partessptas. El modelo ob-  mado referente inercial. Los otrasvariables describen la

tenido no considera fémenos tales como la friam en 10S  ¢configurachn de las articulaciones del sistema. Sieero
engranajes, las no-linealidades en los motorestietos [11],

etc. Esto significa que la positi controlada en los motores
en la simuladn puede tener un comportamiento diferente en
el mundo real, aunque el controlador debe estafdide pa-
ra compensar estas fuentes de error. La Tabla | muestra lo:
parametros diamicos utilizados en esta setgi

La ecuaddn deLagrangepermite obtener el modelo ma-
tematico de un sistema damico a partir de las expresiones
gue describen sus enégaig ciretica y potencial [12]:

)

dt ok} dq ol = elt)

d [0L(g,)] _OL(g.,) | OR(a.q) _
dt[ ,]_ e

FIGURA 4. Sistemas de referencia de los cuerpos que componen la
bicicleta.
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de variables utilizadas en la descriptidel sistema esmi-  2Cg,, 8Cyg, y 8Cyg, se derivan con respecto al tiempo, con
mo, estas son llamadas coordenadas generalizadas [13]. Ere¢lfin de obtener las velocidades lineales de los centros de
caso del presente trabajo, el vector de coordenadas generajravedad en relagn con el referente inercial.

zadas est compuesto por dos tipos de variables: (i) el vector  La energa cirética total del sistema es:

gpo € IR?, que define la posion cartesiana del referente ce-

. . . .. . 2 . 2 . 2
ro en el referente inerciat z,,y,,z, > de la Fig. 3, y (ii) T — lmo ’gCQO‘ n lml ‘gcgl‘ I lmQ ‘gCQQ‘
las coordenadas generalizadas usadas para describir el mo- 2 2
vimiento, donder se emplea para la traslaai # denota la 15 1 ( .)2 1.9
ST . i o —Job0°+-J1 |0 —J
inclinacion de la bicicletay es elangulo de rotacin de la + 27" * 2 7t te) ot 2 ! ¢
rueda de inercia ¥ es elangulo de giro de la direcan. La energa potencial del sistema es:

g
Po
w2 | o @  U=mog-#Cyy(y) +mig-Cyy(y) +mig-2Cys(y)
q

DondegCyg,(y), 8Cg,(y) Yy 8Cg,(y) son los componen-
El vectorgpy y el conjuntoo definen la matriz de transforma- tes eny de los vectore§Cyg,, £Cyg, y #Cyg,. El Lagrangiano
cion que permite expresar una coordenada Cartesiana, daeish dado por la diferencia entéy U.

en el referent®, en el referente inercial.

E Ty (o) = FR%(U) gzﬂ

L=T-U

Las ecuaciones de movimiento de la bicicleta pueden es-

La posicbn del centro de gravedad de la bicicleta en eICrlblrse de la forma:

referente) se denot&°Cg, y la posicbn del centro de gra- Ald) i N _
+ C(q, +G(q)=T 4
vedad del gibscopo en el referentese denota ' Cy, . (4) (¢:4)4 (9) “)

En este modelog € IR es el vector de coordenadas

a 0 0 . . .
00 — 1 _ 2 . generalizadas. Este vector contiene dos tipos de coordena-
go= ||, Cgy = |0}, Cgy = |0 SV (E B £ Ly :
0 0 0 das: (i) (5x0, %yo, %20), que denotan la posimn cartesiana

del marco de referencia xg, yo, 20 > en el marco iner-
Con base en las matrices de transfordaéily y °T;,  cial < xy, yg, 24 >, Y (i) 0, ¢, ¢ necesarias para definir el
se expresan los centros de gravetiag,, !Cg, y 'Cg, en ~ movimiento de la bicicleta.
el referente inercial. T
q=1[z0 %20 0 ¢ ¢

0Cyg (5)
g —em. . 0 . .
G0 ="To { 1 } i=[00 520 0 ¢ 4
€Cg, = &Ty - T, - {16191} g € IR® es el vector de coordenadas generalizadas iR,
el vector de aceleraciones generalizadasc IR**° es la
20g matriz de inerciaC € IR es el vector de fuerzas centrifu-
€Cgy =¢To-"T1- ' Ty - { 2] gas y de CoriolisG € IR® es el vector de fuerzas gravita-
1
cionales.I' € IR® es el vector de torques aplicados en los
| accionamientos de la bicicleta ratica.
-m() + mi1 + me 0 0 0 0
0 mo + m1 + me —sin@ (hmo +m1y1 + may2) 0 0
A= 0 —sin® (hmo +miy1 +may2) moh®>+miyi> +may+Jo+J1i Ji 0
0 0 Ji Ji 0
| 0 0 0 0 Jo
[ 0 0
—0?% cos 0 (hmo +m1y1 +may2) g (mo +m1 +ma)
C= 0 G = |—gsinf (hmo+ miy1 + ma2y2)
0 0
L 0 0
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4. Estrategias de control La funcibn saturacbn se define como [16]:

En esta secbn se describen las estrategias de control im- Uow S U < Ulow

plementadas para mantener@elgulo de inclinadéin 6 de la satu = u  Si Uow < U < Unigh )
bicicleta rolbtica end; = 0°. Unigh  Si U > Unigh

4.1. Control lineal PID Por lo tanto, los valores d@ow Y unhigh SOn—1Y 1, respec-

tivamente. El esquema anti-windup para evitar la sataraci
La bicicleta puede estabilizarse con un controlador PID [14Pel actuador (motor c.c) puede implementarse mediante la

mediante la ley de control: funciobn de saturadin, Ec. (7), como se ilustra en la Fig. 6.
k .
Tin(s) = =k, O(s) + Tp (Ba(s) — O(s)) 4.2. Control no lineal CTC
i S
kpTys El controladorComputed Torque ContrqICTC) se imple-
B Tdg i1 (s) ®)  menta para mantener el equilibrio de la bicicleta. Dicha es-

trategia de control tiene en cuenta el modelo no-lineal de
El algoritmo descrito por la Ec. (6) se llansantrolador  la bicicleta, Ec. (4). Laécnica consiste en cancelar las no-
PID en forma de velocidafiLl5]. Esta configuradin se usa linealidades del modelo con la ley de control y el modelo
para evitar cambios muy fuertes a la salida del controladoestimado de la bicicleta, de esta forma el controlador a im-
ante cambios(ghitos de la referencia, simplificar los cambios plementar se reduce a un control lineal de un doble integra-
de modo manual a autdtico, as como para disminuir la dor [17].
posibilidad de saturar el actuador. Con los paametros estimados del modelo, Ec. (4), se de-
La ley de control Ec. (6) especifica que la aceldracn-  fine la ley de control:
gular ¢ del volante de inercia de la bicicleta se mueve en X .
direccibn opuesta a&ngulo de inclinadn 6. Es decir, cuan- Tm(t) = =Cpw(t) + C, sinf(t) (8)
do la bicicleta se inclina hacia un lado, la rueda de inercia se
acelerad en la direcdn opuesta (ver, Fig. 5), para mover la  Donde
bicicleta nuevamente hacia el equilibrio dese@gde 0°. Es- )
te es un equilibrio estable, lo que significa que cuando el sis- Co =g (hmo +y1m1)
tema se perturba desde la pogitie equilibrio, retornarde
nuevo al hacia el equilibrio. La Fig. 6 muestra el sistema de

control implementado. -
~ P . . . Al sustituir la Ec. (8) en Ec. (4) el problema de control se
La sdial que se eria al motor de corriente continua debe

: . . reduce a un control lineal del doble integrador para el control
normalizarse entre -1y 1. Para hacer esto se divide la saluﬁfe balance de la bicicleta rofica- 9 P
de la s@al de control entre el valor del par motor. '

C’b:mohz—i—mlyf—&—JO

6 =w(t) ©
En este caso, el objetivo es solamente alcanzar la pasici
deseadd,. Una posible ley de control patgt) que permita
obtener el balance de la bicicleta es:

w(t) =ky (04— 0) + ka (10)

g

Si el modelo estimado es muy cercano al real, al sustituir
w(t) pord se obtiene la ecuam caractdstica del sistema en
lazo cerrado:

FIGURA 5. Direccion del par de accionamientq, del volante de
inercia.

O(t) + ka0(t) + k0 =k, 04 (11)

s o La Ec. (11) es una ecudxi diferencial lineal de segundo
Bicicleta — . .
] orden que representa un sistema lineal desacoplado. La solu-

cion ded(t) es asinbticamente estable para algunos valores
adecuados de las constantes del controladdrndiico &, y
kq.

La Fig.7 representa el sistema de control no-lineal imple-
FIGURA 6. Diagrama de bloques del control PID. mentado.

Controlador PID
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Modelo T .
Estimado _{ Bicicleta

1 S

©4  +

FIGURA 7. Diagrama en blogues del controlador ainico. Tiempo [s]

Las constantes del controlador @inicok, y k; se ajus-
tan para una dammica deseada con un coeficiente de amor- _
. . . =
tiguamientoé y un ancho de banda ajustado a una frecuen-
Ciawyp.

_ 2
kp = wy

kg = 2€wo Tiempo [s]
FIGURA 9. Esfuerzo de Control de los controladores implementa-
dos (i) PID, (ii) CTC.
5. Resultados
Los resultados obtenidos de la implemeritadle cada estra-
tegia de control se ilustran en las Figs. 8 y 9.
La Fig. 8 muestra ehngulo de inclinadén 6 y la Fig. 9
senala el comportamiento temporal de la ley de control.

Desviacbn estindar del esfuerzo de control

(13)

indices de desempio

Los sigu,ier_lteésndices de desembe[lS] se usaron para vali- c, €s la desviadin eséndar del esfuerzo de contralk).
dar estatsticamente los algoritmos de control propuestos en | - tabia Il muestra el valor promedio de lowlices de

la Sec. 4. desempBo paral(O experimentos, el imero de datos total
para cada uno de los experimentos esvde- 1000, con una
Desviacbn estindar del error referencia d&, = 0° para cada uno de los controladores.
La Tabla Ill muestra los radios de losdices de desem-
1 Y 5 pefio de los controladores lineales y el control no-lineal para
Ce =\ N Z [Ba(k) — O(k)] (12)  |osindices de desemfie propuestos.
A partir de los resultados de la Tabla lll, el coeficiente en-
¢. es la desviaéin esandar de la g&l de errorV el nimero tre la desviadn esandar promedio del error para el control

de muestragl (k) 2 0° es elangulo de inclinadin deseado PIDy CTC es3.3574, esto significa que el controlador CTC
y 0(k), el angulo de inclinaéin medido. muestra un mejor comportamiento en la respuesta temporal

para el error, frente al otro control lineal PID. Mientras que

0.4 el coeficiente entre la desviéci esndar promedio del es-
0.2
= 0 TABLA Il. Comparadin del promedio de las desviacionesaestar
0.2 obtenidas a partir de los experimentos con cada controlador.
0.4 Controlador €e €u
PID 0.1719 0.4397
01 CTC 0.0512 0.2906
0.05
o 0 . Lo
ey TABLA Ill. Comparadn de los radios de la desviaa esandar
0.05 del esfuerzo de control para cada controlador.
-0.1
SePID Menor Error
€eCTC
Tiempo |s] 3.3574 CTC
FIGURA 8. Respuesta temporal de los controladores implementa- Pl Menor Esfuerzo de Control
dos @ngulo de inclinadin) (i) PID, (ii) CTC. 1.5131 CTC

Rev. Mex. Fis. A7 (1) 62—68



68 DIEGO A. BRAVO M. AND CARLOS F. RENGIFO R.

fuerzo de control para el control PIDy CTCES§131,loque  real que nuestro modelo no tiene en cuenta o no se pueden
demuestra que el controlador CTC muestra el menor esfueradentificar. Estos incluyen la fricén de los engranajes en los
de control en comparam con el control PID para mantener servomotores e incertidumbres paretricas. Tales fuentes de
el equilibrio de la bicicleta radttica. error, ocasionan que la simuléaoise pueda comportar de for-
ma distinta al robot real, a menos que el controladd dst
seiado para compensar estasatfiricas no modeladas.

Finalmente, se compararon las dos estrategias de control
Este ariculo presenta los resultados de investigaciobre la  para la estabilizabn en reposo de la bicicleta rofica me-
dinamica y el control de la bicicleta rotica del Arduino Kit  diante dodndices de desemfie; el primero de ellos utiliza
Engineering. Para cumplir con los objetivos propuestos, prika desviaddn esandar de la g&al de error, mientras que el se-
mero se obtuvo el modelo matético del robot mediante el gundo emplea el valor cuaatico medio del esfuerzo de con-
formalismo de Euler-Lagrange, para obtener las ecuaciondel. La relacbn entre los dos controladores permite concluir
de movimiento de la bicicleta, las cuales se caracterizan patue el control CTC presenta menor desvéacton respecto
ser ecuaciones diferenciales no-lineales. a la séal de referencia y menor consumo de efeerg

Una vez obtenido el modelo que representa lauiica Como trabajo futuro se espera implementar un algoritmo
de la bicicleta, se di$® e implemertht un control PID para de control predictivo basado en modelos para el seguimiento
la estabilizadin de la bicicleta en reposo. Con la dinica  de trayectorias en la direéri de la bicicleta manteniendo su
no-lineal se elabdry, puso en marcha un control dmico  estabilidad.
(CTC) con el objetivo de comparar esta estrategia de control
con el control lineal PID.

Todas las estrategias de control anteriores se validaroAgradecimientos
inicialmente mediante simuldm. El modelo CAD de la bi-
cicleta se ensamblen Simscape Multibod)! de Matlab,
pues contiene todas las propiedadietcés de cada una de
las piezas constitutivas de la bicicleta dtiba. Sin embargo,
incluso con un modelo perfecto, hay tanenos del mundo

6. Conclusiones

Los autores de este amilo expresan sus &s sinceros agra-
decimientos a la Universidad del Cauca por todo el apo-
yo recibido para la realiza@n del proyecto (Grant number
5116/2019).
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