
EDUCATION Revista Mexicana de Fı́sica E17 (2) 201–214 JULY–DECEMBER 2020
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Los sistemas dińamicos tienen su origen en la Mecánica Cĺasica. La segunda Ley de Newton, representada matemáticamente por una ecuación
de movimiento o ecuación diferencial de segundo orden, modela la evolución en el tiempo de los sistemas dinámicos de la Mećanica Cĺasica,
constituidos por uno o ḿas cuerpos masivos sujetos a fuerzas externas. El tratamiento de dichos sistemas mediante la ecuación de movimiento
y su solucíon correspondiente, permite establecer el comportamiento dinámico de los sistemas mecánicos en el tiempo. Para obtener la
modelacíon completa de un sistema mecánico en particular, es fundamental obtener la solución de la ecuación de movimiento, ya sea por
medio de ḿetodos mateḿaticos analı́ticos o nuḿericos. Sin embargo, los ḿetodos analı́ticos frecuentemente requieren de una matemática
más compleja que la utilizada en los métodos nuḿericos y que es ḿas dif́ıcil de conocer y aplicar para cualquier sistema dinámico. Por
este motivo, aqúı le damos preferencia al desarrollo de los métodos nuḿericos de solución de la ecuación de movimiento que se adaptan
adecuadamente al estudio de diferentes sistemas mecánicos modelados en este trabajo y que sufren muy pocas variaciones al aplicarlos de
un sistema mećanico a otro.

Descriptores:Sistemas dińamicos; ḿetodos analı́ticos y nuḿericos; modelación.

Dynamical systems are rooted in classical mechanics. Newton’s second law represented mathematically by an equation of motion or second-
order differential equation models the time evolution of dynamical systems of classical mechanics consisting of one or more massive bodies
subject to external forces. The treatment of dynamical systems of classical mechanics or mechanical systems for short, using the equation
of motion and its corresponding solution, allows for the dynamic behavior of mechanical systems in time. To get the complete modeling
of a mechanical system, in particular, is essential to obtain the solution of the equation of motion, either through analytical or numerical
mathematical methods. However, analytical methods often require more complex mathematics used in numerical methods and more difficult
to understand and apply to any dynamic system. For this reason, here we give preference to the development of numerical methods for
solving the equation of motion that is very well suited to studying different mechanical systems modeled in this work and who suffer very
little variation when is applied from a mechanical system to another.
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1. Introducción

Un sistema mećanico puede estudiarse desde el punto de vista
experimental o a partir de su modelación téorica [1-4]. Sin
embargo, un enfoque dual establece un mayor entendimien-
to del sistema mecánico bajo estudio, debido en gran me-
dida a la retroalimentación que se establece entre ambos
puntos de vista [5,6]. La investigación experimental de un
sistema mećanico en particular da como resultado una mo-
delacíon emṕırica fundamentada mediante la modelación
teórica, basada en primeros principios de la Fı́sica [7,8]; por
otra parte, la modelación téorica es ḿas completa entre ḿas
se ajuste a los datos extraı́dos experimentalmente del sistema
mećanico bajo estudio [9]. En otras palabras la mayor coinci-
dencia entre los hallazgos experimentales y teóricos determi-
na la mejor forma de comprender el comportamiento fı́sico
del sistema mećanico investigado [10].

En la Mećanica Cĺasica, la segunda ley de Newton, re-
presentada mateḿaticamente por una ecuación anaĺıtica de
movimiento o ecuación diferencial de segundo orden lineal
o no lineal, es la llave para el estudio de la dinámica de los
sistemas mećanicos o de su comportamiento a lo largo del

tiempo. Si bien existen diferentes métodos mateḿaticos para
realizar este tipo de estudios, pueden catalogarse en dos tipos:
los anaĺıticos y los nuḿericos de solución de la ecuación de
movimiento [11].

La diferencia entre ambos radica en el empleo en el
primero de la mateḿatica de variable continua y en el se-
gundo de la mateḿatica de variable discreta. En el primer
caso, las soluciones de la ecuación de movimiento se estable-
cen mediante funciones analı́ticas entre las variables que de-
terminan el comportamiento dinámico del sistema mecánico,
los paŕametros que lo definen y el tiempo obtenido de ma-
nera continua, lo cual resulta suficiente para determinar de
cualquiera de las variables en un tiempo determinado al susti-
tuir el valor nuḿerico del tiempo dado y los valores numéri-
cos de los paŕametros que definen el sistema mecánico en las
funciones relacionadas con las variables en cuestión. En cam-
bio, las soluciones nuḿericas no se obtienen mediante fun-
ciones analı́ticas, como en el caso anterior; por el contrario,
solo se obtienen mediante tablas de datos numéricos entre
las variables del sistema mecánico y los tiempos correspon-
dientes de ocurrencia discreta de estas variables en tiempos
separados por un intervalo∆t [12].
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Para un mismo sistema mecánico, la coincidencia en-
tre ambos ḿetodos puede examinarse de manera gráfica, en
donde una variable en especial se grafica contra el tiempo,
mediante ambos ḿetodos; en el caso numérico como puntos
discretos de la curva que modela el comportamiento dinámi-
co del sistema mecánico y en el caso analı́tico como la misma
curva continua que envuelve a los datos numéricos. La seme-
janza, la proximidad y el ajuste entre datos discretos y la cur-
va continua establecerá la coincidencia buscada entre ambos
métodos, siempre y cuando se refieran a la modelación del
mismo sistema mecánico y las discrepancias por la propa-
gacíon de errores de cálculo nuḿerico se hayan disminuido o
corregido mateḿaticamente.

En la actualidad, la utilización de los ḿetodos nuḿeri-
cos en la modelación de los sistemas mecánicos ha aumenta-
do debido a la posibilidad de realizar los cómputos nuḿeri-
cos con gran rapidez y grandes volúmenes de datos en sis-
temas de ćomputo de todo tipo. No obstante, su principal
cualidad consiste en su aplicación a ecuaciones de movimien-
to no lineales que analı́ticamente son difı́ciles o imposibles
de resolver [13]. Operativamente la aplicación de ḿetodos
numéricos a la modelación de diferentes sistemas mecánicos
bajo la misma estrategia de cálculo permite profundizar sobre
el ańalisis anaĺogico y comparativo de la fı́sica de estos sis-
temas mećanicos sin entrar necesariamente en complejidades
mateḿaticas [14].

El art́ıculo est́a organizado de la siguiente forma: en la
Sec. 2 se describe el método de Euler, en la Sec. 3 se mues-
tra el Método de Euler de medio paso, en la Sec. 4 se ex-
pone el ḿetodo de Verlet, y en la Sec. 5 los métodos de Euler
modificado de medio paso y de Verlet complementado se ex-
tienden a dos dimensiones. Posteriormente, en la Sec. 6, se
muestran cuatro aplicaciones a diversos sistemas dinámicos,
su comparación con algunas soluciones analı́ticas y las mo-
delaciones de sistemas mecánicos bajo un mismo esquema
simbólico de modelacíon nuḿerica. Finalmente, en la Sec. 7
se presentan las conclusiones.

2. Método numérico de Euler

El método nuḿerico de Euler para la solución de la ecuación
de movimiento de un sistema dinámico puede derivarse de
la segunda ley de Newton y deducirse a partir de los valores
medios de esta misma ley. Ası́, la ecuacíon algebraica que
describe la segunda ley de Newton se expresa en una dimen-
sión como:

F = ma, (1)

dondem es la masa de un cuerpo que se mueve con ace-
leracíon a debido a una fuerza externa netaF que intera-
cciona con el cuerpo y que puede depender de la posición
x, la velocidadv del cuerpo o del mismo tiempot, esto es:

F = F (x, v, t). (2)

La aceleracíon a del cuerpo en cualquier instante se de-
fine de acuerdo con la siguiente expresión mateḿatica:

a =
dv

dt
, (3)

dondev es la velocidad del cuerpo en movimiento, la cual a
su vez se define como:

v =
dx

dt
. (4)

Al sustituir estas dośultimas definiciones y la Ec. (2) es-
tablecida para la fuerzaF en la Ec. (1), tenemos la siguiente
transformacíon:

F (x, v, t) = m
d2x

dt2
, (5)

que determina la forma general de la ecuación de movimiento
en una dimensión de un cuerpo de masam sujeto a la fuerza
externaF .

Diversos ḿetodos mateḿaticos analı́ticos se desarro-
llaron para encontrar soluciones de la ecuación de movimien-
to en la Ec. (5), las ḿas generales para ecuaciones de
movimiento lineales y de manera menos extensa para las
ecuaciones de movimiento no lineales. Sin embargo, su re-
visión espećıfica para la ecuación de movimiento en Ec. (5)
ha sido material de mucho estudio que aquı́ seŕıa imposible
desarrollar.

Una v́ıa alternativa ḿas sencilla es la solución nuḿerica
de la Ec. (5) a trav́es del ḿetodo de Euler, la cual sin ser la
mejor solucíon nuḿerica que puede aplicarse a la ecuación
de movimiento, si da la pauta para desarrollar cualquier otra
solucíon nuḿerica aplicada a esta misma ecuación.

Como ya se mencionó, el ḿetodo de Euler se deriva
de la Ec. (1) cuando se considera la discretización de esta
ecuacíon. Si en lugar de tomar los valores instantáneos de
aceleracíon en la Ec. (3), se toma su valor medio:

ā =
∆v

∆t
(6)

en el intervalo de tiempo∆t. La ecuacíon de movimiento en
Ec. (5) puede ser equivalente a las ecuaciones algebraicas:

F̄ = m
∆v

∆t
, (7)

y

v̄ =
∆x

∆t
, (8)

siempre y cuando el intervalo∆t sea lo suficientemente
pequẽno para que los valores medios se aproximen lo mejor
posible a los valores instantáneos de velocidad y aceleración
correspondientes.

Hay que observar que en las Ecs. (7) y (8) los valores
mediosF̄ y v̄ corresponden a algún valor intermedio de la
fuerzaF y la velocidadv en el intervalo de tiempo (t, t+∆t).
Si se considera que:

∆v = vi+1 − vi, (9)
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y

∆x = xi+1 − xi, (10)

dondexi, vi, xi+1 y vi+1 son las posiciones y las velocidades
del cuerpo correspondientes a los tiemposti y ti+1, respecti-
vamente.

Las ecuaciones ya discretizadas (7) y (8) pueden expre-
sarse como:

vi+1 = vi +
(

F̄

m

)
∆t, (11)

y

xi+1 = xi + v̄∆t. (12)

Para empezar a resolver el par de ecuaciones dadas en las
expresiones (11) y (12) determinando los valores finalesxi+1

y vi+1 en el tiempoti+1 a partir de los valores inicialesxi,
vi en el tiempoti y los valores promedios̄v y F̄ (en gene-
ral desconocidos) es necesario conocer estosúltimos, ḿas el
intervalo de tiempo∆t.

Supongamos que a partir de un tiempot0 = 0, se conoce
la posicíon x0 del cuerpo y su velocidadv0, es decir, las
condiciones ińıciales del movimiento del cuerpo. Entonces
es posible conocer la fuerza netaF0 = F (x0, v0, t0) al inicio
del intervalo de tiempo [t0, t0 + ∆t], donde el intervalo de
tiempo∆t se elige arbitrariamente pequeño.

Bajo estas consideraciones, las Ecs. (11) y (12) se apro-
ximan a las siguientes ecuaciones, cuando se calculan a partir
del tiempo inicialt0 = 0 (o a partir dei = 0) y los valores
inı́cialesx0 y v0, los valoresx1 y v1 en el tiempot1 = t0+∆t
al final del intervalo∆t, esto es:

v1 = v0 +
(

F0

m

)
∆t, (13)

y

x1 = x0 + v0∆t, (14)

y en ese caso, también ya se puede determinarF1 =
F (x1, v1, t1).

El par de Ecs. (13) y (14) inician un ḿetodo iterativo de
solucíon de este tipo de ecuaciones, ya que para el tiempo
t2 = t1 + ∆t, las Ecs. (11) y (12) toman la forma:

v2 = v1 +
(

F1

m

)
∆t, (15)

y

x2 = x2 + v2∆t, (16)

donde tambíen se obtieneF2 = F (x2, v2, t2) y aśı sucesi-
vamente hasta llegar a un tiempo finaltn = tn−1 + ∆t, en
donde se tiene que:

vn = vn−1 +
(

Fn−1

m

)
∆t, (17)

xn = xn−1 + vn−1∆t, (18)

y Fn = F (xn, vn, tn).
El método de Euler tiene un defecto de origen, debido

a que los valores medios̄F y v̄ en cadai−ésima iteracíon,
se han sustituido por valores inı́cialesFi y vi, a partir de la
primera iteracíon ent0 = 0. Utilizar los valores ińıciales para
F y v en lugar de sus valores medios exactos desde la primera
iteracíon, provoca que se propague el error en las siguientes
iteraciones, hasta lograr que la solución nuḿerica para muy
pocas iteraciones posteriores se haya perdido completamente.
Esta clase de error no se mejora, aún si el intervalo de tiem-
po ∆t, disminuye, pues su desviación solo se retarda con la
solucíon exacta.

3. Método de Euler de medio paso

Para tratar de resolver este tipo de error de origen en el méto-
do de Euler se han propuesto métodos de Euler modificados,
que implican la mejora en el cálculo de los valores medios.
Una de estas modificaciones considera sustituir la primera
ecuacíon dada en la expresión (13). por la ecuación:

v1/2 = v0 +
(

F0

m

)(
∆t

2

)
, (19)

donde el ćalculo de la velocidad se ha realizado no al final del
intervalo de tiempo [t0, t0+∆t], sino a la mitad es decir, en el
tiempot1/2 = t0+∆t/2, a partir de lo cual se obtuvo una ve-
locidadv1/2 que se aproxima a la velocidad mediav̄ en este
el intervalo de tiempo∆t. Esta aproximación de la velocidad
media no es exacta, ya que aún el valor de la fuerza mediāF
en este intervalo sigue siendo aproximado por el valor inicial
F0 conocido de la fuerza; sin embargo, esta aproximación
mejora si el intervalo de tiempo∆t se reduce lo ḿas posi-
ble (aunque es notable la mejorı́a con el ḿetodo de Euler, no
hay que descartar que para variaciones grandes dex y v en
intervalos de tiempo∆t pequẽnos, esta aproximación puede
no ser tan buena y no obtener los resultados esperados).

Al sustituir la velocidad inicialv0 en la Ec. (14) por la
v1/2 de la Ec. (19) se obtiene:

x1 = x0 + v1/2∆t, (20)

ent1 = t0 + ∆t.
Para llevar a cabo la iteración de este ḿetodo modificado

de Euler, hay que agregar más pasos a la iteración, ya que
ahora se determinarán los valores de las variables no solo al
principio y al final de cada intervalo de tiempo, sino también
a la mitad de los intervalos de tiempo. Por ello, para calcular
F1/2, es necesario calcular:

x1/2 =
(x0 + x1)

2
, (21)

y entonces

F1/2 = F (x1/2, v1/2, t1/2), (22)
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dondet1/2 = t0 + ∆t/2.
Aśı, al utilizar el valor deF1/2 es posible determinar un

valor dev1 que mejora el valor correspondiente al calculado
en la Ec. (13), esto es:

v1 = v0 +
(

F1/2

m

)
∆t. (23)

y adicionalmente,

F1 = F (x1, v1, t1), (24)

dondet1 = t0 + ∆t.
Para continuar la iteración, es necesario calcular los va-

lores intermedios de posición, velocidad y fuerza para la si-
guiente mitad del intervalo de tiempot3/2 = t1/2 + ∆t/2.
Aśı,

v3/2 = v1/2 +
(

F1

m

)
∆t, (25)

x3/2 = x1/2 + v1∆t, (26)

F3/2 = F (x3/2, v3/2, t3/2), (27)

cont3/2 = t1/2 + ∆t.
Finalmente, los valores de posición y velocidad para el

siguiente intervalo de tiempo se conocen mediante:

x2 = x1 + v3/2∆t, (28)

v2 = v1 +
(

F3/2

m

)
∆t, (29)

y tambíen

F2 = F (x2, v2, t2), (30)

ent2 = t1 + ∆t.
De esta manera, la iteración se puede llevar a cabo hasta

un tiempotn = tn−1 + ∆t, si se calculan las Ecs. (19), (20),
(21) y (22) y se opera con las siguientes ecuaciones a partir
dei = 1, . . . , n:

F(2i−1)/2 = F (x(2i−1)/2, v(2i−1)2, t(2i−1)/2), (31)

vi = vi−1 +
(

F(2i−1)

m

)
∆t, (32)

Fi = F (xi, vi, ti), (33)

v(2i+1)/2 = v(2i−1)/2 +
(

Fi

m

)
∆t, (34)

xi+1 = xi + v(2i+1)/2∆t, (35)

x(2i+1)/2 = x(2i−1)/2 + vi∆t, (36)

dondet(2i+1)/2 = t(2i−1)/2 + ∆t y ti+1 = ti + ∆t.
Debido a la sustitución del ćalculo de los valores medios

de F̄ y v̄ del inicio de los intervalos de tiempo a la mitad de
los mismos para mejorar su aproximación por el ḿetodo de
Euler modificado se denomina método de medio paso [15].

Diversos ḿetodos nuḿericos se han desarrollado para
resolver ecuaciones diferenciales, como la ecuación de
movimiento a partir del desarrollo en serie de Taylor de la
posicíon y velocidad. El ḿetodo de Verlet se deriva de esta
manera con una aproximación hasta de segundo orden en la
serie de Taylor, que lo hace más preciso que el ḿetodo de
Euler, el cual es un desarrollo de primer orden.

4. Método de Verlet

Consideremosx = x(t) y v = v(t) como funciones con-
tinuas y derivables en el tiempo. Este tratamiento funcional
de las variables fı́sicas del movimiento de un cuerpo permite
utilizar los conceptos mateḿaticos desarrollados para tales
funciones.

Aśı, en el caso dex = x(t), su derivada se expresa como:

x′(t) = ĺım
∆t→0

x(t + ∆t)− x(t−∆t))
2∆t

= v(t); (37)

por otra parte,x = x(t) puede expresarse como un polinomio
en potencias de∆t seǵun su desarrollo en serie de Taylor, de
las siguientes maneras:

x(t + ∆t) = x(t) + x′(t)∆t +
1
2
x′′(t)∆t2

+
1
6
x(3)(ς)∆t3, (38)

x(t−∆t) = x(t)− x′(t)∆t +
1
2
x′′(t)∆t2

− 1
6
x(3)(ς)∆t3, (39)

dondet−∆t ≤ ς ≤ t + ∆t.
Entoncesv(t) = x′(t) se puede expresar si se despeja de

la resta de las expresiones (38) y (39), esto es:

v(t) =
x(t + ∆t)− x(t−∆t))

2∆t
+ O(∆t2), (40)

dondeO(∆t2) es el error de segundo orden que se comete
al aproximar la derivadax′(t) por su valor aproximadov′(t)
dado en la expresión (40).

En el casov = v(t), su derivada se expresa como:

v′(t) = ĺım
∆t→0

v(t + ∆t)− v(t−∆t)
2∆t

= a(t); (41)

por otra parte, al ampliar el desarrollo de Taylor de la función
x = x(t) a una potencia ḿas de∆t seǵun su desarrollo en
serie de Taylor se tiene:

x(t + ∆t) = x(t) + x′(t)∆t +
1
2
x′′(t)∆t2

+
1
6
x(3)(t)∆t3 +

1
24

x(4)(ς)∆t4, (42)

x(t−∆t) = x(t)− x′(t)∆t +
1
2
x′′(t)∆t2

− 1
6
x(3)(t)∆t3 +

1
24

x(4)(ς)∆t4, (43)
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dondet−∆t ≤ ς ≤ t + ∆t.
Entoncesv′(t) = x′′(t) se puede expresar si se despeja

de la suma de las dos expresiones anteriores, esto es:

a(t) =
x(t + ∆t) + x(t−∆t)− 2x(t)

∆t2
+ O(∆t2), (44)

dondeO(∆t2) es el error de segundo orden que se comete
al aproximar la derivadav′(t) por su valor aproximadoa(t)
dado en la expresión (44).

En las expresiones (40) y (44) se sustituyen los valores
xi−1 = x(t−∆t), xi = x(t), xi+1 = x(t + ∆t), vi = v(t)
y ai = a(t), a partir de lo cual se obtiene

vi =
(xi+1 − xi−1)

2∆t
(45)

y

ai =
xi+1 + xi−1 − 2xi

∆t2
. (46)

Al despejarxi+1 de la Ec. (46) y sustituirai porFi/m se
tiene:

xi+1 = 2xi − xi−1 +
(

Fi

m

)
∆t2, (47)

y

Fi = F (xi, vi, ti). (48)

Estas aproximaciones son susceptibles de un error de se-
gundo ordenO(∆t2) como se estableció en las Ecs. (41) y
(44).

De acuerdo con las Ecs. (45) y (47), la iteración se inicia
coni = 1, esto es:

x2 = 2x1 − x0 +
(

F1

m

)
∆t2, (49)

v1 =
(x2 − x0)

2∆t
, (50)

y

F1 = F (x1, v1, t1). (51)

La desventaja del ḿetodo de Verlet es que no puede auto
iniciarse, dado que si se empieza en el tiempot1, es nece-
sario conocer los valores dex0 y v0 en el tiempot0 = 0,
independientemente de este método.

Para lograr estos valores, es necesario utilizar el siguiente
desarrollo de Taylor:

x(t−∆t) = x(t)− x′(t)∆t

+
1
2
x′′(t)∆t2 + O(∆t3), (52)

o bien,

x0 = x1 − v1∆t +
1
2
a1∆t2, (53)

donde en la Ec. (52) se utilizó la notacíon x0 = x(t),
x1 = x(t + ∆t), v1 = x′(t) y a1 = x′′(t) y se despejó x0.

De esta manera, al calcular la Ec. (53) y luego las
Ecs. (49), (50) y (51), se inicia el ḿetodo de Verlet com-
plementado, al suponer como conocidos los valoresx1, v1

y a1 = F1/m = F (x1, v1, t1)/m en el tiempot1 = ∆t.

La iteracíon de este ḿetodo se sigue al aplicar las
Ecs. (47), (45) y (48) parai = 2, . . . , n.

5. Métodos nuḿericos en dos dimensiones

Para determinar la dinámica de un movimiento en el plano,
representado por dos coordenadasx ey, es necesario estable-
cer dos ecuaciones de la forma de la Ec. (1), una para cada
coordenada, y obtener la solución simult́anea para encontrar
la dependencia de estas coordenadas con el tiempo.

Para ello, la solución nuḿerica de estas ecuaciones debe
aplicarse dos veces, como se muestra en la Tabla I, donde se
ha desarrollado el ḿetodo de Euler de medio punto para dos
dimensiones.

La programacíon de este ḿetodo se puede realizar en
cualquier hoja de ćalculo, en particular, en Excel, como se
muestra en la Cuadro 1. Ahı́, la columna E corresponde al
ı́ndice de iteracíon i que va de 0 an (aqúı solo se muestra
hastai = 3). Las columnasF a L corresponden a la solu-
ción nuḿerica de la coordenadax, y las columnasN a S
corresponden a la solución nuḿerica de la coordenaday. El
rengĺon 17 corresponde a los encabezados de las variables
que se calculan por el ḿetodo nuḿerico, el rengĺon 18, a los
valores iniciales, el renglón 19 corresponde a las fórmulas
para los tiempost1/2 = t0 + ∆t/2 y t1 = t0 + ∆t y en
el rengĺon 19 se programan las fórmulas generales para los
tiempost(2i+1)/2 = t(2i−1)/2 + ∆t y ti+1 = ti + ∆t, para
i = 1. Para completar la solución nuḿerica a valores del
ı́ndicei > 1 hastan, a intervalos de tiempo∆t, el rengĺon
20, con todas sus columnas, se copia en los siguientes ren-
glones hasta el renglón n (conn À 1), hasta que una condi-
ción establecida por el programador detenga la iteración de
las fórmulas.

TABLA I. Método de Euler de medio paso para dos dimensiones.
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CUADRO I. Programacíon del Método de Euler de medio paso para dos dimensiones enExcel.

En el Cuadro I, los componentesx e y de la fuerza se
han formulado, de acuerdo con las variables en las cuales
los componentes dependan en general de ellas, pero en ca-
sos particulares, solo se usarán aqúellas que aparezcan en los
componentes de la fuerza y el resto se eliminará.

Como podŕa observarse, al cambiar de fenómeno de
movimiento, para un cuerpo de masam, solo se modifican
las fórmulas para los componentes de las fuerzas en tanto
permanece inalterable el resto de la formulación programada
en la hoja de ćalculo. De esta forma, es posible estudiar la
solucíon de diferentes sistemas dinámicos aplicando el mis-
mo método de solución nuḿerica a cada uno de ellos.

6. Modelos de sistemas mecánicos

Los sistemas mecánicos en una dimensión que se estudian
consisten en uno o ḿas cuerpos de diversas masas, sujetos
a fuerzas netas de la forma dada en la expresión (2) en una

dimensíon o en dos dimensiones, según la expresíon:

FFF = FFF (x, y, vx, vy, t). (54)

El conocimiento de la fuerza neta aplicada a una masa
en especial de un sistema mecánico dado, ası́ como las
condiciones iniciales de posición y velocidad del cuerpo
correspondiente, son suficientes para aplicar el modelo de la
ecuacíon de movimiento a ese cuerpo y utilizar alguno de
los métodos nuḿericos descritos anteriormente, para deter-
minar la solucíon de esta ecuación y describir por completo
la dinámica del cuerpo en el sistema mecánico a trav́es del
tiempo.

Para ejemplificar la aplicación de los ḿetodos nuḿericos
a la ecuacíon de movimiento, se han seleccionado algunos
sistemas mećanicos que pueden experimentarse en el labora-
torio para modelar a través de este procedimiento.

Los sistemas mecánicos seleccionados son los siguientes:

I Cáıda de un cuerpo esférico en un fluido.
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II Movimiento de un deslizador en un riel de aire sujeto
a una fuerza de frenado magnético.

III Movimiento oscilatorio de tres deslizadores acoplados
con resortes en un riel de aire.

V Lanzamiento de un proyectil en un plano inclinado con
fricción.

Los primeros dos sistemas mecánicos consisten en una
masa sujeta a interacciones con el medio de diferente clase
que dan como resultado fuerzas constantes y fuerzas depen-
dientes de la velocidad. El tercer caso, también en una di-
mensíon, incluye la interacción entre las masas y el medio
con fuerzas dependientes de la posición, de la velocidad y
del tiempo. El cuarto caso ocurre en dos dimensiones y con-
siste en una masa sujeta a una fuerza de fricción constante
en magnitud, pero variable en su dirección en el plano del
movimiento.

6.1. Cáıda de un cuerpo esf́erico en un fluido

En un tubo lleno de agua se deja caer desde el reposo una
esfera de vidrio de masam y radio r. Las fuerzas que se
ejercen sobre la esfera en su movimiento de descenso son
la fuerza de gravedadFg = −mg, la fuerza de flotación de
ArqúımedesFA = (4/3)πr3ρH2Og y la fuerza de arrastre
FD = (1/2)ρH2OACDv2, dondeg es la aceleración de la
gravedad,ρH2O es la densidad del medio, en este caso agua,
A = πr2 es elárea transversal de la esfera,CD es el coefi-
ciente de arrastre yv es la rapidez de la esfera en el medio.
Por lo tanto, la fuerza netaF sobre la esfera está dada por:

F (v) = −mg +
4
3
πr3ρH2Og − 1

2
ρH2OACD|v|v (55)

y la ecuacíon de movimiento que modela este sistema
mećanico es:

m
d2y

dt2
= −mg +

4
3
πr3ρH2Og − 1

2
ρH2OAD|v|v. (56)

La solucíon de la Ec. (56) es compleja y ha sido explorada
por Salomeet al. [16] y Valladareset al. [17] para una esfera
cayendo en un fluido, donde se ha elegido el comportamiento
cuadŕatico debido a la velocidad terminal de -0.38 m/s medi-
da experimentalmente y el número de Reynolds del orden de
104 que implica un flujo turbulento. La solución nuḿerica de
esta ecuación se obtiene del ḿetodo de Euler de medio paso
que se programa en una hoja de cálculo Excel, que facilita
los ćalculos iterativos mateḿaticos para que se encuentren al
alcance de estudiantes de ciencias o ingenierı́a de primer ãno
de la universidad.

En la Tabla II se dan los pasos a seguir en Excel para pro-
gramar el ḿetodo nuḿerico de Euler de medio paso para este
sistema mećanico [18].

En Excel se recomienda que cada parámetro o condicíon
inicial diferente se indique por separado, mediante su ex-
presíon simb́olica seguida por su valor numérico. Las celdas
donde se encuentran los valores numéricos de los parámetros
o condiciones ińıciales pueden renombrarse con los mismos
nombres dados a estos parámetros o condiciones inı́ciales.
De esta manera, al hacer referencia a un valor en especial en
una celda determinada de Excel, se puede emplear su nombre
simbólico y utilizar expresiones simbólicas para hacer cálcu-
los nuḿericos, sin el engorroso trabajo de referenciar las cel-
das por su nombre

TABLA II. Método de Euler de medio paso para una dimensión, aplicado al caso de la caı́da de una esfera de vidrio en el agua.
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FIGURA 1. Modelo del movimiento de una esfera de vidrio en el
agua a partir del reposo.

original de letra y ńumero en f́ormulas complejas como la
usada para calcular la fuerza neta en los pasos iterativos del
método nuḿerico.

Aśı, habŕa entradas diferentes param, r, A, V , ρa, ρH2O,
g, η, t0, ∆t, x0, v0 y F0, acompãnados de sus correspon-
dientes valores nuḿericos. Si se acostumbra a usar el Sis-
tema Internacional de Unidades, no es necesario agregar las
unidades, pero si se desea, se pueden incluir enseguida de ca-
da uno de los śımbolos anteriores, encerrados entre parénte-
sis, por ejemplom (kg)=, donde el signo igual se ha agregado
para indicar que el valor nuḿerico de esta cantidad está en la
celda contigua.

En los primeros cinco renglones de la Tabla II se han dado
los valores nuḿericos que deben incluirse en Excel antes de
realizar los ćalculos para las iteraciones del método nuḿeri-
co.

Para llevar a cabo los cálculos de las iteraciones del méto-
do nuḿerico se preparan los encabezados de tantas colum-
nas como ecuaciones diferentes sean para calcular estas itera-
ciones (Cuadro 1). Ası́, cada uno de los siguientes nombres
simbólicos seŕan encabezados de las columnas que se usarán
para realizar los ćalculos del ḿetodo nuḿerico:t, y, v, vx,1/2,
F y F1/2 (como los encabezados del Cuadro 1).

Enseguida del renglón con encabezados se programa el
primer rengĺon, correspondiente ai = 0 con las condiciones
iniciales y las f́ormulas de los pasos 2 y 3 (Tabla II), mientras
que el segundo renglón, correspondiente ai = 1, se progra-
ma con las f́ormulas 5.1 a 5.5 de la tabla. Los siguientes ren-
glones, correspondientes parai > 1, se copian del renglón
1, para realizar la iteración del ḿetodo nuḿerico, hasta el
rengĺonn donde una condición dada por el programador ter-
mine la iteracíon.

La Fig. 1 es el resultado de aplicar el método nuḿerico de
la Tabla II a la ecuación de movimiento de la expresión (56).

La altura inicial de cáıda de la esfera de vidrio a partir de
la superficie del agua es de 0 m y su velocidad terminal igual
a -0.38 m/s la alcanza en 0.13 s. El experimento (puntos ne-
gros) muestra una alta concordancia con el modelo.

FIGURA 2. Deslizador que se mueve en un riel de aire inclinado en
un ánguloθ, frenado por una fuerza de origen magnético.

6.2. Movimiento de un deslizador en un riel de aire su-
jeto a una fuerza de frenado magńetico

Un deslizador de aluminio de masam con imanes en sus
costados se mueve sobre un riel de aire horizontal también
de aluminio (Fig. 2). Los imanes se atraen mutuamente y se
mantienen fijos en los costados del deslizador [19].

Si el deslizador se mueve a partir de una velocidad ini-
cial v0, una fuerza magńetica proporcional a la velocidad del
móvil Fm = −rv se opone a su movimiento, disminuyendo
su velocidad hasta que el deslizador llega al reposo [20,21].
Si el deslizador se inclina en unánguloθ, la fuerza magńetica
Fm es opuesta a la componente de la fuerza de gravedad en
direccíon del plano inclinado

Fg‖ = −mg sen θ, tal que:

F = −mg sen−rv, (57)

donder es un coeficiente de resistencia al movimiento.
La fuerza magńeticaFm opuesta a la velocidad del móvil

aumenta en la dirección contraria al movimiento. Siv0 > 0,
la fuerza magńetica est́a en la misma dirección deFg‖ has-
ta que el ḿovil alcanza una altura ḿaxima y velocidad cero;
en el descenso del ḿovil, la fuerza magńetica est́a en la dire-
cción opuesta aFg‖ con una magnitud que aumenta de cero
hasta un valor que equilibra el componente de la gravedad,
esto es, cuandoFg‖ + Fm = 0, de forma que el ḿovil al-
canza una velocidad terminalvT , que permite determinar el
valor de la constante de resistenciar = −mg sen θ/vT y aśı,
la dependencia de la fuerza magnética con la velocidad. La
ecuacíon de movimiento [22,23] queda determinada por:

m
d2x

dt2
= −mg sen θ − rv. (58)

La solucíon anaĺıtica de esta ecuación de movimiento es
examinada por Vidaurreet al. [24], pero es posible resolverla
tambíen mediante el mismo ḿetodo de Euler de medio pa-
so que aparece en la Tabla II. Para ello, se deben adaptar
los paŕametros y sus valores a las diferentes situaciones del
deslizador con imanes sobre el riel de aire, ası́ como aplicar
la fuerza neta de la expresión (58). Al hacer estos mismos
cambios en la hoja de cálculo de Excel, se obtendrá la solu-
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FIGURA 3. Modelo del movimiento de un deslizador que se mueve
en un riel de aire horizontal con una velocidad inicialv0 = 2 m/s.

TABLA III. Paŕametros de los dos casos del deslizador sobre el riel
de aire.

ción del movimiento del deslizador sobre el riel de aire, para
la fuerza magńetica de frenado del deslizador.

En la Tabla III se dan los cambios correspondientes que
modifican la Tabla II y se adaptan a la dinámica del sistema
mećanico constituido por el deslizador, el riel de aire y los
imanes sobre el deslizador. En esta tabla ya no se incluye el
método nuḿerico de la Tabla II, por considerarse el mismo.

Como se puede observar en el paso D de la Tabla III,
la fuerza corresponde a la aplicada al deslizador en el freno
magńetico y sustituye a la fuerza de la expresión (55) de la
cáıda en el agua. Este cambio no altera las ecuaciones ite-
rativas del ḿetodo nuḿerico, pero el resultado corresponde a
la dinámica del freno magńetico, no aśı al de la cáıda en el
agua.

Esta caracterı́stica del ḿetodo nuḿerico permite analizar
diferentes dińamicas con el mismo ḿetodo de solución
numérica, para enfocar el análisis de los feńomenos estudi-
ados ḿas a la interpretación f́ısica de las gŕaficas de la solu-
ción nuḿerica que expresan la dinámica de los movimientos
y menos al desarrollo de la solución anaĺıtica de la ecuación
de movimiento, que es compleja para cada caso.

Aśı, en la gŕafica de la Fig. 3 se muestra el resultado
de aplicar el ḿetodo nuḿerico de Euler de medio paso a la
ecuacíon de movimiento de la expresión (58), con los datos
del caso A contenidos en la Tabla III. El deslizador parte des-
de el origen de coordenadas con velocidad inicial de 2 m/s,
hasta alcanzar una máxima distancia de recorrido en donde
la velocidad final es cero y la fuerza inicialmente opuesta al
movimiento se reduce a cero.

FIGURA 4. Modelo del movimiento de un deslizador que se mueve
en un riel de aire inclinado uńangulo de12◦ con una velocidad
inicial v0 = −2 m/s.

Al cambiar los paŕametros del caso A al caso B de la
Tabla III, la dińamica del deslizador se modifica. En la gráfi-
ca de la Fig. 4 se muestra el resultado de aplicar el método
numérico de Euler de medio paso para el caso B de la Tabla
III. El deslizador parte desde la posición inicial de 2 m, con
una velocidad inicial de -2 m/s, hasta alcanzar una mı́nima
distancia de recorrido en donde la velocidad es cero, para des-
pués caer hacia abajo del riel de aire con velocidad creciente
hasta una velocidad terminal. En ambos casos, la fuerza neta,
que inicialmente tiene un valor igual a la componente de la
gravedad en dirección hacia abajo del riel de aire, se reduce a
cero.

La gŕafica de la Fig. 4 permite realizar el análisis de la
dinámica del freno magńetico. La posicíon como funcíon del
tiempo del deslizador que desciende por el riel de aire es una
curva que se transforma en una lı́nea recta cuando alcanza
la velocidad terminalvT . Para determinar esta velocidad se
ajusta una lı́nea recta tangente a la parte lineal de la curva
cuyo valor de la pendiente es precisamentevT .

El movimiento se inicia con una velocidad que es ma-
yor en magnitud que la velocidad terminal, conforme pasa el
tiempo, la velocidad del ḿovil se aproxima a la velocidad ter-
minal y la alcanza cuando la fuerza magnética iguala la mag-
nitud del componente del peso del deslizador en la dirección
de movimiento y por lo tanto la fuerza neta es cero.

Experimentalmente, este movimiento es difı́cil de hacer
en un riel de aire de corta longitud, puesto que debe alcan-
zar la velocidad terminal a lo largo del riel para medir el va-
lor del coeficiente de resistenciar. Sin embargo, la solución
numérica expresada gráficamente en la Fig. 4 muestra la for-
ma de realizar el movimiento: cuando la velocidad inicial es
cercana a la velocidad terminal, el movimiento, casi desde el
inicio, es un movimiento uniformemente rectilı́neo. En este
sentido si en el experimento se logra una velocidad inicial
tal, el movimiento del deslizador alcanzará la velocidad ter-
minal a lo largo del riel donde se mide el valor der como el
de la Tabla III.
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210 ALEJANDRO GONZÁLEZ Y HERNÁNDEZ, CÉSAR MORA, Y MA. DEL PILAR SEGARRA ALBERÚ

6.3. Movimiento oscilatorio de tres deslizadores acopla-
dos con resortes en un riel de aire

Tres deslizadores de masasm1, m2 y m3 conectados me-
diante resortes de constantesk1, k2, k2 y k4 en un riel de aire,
como se muestra esquemáticamente en la Fig. 4, se desplazan
de sus posiciones de equilibrio para que oscilen acoplada-
mente [25].

Las fuerzas netas aplicadas a cada uno están dadas por:

F1 = −(k1 + k2)x1 + k2x2, (59)

F2 = −(k2 + k3)x2 + k2x1 + k3x3, (60)

F3 = −(k3 + k4)x3 + k3x2, (61)

mientras que las ecuaciones de movimientos correspon-
dientes para los tres deslizadores son:

m1
d2x1

dt2
= −(k1 + k2)x1 + k2x2, (62)

m2
d2x2

dt2
= −(k2 + k3)x2 + k2x1 + k3x3, (63)

m3
d2x3

dt2
= −(k3 + k4)x3 + k3x2. (64)

Como se puede observar, las fuerzas aplicadas solo de-
penden de la posición de los deslizadores a partir de sus
posiciones de equilibrio, pero cada una de las ecuaciones de
movimiento en las expresiones (62), (63) o (64) no son inde-
pendientes una de las otras, ya que las coordenadas de cada
deslizador aparecen en más de una ecuación, lo que establece
un acoplamiento entre las masas involucradas en este sistema
mećanico de tres deslizadores.

Las Ecs. (62 a 64) son resueltas en los libros de texto
[26] generalmente para determinar los modos normales de vi-
bracíon del sistema de dos o más masas, como el de la Fig. 5.
Por su parte, los modos localizados, como el descrito en la
Fig. 6, se pueden examinar con la solución nuḿerica aplican-
do el ḿetodo de Euler de medio paso, sin grandes complica-
ciones mateḿaticas. Para aplicar la solución nuḿerica a estas
ecuaciones de movimiento se usa también la hoja de ćalculo
de Excel, con la salvedad de que se triplicarán las columnas
de operacíon del ḿetodo nuḿerico debido a que para cada

FIGURA 5. Osciladores acoplados. Tres deslizadores de masasm1,
m2, y m3, en un riel de aire sujetos entre sı́ mediante resortes cons-
tantesk1, k2, k3 y k4 que se mueven de manera acoplada a partir
de sus posiciones de equilibrio.

FIGURA 6. Movimiento de tres deslizadores acoplados en un riel
de aire, relativas al inicio del riel de aire.

masa hay que aplicar el mismo método nuḿerico, cambian-
do exclusivamente la fuerza neta utilizada en los cálculos
y cuidando el orden de ejecución de los ćalculos, debido al
acoplamiento que se ha establecido ya en las ecuaciones de
movimiento.

Para aplicar el ḿetodo de Euler de medio paso a este sis-
tema mećanico se utilizan iterativamente seis ecuaciones al-
gebraicas diferentes3n veces, de manera que es preferible
usar el ḿetodo de Verlet, que es de mayor precisión, y se
aplican iterativamente dos ecuaciones algebraicas3n veces,
con gran ahorro de tiempo de cálculo y espacio de memoria,
lo cual mejora la precisión de los ćalculos realizados.

En la Tabla IV se describe el ḿetodo de Verlet [27] para
el caso de los tres deslizadores acoplados con resortes iguales
conk = 1.2 N/m, de los dos deslizadores de los extremos con
la misma masam1 = m3 = m = 0.256 kg y el deslizador
del medio con una masam2 = 0.01 kg.

La gŕafica de la Fig. 6 es resultado de aplicar el
método nuḿerico de Verlet, descrito en la Tabla IV, a
las ecuaciones de movimiento de las expresiones (62),
(63) y (64) de los tres deslizadores acoplados, con
masas m1 = m3 = m = 0.256 kg y m2 =
0.01 m, constantes de resortesk1 = k2 = k3

= k4 = k = 1.2 N/m y posiciones ińıciales a partir de
sus

TABLA IV. Método de Verlet para los tres osciladores acoplados.
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posiciones de equilibrio,x1 = 0.05 m, x2 = −0.1 m y
x2 = 0.05 m.

Como se puede observar, el deslizador de masam2 tiene
una masa que es la centésima masa de los deslizadores de
los extremos y su desplazamiento inicial a partir de su posi-
ción de equilibrio es el doble del desplazamiento de las dos
masas extremas y en sentido opuesto. Al disminuir la masa
del deslizador, es que la frecuencia de oscilación aumenta de
manera importante en relación con las frecuencias iguales de
oscilacíon de los deslizadores extremos y que se mueven en
fase entre ḿas pequẽna sea la masa de este deslizador com-
parado con las masas de los deslizadores en sus extremos.

Estos tipos dedescubrimientosson posibles porque con
el modelo nuḿerico en Excel se pueden variar los parámetros
que definen al sistema mecánico o sus condiciones inı́ciales y
es posible observar el comportamiento de la dinámica del sis-
tema; es como si fuera variable experimentar en el laborato-
rio, variando alguna de las condiciones del sistema mecánico
seǵun se desee explorar para ver la manera en que reac-
ciona el sistema mecánico bajo este cambio. En general, es-
to es dif́ıcil de hacer en un laboratorio, pero con un modelo
numérico como el aqúı realizado es posible hacer múltiples
experimentos virtuales.

Los experimentos virtualestendŕan la caracterı́stica de
modelar el comportamiento del sistema mecánico que se
estudia, bajo muy diversas condiciones de operación. Las
gráficas que representan las variables del sistema mecánico
cambiaŕan de acuerdo con la variación que se haga de los
paŕametros o condiciones inı́ciales, aśı se podŕan estudiar
los diferentes comportamientos de este sistema de masas
acopladas bajo muy diversos aspectos. Por ejemplo, si las
masas de los deslizadores son iguales, se pueden modelar los
modos normales de oscilación y verificar los resultados con
el experimento.

Este sistema mecánico podŕa alterarse también si se agre-
gan fuerzas de fricción dependientes de la velocidad y fuerzas
de forzamiento periódico que establezcan nuevos regı́menes
de movimiento de las masas acopladas, lo cual permite es-
tudiar feńomenos de resonancia del sistema mecánico. De-
safortunadamente el ḿetodo de Verlet no podrá seguir uti-
lizándose, debido a la dependencia con la velocidad de las
fuerzas de friccíon, pero podŕa sustituirse por el ḿetodo de
Euler de medio paso, aunque implique aumentar el tiempo de
cálculo.

6.4. Lanzamiento de un proyectil en un plano inclinado
con fricción

Un disco de masam sobre una superficie inclinada unángu-
lo θ se lanza con una velocidad~v0 = vx,0̂ı + vy,0 ̂, donde
la direccíon del eje de lasX es paralela a la base del plano
inclinado, el eje de lasY es perpendicular al ejeX y est́a en
la direccíon del plano inclinado hacia arriba y el eje de lasZ,
perpendicular al plano inclinado, ver Fig. 7 [28,29].

El disco est́a sujeto a la fuerza de gravedad~Fg = −m~g =
−mg sen θ̂−mg cos θẑ, la fuerza normal~N = mg cos θ~z y

FIGURA 7. Disco lanzado sobre un plano inclinado con una veloci-
dad inicial~v0. El disco se mueve sujeto a la fuerza de gravedad~Fg,
la fuerza normal~N y la fuerza de friccíon ~f .

la fuerza de friccíon ~f = −µN~v/|v|. La fuerza neta sobre el
disco est́a dada por:

~F = ~Fg + ~N + ~f = −mg sen θ̂− µN
~v

|v| (65)

o bien

~F = −mg sen θ̂− µmg cos θ(vx ı̂ + vy ̂)√
v2

x + v2
y

, (66)

y la ecuacíon de movimiento:

m
d2~r

dt2
= −mg sen θ̂− µmg cos θ(vx ı̂ + vy ̂)√

v2
x + v2

y

, (67)

donde~r = x̂ı + ŷ.
La ecuacíon de movimiento en la expresión (67) es una

ecuacíon vectorial que tiene las siguientes dos ecuaciones es-
calares como componentes [30]:

m
d2~x

dt2
= −µmg cos θvx√

v2
x + v2

y

, (68)

y

m
d2~y

dt2
= −mg sen θ − µmg cos θvy√

v2
x + v2

y

. (69)

La solucíon anaĺıtica [31] de las Ecs. (68) y (69) es difı́cil
de establecer y resolver para estudiantes de primer año uni-
versitario de F́ısica, por ello se prefiere aplicar el método
numérico de Euler de medio paso en dos dimensiones, como
el descrito en la Tabla I.

En la Fig. 8 se tiene la trayectoria de un disco de masa
m = 0.05 kg que se desplaza sobre un plano inclinado un
ánguloθ = 20◦ y con coeficiente de fricción deµ = 0.2.
El disco parte del origen de coordenadas, con una velocidad
~v0 = 2̂ı + 2̂.

El alcance horizontal del disco bajo las condiciones que
se observan en la Fig. 7 está limitado, pues de acuerdo a la ex-
presíon (67), el componente-x de la fuerza de fricción sobre
el disco, dependiente de la componente-x de la
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FIGURA 8. Movimiento de un disco sobre un plano inclinado con
fricción.

velocidad y su magnitud, es opuesta al movimiento del dis-
co en esta dirección, de tal forma que la velocidad del dis-
co en la direccíon del eje de lasx′s disminuye a cero y por
consiguiente, el disco tiene un alcance máximo. En la direc-
ción del eje de lasy′s, la componente-y de la fuerza de fric-
ción dependiente de la componente-y de la velocidad y de
su magnitud es opuesta al movimiento del disco en esta di-
reccíon, sin embargo, cuando el disco desciende por el plano
inclinado, la componente del peso del disco está a favor del
movimiento del disco, de tal manera que cuandovx = 0 m/s,
el movimiento ocurre solo en la dirección-y. de tal manera
que:

m
d2~y

dt2
= −mg sen θ + µmg cos θ (70)

es la ecuación de movimiento del movimiento final del cuer-
po.

La fuerza neta que se ejerce sobre el disco cuando su
movimiento es solamente hacia abajo del plano inclina-
do, seǵun la expresíon (70), es una fuerza constante y el
movimiento final del disco es un movimiento uniformemente
acelerado en la dirección-Y del plano inclinado.

Otras cantidades fı́sicas que completan la descripción
del comportamiento del sistema mecánico estudiado pueden
derivarse de los valores obtenidos de la solución nuḿerica de
la ecuacíon de movimiento. Este es el caso de la Fig. 9, don-

FIGURA 9. Enerǵıa cińetica del disco sobre un plano inclinado con
fricción.

de se ha graficado la energı́a cińetica K del disco que se
mueve en un plano inclinado con fricción. Como puede ob-
servarse, la energı́a cińetica inicial disminuye seǵun se mueve
el disco hacia arriba del plano inclinado hasta alcanzar un
valor ḿınimo, a partir del cual la energı́a cińetica aumenta
indefinidamente debido a que el disco cae sobre el plano in-
clinado bajo una fuerza constante [32].

7. Discusíon

La mayoŕıa de los sistemas mecánicos modelados por la se-
gunda ley de Newton son difı́ciles de modelar en el primer
año de una carrera de Fı́sica o de Ingenierı́a, debido a que e-
xigen conocimientos avanzados de matemáticas para la solu-
ción anaĺıtica de ecuaciones diferenciales, los cuales no están
al alcance de los estudiantes en ese nivel de estudio.

Sin embargo, con la introducción de ḿetodos nuḿericos
de solucíon de las ecuaciones de movimiento, los profesores
y estudiantes disponen de un recurso matemático poderoso
que les permite estudiar diversos sistemas mecánicos tanto
teórica como experimentalmente y enfocar el objetivo de es-
tudio al ańalisis f́ısico de la dińamica de los movimientos
a partir de las soluciones numéricas de las ecuaciones de
movimiento.

Con este recurso a mano, el profesor puede discutir con
sus estudiantes a profundidad los sistemas mecánicos com-
plejos, aśı como y el planteamiento y la solución de las
ecuaciones de movimiento correspondientes, como las exam-
inadas aqúı en las Ecs. (56), (58), (62) a (64) y (67). Con las
soluciones gŕaficas, los alumnos tienen la posibilidad de in-
terpretar la dińamica de los sistemas mecánicos por śı mis-
mos y de discutirlas con el profesor, quién podŕa indagar
en los estudiantes la inclusión de preconceptos en sus argu-
mentaciones, el uso correcto de conceptos o la formación de
nuevos conceptos.

La modelacíon nuḿerica y su comparación con el experi-
mento es una estrategia de enseñanza que el profesor dispone
con estas soluciones para lograr que los estudiantes sigan una
metodoloǵıa de investigación aut́onoma con el apoyo del do-
cente.

La perspectiva de la solución nuḿerica va ḿas alĺa de
solo “descubrir” la dińamica del sistema mecánico que se es-
tudia, pues al lograr su confirmación con el experimento, se
tiene un simulador programado de sistemas mecánicos ańalo-
gos al estudiado y que el profesor puede examinar y discutir
con sus estudiantes para analizar enfoques distintos del mis-
mo feńomeno o inclusive de nuevos, que fı́sicamente parecen
diferentes y que desarrollan la creatividad de los estudiantes.

La estrategia de aprendizaje llevada a cabo por los es-
tudiantes para analizar los fenómenos de movimiento que
incluyen la aplicacíon e interpretación de las soluciones
numéricas de las ecuaciones de movimiento junto con la
comparacíon con el experimento desarrolla en ellos habili-
dades de pensamiento que favorecen su curiosidad y creativi-
dad en el quehacer cientı́fico [33].
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8. Conclusiones

Un sistema mećanico se modela por su ecuación de
movimiento y la solucíon de esta ecuación se obtiene a
través de ḿetodos analı́ticos o nuḿericos. Las soluciones de
las ecuaciones de movimiento por métodos analı́ticos son
complejas en general y exigen un nivel de conocimientos
mateḿaticos avanzados, por lo tanto no siempre es fácil mo-
delar un sistema mecánico dado [34].

Por otra parte, las soluciones numéricas establecidas me-
diante ecuaciones algebraicas iterativas son fáciles de com-
putar utilizando diversos programas de computadora y de
aplicar a diversos sistemas mecánicos utilizando el mismo
método nuḿerico.

La aplicacíon de los ḿetodos de Euler de medio paso a
cuatro sistemas mecánicos muestra ćomo diferentes sistemas
mećanicos pueden modelarse mediante sus ecuaciones de
movimiento y sus soluciones con el mismo método nuḿeri-
co en una o dos dimensiones, sin ningún cambio en la solu-
ción nuḿerica. Losúnicos cambios que se hacen al aplicar
el método nuḿerico a diferentes sistemas mecánicos son
los correspondientes a la fuerza neta, a los parámetros del
movimiento, a las condiciones iniciales y al tamaño del inter-
valo de tiempo utilizado, que no afectan las ecuaciones itera-
tivas que se usan para computar el método nuḿerico.

El hecho de usar un mismo método nuḿerico para mo-
delar diferentes sistemas mecánicos permite enfocar la aten-
ción al comportamiento dińamico de estos sistemas con
base en las soluciones numéricas obtenidas bajo una misma
metodoloǵıa de solucíon mateḿatica, que posibilita a los es-
tudiantes analizar con profundidad un sistema mecánico cam-
biando solo las condiciones iniciales o los parámetros que lo
definen.

Con la metodoloǵıa de solucíon nuḿerica, los estudiantes
pueden modelar diversos sistemas mecánicos, cuyos compor-
tamientos dińamicos podŕan interpretar por ellos mismos y
discutir con su profesor para un acertado manejo de concep-
tos y la elaboración de nuevos conceptos.

La simulacíon de variantes de los sistemas mecánicos
modelados o áun de nuevos sistemas mecánicos a partir de
las soluciones nuḿericas obtenidas es un recurso disponible
por los estudiantes y su profesor para discutir creativamente
enfoques novedosos de los fenómenos de movimiento.
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