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Los sistemas diimmicos tienen su origen en la Matca Chsica. La segunda Ley de Newton, representada nadigamente por una ecuaci

de movimiento o ecuan diferencial de segundo orden, modela la evdingn el tiempo de los sistemas @imicos de la Megnica Chsica,
constituidos por uno o &s cuerpos masivos sujetos a fuerzas externas. El tratamiento de dichos sistemas medianterd@ecnacimiento

y su solucbn correspondiente, permite establecer el comportamientomilio de los sistemas nticos en el tiempo. Para obtener la
modelacdbn completa de un sistema ndico en particular, es fundamental obtener la sélude la ecuaéin de movimiento, ya sea por
medio de netodos mate#dticos andticos o nunéricos. Sin embargo, losé&odos andlicos frecuentemente requieren de una matéra

mas compleja que la utilizada en lo€todos nuraricos y que es as difcil de conocer y aplicar para cualquier sistemaadiico. Por

este motivo, aqule damos preferencia al desarrollo de loétatlos nuréricos de soluéin de la ecuaéin de movimiento que se adaptan
adecuadamente al estudio de diferentes sistemasmees modelados en este trabajo y que sufren muy pocas variaciones al aplicarlos de
un sistema memico a otro.

Descriptores: Sistemas diamicos; nétodos andficos y nungricos; modelaéin.

Dynamical systems are rooted in classical mechanics. Newton’s second law represented mathematically by an equation of motion or seconc
order differential equation models the time evolution of dynamical systems of classical mechanics consisting of one or more massive bodies
subject to external forces. The treatment of dynamical systems of classical mechanics or mechanical systems for short, using the equatio
of motion and its corresponding solution, allows for the dynamic behavior of mechanical systems in time. To get the complete modeling
of a mechanical system, in particular, is essential to obtain the solution of the equation of motion, either through analytical or numerical
mathematical methods. However, analytical methods often require more complex mathematics used in numerical methods and more difficul
to understand and apply to any dynamic system. For this reason, here we give preference to the development of nhumerical methods fo
solving the equation of motion that is very well suited to studying different mechanical systems modeled in this work and who suffer very
little variation when is applied from a mechanical system to another.
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1. Introduccion tiempo. Si bien existen diferentestodos mate#ticos para
realizar este tipo de estudios, pueden catalogarse en dos tipos:
Un sistema menico puede estudiarse desde el punto de vistéos anaiticos y los nunéricos de soluéin de la ecuabin de
experimental o a partir de su modefaeitedrica [1-4]. Sin  movimiento [11].
embargo, un enfoque dual establece un mayor entendimien- La diferencia entre ambos radica en el empleo en el
to del sistema mémico bajo estudio, debido en gran me- primero de la mateatica de variable continua y en el se-
dida a la retroalimentagh que se establece entre ambosgundo de la mateatica de variable discreta. En el primer
puntos de vista [5,6]. La investigaei experimental de un caso, las soluciones de la ecuacie movimiento se estable-
sistema megnico en particular da como resultado una mo-cen mediante funciones aitalas entre las variables que de-
delacbn emgprica fundamentada mediante la modetaci terminan el comportamiento dimico del sistema maaico,
tedrica, basada en primeros principios de isi¢a [7,8]; por  |os padmetros que lo definen y el tiempo obtenido de ma-
otra parte, la modela@n tebdrica es nas completa entre @  nera continua, lo cual resulta suficiente para determinar de
se ajuste a los datos extlas experimentalmente del sistema cualquiera de las variables en un tiempo determinado al susti-
medanico bajo estudio [9]. En otras palabras la mayor coincituir el valor nunérico del tiempo dado y los valores nari
dencia entre los hallazgos experimentaleshyites determi-  cos de los pametros que definen el sistema i@eico en las
na la mejor forma de comprender el comportamief@d  funciones relacionadas con las variables en obresfin cam-
del sistema memico investigado [10]. bio, las soluciones nugémicas no se obtienen mediante fun-
En la Mednica Chsica, la segunda ley de Newton, re- ciones anaticas, como en el caso anterior; por el contrario,
presentada mateaticamente por una ecuaai anaitica de  solo se obtienen mediante tablas de datosérigns entre
movimiento o ecuabin diferencial de segundo orden lineal las variables del sistema n&tco y los tiempos correspon-
o no lineal, es la llave para el estudio de la&fitica de los dientes de ocurrencia discreta de estas variables en tiempos
sistemas memicos o de su comportamiento a lo largo delseparados por un intervalst [12].
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Para un mismo sistema n@etco, la coincidencia en- La aceleradn a del cuerpo en cualquier instante se de-
tre ambos ratodos puede examinarse de maneédics, en  fine de acuerdo con la siguiente expoesimatenatica:
donde una variable en especial se grafica contra el tiempo, dv
mediante ambos @todos; en el caso nwarico como puntos a= 3)
discretos de la curva gue modela el comportamientardin t
co del sistema mémico y en el caso aritito como la misma dondev es la velocidad del cuerpo en movimiento, la cual a
curva continua que envuelve a los datos atinos. La seme- Su Vez se define como:
janza, la proximidad y el ajuste entre datos discretos y la cur- dx
va continua establec&ta coincidencia buscada entre ambos U= )

métodos, siempre y cuando se refieran a la modetadel Al sustituir estas doéltimas definiciones y la Ec. (2) es-

mismo sistema mémico y Ias,d!screpanCIas por I'a Propa- taplecida para la fuerz& en la Ec. (1), tenemos la siguiente
gacbn de errores deatculo nunerico se hayan disminuido 0 o - <¢ormadin:

corregido matem@ticamente.

. .y , e 4 . 2
En la actualidad, la utilizadn de los nétodos nuréri- F(z,v,t) = mdi, (5)
cos en la modelaén de los sistemas magicos ha aumenta- dt?
do debido a la posibilidad de realizar losneputos nurari-  que determina la forma general de la ecaaae movimiento

cos con gran rapidez y grandes wolenes de datos en sis- en una dimen$in de un cuerpo de masasujeto a la fuerza
temas de eamputo de todo tipo. No obstante, su principal externarF'.

cualidad consiste en su aplicacia ecuaciones de movimien- Diversos neétodos mate#dticos andticos se desarro-

to no lineales que ariicamente son di€iles o imposibles llaron para encontrar soluciones de la eciacie movimien-

de resolver [13]. Operativamente la aplidatide nétodos to en la Ec. (5), las &s generales para ecuaciones de
numéricos a la modelaén de diferentes sistemas rd@icos  movimiento lineales y de manera menos extensa para las
bajo la misma estrategia délculo permite profundizar sobre ecuaciones de movimiento no lineales. Sin embargo, su re-
el arglisis anabgico y comparativo de lddica de estos sis- vision espeffica para la ecuadh de movimiento en Ec. (5)
temas me&nicos sin entrar necesariamente en complejidaddsa sido material de mucho estudio que fasgiia imposible
matenaticas [14]. desarrollar.

El arficulo esh organizado de la siguiente forma: en la  Una Ma alternativa ras sencilla es la solum nunérica
Sec. 2 se describe elatodo de Euler, en la Sec. 3 se mues-de la Ec. (5) a tra@s del netodo de Euler, la cual sin ser la
tra el Método de Euler de medio paso, en la Sec. 4 se exnejor solucbn nunérica que puede aplicarse a la ecoaci
pone el nétodo de Verlet, y en la Sec. 5 loetodos de Euler de movimiento, si da la pauta para desarrollar cualquier otra
modificado de medio paso y de Verlet complementado se exsolucbn nunerica aplicada a esta misma ecuei
tienden a dos dimensiones. Posteriormente, en la Sec. 6, se Como ya se mencidn el método de Euler se deriva
muestran cuatro aplicaciones a diversos sistemasrdoos, de la Ec. (1) cuando se considera la discretizaae esta
su comparaéin con algunas soluciones aitighs y las mo- ecuacdn. Si en lugar de tomar los valores inséargos de
delaciones de sistemas ra@icos bajo un mismo esquema aceleradn en la Ec. (3), se toma su valor medio:

simbdlico de modeladin nunerica. Finalmente, en la Sec. 7 Aw

se presentan las conclusiones. a= (6)
en el intervalo de tiempdt. La ecuaddn de movimiento en

2. Meétodo numérico de Euler Ec. (5) puede ser equivalente a las ecuaciones algebraicas:

_ Av

El método nunérico de Euler para la soluwi de la ecuadh F=m—, (7)

de movimiento de un sistema dimico puede derivarse de

la segunda ley de Newton y deducirse a partir de los valoreb

medios de esta misma ley. Ada ecuaddn algebraica que 5 Az ®)

describe la segunda ley de Newton se expresa en una dimen- At

SIOFRCOMO: siempre y cuando el intervalat sea lo suficientemente

pequéo para que los valores medios se aproximen lo mejor
posible a los valores instarteos de velocidad y aceleraci
correspondientes.

dondem es la masa de un cuerpo que se mueve con ace- i,y que observar que en las Ecs. (7) y (8) los valores
leracbn « debido a una fuerza externa nefaque intera-  agios y @ corresponden a al valor intermedio de la

cciona con el cuerpo y que puede depender de la @USICI 6757y |a velocidad en el intervalo de tiempd (i -+ At).
x, la velocidadv del cuerpo o del mismo tiemppesto es: Si se considera que:

F =ma, (1)

F = F(z,v,t). (2) Av = v — vy, 9)
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y yFn :F(xnav'rutn)-
Ap — 10 El método de Euler tiene un defecto de origen, debido
T=Tiv1 — Ti 10) 5 que los valores medids y © en cadai—ésima iteradn,

dondez;, v;, 7,11 Y vi41 SON las posiciones y las velocidades S& han sustituido por valoresicrales ; y v;, a partir de la
del cuerpo correspondientes a los tiempost; 1, respecti- ~ Primeraiteradn ent = 0. Utilizar los valores iftiales para
vamente. F'yvenlugar de sus valores medios exactos desde la primera

Las ecuaciones ya discretizadas (7) y (8) pueden exprdl€racbn, provoca que se propague el error en las siguientes
iteraciones, hasta lograr que la soarcinunerica para muy

sarse como:
_ pocas iteraciones posteriores se haya perdido completamente.
Vip1 = Vi + (F) At, (11) Estaclase de error no se mejoranai el intervalo de tiem-
m po At, disminuye, pues su desviaai solo se retarda con la
y solucbn exacta.
Tir1 = x; + VAL, (12)

: § Método de Euler de medio paso
Para empezar a resolver el par de ecuaciones dadas en [as

expresiones (11) y (12) determinando los valores finales
y v;41 en el tiempot; 4 a partir de los valores iniciales;,
v; en el tiempot; y los valores promedios y F (en gene-
ral desconocidos) es necesario conocer dgtoaos, nas el
intervalo de tiempa\t.

Supongamos que a partir de un tiempe= 0, se conoce
la posicbn z( del cuerpo y su velocidady, es decir, las Fy At
condiciones iiciales del movimiento del cuerpo. Entonces Ui/2 = Vo + <> <2) ’ (19)
es posible conocer la fuerza ndig = F'(z, vo, to) al inicio
del intervalo de tiempot}, to + At], donde el intervalo de donde el alculo de la velocidad se ha realizado no al final del
tiempo At se elige arbitrariamente pedie intervalo de tiempot}, to+At], sino a la mitad es decir, en el

Bajo estas consideraciones, las Ecs. (11) y (12) se aproiempot, » = to+At/2, a partir de lo cual se obtuvo una ve-
ximan a las siguientes ecuaciones, cuando se calculan a patocidadw, /, que se aproxima a la velocidad median este
del tiempo inicialt, = 0 (0 a partir dei = 0) y los valores el intervalo de tiempd\¢. Esta aproximaéin de la velocidad
inicialesz y vy, los valorese; y vy en eltiempa; = tg+At media no es exacta, ya quineel valor de la fuerza media

Para tratar de resolver este tipo de error de origen e@#-m

do de Euler se han propuest@tados de Euler modificados,
gue implican la mejora en ehtculo de los valores medios.
Una de estas modificaciones considera sustituir la primera
ecuacbn dada en la expresi (13). por la ecuabn:

al final del intervaloAt, esto es: en este intervalo sigue siendo aproximado por el valor inicial
X Fy conocido de la fuerza; sin embargo, esta aproxiomaci
vy =vg + () At, (13)  mejora si el intervalo de tiempAt se reduce lo ras posi-

ble (aunque es notable la méprcon el nétodo de Euler, no
y hay que descartar que para variaciones grandasyde en
intervalos de tiempa\t¢ pequéios, esta aproximain puede

1= To + vt (14) no ser tan buenay no obtener los resultados esperados).
y en ese caso, tan#n ya se puede determindf; = Al sustituir la velocidad inicialy, en la Ec. (14) por la
F(xy,v1,t1). v1 /2 de la Ec. (19) se obtiene:
El par de Ecs. (13) y (14) inician unétodo iterativo de
solucbn de este tipo de ecuaciones, ya que para el tiempo T1 = T +v12AL, (20)

to = t1 + At, las Ecs. (11) y (12) toman la forma:
ent; = tg + At.
Vg = vy + (Fl) At, (15) Para llevar a cabo la iterari de este @todo modificado
m de Euler, hay que agregaras pasos a la iteram, ya que
y ahora se determinan los valores de las variables no solo al
principio y al final de cada intervalo de tiempo, sino taembi
a la mitad de los intervalos de tiempo. Por ello, para calcular

donde tamliin se obtiend, = F(xs,10,1,) y ad sucesi- 112, €S necesario calcular:
vamente hasta llegar a un tiempo fingl= ¢,,_; + At, en

To9 = Ty + V2 AL, (16)

donde se tiene que: 12 = w7 (21)
Fn—l
Un =Un—1F | —— At, (17)  yentonces
Ly = Tp—1 +Un—1Ata (18) F1/2 :F(xl/QaU1/23t1/2)v (22)
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dondetl/g =19+ At/2
Asi, al utilizar el valor del"; ,, es posible determinar un
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Diversos nétodos nuréricos se han desarrollado para
resolver ecuaciones diferenciales, como la ed&maile

valor dev; que mejora el valor correspondiente al calculadomovimiento a partir del desarrollo en serie de Taylor de la

en la Ec. (13), esto es:

F;
vy = v + <1/2) At. (23)
m
y adicionalmente,
Fy = F(x1,v1,t1), (24)

dondet; =ty + At.

Para continuar la itera@n, es necesario calcular los va-
lores intermedios de poséri, velocidad y fuerza para la si-
guiente mitad del intervalo de tiempg,, = ¢/, + At/2.
Asi,

F
v3/2 = V12 + <ml> At, (25)
1133/2 = II/Q + UlAt, (26)
F3/9 = F(x3/2,v3/2,13/2), (27)

Cont3/2 - t1/2 + At
Finalmente, los valores de pogiai y velocidad para el
siguiente intervalo de tiempo se conocen mediante:

Ty = 11 +v3/0AL, (28)
Vg = vy + (F3/ 2) At, (29)
m
y también
Fy = F(xg,v9,t2), (30)
enty, = t; + At.

De esta manera, la iteréci se puede llevar a cabo hasta

un tiempot,, = t,_1 + At, si se calculan las Ecs. (19), (20),

(21) y (22) y se opera con las siguientes ecuaciones a parg{ondeO(Atz)

dei=1,...,n:

F(2z‘71)/2 = F($(2i71)/2aU(2i71)2at(2i71)/2)7 (31)

Foi_
vy = Vi1 + <M> At, (32)

m
Fy = F(z;,v,t;), (33)

F;

V(2i+1)/2 = V(2i-1)/2 + poey At, (34)
Tip1 = Ti + V(2i41) /248, (35)
T(2i4+1)/2 = T(2i—1)/2 T ViAL, (36)

dondet(gi“)/g = t(gi_l)/g + At Yitiv1 =1 + At.
Debido a la sustitudin del @lculo de los valores medios

de F' y v del inicio de los intervalos de tiempo a la mitad de

los mismos para mejorar su aproxinm@tipor el nétodo de
Euler modificado se denominaétodo de medio paso [15].

posicbn y velocidad. El ratodo de Verlet se deriva de esta
manera con una aproximéci hasta de segundo orden en la
serie de Taylor, que lo hacea® preciso que el étodo de
Euler, el cual es un desarrollo de primer orden.

4. Meéetodo de Verlet

Consideremos: = z(t) y v = v(t) como funciones con-
tinuas y derivables en el tiempo. Este tratamiento funcional
de las variablesi$icas del movimiento de un cuerpo permite
utilizar los conceptos mateaticos desarrollados para tales
funciones.

Asi, en el caso de = z(t), su derivada se expresa como:

o(t+ At) — x(t — At)) .
2At - ’U(t),
por otra partey = z(t) puede expresarse como un polinomio

en potencias dét sedin su desarrollo en serie de Taylor, de
las siguientes maneras:

2'(t) = lim

At—0 (37)

z(t + At) = 2(t) + 2/ (t) At + %x"(t)AtQ

1
+ 7P o)A, (38)
z(t — At) = x(t) — 2/ (t) At + %x”(t)Atz
1
—~ 6x<3> ()AL, (39)

dondet — At <¢ <t+ At.
Entonces(t) = 2/(t) se puede expresar si se despeja de
la resta de las expresiones (38) y (39), esto es:

x(t+ At) — x(t — At))
t =
o(t) 2At
es el error de segundo orden que se comete
al aproximar la derivada’(¢) por su valor aproximado’(t)
dado en la expresn (40).
En el cas@ = v(t), su derivada se expresa como:

v(t + At) —o(t — At) .
2At - a(t)7
por otra parte, al ampliar el desarrollo de Taylor de la fanci

x = z(t) a una potencia &s deAt sedin su desarrollo en
serie de Taylor se tiene:

+0(At?), (40)

v'(t) = lim

At—0 (41)

ot + At) = x(t) + 2/ (1) At + %x”(t)Aﬁ

1. s 1
+ 6‘"”(3) ()AL + 274&4) (o)At (42)
1
x(t — At) = x(t) — 2/ (t) At + §x”(t)At2
L@ mas + L@ Al
s (t)At +54% (c)At?, (43)
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dondet — At <¢ <t+ At. 0 bien,
Entoncesy’(t) = 2”(t) se puede expresar si se despeja

de la suma de las dos expresiones anteriores, esto es: 1
To =11 — V1At + *alAt2 (53)
t+ At t— At) — 2z(t 2 ’
a(t):x( + )—|—IA(t2 ) x()+O(At2)7 (a4)
dondeO(At?) es el error de segundo orden que se cometéonde en la Ec. (52)/ se utibzla /?otacé)n zo = x(b),
al aproximar la derivada’ (t) por su valor aproximada(t) 1 = Z(t + At),v1 = 2'(1) y a1 = 2"(1) y se desp@j zo.
dado en la expregn (44). De esta manera, al calcular la Ec. (53) y luego las

En las expresiones (40) y (44) se sustituyen los valoregcs. (49), (50) y (51), se inicia el @odo de Verlet com-
i1 = x(t — At), x; = z(t), 301 = z(t + At), v; = v(¢) plementado, al suponer como conocidos los valargs,
y a; = a(t), a partir de lo cual se obtiene Yyay = Fy/m = F(x1,v1,t1)/m en el tiempa; = At.

(Tig1 — Tiz1) La iteracbn de este mtodo se sigue al aplicar las

vi = N 45 Ecs. (47), (45) y (48) para=2,...,n.
y
Tit1 + -1 — 225
i = . 46
a AtQ ( ) 7 4 - - -
Al despejarr; 1 de la Ec. (46) y sustituit; por F; /m se 5. Métodos nunericos en dos dimensiones
tiene:
; ) Para determinar la diamica de un movimiento en el plano,

Tip1 = 20; — Ti—1 + m A7, (47) representado por dos coordenadas,, es necesario estable-

y cer dos ecuaciones de la forma de la Ec. (1), una para cada

coordenada, y obtener la solanisimulinea para encontrar
F; = F(x;,v;,t;). (48) la dependencia de estas coordenadas con el tiempo.

Estas aproximaciones son susceptibles de un error de se- Para ello, la soluén nunerica de estas ecuaciones debe
gundo orderO(At?) como se establetien las Ecs. (41) y aplicarse dos veces, como se muestra en la Tabla I, donde se

(44). ha desarrollado el &todo de Euler de medio punto para dos
De acuerdo con las Ecs. (45) y (47), la itetacse inicia  dimensiones.
con: = 1, esto es: La programadn de este i@odo se puede realizar en
I ) cualquier hoja de aculo, en particular, en Excel, como se
Ty =21 — To + <m> At (49) " muestra en la Cuadro 1. AHa columna E corresponde al
indice de iteracin i que va de 0 a (aqu solo se muestra
oy = (z2 — :co)’ (50) hastai = 3). Las columnad” a L corresponden a la solu-
2At cion nunerica de la coordenads, y las columnasV a S
y corresponden a la soluxi nurrérica de la coordenada El
Fy = F(a1, o1, 1) (51) rengbn 17 corresponde a los encabezados de las variables

gue se calculan por el@wodo nungrico, el rengbn 18, a los

La desventaja del &todo de Verlet es que no puede autovalores iniciales, el rengh 19 corresponde a lagrimulas

iniciarse, dado que si se empieza en el tiempoes nece- para los tiempos, » = to + At/2yt, = tg+ Aty en
sario conocer los valores dg y vy en el tiempoty = 0, el rengbn 19 se programan laérimulas generales para los

independientemente de estétado. tiempost 2,41y /2 = t(2i—1)/2 + At Y tiy1 = t; + At, para
Para lograr estos valores, es necesario utilizar el siguiente = 1. Para completar la solum nunérica a valores del
desarrollo de Taylor: indice: > 1 hastan, a intervalos de tiempayt, el rengbn

20, con todas sus columnas, se copia en los siguientes ren-
(t — At) = x(t) — 2/ (t) At ’ ) : _
ot t) =alt) —o'(?) glones hasta el renghn (conn > 1), hasta que una condi-

+ 2" (A + O(ALP), (52) C|on'estabIeC|da por el programador detenga la itérade

2 las formulas.

TABLA |. Método de Euler de medio paso para dos dimensiones.

Rev. Mex. is. E17(2) 201-214
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Condiciones iniciales: 2 = X lg) V= 3’(30):‘1’;;,0 = v, (L), vy = v, (£g)
Intervalo de tiempo: At<0.01

# t coordenada x | coordenada y

1 i=0

2 to=0 Fro = F(xg, Y0 VyorVy o to) Fo= F (o, Yo Vi Uy o0s to)

3 t1=1t,+At/2 v 1=v,.,+ (F.o/m)(At/2 At

i / xy O (Fuo/m)(Ac/2) VL = Uy + (Fy,o/m)(7)
Z

4 i =ty tAL Xp = Xo + vy AL Vi =y +v,A0L

5 x% = (o +x,)/2 Va2 = o +31)/2,

6 Foipp = Feys,v, 40, 5, 1) Foi=F(xs,y:,v, 50 1,t)

7 i=1
8.1 t,=t, ,+At Vyi = VUpig T (Fx,% /m)At Vyi =Vt (Fy,ziT_]/m)At
8.2 Fjll = F(xilyin vx,i:vy,i: ti) Fv,i = F(xinyhvx,invv,in ti)
8.3 t2it1 UV git1 = V_zi-1 + (Fp /M)At Vo2 =V 201+ (Fy /M)At

2 x5 &z " o
=tl2i-1 + At
2
84 ti, =t +AL Xy = X; + Ux2i+1ﬂt Vigr =Yi + vy@At
P2 P2
8.5 Xait1 = Xzi-1 + Uy AL Yairr = Yaica vyt
2 7 ) 2
Bl Fyivnyye = Fy’zij =
2
F(x@'yﬂ‘vxﬂ' vyﬂj‘ t@) F(Xzi+1 Yei+i , V_z2i+1,V_ z2it1 fzi+1)
B 2 Yz Ep B Eaidwior il s

8.7 i=i+1

CUADRO |. Programadn del Metodo de Euler de medio paso para dos dimension&xesl

4 E| F | G | H I J | K | L [
17 | LI % | Xy | vy | V12 | Fe | Faiz
18| 0  =to | =0 | =0 | =Fx{G18,N18118,P18,F18) |
19| 1 =F18+Dt | =G18+J19°Dt | =(G18+G19)2  =18+(L1¥/my Dt =118+(K18/mM(Db2) =Fx(G19,N19,M9,P19,F19) | =FxH19,019,J19,Q19,F18+Dtr2)
20| 2  =F19+Dt | =G19+J20°DL | =H19+19'Dt | =19+(L2/m)"Dt | =J19+(K19/MyDt | =Fx(G20,N20,120,P20,F20) | =Fx(H19,019,19,Q19,F19+DW2)
A M| N | (o] | P | Q | R | =)
LA ¥ I Yo Ve | Yy B N S Fyuz
8 | =e | . =w0 | | =PHGI8NIBMEPIEFE
19| | '=N1B+Q19°Dt | =(N18+N19)2 =P10+(319/m)'Dt [=P18+(R18/m)}*DY2) =Fy(G19,N19,HO,P19,F10)  =Fy(H19,019,19,Q19,F18+Dif2)
20 '=N19+Q20*Dt | =019+P19*Dt  =P19+(S20/m)'Dt | =Qi9+(R19/m)y'Dt | =Fy(G20,N20,120,P20,F20)  =Fy(H20,020,/20,Q20 F18+ Dt/2)

En el Cuadro I, los componentase y de la fuerza se dimensbn o en dos dimensiones, $egla expresin:
han formulado, de acuerdo con las variables en las cuales
los componentes dependan en general de ellas, pero en ca- F=F(,y,vs,0y,1). (54)
sos particulares, solo se ugaraq@llas que aparezcan en los El conocimiento de la fuerza neta aplicada a una masa
componentes de la fuerza y el resto se elinénar en especial de un sistema raeo dado, dscomo las
Como poda observarse, al cambiar de @eneno de  congiciones iniciales de positi y velocidad del cuerpo
movimiento, para un cuerpo de masa solo se modifican  correspondiente, son suficientes para aplicar el modelo de la
las formulas para los componentes de las fuerzas en tantQ-yachn de movimiento a ese cuerpo y utilizar alguno de
permanece inalterable el resto de la formulagirogramada o5 matodos nuréricos descritos anteriormente, para deter-

solucbn de diferentes sistemas @micos aplicando el mis- |3 dinamica del cuerpo en el sistema raeico a trags del

mo método de soluéin nunérica a cada uno de ellos. tiempo.

Para ejemplificar la aplicain de los nétodos nuréricos
) L. a la ecuadn de movimiento, se han seleccionado algunos
6. Modelos de sistemas memnicos sistemas memicos que pueden experimentarse en el labora-
torio para modelar a tré@s de este procedimiento.

Los sistemas ménicos en una dimertsi que se estudian Los sistemas ménicos seleccionados son los siguientes:

consisten en uno o &s cuerpos de diversas masas, sujetos
a fuerzas netas de la forma dada en la expre§) en una | Caida de un cuerpo esfico en un fluido.
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Il Movimiento de un deslizador en un riel de aire sujetoy la ecuadbn de movimiento que modela este sistema

a una fuerza de frenado magico. mea@nico es:
Il Movimiento oscilatorio de tres deslizadores acoplados P2 A )
con resortes en un riel de aire. deg = —mg+ gﬂg’pHQog _ §pH20AD|U|v. (56)

V Lanzamiento de un proyectil en un plano inclinado con
friccion. La solucbn de la Ec. (56) es compleja y ha sido explorada

Los primeros dos sistemas na@icos consisten en una por Salomeet al.[16] y Valladareset al.[17] para una esfera
masa sujeta a interacciones con el medio de diferente clag@yendo en un fluido, donde se ha elegido el comportamiento
que dan como resultado fuerzas constantes y fuerzas depefiradatico debido a la velocidad terminal de -0.38 m/s medi-
dientes de la velocidad. El tercer caso, ta@nben una di- da experimentalmente y eimero de Reynolds del orden de
menson, incluye la interacoin entre las masas y el medio 10 que implica un flujo turbulento. La solumi nunérica de
con fuerzas dependientes de la pdsicide la velocidad y esta ecuadin se obtiene del &todo de Euler de medio paso
del tiempo. El cuarto caso ocurre en dos dimensiones y corfjue se programa en una hoja déctlo Excel, que facilita
siste en una masa sujeta a una fuerza de fnicconstante |os calculos iterativos mateaticos para que se encuentren al
en magnitud, pero variable en su dirdgtien el plano del  alcance de estudiantes de ciencias o ingénide primer &0
movimiento. de la universidad.

En la Tabla Il se dan los pasos a seguir en Excel para pro-
gramar el netodo nurérico de Euler de medio paso para este
En un tubo lleno de agua se deja caer desde el reposo ufigtema megnico [18].
esfera de vidrio de masa y radio r. Las fuerzas que se En Excel se recomienda que cadajmaetro o condidn
ejercen sobre la esfera en su movimiento de descenso s@iicial diferente se indique por separado, mediante su ex-
la fuerza de gravedai, = —myg, la fuerza de flotan de  prespn simblica seguida por su valor niérico. Las celdas
ArquimedesFy = (4/3)7r°pn,09 Yy la fuerza de arrastre donde se encuentran los valores f@uitos de los p@metros
Fp = (1/2)pn,0ACpv?, dondey es la aceleradh de la o condiciones iftiales pueden renombrarse con los mismos
gfavedadPHzo es la densidad del medio, en este caso agugombres dados a estos aaretros o condiciones iitiales.

A = 7r? es elarea transversal de la esfe€®, es el coefi-  De esta manera, al hacer referencia a un valor en especial en
ciente de arrastre y es la rapidez de la esfera en el medio.una celda determinada de Excel, se puede emplear su nombre
Por lo tanto, la fuerza neté sobre la esfera estdada por: simbdlico y utilizar expresiones sinditicas para haceratcu-

los nunéricos, sin el engorroso trabajo de referenciar las cel-
das por su nombre

6.1. Cdda de un cuerpo edtrico en un fluido

4 1
F(v)=—mg+ gwr?'pHQog - ipH2oAC’D|v\v (55)

TABLA 1l. Método de Euler de medio paso para una din@emsplicado al caso de laida de una esfera de vidrio en el agua.

Parametros: m = 0.00009 kg, D = 0.004m, A = 0.00005m?, V =
3.4x10°°m®, p, = 2716 kg/m®, py o, = 1000 kg/m>,
= 9.8m/s% n=1.0x10"3 Re = 3.7x10%y C, = 0.15.
Condiciones iniciales: Vo=0m, v, =0m/s
Intervalo de tiempo: At =0.000005s
# tiempo FEcuacion
1 tp=0 i=0
2 Fy = F(w,)
3 2 =to+ At/2 Vi =V + (Fo/m)(At/2)
4 i=1
5.1 F(Zi—l)/z = F(”(Zi—n/z)
5.2 t; =t + At Vi = Yio1 + Vi1y At
3.3 v; = Vg + (Faiogy2/m)AL
5.4 F,=F(v)
3.5 Lairnyz = teine AL Veirnyz = Vei-ne T (F/m)At
5.6 i=i+1
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Movimiento de caida de una
esferade vidrio en el agua

0.00
—D.OSﬂ 0 0.20 0.30 0.40
-0.10
=015
-§. —yvst
= -0.20
= —vust
E 025 .
= = y- Experimento
-0.30
-0.35
-0.40 FIGURA 2. Deslizador que se mueve en un riel de aire inclinado en

t(s) , . L.
unangulod, frenado por una fuerza de origen métoo.
FIGURA 1. Modelo del movimiento de una esfera de vidrio en el

agua a partir del reposo. L. . . .
g P P 6.2. Movimiento de un deslizador en un riel de aire su-

jeto a una fuerza de frenado mag#tico
original de letra y amero en érmulas complejas como la
usada para calcular la fuerza neta en los pasos iterativos dén deslizador de aluminio de masa con imanes en sus
meétodo nunérico. costados se mueve sobre un riel de aire horizontal mbi

. i . , de aluminio (Fig. 2). Los imanes se atraen mutuamente y se
Asl, haba entradas diferentes para r, A, V., pa, pr.0, mantienen fijos en los costados del deslizador [19].

, 1, to, At, zg, Fy, acompéados de sus correspon- . . ) : -
g 7 t0 o, Yo ¥ 0 b b Si el deslizador se mueve a partir de una velocidad ini-

dientes valores nuémicos. Si se acostumbra a usar el Sis- . L. . .
. . . cial vy, una fuerza maggtica proporcional a la velocidad del
tema Internacional de Unidades, no es necesario agregar las

. . : ; : movil F,, = —rv se opone a su movimiento, disminuyendo
unidades, pero si se desea, se pueden incluir enseguida de ca

da uno de losisbolos anteriores, encerrados entreapge- su velocidad hasta que el deslizador llega al reposo [20,21].

sis, por ejemplon (kg)=, donde el signo igual se ha agregados' el deslizador se inclina en émgulod, la fuerza magetica
- . : ; F,,, es opuesta a la componente de la fuerza de gravedad en
para indicar que el valor nugnico de esta cantidad astn la ] ., -
! direccibn del plano inclinado
celda contigua.

: : Fy| = —mgsen0, tal que:
En los primeros cinco renglones de la Tabla Il se han dado

los valores nuraricos que deben incluirse en Excel antes de F = —mgsen —rv, (57)
realizar los @élculos para las iteraciones deétndo nunréri-
co. donder es un coeficiente de resistencia al movimiento.
Para llevar a cabo losatculos de las iteraciones debto- La fuerza mageticaF, opuesta a la velocidad delwil
do nunerico se preparan los encabezados de tantas coluriimenta en la diredan contraria al movimiento. S, > 0,
nas como ecuaciones diferentes sean para calcular estas itdfafUerza magetica esa en la misma direcon defy has-
ciones (Cuadro 1). Ascada uno de los siguientes nombres!@ due €l nvil alcanza una altura axima y velocidad cero;
simbblicos sean encabezados de las columnas que s@nsar €N €l descenso delawil, la fuerza magatica esa en la dire-
para realizar losaiculos del nétodo NUNBIICO:t, y, v, v, 15, ~ CCION OPUESta dy con una magnitud que aumenta de cero
F'y F, 5 (como los encabezados del Cuadro 1). hasta un valor que equilibra el componente de |,a gravedad,
] . esto es, cuanddy + F,, = 0, de forma que el wvil al-
_Enseguida del rengh con encabezados se programa eloan;4 una velocidad terminaf, que permite determinar el
primer rengbn, correspondienteia= 0 con las condiciones ,5ior de la constante de resistencia —mgsenf/vry as,
iniciales y las brmulas de los pasos 2 y 3 (Tabla Il), mientras,4 dependencia de la fuerza méagjna con la velocidad. La

que el segundo rengh, correspondienteia= 1, se progra-  gcachn de movimiento [22,23] queda determinada por:
ma con lasérmulas 5.1 a 5.5 de la tabla. Los siguientes ren-

glones, correspondientes para- 1, se copian del rengh d2x

1, para realizar la iteraon del método nurérico, hasta el Mg = —mgsent —rv. (58)
rengbn n donde una condion dada por el programador ter- . ) . o

mine la iteracbn. La solucbn anaitica de esta ecuamn de movimiento es

examinada por Vidaurret al. [24], pero es posible resolverla

tambien mediante el mismo @&todo de Euler de medio pa-

SO0 que aparece en la Tabla Il. Para ello, se deben adaptar
La altura inicial de cla de la esfera de vidrio a partir de los paAmetros y sus valores a las diferentes situaciones del

la superficie del agua es de 0 m y su velocidad terminal iguadeslizador con imanes sobre el riel de airé,casno aplicar

a -0.38 m/s la alcanza en 0.13 s. El experimento (puntos nda fuerza neta de la exprési (58). Al hacer estos mismos

gros) muestra una alta concordancia con el modelo. cambios en la hoja deatculo de Excel, se obterfta solu-

La Fig. 1 es el resultado de aplicar eétado nunérico de
la Tabla Il a la ecuaéin de movimiento de la exprési (56).
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Freno magnético de un deslizador Freno magnético de un deslizador
en un riel de aire horizontal en un riel de aire inclinado

2.0

15 \ -E. xvst
g 10 /_i ‘;; ——————— vvst
:'._ ” £ ----Fust
) \ nwst o
E 05 T (== e T =0 RectaTangente
= Vs
=
E' 0.0 Fust
= mo 20 3.0 4.0 5.0
05 tls)

-1.0
ts)

FIGURA 4. Modelo del movimiento de un deslizador que se mueve
en un riel de aire inclinado uangulo de12° con una velocidad
inicial vo = —2 m/s.

FIGURA 3. Modelo del movimiento de un deslizador que se mueve
en un riel de aire horizontal con una velocidad inigig= 2 m/s.

TABLA III. Paiametros de los dos casos del deslizador sobre el riel

ire. . .
de aire Al cambiar los pasimetros del caso A al caso B de la
Pai'éinet_roslpmja el | m=0276kg. 0 = 301}‘9 =9.8m/s% Tabla lll, la dirbmica del deslizador se modifica. En |&fir
A ge ‘fj.‘“e “‘?“,Zf?fllt“‘j r =039 kg/s ca de la Fig. 4 se muestra el resultado de aplicaré&bdo
ondiciones iniciales: X0=0,vy=2m/s L. X
Intervalo de tiempo: At = 0.001 s nunérico de Euler de medio paso para el caso B de la Tabla
Parémetros para el m=10276kg. 0 = 12°. g = 9.8 m/s?. Il. El deslizador parte desde la pogiaiinicial de 2 m, con
p (el do aire inclinaco = 0J9kgls una velocidad inicial de -2 m/s, hasta alcanzar uriaima
ondiciones iniciales: %o =2, Vg = —2m/S . . . .
Tatervalo de tiempo: At — 00004 s distancia de recorrido en donde la velocidad es cero, para des-
D | Fuerza neta inicial: Fy = —mgsend — v, pués caer hacia abajo del riel de aire con velocidad creciente
E | Tiempo inicial: =10 hasta una velocidad terminal. En ambos casos, la fuerza neta,

g o ) ] ] gue inicialmente tiene un valor igual a la componente de la
cion del movimiento del deslizador sobre el riel de aire, pargyravedad en directi hacia abajo del riel de aire, se reduce a

la fuerza magetica de frenado del deslizador. cero.
En la Tabla Ill se dan los cambios correspondientes que
modifican la Tabla Il y se adaptan a la @mica del sistema La grafica de la Fig. 4 permite realizar el&isis de la

meda@nico constituido por el deslizador, el riel de aire y losdinamica del freno maggico. La posidn como funddn del

imanes sobre el deslizador. En esta tabla ya no se incluye gémpo del deslizador que desciende por el riel de aire es una

método nurérico de la Tabla Il, por considerarse el mismo. cyrva que se transforma en uriada recta cuando alcanza
Como se puede observar en el paso D de la Tabla Illg velocidad terminabs. Para determinar esta velocidad se

la fuerza corresponde a la aplicada al deslizador en el frengjusta unaihea recta tangente a la parte lineal de la curva

magrético y sustituye a la fuerza de la exp@si55) de la cuyo valor de la pendiente es precisamente

cdda en el agua. Este cambio no altera las ecuaciones ite-

rativas del netodo nungrico, pero el resultado corresponde a  El movimiento se inicia con una velocidad que es ma-

la dinamica del freno maggtico, no asal de la céda en el  yor en magnitud que la velocidad terminal, conforme pasa el

agua. tiempo, la velocidad del dvil se aproxima a la velocidad ter-
Esta caractéstica del nétodo nungrico permite analizar minal y la alcanza cuando la fuerza méatjoa iguala la mag-

diferentes diamicas con el mismo @todo de soluén  nitud del componente del peso del deslizador en la dibecci

numérica, para enfocar el afisis de los femenos estudi- de movimiento y por lo tanto la fuerza neta es cero.

ados nas a la interpretaon fisica de las dificas de la solu-

cibn nurérica que expresan la dimica de los movimientos Experimentalmente, este movimiento eddifde hacer
y menos al desarrollo de la solbcianaitica de la ecuaén  en un riel de aire de corta longitud, puesto que debe alcan-
de movimiento, que es compleja para cada caso. zar la velocidad terminal a lo largo del riel para medir el va-

Asi, en la gafica de la Fig. 3 se muestra el resultadolor del coeficiente de resistenataSin embargo, la solugn
de aplicar el matodo nurgrico de Euler de medio paso a la numérica expresada gficamente en la Fig. 4 muestra la for-
ecuacbn de movimiento de la exprési (58), con los datos ma de realizar el movimiento: cuando la velocidad inicial es
del caso A contenidos en la Tabla Ill. El deslizador parte deseercana a la velocidad terminal, el movimiento, casi desde el
de el origen de coordenadas con velocidad inicial de 2 m/snicio, es un movimiento uniformemente retoigo. En este
hasta alcanzar unaarima distancia de recorrido en donde sentido si en el experimento se logra una velocidad inicial
la velocidad final es cero y la fuerza inicialmente opuesta afal, el movimiento del deslizador alcanada velocidad ter-
movimiento se reduce a cero. minal a lo largo del riel donde se mide el valordeomo el
de la Tabla lll.
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6.3. Movimiento oscilatorio de tres deslizadores acopla- Oscilaciones acopladas de tres deslizadores
dos con resortes en un riel de aire 09
0.8
Tres deslizadores de masas, ms Y m3 conectados me- 07

diante resortes de constantgsks, ks Y k4 €n unriel de aire, E

como se muestra esquatitamente en la Fig. 4, se desplazan = gj x1
de sus posiciones de equilibrio para que oscilen acoplada-’;m —
mente [25]. - e i T x3
Las fuerzas netas aplicadas a cada unanesadas por: 01
0.0
Fy = —(k1 + k2)w1 + koo, (59) oa 20 40 60 80
t{s)
Fy = — (ko + k3)xo + kox1 + ksxs3, 60 o . .
2 (ks 3) 22 > 38 (60) FIGURA 6. Movimiento de tres deslizadores acoplados en un riel
F3 = —(ks + ka)xs + ksxa, (61)  de aire, relativas al inicio del riel de aire.

mientras que las ecuaciones de movimientos correspomasa hay que aplicar el mismcétodo nunérico, cambian-

dientes para los tres deslizadores son: do exclusivamente la fuerza neta utilizada en lakwaos
) y cuidando el orden de ejecdai de los élculos, debido al
1@ = — (k1 + ko)21 + kowa, (62) acoplamiento que se ha establecido ya en las ecuaciones de
dt? movimiento.

d?z, Para aplicar el todo de Euler de medio paso a este sis-

me=a T — (k2 + kg)az + kawy + ksws,  (83) g meélranco se utilizan iterativamente seisl?ecuaciones al-

FL gebraicas diferente3n veces, de manera que es.p.referible
My~ = —(ks + kq)z3 + k322. (64) usar el netodo de Verlet, que es de mayor premisiy se

aplican iterativamente dos ecuaciones algebraieageces,
Como se puede observar, las fuerzas aplicadas solo deen gran ahorro de tiempo dalculo y espacio de memoria,

penden de la posioh de los deslizadores a partir de suslo cual mejora la preciéi de los alculos realizados.

posiciones de equilibrio, pero cada una de las ecuaciones de En la Tabla IV se describe elétodo de Verlet [27] para

movimiento en las expresiones (62), (63) o (64) no son indee| caso de los tres deslizadores acoplados con resortes iguales

pendientes una de las otras, ya que las coordenadas de ca@@k = 1.2 N/m, de los dos deslizadores de los extremos con

deslizador aparecen eraside una ecuam, lo que establece |a misma masan; = ms = m = 0.256 kg y el deslizador

un acoplamiento entre las masas involucradas en este sistegé& medio con una masa, = 0.01 kg.

meanico de tres deslizadores. _ La grafica de la Fig. 6 es resultado de aplicar el
Las Ecs. (62 a 64) son resueltas en los libros de textgnétodo nunérico de Verlet, descrito en la Tabla IV, a
[26] generalmente para determinar los modos normales de Vias ecuaciones de movimiento de las expresiones (62),

bracbn del sistema de dos oasmasas, como el de laFig. 5. (63) y (64) de los tres deslizadores acoplados, con
Por su parte, los modos localizados, como el descrito en ljhasasm; = m3 = m = 0.256 kg y ms =

Fig. 6, se pueden examinar con la sotuchunérica aplican- .01 m, constantes de resortes, = ko = k3
do el método de Euler de medio paso, sin grandes complica= r, = ¢ = 1.2 N/m y posiciones iftiales a partir de
ciones matei&ticas. Para aplicar la soléci nunérica aestas  gys

ecuaciones de movimiento se usa tagnhia hoja de alculo

de Excel, con la salvedad de que se triphralas columnas TasLa IV. Método de Verlet para los tres osciladores acoplados.
de operadn del nétodo nungrico debido a que para cada

t coordenada_x;
to=0 1 "
X2 et X3 X0 = X171~ Ve AL + 2 (Fr1,1/myp)At
Xyq = %1 (8)
k4 ty =ty + At Vatq = Vsera (1)
s Fea = F(X0010)
ms tigr =t + At Xyjer = 2X15 = Xy ioq + (Frge/my) AL
i=1..,n
: t coordenada x,
I fa=0 X30 = X35 — Ux3 1AL +% (Fy31/m3)At?
FIGURA 5. Osciladores acoplados. Tres deslizadores de masas X341 = x3(t;)
ma, Y ms, en un riel de aire sujetos entriensediante resortes cons- ty =ty + At Vigir = Vi (&)
tantesks, k2, k3 Y k4 que se mueven de manera acoplada a partir Fran = F(X34,¥3,1)
de sus posiciones de equilibrio. iy =t + At X3ip1 = 2X5; — X341 + (Fygi/ma) AL
i = 1000
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posiciones de equilibrioz; = 0.06 m, zo = —0.1 my
z9 = 0.05 m.
Como se puede observar, el deslizador de mastiene
una masa que es la césima masa de los deslizadores de
los extremos y su desplazamiento inicial a partir de su posi-
cion de equilibrio es el doble del desplazamiento de las dos
masas extremas y en sentido opuesto. Al disminuir la mase
del deslizador, es que la frecuencia de osdlagumenta de
manera importante en reléci con las frecuencias iguales de
oscilacbn de los deslizadores extremos y que se mueven en
fase entre ras pequia sea la masa de este deslizador comFIGURA 7. Disco lanzado sobre un plano inclinado con unayeloci-
parado con las masas de los deslizadores en sus extremos dad inicialvy. El disco se mueve sujeto a la fuerza de graveleiad
Estos tipos delescubrimientoson posibles porque con 2 fuérzanormalVy la fuerza de frican f.
el modelo nurérico en Excel se pueden variar los@aetros
que definen al sistema nmauco o sus condicionesioiales y
es posible observar el comportamiento de ladirca del sis-
tema; es como si fuera variable experimentar en el laborato- .

la fuerza de fricédn f = —uNT/|v|. La fuerza neta sobre el
disco esh dada por:

o)

rio, variando alguna de las condiciones del sistemaamieo F=F,+N+ f=—-mgsentj— NNm (65)
sedin se desee explorar para ver la manera en que reac-

ciona el sistema ménico bajo este cambio. En general, es-O bien

to es difcil de hacer en un laboratorio, pero con un modelo . _ pmgcos 0(vi + v,j)
numérico como el adurealizado es posible hacertitiples F'= —mgsen ) — S ,  (66)
experimentos virtuales Ve Ty

Los experimentos virtualegendian la caractéstica de
modelar el comportamiento del sistema @m@co que se
estudia, bajo muy diversas condiciones de opéraciLas 4?7 . pmgcos (vl + v,J)
graficas que representan las variables del sistemamiex Mmooz T T mgsen 05—
cambiaan de acuerdo con la variaci que se haga de los
paiametros o condiciones iiriales, asse podan estudiar 4o~ 2+ 1.
los dlferentes_ comport_am|entos de este S|stema de Masas | 5 ecuadbn de movimiento en la exprési (67) es una
acopladas bajo muy diversos aspectos. Por ejemplo, si I%%

y la ecuaddn de movimiento:

, (67)

2 2
vx+vy

;

uaocbn vectorial que tiene las siguientes dos ecuaciones es-

masas de los deslizadores son iguales, se pueden modelar Q%ares como componentes [30]:

modos normales de osciléci y verificar los resultados con

el experimento. d*Z  pmgcosfu, 68
Este sistema mémnico poda alterarse tambn si se agre- M T \/m ’ (68)

gan fuerzas de fricon dependientes de la velocidad y fuerzas o

de forzamiento pedidico que establezcan nuevosiregnes y

de movimiento de las masas acopladas, lo cual permite es- o

tudiar feromenos de resonancia del sistema améwo. De- mZY — _mgseng — KIS Ovy (69)

safortunadamente el &todo de Verlet no podrseguir uti- dt? /Ug 4 92

lizandose, debido a la dependencia con la velocidad de las v

fuerzas de fricén, pero poda sustituirse por el gtodo de La solucbn anaitica [31] de las Ecs. (68) y (69) es il

Euler de medio paso, aunque implique aumentar el tiempo dde establecer y resolver para estudiantes de prifi@uai-

calculo. versitario de ksica, por ello se prefiere aplicar elétodo

numerico de Euler de medio paso en dos dimensiones, como
6.4. Lanzamiento de un proyectil en un plano inclinado €l descrito en la Tabla I.
con friccion En la Fig. 8 se tiene la trayectoria de un disco de masa
m = 0.05 kg que se desplaza sobre un plano inclinado un
Un disco de masa: sobre una superficie inclinada Gngu-  angulod = 20° y con coeficiente de fricon dey = 0.2.
lo 0 se lanza con una velocidad = v, 0l + vy,0j, donde El disco parte del origen de coordenadas, con una velocidad
la direccbn del eje de las{ es paralela a la base del plano v, = 2i + 2j.

inclinado, el eje de la¥” es perpendicular al ej¥ y esé en El alcance horizontal del disco bajo las condiciones que
la direccbn del plano inclinado hacia arriba y el eje defas  se observan en la Fig. 7 asimitado, pues de acuerdo a la ex-
perpendicular al plano inclinado, ver Fig. 7 [28,29]. presbn (67), el componente-de la fuerza de fricéin sobre

El disco esh sujeto a la fuerza de gravnggj: —mg = el disco, dependiente de la componentde la

—mygsen 0] — mg cos 0z, la fuerza normalNV = mg cos 02’y
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0.60 4 Disco en un plano inclinado con friccién de se ha graficado la enéagcirética K del disco que se
mueve en un plano inclinado con friéci. Como puede ob-
0.40 servarse, la enefgcirética inicial disminuye s se mueve
el disco hacia arriba del plano inclinado hasta alcanzar un
T 0.20 4 valor minimo, a partir del cual la eneia cinetica aumenta
= indefinidamente debido a que el disco cae sobre el plano in-
0.00 . . | . .
clinado bajo una fuerza constante [32].
0.p0 0.50 1.00 1.50
-0.20 +
0.40 - 7. Discuson

X{m

1) La mayofa de los sistemas magicos modelados por la se-
gunda ley de Newton son dlifles de modelar en el primer
afo de una carrera dédtca o de Ingeniéa, debido a que e-

xigen conocimientos avanzados de méitoas para la solu-

velocidad y su magnitud, es opuesta al movimiento del diséién anaitica de ecuaciones diferenciales, los cuales rémest
co en esta direcon, de tal forma que la velocidad del dis- ’

co en la direc@in del eje de las’s disminuye a cero y por al alcance de los estudiantes en ese nivel de estudio.

consiguiente, el disco tiene un alcancaximo. En la direc- q S'? e’mb(;;\rglo, con la _'erdlémm de_me_todoslnurarlios
cion del eje de lag’s, la componenteyde la fuerza de fric- d€ solucon de las ecuaciones de movimiento, los profesores

cion dependiente de la componentele la velocidad y de y estudiantes disponen de un recurso mat&a poderoso

su magnitud es opuesta al movimiento del disco en esta gflue les permite estudiar diversos sistemasanigos tanto

reccbn, sin embargo, cuando el disco desciende por el p|an;§or|ca como experimentalmente y enfocar el objetivo de es-

inclinado, la componente del peso del discestavor del  (udio @l ardlisis fisico de la diamica de los movimientos
movimiento del disco, de tal manera que cuangde- 0 m/s, a pgrﬂ_r de las soluciones n@micas de las ecuaciones de
el movimiento ocurre solo en la direéciy. de tal manera Movimiento.

que: Con este recurso a mano, el profesor puede discutir con
sus estudiantes a profundidad los sistemasamieos com-
plejos, as como y el planteamiento y la solaei de las
ecuaciones de movimiento correspondientes, como las exam-
inadas aquen las Ecs. (56), (58), (62) a (64) y (67). Con las
soluciones gaficas, los alumnos tienen la posibilidad de in-
po. . ) terpretar la diamica de los sistemas nédcos por smis-

L_a _fuerza neta que se gjerce sobr_e el disco cugnd_o Hos y de discutirlas con el profesor, goi poda indagar
mOV|m|,ento es solglmente hacia abajo del plano mclma-en los estudiantes la incldsi de preconceptos en sus argu-
do, segn la expresin (70), es una fuerza constante y €l ,oiaciones, el uso correcto de conceptos o la folmat
movimiento final Qel (EiI§CO esun moy|m|_ento unlformementel,]uevOs conceptos.
acelerado en "f" dwea;nn-Y del plano inclinado. L La modeladdbn nunerica y su comparagn con el experi-

Otras cant@adesm‘ica_s que Cf’mp'eta” le.‘ descripei mento es una estrategia de dimgza que el profesor dispone
del _comportamlento del S'Ste”_‘a MAeMCo es,tud_|ad,o _pueden con estas soluciones para lograr que los estudiantes sigan una
denvars? de los valores obtenidos de la salnciunerica de metodologa de investigaéin aubnoma con el apoyo del do-
la ecuaddbn de movimiento. Este es el caso de la Fig. 9, don'cente.

La perspectiva de la soldm nunérica va nas alh de
Energia cinética de un disco en un plano solo “descubrir” la di@mica del sistema manico que se es-

inclinado con friccién tudia, pues al lograr su confirmaai con el experimento, se
tiene un simulador programado de sistemasani&os aalo-
gos al estudiado y que el profesor puede examinar y discutir
con sus estudiantes para analizar enfoques distintos del mis-
mo ferbmeno o inclusive de nuevos, qusi€tamente parecen
0.10 - diferentes y que desarrollan la creatividad de los estudiantes.
La estrategia de aprendizaje llevada a cabo por los es-
0.00 . . . . | tudiantes para analizar los famenos de movimiento que
0 0.5 1 1.5 2 25 incluyen la aplicadn e interpretadn de las soluciones
nunéricas de las ecuaciones de movimiento junto con la
t(s) comparadn con el experimento desarrolla en ellos habili-
FIGURA 9. Enerda cirética del disco sobre un plano inclinado con dades de pensamiento que favorecen su curiosidad y creativi-
friccion. dad en el quehacer ciéfito [33].

FIGURA 8. Movimiento de un disco sobre un plano inclinado con
friccion.

d*y
M-z = —mgsen 0 + pumg cos 6 (70)

es la ecuadin de movimiento del movimiento final del cuer-

0.30 -

0.20 -

K {J)
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8. Conclusiones El hecho de usar un mismoé&todo nurgrico para mo-
delar diferentes sistemas nd@icos permite enfocar la aten-
Un sistema meinico se modela por su ecuagi de cion al comportamiento damico de estos sistemas con
movimiento y la soludin de esta ecuamn se obtiene a base en las soluciones néritas obtenidas bajo una misma
traves de nétodos andficos o nunéricos. Las soluciones de metodoloda de soludn matenatica, que posibilita a los es-
las ecuaciones de movimiento poretados andlicos son  tudiantes analizar con profundidad un sistemaamao cam-
complejas en general y exigen un nivel de conocimientobiando solo las condiciones iniciales o losgraetros que lo
matendéticos avanzados, por lo tanto no siempreaed mo-  definen.
delar un sistema maaico dado [34]. Con la metodolota de soludn nunerica, los estudiantes
Por otra parte, las soluciones néritas establecidas me- pueden modelar diversos sistemas amcos, cuyos compor-
diante ecuaciones algebraicas iterativas smilds de com- tamientos diamicos podan interpretar por ellos mismos y
putar utilizando diversos programas de computadora y déiscutir con su profesor para un acertado manejo de concep-
aplicar a diversos sistemas raeicos utilizando el mismo tosy la elaboraéin de nuevos conceptos.
método nurérico. La simulacon de variantes de los sistemas @m@cos
La aplicacon de los nétodos de Euler de medio paso a modelados o @ de nuevos sistemas néeicos a partir de

cuatro sistemas maaicos muestramo diferentes sistemas |as soluciones nuéricas obtenidas es un recurso disponible
mednicos pueden modelarse mediante sus ecuaciones BEr l0os estudiantes 'y su profesor para discutir creativamente
movimiento y sus soluciones con el mismétodo nuréri-  €nfoques novedosos de los éenenos de movimiento.

co en una o dos dimensiones, sin ingcambio en la solu-

cion nunerica. Losiinicos cambios que se hacen al aplicarAgradecimientos

el método nurérico a diferentes sistemas rd@icos son
los correspondientes a la fuerza neta, a losupatros del
movimiento, a las condiciones iniciales y al tdialel inter-
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valo de tiempo utilizado, que no afectan las ecuaciones itergroyecto de investigagnh SIP 20200825 de la Secrétade

tivas que se usan para computar étato nunérico.
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