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Se presenta brevemente el problema del braggrsha en un plano vertical. A contindat, se muestra la formulam parangtrica del
problema de la braquistrona sobre la superficie de un cilindro vertical de rallig se encuentra la curva que resuelve este problema.
Enseguida, se formula el problema del tGabna en el cilindro y se demostra que la curva tipo braggeiisha encontrada anteriormente
tiene comportamiento taitrono, esto es, dos pamtlas sueltas del reposo de puntos distintos de la curva bragpaisg llegan al punto as

bajo de la trayectoria en forma simauttea. Se verifica tamm que la curva tipo braquétrona en un plano vertical (cicloide invertida) es

el limite de la curva tipo braquistrona encontrada en la superficiérdrica cuando el radio del cilindro tiende al infinito. Posteriormente,

se analiza el problema del bragdistona entre dos pontos fijosy B sobre la superficie ditdrica con la condiéin adicional de que la
parfcula, antes de llegar al punto fin&ldebe dar un ciertolmero de vueltas previamente definido. Se encuentra la curva que resuelve este
problema y adicionalmente se halla una rélaainatemtica que determina cuantas vueltas conaximo puede haber si al fijar los valores

de las coordenadas del punto inicidl)( final (B), el radio del cilindro yy (la aceleradn de la gravedad).

Descriptores: Problema del braquigtrona; @lculo variacional; soluciones con ciertbmero de enrolamientos.

We briefly present the brachistochrone problem in a vertical plane. Next, we present the parametric formulation of the brachistochrone prob-
lem on the surface of a vertical cylinder of radiisand we find the curve that solves this problem. We immediately formulate the problem

of the tautochronous in the cylinder, and we demonstrate that the brachistochrone curve found previously has tautochronous behavior, that is,
two loose particles from the rest of the points other than the brachistochrone curve, reach the lowest point of the trajectory simultaneously.
It is also verified that the brachistochrone curve in a vertical plane (inverted cycloid) is the limit of the brachistochrone curve found on the
cylindrical surface when the radius of the cylinder tends to infinity. Later we analyze the brachistochronous problem between two fixed points
A and B on the cylindrical surface with the additional condition that the particle before reaching the endpuirt give a certain number

of turns previously defined. We find the curve that solves this problem and additionally, we find a mathematical relationship that determines
how many turns can be maximum if we set the values of the coordinates of the starting4)oiend (B), the radius of the cylinder ang

(the acceleration due to gravity).
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1. Introduccion tidas en cada lado del punto fijo de donde oscilaégiqulo.

El periodo de oscilaéin del @endulo es dado por la seguiente
El problema del braquiétrona en un plano vertical consiste formula:
en determinar (de entre todas las cunfac&mente posibles
al unir dos puntos fijos) la curva que una pauta, partien-
do del reposo, recorre en el menor tiempo posible. Se con-
sidera que el campo gravitacional que afecta laigalet es R
uniforme y en todas las trayectorias el camino es suave y sin T=2m|—
friccion. En la &cada de 1650, uno de los problemasite g
cos y al mismo tiempo @cticos era la necesidad de medir el
transcurso del tiempo de una forma exacta importante en la » .
astronorfa y la navegaéin maitima. Para la dcada de 1670, dondeg es la aceleraon de la gravedad yz es el radio

Jacob Bernoulli [1] dio a conocer a la comunidad digra ~ d€ UN disco hipdtico que, al rotar uniformemente y sin-
que la cicloide resuelve el problema de la braduisina y deslizarse en forma horizontal, genera una cicloide. En el li-

este fue uno de los primeros problemas resueltos pataic ProHorologium Oscillatoriuni2] (El reloj oscilantg, Huyy-
lo variacional. gens demostrque la cicloide es una curva taatona.

Se dice que una curva es taatona cuando un objeto Para resolver el problema del bragaisiona en un plano
llega a su parte &s baja, en el mismo intervalo de tiem- vertical se considera que todas las posibles trayectorias
po, indistintamente del punto inicial a lo largo de la curvafisicas seguidas por una gattla, entre dos puntos fijos, son
de donde parti del reposo. Basado en esto, Huygens desersuaves y sin fricén. Al tomar una trayectoria arbitraria entre
volvio un reloj pendular, cuya medida del tiempo no defiend los puntosA = (z4,y4) Y B = (zp,yp) Yy aplicar el prin-
del tamé@o del gendulo. Para ello, coldcdos cicloides inver-  cipio de conservadn de la enerfig@ me@nica se llega a una
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formula integral del tipo como por ejemplo, considerar superficies que tienefiralg
tipo de friccbn, o al cambiar la geomédr de la superficie
, vertical donde se encuentran todas las trayectorias posibles
Tia,g = [ L(z,y,y")dx que unen a los dos puntos fijos. Al respecto, un caso donde
TA todas las trayectorias posibles@stonfinadas en una super-
ficie eskrica se estudia en la Ref. [3]. Por su parte cuando
el problema del braquistrona se formula en la superficie
cilindrica ya es un caso conocido. Por ello,iapformula la

lay L(x,y,y’) es una fundn de clase”?|a, b] en relacdn " atrica del probl cional |
a todas sus variables y cuya forma depende del contexto dgfrsen parar‘etrlga el problema variacionaly en a,Sec. 4se
estudia la condiéin adicional de la paicula al dar un imero

problemali, g es una funcional, pues relaciona a cada cur=">"" " X
vay = y(z) que pasa por los puntosy B con un rimero arbitrario de vueltas antes de llegar al punto final.
real, que es justamente el valor de la integral definid&, As

se presenta el problema elemental dgtualo variacional de 2
terminar los extremos de la funcional '

B

gue determina el tiempo total de viaje de la fata entre
Ay B. Agui, y = y(z) es la curva seguida por la pad-

El problema del braquistocrona en un cilin-
dro de seccdn transversal circular

TB
Tia,p = /L(:U,y, y')dx En la seccion anteriof} se discut brevemente el proble-
ma famoso e interesante del bragbésbna formulado en un
plano vertical; es decir, cuando todas las trayectorias posi-
junto con las condiciones de los extremos fijds'a) =  ples de una paitula esin confinadas en un plano vertical, la
ya, y(zp) = yp. De acuerdo con la teardel @lculo varia-  parfcula es sometida a la aéei de una fuerza de gravedad
cional, la curva o la familia de curvas que extremiza la funonstante y vertical. Se sabe tagique, en tales circun-
cional Tj,, p) resuelve una ecudm diferencial de segundo stancias, la curva plana que minimiza el tiempo de viaje, en-
orden, conocida como ecuaoi de Euler-Lagrange, que es tre dos puntos fijos es una cicloide invertida. En esta éacci

TA

como sigue: se formula el problema del bragquistona en una superficie
cilindrica vertical de secon transveral circular dentro de un
oL d /8L campo gravitacional constante y vertical.

oy dx (é)g//) = (2) Se sabe que una superficie cilindrisa= S' x R in-
mersa dentro del espacR® es parametrizada por la fun-

En el problemaikico estudiando se tiene que: cion vectorial® (6, z) = (Rcos(f), Rsin(f), z), dondez e

ds < —o0,+00 > ef € [0,2n). El hecho de que la fungn

V= depende de dos gamnetros es un indicativo de que los puntos

de la superficie cilindrica pueden describirseimgecamente
dondev es la velocidad escalar instanea de la patulay  con las dos coordenadé =), cond variando a lo largo de
ds es el elemento diferencial de longitud de arco; a partir dga secobn transversal (coordenada compacta)wariando a

esto, inmediatamente se tieie= vdt 0 lo largo de la generatriz del cilindro. En estas coordenadas
ds intrinsecas, una curva definida en la superficimdiica se
dt = —. puede escribir sz = z(¢), despés de localizar el origen

v .. ~ . L.
de coordenadagy, fy) en la superficie cihdrica en reladin

Al integrar, se tiene que alas coordenadas extrinsecasy, z) de espaci®>.

$Bd8 *5 1 Formulacion del problema del braquisibcrona en el cilin-
T[A,B] = / ? = /;\/ 1 +y/2df£. (3) dro
TA

TA . . . .
Se consideran dos puntos arbitrarios del cilindre: (60;, 1)
Como las curvas consideradas son suaves entonces la difeC' = (6,,2,). Se estiman tambén todas las trayectorias
renciabilidad est garantizada. Ya se dijo que la curva quefisicamente posibles que unen los dos portgsC, cuando
minimiza la funcional (Ec.3)) es una cicloide invertida en el |a paricula se someténicamente a la acon de la gravedad

plano vertical (planay), cuya ecuaéin parangtrica es como y parte siempre del reposo eh De entre todas estas curvas

sigue: suaves Yy sin fricén, ¢cal de ellas minimiza el tiempo de
viaje Ti4,¢1? [5,6]. Para facilitar el@culo, se considera que
y = R — Rcos(f) la coordenada aumenta hacia abajo.
r = RB — Rsin(B3), € R. (4) Como la parficula se mueve en un campo conservativo y

uniforme y las curvas de las trayéadfs no tienen fricdn,
Un problema interesante es generalizar este resultaddycomentonces la energ meénica de la partula en relacion a la
en los libros de menica chsica a situaciones mas generalestierra se consersa durante el trayedto—~ B — C (ver la
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Fig. 1). Luego:
EMs =EMp
0= Lmp?
= imv mgz,

FIGURA 1. Braquisbcrona en el cilindro circular recto.

y entonces

o= /2 (5)

Notese que el movimiento de la partla se considérini-
ciando su en el origen de coordenadas- 0,60, = 0, luego
A = (0,0) (ver laFig. 1). Aql, m es la masa de la péctila,
v es la velocidad instaahea de la paitula en el punto arbi-
trario B de la trayectoria yy es la acelerabdn de la gravedad.
De esta forma, el intervalo de tiempo dé¢t = 0) hasta el
puntoB (instante t") es

t
d
Tap= | =, (6)
v

0

de manera que es posible demostrar que el elemento dife-

rencial de longitud de arco sobre el cilindro de radlices
ds? = dz? + R?d6?. Al sustituir en la Ec./§) junto con la
Ec. ©), se obtiene

t
T / dz? + R2dp?
[A7B] = ?
V2
0 9=

Tia.B) ., dz = idt,df = 0dt.

t .
B / V22 + R?0%dt
N V29z

0

Asi, dados dos puntos fijo$y C'y las infinitas curvas suaves
y fisicamente posibles entre tales puntos, se obtiene la si-

guiente funcional paraétrica

S e
Tia,c)(t) = —

552 ()

T;=0

H.L. CARRION S.

gue define el intervalo de tiempo necesario para que una

parfcula recorra una curva arbitraria entre tales puntos.
Es facil verificar que

V32 + R202dt

L(2,0,%,0) = >
gz

satisface la condibn necesaria y suficiente
L(z,0,kz,k0) = kL(2,0,2,0), k>0,

de modo tal que el valor de la funcion25] dependa sola-
mente de la curva y no del tipo de parametrigdacfver la
Ref. [4]).

Si se supone qué es la curva en la supécfe cilindrica
de radioR, entonces

C : = {(z,0) € Cilindro de radioR}
z = ¢(t)
ezw(t)aTl <t< TFa

y con ello se obtiene el extremo de la funcioffagh o) en
la clase de curvas que unen los puntos fijos= (21,61) e
C = (#2,02). Entonces, las funciones(t) y ¢ (¢) satisfacen
las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d(L:)
‘Cz - dt - 07 (8)
d(Ly)
——a =0 ()

Si se desenvuelven ambas ecuaciones en formécéapke
tiene

_gVEA RN d z —0 (10)
(2g2)* dt \ \/2gz /32 + R26?2

4 L —0, (11)
dt V297 V32 + R262 ’

mientras que de laltima ecuadn se obtiene

R0 _c
V2972V #2 + R26?

* Caso cuandoC; # 0.

12)

R49?
C?2g

= 2(3? + R%6?),

dondeC es una constante arbitraria. Si se define la constante

A = (R?/2¢C?%), entonces la ecuami anterior se torna as

02 AR? = 2(3* + R%6?) (13)
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Si se considera ahora un cambio de variakle,=
A (sin(3/2))? dondes = §(t) y se sustituye en la ecuéci
anterior (L3), se tiene

02 AR*=A(sin(3/2))? <iA2(sin(ﬂ))262+R292> .
Al simplificar, se obtiene

. A 9 A (1 —cos(B)) -
o= 2562 =5 (5 )

R 2
. dp
8= T (14)
Al admitir 6 = 6(5(t))
dods | A [(1—cos(B)) : d
Ba=2 ()0 5
A d
< (0% gp0-sne)) & =0 a5)
finalmente:
0= (8 —sin(6) + Ko, (16)
dondeK; es una constante arbitraria.
En este sentido, el par
A .
0 = iﬁ(ﬁ —sin(fB) + K1,
2= 21— cos(d), (17)

2
es soluadbn de la Ec./11) y satisface la ecuawn diferencial
(10).

En otras palabras el patd) es la forma paragétrica de

la curvaz = z(0) sobre el cilindro y minimiza el intervalo de

tiempo entre los puntad y C del cilindro vertical de secén
transversal circular.

Al considerar que la curvdl{) pasa por el punto inicial
A= (z,01) = (0,0) (paras; = 0), setiene qué; = 0. De
igual forma, como la curvél(y) pasa por punto findbs, z2),
se obtiene

= =2 (B — sin(h).

29 = %(1 — cos(f2)).

Si se conocd, y zo ambas ecuaciones trascendente), (
se pueden resolver ni@aricamenteds y A. Inmediatamente
despis, de la relaén A = (R?/2gC?%) se obtiene la con-
stanteC, ya queg (a aceleradn de la gravedad) R (el
radio del cilindro) son conocidos.

(18)

279

FIGURA 2. Geodesica y la Braquistcrona en el cilindrod, > 64

Si el punto finalC' = (6, 23) es tal qued, < 6; =0, en-
tonces la curva desciende sobre la superficiadiica en sen-
tido horario, luegofy = —(A/2R)(B2 — sin(32). En cam-
bio, sif; > 6; = 0, entonced, = (A/2R)(S2 — sin(f2),
luego la curva desciende en en sentido inverso [7].

En la Fig. 2 se puede ver la curva bragogsbna
(curva roja) y la geoslsica (curva azul) [8]. La curva
braquisbcrona tiene mayor longitud de arco en compara-
cion con la geodsica; por tanto, si una partila recorre la
braquisbcrona demord@ menos tiempo en comparagicon
cualquier curva (inclusive la geédica) que pase por el mis-
mo punto inicial e final.

* Caso cuandoCy = 0.

Al sustituir C; = 0 en la Ec. [12) se obtiene la solu-
cibnd = 01,z € [z1,22], que es una generatriz del cilin-
dro. De tal manera, la curva braguistona coincide con la
curva geoésica (la recta vertical que une los puntos fijos
A= (01,21)y C = (01,22), z1 # 22) sobre el cilindro.
Esto significa, que la distancia@imima entre dos puntos arbi-
trarios de la reta generatriz de un cilindro circular recto verti-
cal corresponde tamém al tiempo rmimo entre los mismos
puntos.

3. El problema del tautocrona en el cilindro
circular

El problema del tadgicrona dentro del contexto de
braquisbcrona usual consist en probar que dos o as
parficulas que parten del reposo y en el mismo instante de
puntos diferentes de la cicloide invertida llegan de manera si-
multanea a la parte &s baja de la cicloide. Para esto, bdstar
demostrar que, a partir del reposo, el transcurso del tiempo
de una paitula recorriendo la curva braguisrona, hasta
el punto mas bajo no depende de la locali@aailel punto
inicial.

En esta secon, se demuestra que esto sucede tamen
la curvalL7) que soluciona el problema de bragaigbna en
el cilindro circular vertical estudiado en la sgatianterior.

De vuelta al problema de braquistona de la Sec. 2, en
la Fig. 3 se localizan tres puntos arbitrarios a lo largo de la
curva que minimiza el tiempo de viaje dea C. En este ca-
S0,A = (z1,01) y B = (z,0) sobre la curved7) y se supone

-
L
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FIGURA 3. Tautbcrona cilindro.

que una partula de masau inicia su movimiento eml a par-
tir del reposo. Como el camino es libre de frimaj entonces
el movimiento meanico es conservativo, luego:

EMy =EMp

1
—mg(z1) = imUQ —mg(2),

de modo que

v=1/29(z — z1),

dondev es la velocidad instaabea erB. Al seguir el mismo
procedimiento de la sedm anterior, se tiene:

2>z 20 (29)

B
7 / ds
AB = | —F/—/——
4.1 4 V29(z — z1)

H.L. CARRION S.

Es posible verificar que la exprési dentro de la fiz del de-
nominador del argumento de la fulniarctan es cero ey,
luego

K
T[ﬁhﬂ'] =T ;

(22)

Lo anterior significa que el intervalo de tiempo de la ru-
ta entre el punto arbitrarid = (z1, 6,) hasta el punto &s
bajo de su trayectoria efi = 7, solamente depende de la
constanteK = (A/2) = (R%/4C%g) y g; es decir no de-
pende de la localizagh del punto inicial3; a lo largo de la
curva braquigicrona. Luego, cualquier partila, indistinta-
mente del punto inicial, llegaren el mismo instante a la parte
mas baja de la trayectoriadtese que esta discositiene lu-
gar cuando la constante réz (de la Ec. (30) es diferente de
cero.

Ahora se considera el caso cuando la constéhte= 0
en el problema del braquéstrona. En el contexto de esta sec-

mientras que al sustituir el elemento diferencial de longitucjon y de acuerdo con élitimo pafgrafo de la seccion an-

de arcods = Vdz? + R?d6? en la ecuadin anterior, se ob-

tiene

B
Vdz? + R?d0?
Tia,B) :/ _—. (20)
A

v29(z — z1)

En tanto, al utilizarlz = dg3,df = 6d3 (dondeg es la va-

terior, se tiend& constante, ; < z < z,. Inmediatamente
df = 0, entonces laltima Ec. 20) adopta la forma

" _7 Vi
R SRVETIEEE)
zZ1

Luego, en este caso particular, no existe la propriegad t

2(z9 — 21)

(23)

riable de parametriza@n de la curva), se encuentra la formaca de una curva tabitrona, pues el intervalo del tiempo

parangtrica delja g

B :

. / NEEWTI
AB = | —F—.
A vV 29(z — z1)

De la Ec. [7) se tienez = K sin(8),0 = (K/R)(1 —
cos(f3)); noteseK = (A/2) > 0. Si se considerd}, ¢ de
la ecuadbn anterior, dond€’ es el punto geoétricamente
mas bajo de la trayectoria seguida por la fgait. Entonces
C corresponde al punto dondes maximo. Esto/17) sucede

ATiz1, zo] depende de la posicion inicial, como se aprecia
en la ecuadn anterior.

4. Braquistdbcrona conn vueltas del cilindro

Se considera ahora el mismo problema del bragcieha

en el cilindro vertical entre dos puntos fijos = (64, 21)

y B = (0y, zy) (punto inicial y punto final, respectivamente)
del cilindro con la condiéin de que la paitula realice un
cierto mimero de vueltas antes de llegar al punto fiBaSe
tiene un problema variacional con extremos fijos y con un
vinculo. En este caso, la coordenada angular (coordenada in-

enj = (ver laFig. 3). Luego, la integral anterior adopta 1a yinsecay del cilindro circular reto varia en el valor den al

siguiente forma:

V2IK| /T = cos(B)dp

T Tl = )
[Br,] J Vaa/E —Keos(3)
Note que,/1 —cos(3) = |sin(8/2)| = sin(5/2),
porques € [0, 2x]. Entonces:
oo 2K [ _sm@/2d8 o
[ﬂlyﬂ'] \/ZB \/mv 1-

Asi, la integral anterior da como resultado:

Y o I )y
NG \/Z +K — 2K cos(83/2)? B1

llegar al punto ras bajoB, donden es el fumero de vueltas
realizadas. Nuevamente se resalta que las infinitas curvas a
considerar en el proceso variacional permanecen girando en
un sentido o en el otro.

En la Ref. [4] existe una forma de abordar este tipo
de problema; el @todo de los multiplicadores de Lagrange
(Teorema de Euler). El termino en plural indica géert-
camente podan existir diversos wculos; en ese caso, sse
tendiia un multiplicador de Lagrange por cadasulo nuevo
en el problema.

De acuerdo al Teorema de Euler, se extremiza la fun-
cional 25) sujeta a la condiéin

0y 0y
/ do = / dt = 2mn, (24)
90 90
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donden el nimero de vueltas alrededor del cilindro. En-
seguida, de acuerdo al teorema de Euler, se introduce uné4-
funcion auxiliar £(z,0, 2,0) = £(z,0,%,0) + A6, donde
L(z,0,%,0) = (V32 + R262dt/\/29z) y X es el multipli- 124

cador de Lagrange. De esta manera se tiene la funcional au-

xiliar a seguir 1,01
3 Trte 0,81

T[A,B] (t) = / [:(Z,H,Z) dt. (25)
;=0 0,6

Aqui, la curva pararetricar(t) = (z(t),0(t)),t € R que ex-

0,41
tremiza la funcional auxiliar anterior, la cual debe satisfacer
las ecuaciones de Euler-Lagrange a seguir 0.2+
= d(L;
‘CZ - ( ) =0 (26) T T T
dt 0 1 2 3
~ EY
Ee _ d(ﬁé) —0. (27) | 2(x) 2 pi n R/zf]|
dt
Al explicitar ambas ecuaciones se obtiene: FIGURA 4. Grafico deg(x).
2 202 ;
_gVE+ R d < z : ) =0 (28) tiene soluddn paraX e g3, [9], considerando los pametros:
(292 dt \ 29z V3% + R262 R,n, 2 fijos. Se define la funén auxiliarg(z = f) =
. (z — sin(z)/1 — cos(x)), la cual es cresciente [10] en el in-
d R?0 lol = | lor réxi
et — +\A| =0 (29) tervalol = [0,7], luegog(x) toma su valor raximo en
dt \ \/2gz /52 + R26?2 x=m. As,0<g(z) <7w/2
y a partir de lalltima ecuadn se obtiene: Con el uso de esta furam auxiliar y del sistema anterior
_ (32) se obtiene la reladh a seguir
R%*0
— + )\ = (1, (30)
V29z V32 + R262 2R (%) (33)
PP g\p2)-
0 .
R492 22 202
(C1 — \)22g =2(27+ R°07), CL #0, La ecuaddn anterior tendx solucon tinica (vereficacin en la

o . Fig. 4) cuando exista interséti entre las dos curvas y con-
dondeC; es una constante arbitraria. De aqui, el proceso es.

- . ; ) Siderando que(z) tiene valor naximo. Esto acontecarsi:
similar al mostrado en la séxri anterior2); luego, la solu-
cion general mantiene la forma del sistertha) (0 (18). Esta
Gltima se utiliza cuando se eligé; = 0,2z, = 0); con esto

. < - 10—
se tiened = 0, ag:

A ) ) 0
0= ﬁ(ﬁ —sin(0).
z= %(1 —cos()). (31)

De la segunda ecudni del sistema anterior, la furdei z(5)
toma su valor raximo en = 7. Inmediatamente desps se

tiene
0<pB<T=0<z<A.
A continuacén, se discuten las condiciones en que el sis-
tema K

2nm = %(62 — Sin(ﬁg).

A
=—(1- 32
=2 2 ( cos(f2)), (32) FIGURA 5 Curva braquisicrona con una vuelta.
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FIGURA 6. Curva braquigicrona con dos vueltas.

2mnR
2z

<m/2. (34)

De la desigualdad anterior y al estimar como conocidos los

patametrosR, z, z; = 0, se obtiene una cond@m anaitica
paran.
2
n < iR
Este resultado es muy importante, pueSate que si se fi-
ja la posicon inicial y final en el cilindro vertical dentro
del contexto del problema del braquistocrona eovueltas,
no puede haber trayectoridsitas con cualquerimero de
vueltas, pues existe un valoaximo paran.
A continuacon se presenta un ejemplo que perraitii-
sualizar el resultado anterior.
Ejemplo Suponga quek = 10, zo = 80, entonces de
(39

(35)

n <2

= n=1.
De la Ec. B3) se obtiene la solucion numca g, =
2.03, A = 110.87 y al sustituir en81) se tiene la solu-
cion
0 = 5.54(8 — sin(f),
z = 55,43(1 — cos(f)). (36)

donde0 < 3 < (.. Ver el giafico de esta soluah en
la Fig. 5.

= n =2
De la Ec. B3) se obtiene la soludh nunéricafy =
m, A = 160 y al sustituir en/81) se tiene la soludin
0 = 8(8 — sin(f).
z = 80(1 — cos(f9)). (37)

donde0 < 3 < ;. Ver el giafico de esta soluah en
la Fig. 6.

H.L. CARRION S.

horario

FIGURA 7. Curva braquisicrona:(z1,601) = (0,0); (22,62) =
(—80,7/2).

antihorario
-10

FIGURA 8. Curva braquigicronalz;,0:1) = (0,0); (z2,602) =
(—80,7/2).

5. Observaciones finales

*La Ec. [L7) representa la curva braquistona en coorde-
nadas infinsecas del cilindro. Si se considera que el origen de
coordenadad, z) = (0, 0) corresponde al puntdz, 0,0) en
coordenadas estrsicas, la curva braquéstrona se pueden
representar eretminos de una funén vctorial, como sigue:

7(8) = (R cos(o). R sin(0). 5 1 = cos(9)
() = (R (ﬁg(ﬂ - smm) ,

R sin <2§{(ﬁ - sin(ﬁ)) , %(1 - cos(ﬁ)) (38)

Rev. Mex. is. E17(2) 276-284



EL PROBLEMA DE LA BRAQUISTOCRONA EN EL CILINDROS! x R CON VARIAS VUELTAS 283

si se estima qug — 0, y/o R — oo; al proyectar en el plano sea en sentido horario o en sentido antihorario. De cualquier
zy (plano que pasa por el punf®, 0,0)) a la imagen de la manera, la forma funcional de la solénila misma. Como

funcion vetorial anterior38), se obtiene ejemplo existen las Figs. 7 y 8, donde los puntos iniciales y
] finales son los mismos, lanica diferencia es el sentido de
y(B) = 5(5 —sin(f)) rotacbn de la curva braquigtrona. Tamléin cabe la pre-
A gunta sobre cl sefa la curva braquisicrona consideran-
z(B) = 5(1 —cos(f))). (39) do simulaneamente trayectos horarios y antihorarios. Para

ello basta resolver cada caso particular, con el procedimiento
Iprincipal y despés realizar una simple comparagiy res-
ponder por la curva braquéstrona global para tales puntos
fijos. El aralisis anterior tami@n se aplica al caso del pro-
blema de la braquiétrona con varias vueltas.

A continuacon se presenta el procedimiento para gene-
rar animaobn (en Maple 13 o superior), para visualizar el
hecho de que dos patilas colocadas en puntos diferentes a
lo largo de una curva braquistrona del cilindro17) llegan a

a) En el contexto del problema de la bragdisbna. |a parte nas baja de la trayectoria en el mismo instante como
CuandoC # 0, significa que la curva de tiempaini indica la Ec.22).
mo (braquishcrona) y la curva de longitud imma > restart;
(geodksica) entre dos puntos fijos son diferentes. Per@gomentario: Al introducir la variable angular de la ecéaci
siCy = 0, entonces estas dos curvas sa@niitas y se  paranétrica de la curva braquistrona, el radio del cilindro,
trata de unaihea recta vertical que une el punto inicial y |a constante /2 = S.
y final. >T:=Sx(t—sin(t))/R

> R:=10;5:=4
Comentario: Enseguida aparece la ELZ)(en coorde-

CuandoCy # 0, vale la propriedadipica de la tau- padas cartesianas (imagen de una fomeiectorial emi?)
tocrona, esto es, las pantlas en reposo en dos puntos dife- - ~._ [R * cos(T), R * sin(T), —S * (1 — cos(t))] :
rentes de la curva braquigtrona llegan a la parteas bajade with(plots)
la trayectoria en el mismo instante. Per@si= 0, lacurva < cyria = spacecurve(C,t = 0..Pi,numpoints =
gue soluciona el problema es una trayectoria vertitai( 800,azes = mnormal,color = blue,scaling =

Estalltima ecuadn es una cicloide en el plano vertical
(ver Ec. @)). Esto significa que cuando el cilindro tiene en e
limite un radio R que va al infinito, la curva braquéstrona
del cilindro se aproxima a la curva bragdistona usual.

* Los resultados en diltimo parrafo de las Secs. 2y 3,
requieren contextualizami. La constante nuemicaC; que
aparece inicialmente al momento de resolver la eémade
Euler-Lagrange tiene un significado claro, a saber

b) En el contexto del problema de la actiona.

anterior). Por esto a lo largo de la generatriz del cilindro Yeonstrained, thickness = 2); display(Curva, orientation =
como se demosiren ellltimo parrafo de la Sec. 3, no vale (45 45)) .

mas la proprieda de tautocrona, esto es, el tiempo de viaje optsl := thickness = 5,numpoints = 100, color =
la paricula depende del punto inicial. red

xYa se menciod que, al momento de construir la fun- opts2 := thickness = 5,numpoints = 100, color =
cional longitud de arco y su ecuacide Euler-Lagrange, se 7,0 -
consideraron todas las curvas en la superficiediica que - 4p1 .— animate(spacecurve, [C,t = 1.z, optsl],z
unen el punto inicial y final, girando en wmico sentido, ya 1..Pi) :

> Ab2 := animate(spacecurve, [C,t = 2..x,opts2],x =
2..Pi) :
> H1 := plot3d(10,theta = 0.2 x Pi,z =
i —8..0, coords = cylindrical, style = patch) :
= > display(Abl, Ab2, H1) :

Notese que las paculas comienzan en distintos lugares
E=ae=a (t = 1,t = 2) y llegan a la parte @s baja de la curva, si-
multaneamente.

Finalmente, el problema de encontrar curvas gemmas
y curvas tipo braquiscrona con ciertotmero de vueltas en
— geometias diferentes que la del cilindr&¢?, 72 entre otras
geometrias) es muy interesante y queda para un futiouart
lo.

x=3.1416
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1. Rejeane Alexandre Coelhdd histria dos problemas da 6. Al implementar el problema variacional se debe fijar el pun-

tautbcrona e da braquigtcrona Dissertago de Mestrado jun- to inicial y final, entonces todas las curvas consideradas en-
to ao programa de @3-graduago em Educaigo Matenatica tre estos puntos en la superficieimdrica y dentro del pro-
(Unesp- Rio Claro, SP) 2008. blema variacional son o totalmente horarias o totalmente an-

2. Huygens, Christiaan; Blackwell, Richard J. trans. (1986), tihorarias, pues al momento de hacer el procedimiento varia-
Horologium Oscillatorium (The Pendulum Clock, or Geome-  Cional se consideran unas curvaéyma de la otras.

trical demonstrations concerning the motion of pendula as ap-

plied to clocks)Ames, lowa: lowa State University Press. ISBN 7+ En este adlisis, se estird el caso en que la curva pueda dar
0813809339. varias vueltas en el cilindro antes de llegar al punto final

3. Rafael Xavier Deiga Ferreira, H. Carrion S, Braquis-
tocrona na esferaRev. Bras. Ensino 6. vol. 41 no.4
Sao Paulo (2019). |https://doi.org/10.1590/
1806-9126-rbet-2019-0020

8. La geodsica de una superficie regular es una curva suave
de menor longitud de arco entre dos puntos fijos de la mis-
ma superficie. Evidentemente, la gésita en una superfi-
cie plana es unairnea recta. En un cilindro circular rec-

4. M. Krasnov, G. Makarenko, A. Kiseliowalculo variaciona) to, la geo@sica es una dlice cuya ecuadhn es(t) =
Editorial MIR, Moscou (1976). (R cos(t), R sin(t),bt); R,b € R, t € R.

5. Naturalmente, el puntd est mas arriba que el punt6é’ a lo
largo del cilindro, 0 seaza > zc,yY 604 > 0c 0604 < Oc. 9. En el par de Ecs30) se eligb la curva parargtrica envolvien-
Luego, la paiitula puede contornear el cilindro en sentido ho- dose en sentido antihorario a lo largo de la superficiadiilca.
rario antihorario dependiendo de la poéitirelativa ded y C
en el cilindro. 10. En el intervalo(0, 7)g(x)’ > 0.
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