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El problema de la braquistócrona en el cilindros1 × r con varias vueltas
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Escola de Cîencias e Tecnologia, Universidade Federal

do Rio Grande do Norte, Campus Universitário de Natal, RN, Brasil.
e-mail: hectors@ect.ufrn.br

Received 10 April 2020; accepted 4 June 2020

Se presenta brevemente el problema del braquistócrona en un plano vertical. A continuacón, se muestra la formulación paraḿetrica del
problema de la braquistócrona sobre la superficie de un cilindro vertical de radioR y se encuentra la curva que resuelve este problema.
Enseguida, se formula el problema del tautócrona en el cilindro y se demostra que la curva tipo braquistócrona encontrada anteriormente
tiene comportamiento tautócrono, esto es, dos partı́culas sueltas del reposo de puntos distintos de la curva braquistócrona llegan al punto ḿas
bajo de la trayectoria en forma simultánea. Se verifica también que la curva tipo braquistócrona en un plano vertical (cicloide invertida) es
el lı́mite de la curva tipo braquistócrona encontrada en la superficie cilı́ndrica cuando el radio del cilindro tiende al infinito. Posteriormente,
se analiza el problema del braquistócrona entre dos pontos fijosA y B sobre la superficie cilı́ndrica con la condición adicional de que la
part́ıcula, antes de llegar al punto finalB debe dar un cierto ńumero de vueltas previamente definido. Se encuentra la curva que resuelve este
problema y adicionalmente se halla una relación mateḿatica que determina cuantas vueltas como máximo puede haber si al fijar los valores
de las coordenadas del punto inicial (A), final (B), el radio del cilindro yg (la aceleracíon de la gravedad).

Descriptores:Problema del braquistócrona; ćalculo variacional; soluciones con cierto número de enrolamientos.

We briefly present the brachistochrone problem in a vertical plane. Next, we present the parametric formulation of the brachistochrone prob-
lem on the surface of a vertical cylinder of radiusR, and we find the curve that solves this problem. We immediately formulate the problem
of the tautochronous in the cylinder, and we demonstrate that the brachistochrone curve found previously has tautochronous behavior, that is,
two loose particles from the rest of the points other than the brachistochrone curve, reach the lowest point of the trajectory simultaneously.
It is also verified that the brachistochrone curve in a vertical plane (inverted cycloid) is the limit of the brachistochrone curve found on the
cylindrical surface when the radius of the cylinder tends to infinity. Later we analyze the brachistochronous problem between two fixed points
A andB on the cylindrical surface with the additional condition that the particle before reaching the end pointB must give a certain number
of turns previously defined. We find the curve that solves this problem and additionally, we find a mathematical relationship that determines
how many turns can be maximum if we set the values of the coordinates of the starting point (A), end (B), the radius of the cylinder andg
(the acceleration due to gravity).

Keywords: Confinement; affine toda coupled to matter; solitons; quantum chromodynamics.
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1. Introducción

El problema del braquistócrona en un plano vertical consiste
en determinar (de entre todas las curvas fı́sicamente posibles
al unir dos puntos fijos) la curva que una partı́cula, partien-
do del reposo, recorre en el menor tiempo posible. Se con-
sidera que el campo gravitacional que afecta la partı́cula es
uniforme y en todas las trayectorias el camino es suave y sin
fricción. En la d́ecada de 1650, uno de los problemas teóri-
cos y al mismo tiempo prácticos era la necesidad de medir el
transcurso del tiempo de una forma exacta importante en la
astronoḿıa y la navegación maŕıtima. Para la d́ecada de 1670,
Jacob Bernoulli [1] dio a conocer a la comunidad cientı́fica
que la cicloide resuelve el problema de la braquistócrona y
este fue uno de los primeros problemas resueltos por el cálcu-
lo variacional.

Se dice que una curva es tautócrona cuando un objeto
llega a su parte ḿas baja, en el mismo intervalo de tiem-
po, indistintamente del punto inicial a lo largo de la curva
de donde partió del reposo. Basado en esto, Huygens desen-
volvió un reloj pendular, cuya medida del tiempo no dependı́a
del tamãno del ṕendulo. Para ello, colocó dos cicloides inver-

tidas en cada lado del punto fijo de donde oscila el péndulo.
El periodo de oscilación del ṕendulo es dado por la seguiente
fórmula:

T = 2π

√
R

g
, (1)

dondeg es la aceleración de la gravedad yR es el radio
de un disco hipot́etico que, al rotar uniformemente y sin
deslizarse en forma horizontal, genera una cicloide. En el li-
broHorologium Oscillatorium[2] (El reloj oscilante), Huyy-
gens demostró que la cicloide es una curva tautócrona.

Para resolver el problema del braquistócrona en un plano
vertical se considera que todas las posibles trayectorias
fı́sicas seguidas por una partı́cula, entre dos puntos fijos, son
suaves y sin friccíon. Al tomar una trayectoria arbitraria entre
los puntosA = (xA, yA) y B = (xB , yB) y aplicar el prin-
cipio de conservación de la enerǵıa mećanica se llega a una
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fórmula integral del tipo

T[A,B] =

xB∫

xA

L(x, y, y′)dx

que determina el tiempo total de viaje de la partı́cula entre
A y B. Aqúı, y = y(x) es la curva seguida por la partı́cu-
la y L(x, y, y′) es una funcíon de claseC2[a, b] en relacíon
a todas sus variables y cuya forma depende del contexto del
problema.T[A,B] es una funcional, pues relaciona a cada cur-
va y = y(x) que pasa por los puntosA y B con un ńumero
real, que es justamente el valor de la integral definida. Ası́,
se presenta el problema elemental del cálculo variacional de
terminar los extremos de la funcional

T[A,B] =

xB∫

xA

L(x, y, y′)dx

junto con las condiciones de los extremos fijosy(xA) =
yA, y(xB) = yB . De acuerdo con la teorı́a del ćalculo varia-
cional, la curva o la familia de curvas que extremiza la fun-
cional T[A,B] resuelve una ecuación diferencial de segundo
orden, conocida como ecuación de Euler-Lagrange, que es
como sigue:

∂L

∂y
− d

dx

(
∂L

∂y′
)

= 0. (2)

En el problema f́ısico estudiando se tiene que:

v =
ds

dt
,

dondev es la velocidad escalar instantánea de la partı́cula y
ds es el elemento diferencial de longitud de arco; a partir de
esto, inmediatamente se tieneds = vdt o

dt =
ds

v
.

Al integrar, se tiene que

T[A,B] =

xB∫

xA

ds

v
=

xB∫

xA

1
v

√
1 + y′2dx. (3)

Como las curvas consideradas son suaves entonces la dife-
renciabilidad est́a garantizada. Ya se dijo que la curva que
minimiza la funcional (Ec. (3)) es una cicloide invertida en el
plano vertical (planoxy), cuya ecuacíon paraḿetrica es como
sigue:

y = R−R cos(β)

x = Rβ −R sin(β), β ∈ R. (4)

Un problema interesante es generalizar este resultado, común
en los libros de mećanica cĺasica a situaciones mas generales,

como por ejemplo, considerar superficies que tienen algún
tipo de friccíon, o al cambiar la geometrı́a de la superficie
vertical donde se encuentran todas las trayectorias posibles
que unen a los dos puntos fijos. Al respecto, un caso donde
todas las trayectorias posibles están confinadas en una super-
ficie esf́erica se estudia en la Ref. [3]. Por su parte cuando
el problema del braquistócrona se formula en la superficie
cilı́ndrica ya es un caso conocido. Por ello, aquı́ se formula la
versíon paraḿetrica del problema variacional y en la Sec. 4 se
estudia la condición adicional de la partı́cula al dar un ńumero
arbitrario de vueltas antes de llegar al punto final.

2. El problema del braquistócrona en un cilin-
dro de seccíon transversal circular

En la seccion anterior (1) se discutío brevemente el proble-
ma famoso e interesante del braquistócrona formulado en un
plano vertical; es decir, cuando todas las trayectorias posi-
bles de una partı́cula est́an confinadas en un plano vertical, la
part́ıcula es sometida a la acción de una fuerza de gravedad
constante y vertical. Se sabe también que, en tales circun-
stancias, la curva plana que minimiza el tiempo de viaje, en-
tre dos puntos fijos es una cicloide invertida. En esta sección
se formula el problema del braquistócrona en una superficie
cilindrica vertical de sección transveral circular dentro de un
campo gravitacional constante y vertical.

Se sabe que una superficie cilindricaS = S1 × R in-
mersa dentro del espacioR3 es parametrizada por la fun-
ción vectorialΦ(θ, z) = (R cos(θ), R sin(θ), z), dondez ∈
< −∞,+∞ > e θ ∈ [0, 2π). El hecho de que la función Φ
depende de dos parámetros es un indicativo de que los puntos
de la superficie cilindrica pueden describirse intrı́nsecamente
con las dos coordenadas(θ, z), conθ variando a lo largo de
la seccíon transversal (coordenada compacta) yz variando a
lo largo de la generatriz del cilindro. En estas coordenadas
intrı́nsecas, una curva definida en la superficie cilı́ndrica se
puede escribir ası́: z = z(θ), despúes de localizar el origen
de coordenadas(z0, θ0) en la superficie cilı́ndrica en relacíon
a las coordenadas extrinsecas(x, y, z) de espacioR3.

Formulación del problema del braquist́ocrona en el cilin-
dro

Se consideran dos puntos arbitrarios del cilindroA = (θ1, z1)
y C = (θ2, z2). Se estiman también todas las trayectorias
fı́sicamente posibles que unen los dos pontosA y C, cuando
la part́ıcula se sometéunicamente a la acción de la gravedad
y parte siempre del reposo enA. De entre todas estas curvas
suaves y sin friccíon, ¿cúal de ellas minimiza el tiempo de
viajeT[A,C]? [5,6]. Para facilitar el ćalculo, se considera que
la coordenadaz aumenta hacia abajo.

Como la part́ıcula se mueve en un campo conservativo y
uniforme y las curvas de las trayectórias no tienen friccíon,
entonces la energı́a mećanica de la partı́cula en relacion a la
tierra se consersa durante el trayectoA → B → C (ver la
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Fig. 1). Luego:

EMA = EMB

0 =
1
2
mv2 −mgz,

FIGURA 1. Braquist́ocrona en el cilindro circular recto.

y entonces

v =
√

2gz (5)

Nótese que el movimiento de la partı́cula se consideró ini-
ciando su en el origen de coordenadasz1 = 0, θ1 = 0, luego
A = (0, 0) (ver la Fig. 1). Aqúı, m es la masa de la partı́cula,
v es la velocidad instantánea de la partı́cula en el punto arbi-
trarioB de la trayectoria yg es la aceleración de la gravedad.
De esta forma, el intervalo de tiempo deA(t = 0) hasta el
puntoB (instante “t”) es

TAB =

t∫

0

ds

v
, (6)

de manera que es posible demostrar que el elemento dife-
rencial de longitud de arco sobre el cilindro de radioR es
ds2 = dz2 + R2dθ2. Al sustituir en la Ec. (6) junto con la
Ec. (5), se obtiene

T[A,B] =

t∫

0

√
dz2 + R2dθ2

√
2gz

,

T[A,B] =

t∫

0

√
ż2 + R2θ̇2dt√

2gz
, dz = żdt, dθ = θ̇dt.

Aśı, dados dos puntos fijosA y C y las infinitas curvas suaves
y fı́sicamente posibles entre tales puntos, se obtiene la si-
guiente funcional paraḿetrica

T[A,C](t) =

Tf=tC∫

Ti=0

√
ż2 + R2θ̇2dt√

2gz
, (7)

que define el intervalo de tiempo necesario para que una
part́ıcula recorra una curva arbitraria entre tales puntos.

Es f́acil verificar que

L(z, θ, ż, θ̇) =

√
ż2 + R2θ̇2dt√

2gz

satisface la condición necesaria y suficiente

L(z, θ, kż, kθ̇) = kL(z, θ, ż, θ̇), k > 0,

de modo tal que el valor de la funcional (25) dependa sola-
mente de la curva y no del tipo de parametrización (ver la
Ref. [4]).

Si se supone queC es la curva en la superfı́cie cilindrica
de radioR, entonces

C : = {(z, θ) ∈ Cilindro de radioR}
z = ϕ(t)

θ = ψ(t), Ti ≤ t ≤ TF ,

y con ello se obtiene el extremo de la funcionalT[A,C] en
la clase de curvas que unen los puntos fijosA = (z1, θ1) e
C = (z2, θ2). Entonces, las funcionesϕ(t) y ψ(t) satisfacen
las ecuaciones de Euler-Lagrange:

Lz − d(Lż)
dt

= 0, (8)

Lθ −
d(Lθ̇)

dt
= 0. (9)

Si se desenvuelven ambas ecuaciones en forma explı́cita, se
tiene

−g
√

ż2 + R2θ̇2

√
(2gz)3

− d

dt

(
ż

√
2gz

√
ż2 + R2θ̇2

)
= 0 (10)

d

dt

(
R2θ̇

√
2gz

√
ż2 + R2θ̇2

)
= 0, (11)

mientras que de láultima ecuacíon se obtiene

R2θ̇
√

2gz
√

ż2 + R2θ̇2
= C1. (12)

? Caso cuandoC1 6= 0.

R4θ̇2

C2
12g

= z(ż2 + R2θ̇2),

dondeC1 es una constante arbitraria. Si se define la constante
4 = (R2/2gC2

1 ), entonces la ecuación anterior se torna ası́:

θ̇24R2 = z(ż2 + R2θ̇2) (13)
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Si se considera ahora un cambio de variable,z =
4(sin(β/2))2 dondeβ = β(t) y se sustituye en la ecuación
anterior (13), se tiene

θ̇24R2=4(sin(β/2))2
(

1
4
42(sin(β))2β̇2+R2θ̇2

)
.

Al simplificar, se obtiene

θ̇ = ±4
R

(sin(β/2))2β̇ = ±4
R

(
1− cos(β)

2

)
β̇,

β̇ =
dβ

dt
. (14)

Al admitir θ = θ(β(t))

dθ

dβ

dβ

dt
= ±4

R

(
1− cos(β)

2

)
β̇ → d

dβ

×
(

θ ∓ 4
2R

(β − sin(β))
)

dβ

dt
= 0 (15)

finalmente:

θ = ± 4
2R

(β − sin(β)) + K1, (16)

dondeK1 es una constante arbitraria.
En este sentido, el par

θ = ± 4
2R

(β − sin(β) + K1,

z =
4
2

(1− cos(β)), (17)

es solucíon de la Ec. (11) y satisface la ecuación diferencial
(10).

En otras palabras el par (17) es la forma paraḿetrica de
la curvaz = z(θ) sobre el cilindro y minimiza el intervalo de
tiempo entre los puntosA y C del cilindro vertical de sección
transversal circular.

Al considerar que la curva (17) pasa por el punto inicial
A = (z1, θ1) = (0, 0) (paraβ1 = 0), se tiene queK1 = 0. De
igual forma, como la curva (17) pasa por punto final(θ2, z2),
se obtiene

θ2 = ± 4
2R

(β2 − sin(β2).

z2 =
4
2

(1− cos(β2)). (18)

Si se conoceθ2 y z2 ambas ecuaciones trascendentes (18),
se pueden resolver numéricamenteβ2 y 4. Inmediatamente
despúes, de la relación ∆ = (R2/2gC2

1 ) se obtiene la con-
stanteC1, ya queg (a aceleracíon de la gravedad) yR (el
radio del cilindro) son conocidos.

FIGURA 2. Geod́esica y la Braquistócrona en el cilindro:θ2 > θ1

Si el punto finalC = (θ2, z2) es tal queθ2 < θ1 = 0, en-
tonces la curva desciende sobre la superficie cilı́ndrica en sen-
tido horario, luego:θ2 = −(4/2R)(β2 − sin(β2). En cam-
bio, si θ2 > θ1 = 0, entoncesθ2 = (4/2R)(β2 − sin(β2),
luego la curva desciende en en sentido inverso [7].

En la Fig. 2 se puede ver la curva braquistócrona
(curva roja) y la geod́esica (curva azul) [8]. La curva
braquist́ocrona tiene mayor longitud de arco en compara-
ción con la geod́esica; por tanto, si una partı́cula recorre la
braquist́ocrona demorará menos tiempo en comparación con
cualquier curva (inclusive la geodésica) que pase por el mis-
mo punto inicial e final.
? Caso cuandoC1 = 0.
Al sustituir C1 = 0 en la Ec. (12) se obtiene la solu-
ción θ = θ1, z ∈ [z1, z2], que es una generatriz del cilin-
dro. De tal manera, la curva braquistócrona coincide con la
curva geod́esica (la recta vertical que une los puntos fijos
A = (θ1, z1) y C = (θ1, z2), z1 6= z2) sobre el cilindro.
Esto significa, que la distancia mı́nima entre dos puntos arbi-
trarios de la reta generatriz de un cilindro circular recto verti-
cal corresponde también al tiempo ḿınimo entre los mismos
puntos.

3. El problema del tautócrona en el cilindro
circular

El problema del tautócrona dentro del contexto de
braquist́ocrona usual consistı́a en probar que dos o más
part́ıculas que parten del reposo y en el mismo instante de
puntos diferentes de la cicloide invertida llegan de manera si-
multánea a la parte ḿas baja de la cicloide. Para esto, bastarı́a
demostrar que, a partir del reposo, el transcurso del tiempo
de una partı́cula recorriendo la curva braquistócrona, hasta
el punto mas bajo no depende de la localización del punto
inicial.

En esta sección, se demuestra que esto sucede también en
la curva (17) que soluciona el problema de braquistócrona en
el cilindro circular vertical estudiado en la sección anterior.

De vuelta al problema de braquistócrona de la Sec. 2, en
la Fig. 3 se localizan tres puntos arbitrarios a lo largo de la
curva que minimiza el tiempo de viaje deA aC. En este ca-
so,A = (z1, θ1) y B = (z, θ) sobre la curva (17) y se supone
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FIGURA 3. Taut́ocrona cilindro.
que una partı́cula de masam inicia su movimiento enA a par-
tir del reposo. Como el camino es libre de fricción, entonces
el movimiento mećanico es conservativo, luego:

EMA = EMB

−mg(z1) =
1
2
mv2 −mg(z),

de modo que

v =
√

2g(z − z1), z > z1 ≥ 0 (19)

dondev es la velocidad instantánea enB. Al seguir el mismo
procedimiento de la sección anterior, se tiene:

T[A,B] =

B∫

A

ds√
2g(z − z1)

,

mientras que al sustituir el elemento diferencial de longitud
de arcods =

√
dz2 + R2dθ2 en la ecuacíon anterior, se ob-

tiene

T[A,B] =

B∫

A

√
dz2 + R2dθ2

√
2g(z − z1)

. (20)

En tanto, al utilizardz = żdβ, dθ = θ̇dβ (dondeβ es la va-
riable de parametrización de la curva), se encuentra la forma
paraḿetrica deT[A,B]:

T[A,B] =

B∫

A

√
ż2 + R2θ̇2dβ√
2g(z − z1)

.

De la Ec. (17) se tieneż = K sin(β), θ̇ = (K/R)(1 −
cos(β)); nóteseK = (∆/2) > 0. Si se consideraT[A,C] de
la ecuacíon anterior, dondeC es el punto geoḿetricamente
más bajo de la trayectoria seguida por la partı́cula. Entonces
C corresponde al punto dondez es ḿaximo. Esto (17) sucede
enβ = π (ver la Fig. 3). Luego, la integral anterior adopta la
siguiente forma:

T[β1,π] =

π∫

β1

√
2|K|

√
1− cos(β)dβ√

2g
√

K −K cos(β)− z1

,

Note que,
√

1− cos(β) = | sin(β/2)| = sin(β/2),
porqueβ ∈ [0, 2π]. Entonces:

T[β1,π] =
2|K|√

2g

π∫

β1

sin(β/2)dβ√
Σ−K cos(β)

, Σ = k − z1.

Aśı, la integral anterior da como resultado:

2
√

K√
g

arctan

( √
2K cos(β/2)√∑

+K − 2K cos(β/2)2

)∣∣∣∣∣

π

β1

. (21)

Es posible verificar que la expresión dentro de la ráız del de-
nominador del argumento de la funciónarctan es cero enβ1,
luego

T[β1,π] = π

√
K

g
(22)

Lo anterior significa que el intervalo de tiempo de la ru-
ta entre el punto arbitrarioA = (z1, θ1) hasta el punto ḿas
bajo de su trayectoria enβ = π, solamente depende de la
constanteK = (∆/2) = (R2/4C2

1g) y g; es decir no de-
pende de la localización del punto inicialβ1 a lo largo de la
curva braquist́ocrona. Luego, cualquier partı́cula, indistinta-
mente del punto inicial, llegará en el mismo instante a la parte
más baja de la trayectoria. Nótese que esta discusión tiene lu-
gar cuando la constante realC1 (de la Ec. (30) es diferente de
cero.

Ahora se considera el caso cuando la constanteC1 = 0
en el problema del braquistócrona. En el contexto de esta sec-
ción y de acuerdo con elúltimo paŕagrafo de la seccion an-
terior, se tieneθ constante, ez1 ≤ z ≤ z2. Inmediatamente
dθ = 0, entonces láultima Ec. (20) adopta la forma

T[z1,z2] =

z2∫

z1

√
dz2

√
2g(z − z1)

=

√
2(z2 − z1)

g
. (23)

Luego, en este caso particular, no existe la propriedad tı́pi-
ca de una curva tautócrona, pues el intervalo del tiempo
4T[z1, z2] depende de la posicion inicial, como se aprecia
en la ecuacíon anterior.

4. Braquistócrona conn vueltas del cilindro
Se considera ahora el mismo problema del braquistócrona
en el cilindro vertical entre dos puntos fijosA = (θ1, z1)
y B = (θf , zf ) (punto inicial y punto final, respectivamente)
del cilindro con la condicíon de que la partı́cula realice un
cierto ńumero de vueltas antes de llegar al punto finalB. Se
tiene un problema variacional con extremos fijos y con un
vı́nculo. En este caso, la coordenada angular (coordenada in-
trı́nseca)θ del cilindro circular reto varia en el valor de2πn al
llegar al punto ḿas bajoB, donden es el ńumero de vueltas
realizadas. Nuevamente se resalta que las infinitas curvas a
considerar en el proceso variacional permanecen girando en
un sentido o en el otro.

En la Ref. [4] existe una forma de abordar este tipo
de problema; el ḿetodo de los multiplicadores de Lagrange
(Teorema de Euler). El termino en plural indica que técni-
camente podrı́an existir diversos v́ınculos; en ese caso, sse
tendŕıa un multiplicador de Lagrange por cada vı́nculo nuevo
en el problema.

De acuerdo al Teorema de Euler, se extremiza la fun-
cional (25) sujeta a la condición

θf∫

θ0

dθ =

θf∫

θ0

θ̇dt ≡ 2πn, (24)
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donden el número de vueltas alrededor del cilindro. En-
seguida, de acuerdo al teorema de Euler, se introduce una
función auxiliar L̃(z, θ, ż, θ̇) = L(z, θ, ż, θ̇) + λ θ̇, donde
L(z, θ, ż, θ̇) = (

√
ż2 + R2θ̇2dt/

√
2gz) y λ es el multipli-

cador de Lagrange. De esta manera se tiene la funcional au-
xiliar a seguir

T̃[A,B](t) =

Tf=tB∫

Ti=0

L̃(z, θ, ż) dt. (25)

Aqui, la curva paraḿetrica~r(t) = (z(t), θ(t)), t ∈ R que ex-
tremiza la funcional auxiliar anterior, la cual debe satisfacer
las ecuaciones de Euler-Lagrange a seguir

L̃z − d(L̃ż)
dt

= 0 (26)

L̃θ −
d(L̃θ̇)

dt
= 0. (27)

Al explicitar ambas ecuaciones se obtiene:

−g
√

ż2 + R2θ̇2

√
(2gz)3

− d

dt

(
ż

√
2gz

√
ż2 + R2θ̇2

)
= 0 (28)

d

dt

(
R2θ̇

√
2gz

√
ż2 + R2θ̇2

+ λ

)
= 0 (29)

y a partir de láultima ecuacíon se obtiene:

R2θ̇
√

2gz
√

ż2 + R2θ̇2
+ λ = C1, (30)

o
R4θ̇2

(C1 − λ)22g
= z(ż2 + R2θ̇2), C1 6= 0,

dondeC1 es una constante arbitraria. De aqui, el proceso es
similar al mostrado en la seción anterior (2); luego, la solu-
ción general mantiene la forma del sistema (17) o (18). Esta
última se utiliza cuando se elige(θ1 = 0, z1 = 0); con esto
se tieneβ = 0, aśı:

θ =
4
2R

(β − sin(β).

z =
4
2

(1− cos(β)). (31)

De la segunda ecuación del sistema anterior, la función z(β)
toma su valor ḿaximo enβ = π. Inmediatamente después se
tiene

0 ≤ β ≤ π ⇒ 0 ≤ z ≤ 4.

A continuacíon, se discuten las condiciones en que el sis-
tema

2nπ =
4
2R

(β2 − sin(β2).

z2 =
4
2

(1− cos(β2)), (32)

FIGURA 4. Gráfico deg(x).

tiene solucíon para4 eβ2 [9], considerando los parámetros:
R,n, z2 fijos. Se define la función auxiliar g(x = β2) =
(x− sin(x)/1− cos(x)), la cual es cresciente [10] en el in-
tervalo I = [0, π], luego g(x) toma su valor ḿaximo en
x = π. Aśı, 0 ≤ g(x) ≤ π/2.

Con el uso de esta función auxiliar y del sistema anterior
(32) se obtiene la relación a seguir

2πnR

z2
= g(β2). (33)

La ecuacíon anterior tendŕa solucíonúnica (vereficacíon en la
Fig. 4) cuando exista interseción entre las dos curvas y con-
siderando queg(x) tiene valor ḿaximo. Esto acontecerá si:

FIGURA 5 Curva braquist́ocrona con una vuelta.
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FIGURA 6. Curva braquist́ocrona con dos vueltas.

2πnR

z2
≤ π/2. (34)

De la desigualdad anterior y al estimar como conocidos los
paŕametrosR, z2, z1 = 0, se obtiene una condición anaĺıtica
paran.

n ≤ z2

4R
. (35)

Este resultado es muy importante, pues señala que si se fi-
ja la posicíon inicial y final en el cilindro vertical dentro
del contexto del problema del braquistocrona conn vueltas,
no puede haber trayectorias fı́sicas con cualquer número de
vueltas, pues existe un valor máximo paran.

A continuacíon se presenta un ejemplo que permitirá vi-
sualizar el resultado anterior.

Ejemplo Suponga queR = 10, z2 = 80, entonces de
(35)

n ≤ 2

n = 1.
De la Ec. (33) se obtiene la solucion nuḿericaβ2 =
2.03, ∆ = 110.87 y al sustituir en (31) se tiene la solu-
ción

θ = 5.54(β − sin(β),

z = 55, 43(1− cos(β)). (36)

donde0 ≤ β ≤ β2. Ver el gŕafico de esta solución en
la Fig. 5.

n = 2.
De la Ec. (33) se obtiene la solución nuḿericaβ2 =
π, ∆ = 160 y al sustituir en (31) se tiene la solución

θ = 8(β − sin(β).

z = 80(1− cos(β)). (37)

donde0 ≤ β ≤ β2. Ver el gŕafico de esta solución en
la Fig. 6.

FIGURA 7. Curva braquist́ocrona:(z1, θ1) = (0, 0); (z2, θ2) =

(−80, π/2).

FIGURA 8. Curva braquist́ocrona:(z1, θ1) = (0, 0); (z2, θ2) =

(−80, π/2).

5. Observaciones finales

?La Ec. (17) representa la curva braquistócrona en coorde-
nadas intŕınsecas del cilindro. Si se considera que el origen de
coordenadas(θ, z) = (0, 0) corresponde al punto(R, 0, 0) en
coordenadas extrı́nsicas, la curva braquistócrona se pueden
representar en términos de una función vctorial, como sigue:

~r(β) =
(

R cos(θ), R sin(θ),
4
2

(1− cos(β)
)

~r(β) =

(
R cos

( 4
2R

(β − sin(β)
)

,

R sin
( 4

2R
(β − sin(β)

)
,
4
2

(1− cos(β)

)
(38)
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si se estima queβ → 0, y/o R →∞; al proyectar en el plano
zy (plano que pasa por el punto(R, 0, 0)) a la imagen de la
función vetorial anterior (38), se obtiene

y(β) =
∆
2

(β − sin(β))

z(β) =
∆
2

(1− cos(β))). (39)

Estaúltima ecuacíon es una cicloide en el plano verticalzy
(ver Ec. (4)). Esto significa que cuando el cilindro tiene en el
limite un radioR que va al infinito, la curva braquistócrona
del cilindro se aproxima a la curva braquistócrona usual.

? Los resultados en eĺultimo párrafo de las Secs. 2 y 3,
requieren contextualización. La constante nuḿericaC1 que
aparece inicialmente al momento de resolver la ecuación de
Euler-Lagrange tiene un significado claro, a saber

a) En el contexto del problema de la braquistócrona.
CuandoC1 6= 0, significa que la curva de tiempo mı́ni-
mo (braquist́ocrona) y la curva de longitud ḿınima
(geod́esica) entre dos puntos fijos son diferentes. Pero
si C1 = 0, entonces estas dos curvas son idénticas y se
trata de una lı́nea recta vertical que une el punto inicial
y final.

b) En el contexto del problema de la autóctona.

CuandoC1 6= 0, vale la propriedad tı́pica de la tau-
tocrona, esto es, las partı́culas en reposo en dos puntos dife-
rentes de la curva braquistócrona llegan a la parte ḿas baja de
la trayectoria en el mismo instante. Pero siC1 = 0, la curva
que soluciona el problema es una trayectoria vertical (ı́tem
anterior). Por esto a lo largo de la generatriz del cilindro y
como se demostró en elúltimo párrafo de la Sec. 3, no vale
más la proprieda de tautocrona, esto es, el tiempo de viaje de
la part́ıcula depende del punto inicial.

?Ya se menciońo que, al momento de construir la fun-
cional longitud de arco y su ecuación de Euler-Lagrange, se
consideraron todas las curvas en la superficie cilı́ndrica que
unen el punto inicial y final, girando en unúnico sentido, ya

sea en sentido horario o en sentido antihorario. De cualquier
manera, la forma funcional de la solución la misma. Como
ejemplo existen las Figs. 7 y 8, donde los puntos iniciales y
finales son los mismos, láunica diferencia es el sentido de
rotacíon de la curva braquistócrona. Tambíen cabe la pre-
gunta sobre cúal seŕıa la curva braquistócrona consideran-
do simult́aneamente trayectos horarios y antihorarios. Para
ello basta resolver cada caso particular, con el procedimiento
principal y despúes realizar una simple comparación y res-
ponder por la curva braquistócrona global para tales puntos
fijos. El ańalisis anterior también se aplica al caso del pro-
blema de la braquistócrona con varias vueltas.

A continuacíon se presenta el procedimiento para gene-
rar animacíon (en Maple 13 o superior), para visualizar el
hecho de que dos partı́culas colocadas en puntos diferentes a
lo largo de una curva braquistócrona del cilindro (17) llegan a
la parte ḿas baja de la trayectoria en el mismo instante como
indica la Ec. (22).

> restart;
Comentario: Al introducir la variable angular de la ecuación
paraḿetrica de la curva braquistócrona, el radio del cilindro,
y la constante:∆/2 = S.
> T := S ∗ (t− sin(t))/R
> R := 10; S := 4

Comentario: Enseguida aparece la Ec. (17) en coorde-
nadas cartesianas (imagen de una función vectorial emR3)
> C := [R ∗ cos(T ), R ∗ sin(T ),−S ∗ (1− cos(t))] :
> with(plots)
> Curva := spacecurve(C, t = 0..P i, numpoints =
800, axes = normal, color = blue, scaling =
constrained, thickness = 2); display(Curva, orientation =
[45, 45]) :
> opts1 := thickness = 5, numpoints = 100, color =
red :
> opts2 := thickness = 5, numpoints = 100, color =
blue :
> Ab1 := animate(spacecurve, [C, t = 1..x, opts1], x =
1..P i) :
> Ab2 := animate(spacecurve, [C, t = 2..x, opts2], x =
2..P i) :
> H1 := plot3d(10, theta = 0..2 ∗ Pi, z =
−8..0, coords = cylindrical, style = patch) :
> display(Ab1, Ab2, H1) :

Nótese que las partı́culas comienzan en distintos lugares
(t = 1, t = 2) y llegan a la parte ḿas baja de la curva, si-
multáneamente.

Finalmente, el problema de encontrar curvas geodésicas
y curvas tipo braquistócrona con cierto ńumero de vueltas en
geometŕıas diferentes que la del cilindro (S2, T 2 entre otras
geometrias) es muy interesante y queda para un futuro artı́cu-
lo.
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5. Naturalmente, el puntoA est́a más arriba que el puntoC a lo
largo del cilindro, o sea :zA > zC , y θA > θC ó θA < θC .
Luego, la part́ıcula puede contornear el cilindro en sentido ho-
rario antihorario dependiendo de la posición relativa deA y C
en el cilindro.

6. Al implementar el problema variacional se debe fijar el pun-
to inicial y final, entonces todas las curvas consideradas en-
tre estos puntos en la superficie cilı́ndrica y dentro del pro-
blema variacional son o totalmente horarias o totalmente an-
tihorarias, pues al momento de hacer el procedimiento varia-
cional se consideran unas curvas próxima de la otras.

7. En este ańalisis, se estiḿo el caso en que la curva pueda dar
varias vueltas en el cilindro antes de llegar al punto finalC.

8. La geod́esica de una superficie regular es una curva suave
de menor longitud de arco entre dos puntos fijos de la mis-
ma superficie. Evidentemente, la geodésica en una superfi-
cie plana es una lı́nea recta. En un cilindro circular rec-
to, la geod́esica es una h́elice cuya ecuación es ~r(t) =
(R cos(t), R sin(t), bt); R, b ∈ R, t ∈ R.

9. En el par de Ecs. (32) se eligío la curva paraḿetrica envolvien-
dose en sentido antihorario a lo largo de la superficie cilı́ndrica.

10. En el intervalo(0, π)g(x)′ > 0.
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