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Cálculo de la integral escalar a un lazoA(m2) mediante el teorema del residuo
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El cálculo de correcciones radiativas en la fenomenologı́a de la f́ısica de partı́culas elementales ha permitido realizar grandes predicciones
en las observables fı́sicas del llamado Modelo Estándar, las cuales están en gran acuerdo con las mediciones experimentales de distintos
colisionadores y detectores de partı́culas e incluso a través de predicciones realizadas con métodos nuḿericos como es el caso de la Cro-
modińamica Cúantica y su estudio mediante la retı́cula en el ŕegimen de bajas energı́as. Este es un trabajo pedagógico en el cual se calcula
la integral escalar a un lazoA

(
m2

)
, que aparece en los cálculos de correcciones radiativas en el esquema de regularización dimensional.

Como resultado principal, se presenta a través de un enfoque no abordado en la literatura una manera de calcular la integral escalar mediante
el Teorema del Residuo de variable compleja. Adicionalmente, se demuestra mediante propiedades de la función Gamma la equivalencia de
ambos procedimientos.

Descriptores:Teoŕıa de campo; renormalización; propiedades de teorı́a perturbativa.

Radiative corrections in the phenomenology of particle physics lead to great predictions on the observables of the Standard Model (SM)
which are in good agreement with different measurements on Particle Accelerators and Detectors and in the case of numeric predictions on
Quantum Chromodynamics (QCD) and its study in the lattice for the low energy regime. This is a pedagogical paper in which we calculate the
one loop scalar integralA

(
m2

)
, that arises in the simplest radiative correction calculation, by means of the dimensional regularization. As

main result, we perform also the evaluation of this integral by using the Residue Theorem on complex variable. In addition, the equivalence
between the two procedures is shown through Gamma function properties.
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1. Introducción

Las predicciones téoricas del Modelo Estándar de las Partı́cu-
las Fundamentales (SM por sus siglas en inglés) no concuer-
dan a nivelárbol con las observables fı́sicas que se pueden
obtener a trav́es de mediciones experimentales en colision-
adores y detectores de partı́culas si la precisión experimen-
tal es del uno por ciento [1], por lo tanto es necesario con-
siderar las correcciones cuánticas llamadas también correc-
ciones radiativas. Estas correcciones radiativas también facil-
itan obtener información sobre sectores de la teorı́a que no
son directamente observables [2], de igual manera tienen la
capacidad de lograr rupturas de simetrı́as [3] y a la vez son
capaces de realizar predicciones en observables fı́sicas como
por ejemplo la masa del neutrino [4].

Las correciones radiativas son uno de los objetos de estu-
dio en cualquier curso de teorı́a cúantica de campos (Quan-
tum Field Theory o QFT por sus siglas en inglés) [5] y en el
caso ḿas simple, estas correcciones dan origen a las llamadas
integrales a un lazo que en el caso del SM toman la forma

IN ∼
∫

d4p

(2π)4
N (p)

∏N
i=1

(
(p + qi−1)

2 −m2
i

) , (1)

dondeN es el ńumero de partı́culas externas cada una con
momentoki, qj =

∑j
l=1 kl y k1 +k2 + . . .+kN = 0 gracias

a la conservación del momentoi [6]. En generalN (p) es una
función polinomial dep y el caso de inteŕes en este trabajo
esN (p) = 1 a las cuales se les conocen como integrales
escalares [7].

Por otra parte, las integrales escalares con una o dos
part́ıculas externas divergen en el lı́mitep →∞ y por lo tan-
to es necesario introducir un esquema deregularizacíon, esto
es, una modificación en la teoŕıa que permite aislar los térmi-
nos divergentes de los términos que son finitos una vez que
se realiza la integración. Existen distintos esquemas de regu-
larizacíon y uno de los ḿas populares es laregularizacíon
dimensional[8] en el que se generaliza la dimensión del
espacio-tiempo de cuatro aD dimensiones para resolver la
integral y posteriormente hacer uso de una extensión anaĺıtica
para regresar al espacio cuatro dimensional al utilizar la ex-
presíonD = 4−2ε, dondeε es un ńumero complejo llamado
regulador. La regularización dimensional finaliza al utilizar el
lı́miteε → 0 ya que la divergencia aparece explı́citamente en
términos de1/ε.

El proṕosito de este trabajo es presentar, de una forma
pedaǵogica y simple, un ḿetodo nuevo basado en el Teo-
rema del Residuo dentro del esquema de regularización di-
mensional para evaluar la integral escalarA

(
m2

)
. Adeḿas,

se demuestra la equivalencia de dicho método con el ćalculo
usual en la literatura mediante funciones Beta [9].
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El trabajo est́a organizado de la siguiente manera. En la
Sec.2 se presenta la integral escalarA

(
m2

)
y su reduccíon a

una integral unidimensional mediante el uso de coordenadas
esf́ericasD-dimensionales. En la Sec.3 se resuelve la inte-
gral unidimensional mediante el uso de funciones Beta. En
la Sec.4 se resuelve la misma integral mediante el Teorema
del Residuo, en ambas secciones se muestran los cálculos ex-
plı́citos. En la Sec.5 se demuestra la equivalencia entre los
resultados anteriores. Finalmente, en la Sec.6 se presentan
las conclusiones del trabajo. Se ha añadido un aṕendice para
explicar detalles al lector sobre el resultado principal del tra-
bajo.

2. La integral A (m2)

La integral escalar a un lazoA
(
m2

)
es la integral de Feyn-

man ḿas simple que surge en el cálculo de correciones radia-
tivas y aparece generalmente al calcular TadPolesii o correc-
ciones de masa en modelos de campos escalares [10] la cual
se define en la forma

A
(
m2

)
=

∫
dDp

1
p2 + m2

, (2)

dondep es unD-vector con norma Euclidiana

p2 =
D∑

k=1

p2
k, (3)

y m la masa de un campo asociado al proceso.
Esta integral escalarD-dimensional puede reducirse

a una integral unidimensional mediante cambios de vari-
able de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas en
D−dimensiones

(p1, . . . , pD) → (p, φ1, . . . , φD−2, θ) , (4)

con las reglas de transformación [11]

p1 = p cos (φ1) ,

pj = p cos (φj)
j−1∏

k=1

sin (φk) (j = 2, . . . , D − 2) ,

pD−1 = p sin (θ)
D−2∏

k=1

sin (φk) ,

pD = p cos (θ)
D−2∏

k=1

sin (φk) , (5)

dondeφj ∈ [0, π] paraj = 1, . . . , D − 2; θ ∈ [0, 2π] y
p ∈ [0,∞]. Estas reglas de transformación (5) permiten es-
cribir al diferencial de la integral (2) en la forma

dDp = pD−1dpdθ

D−2∏

k=1

sin (φk) dφk. (6)

De acuerdo a las definiciones anteriores es posible ree-
scribir la integral (2) en la forma

A
(
m2

)
= SD

∞∫

0

pD−1dp

p2 + m2
, (7)

dondeSD es la superficie (́area) de una esferaD-dimensional
de radio uno que surge de la integral

SD =
∫

dθ

D−2∏

k=1

sin (φk) dφk, (8)

la cual puede calcularse mediante fórmulas recursivas a partir
del volumen de dicha esferaD-dimensional [12] y con ello
llegar a la expresión

SD =
2πD/2

Γ (D/2)
, (9)

dondeΓ (z) es la funcíon Gamma que cumple la condición
zΓ (z) = Γ (z + 1) [13].

3. La integral A (m2) mediante funciones Beta

En la seccíon anterior se demostró que la solucíon a la inte-
gral escalar (2) se reduce a resolver la integral

I
(
m2

)
=

∞∫

0

pD−1

p2 + m2
dp, (10)

la cual requiere utilizar una continuación anaĺıtica [13] de-
bido a que solo es convergente para valores deD < 2.

El cambio de variable

p2 = ym2 ⇒ dp =
m2dy

2p
, (11)

permite escribir la integral (10) en la forma

I
(
m2

)
=

∞∫

0

pD−1

p2 + m2
dp

=
mD−2

2

∞∫

0

yD/2−1

1 + y
dy

=
mD−2

2
B

(
D

2
, 1− D

2

)

=
mD−2

2
Γ

(
D
2

)
Γ

(
1− D

2

)

Γ (1)
, (12)

donde se utiliźo la definicíon de la funcíon Beta

B (p + 1, q + 1) =

∞∫

0

up

(1 + u)p+q+2 du, (13)
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y la solucíon de dicha integral en términos de las funciones
Gamma [13] est́a dada por

B (p, q) =
Γ (p) Γ (q)
Γ (p + q)

. (14)

Por lo tanto, la integral escalar está dada por la expresión

A
(
m2

)
=

πD/2mD−2

Γ (D/2)

(
Γ

(
D

2

)
Γ

(
1− D

2

))
, (15)

la cual depende explı́citamente del parámetrom y de la di-
mensíonD que se está considerando.

4. La integral A (m2) mediante el teorema de
residuo

La integracíon por contornos en el plano complejo es uno
de los ḿetodos ḿas convenientes para la evaluación de in-
tegrales definidas y se sustenta como una consecuencia del
Teorema del Residuo en análisis complejo [14]. Este teorema
menciona que si una función f (z) es regular en una región
acotada por un contorno cerradoC excepto para un ńumero
finito de polos en el interior de dicho contorno, entonces la
integral def (z) a lo largo del contornoC es

∮

C

f (z) dz = 2πi
∑

Res (f (z) , z0) , (16)

dondeRes (f (z) , z0) representa el residuo de la función en
la singularidad aisladaz = z0 (en [15] se muestran ejemplos
de como obtener dichos residuos). Por lo tanto el problema de
evaluar integrales de contorno se reemplaza por el problema
algebraico de calcular los residuos en los puntos singulares
de una funcíon.

Es de notar que la integral (10) representa la integral de
la función

f (z) =
zD−1

z2 + m2
, (17)

sobre el eje real positivo en el plano complejo. Esta función
tiene polos en los puntosz = ±im y es anaĺıtica en el resto
del plano y por lo cual su solución con el uso del Teorema del
Residuo implica considerar la integral

∮

C

f (z) dz, (18)

a lo largo del contorno de la Fig. 1 y reescribirla como (véase
Apéndice A)

FIGURE 1. Contorno para evaluar la integral que consta del
semićırculo Γ0 de radioR, el eje realΓ1 desde−R hasta−ε, el
semićırculoΓ2 de radioε y el eje realΓ3 desdeε hastaR.

∮

C

f (z) dz =
(
1− (−1)D

) ∞∫

0

tD−1

t2 + m2
dt. (19)

Por otra parte, el residuo de la función (17) en el polo
z = im [15] (ya que es eĺunico dentro del contorno) es

z1 = ĺım
z→im

(z − im) f (z) (20)

= ĺım
z→im

zD−1

z + im
=

(im)D−1

2im
= − (im)D

2m2
.

Finalmente, de acuerdo a la Ec. (16) y los resultados de
(19) y (20) se encuentra que

I
(
m2

)
= − 2πi(

1− (−1)D
)

(
(im)D

2m2

)
, (21)

y en consecuencia la integral escalar toma la forma

A
(
m2

)
=

πD/2mD−2

Γ (D/2)

(
2πi

−iD

1− (−1)D

)
, (22)

que de igual manera a la Ec. (15) tiene la dependencia ex-
plı́cita enD y m.

5. Equivalencia de resultados

En esta sección se demuestra la equivalencia de las Ecs. (15)
y (22) mediante el uso deĺalgebra de ńumeros complejos, la
fórmula de reflexíon de la funcíon Gamma [13]

Γ (1− z) Γ (z) =
π

sin (πz)
, (23)

y las igualdades

eiθ = cos (θ) + i sin (θ) ,

sin (2θ) = 2 cos (θ) sin (θ) ,

sin2 (θ) =
1
2

(1− cos (2θ)) . (24)
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A partir de lo anterior

2πi
−iD

1− (−1)D
= 2πi

−eiπ/2D

1− eiπD
(25)

= 2πi
− (

cos
(

πD
2

)
+ i sin

(
πD
2

))

1− cos (πD)− i sin (πD)

= 2πi

−
(

sin πD

2 sin(πD
2 ) + i

sin2(πD
2 )

sin(πD
2 )

)

1− cos (πD)− i sin (πD)

=
π

sin
(

πD
2

) −i sin (πD) + 1− cos (πD)
1− cos (πD)− i sin (πD)

=
π

sin
(

πD
2

) = Γ
(

1− D

2

)
Γ

(
D

2

)
.

con lo que se demuestra que ambos caminos de integración
conducen al mismo resultado.

6. Conclusiones

En este trabajo se realizó la evaluacíon de la integral escalar
A

(
m2

)
por dos ḿetodos distintos. El primero de ellos con el

método usual en la literatura mediante funciones Beta, mien-
tras que el segundo hace uso del Teorema del Residuo de vari-
able compleja para una integración por contornos. Adicional-
mente, utilizando algunas propiedades de la función Gam-
ma existentes en libros de texto de métodos mateḿaticos, se
muestra que ambos resultados son equivalentes.

Los ćalculos aqúı presentados sońutiles para su discusión
en cursos de funciones especiales e introductorios de teorı́a
cuántica de campos y pueden extenderse para otras integrales
escalares que emanen de diagramas de Feynman con dos
ó más propagadores, un ejemplo son los diagramas triangu-
lares comunes en el estudio de anomalı́as.

Appendix

A. Cambios de variable

La solucíon a la integral (18) a lo largo del contorno de la Fig.
1 puede llevarse a cabo considerando dos semicı́rculos (Γ0 y
Γ2) y dos semirrectas (Γ1 y Γ3) con lo cual

∮

C

f (z) dz =
∫

Γ0

f (z) dz +
∫

Γ1

f (z) dz

+
∫

Γ2

f (z) dz +
∫

Γ3

f (z) dz, (A.1)

y por lo tanto para cada camino de integración es posible uti-
lizar distintos cambios de variable.

Para el caso de la trayectoriaΓ0, se propone utilizar el

cambio de variablez = Reiθ conθ ∈ [0, π] y con ello

dz = iReiθdθ;

zD−1

z2 + m2
≈ RD−3eiθ(D−3);

∫

Γ0

zD−1

z2 + m2
dz ≈ i

π∫

0

eiθ(D−2)

R2−D
dθ → 0 si R →∞,

donde aqúı vale la pena recalcar que el resultado anterior es
válido si y solo siD < 2 y por lo tanto para cualquier valor de
D > 2 es necesario hacer uso de una extensión anaĺıtica [13]
para obtener un resultado convergente.

En la trayectoriaΓ1 es posible escribirz = teiπ donde
t ∈ (R, ε), con lo cual

dz = eiπdt;

∫

Γ1

zD−1

z2 + m2
dz = eiπD

ε∫

R

tD−1

t2 + m2
dt

= − (−1)D

R∫

ε

tD−1

t2 + m2
dt.

El cálculo sobre la trayectoriaΓ2 es similar al realiza-
do sobreΓ0 utilizando el cambio de variablez = εeiθ con
θ ∈ [π, 0]

dz = iεeiθdθ;

zD−1

z2 + m2
≈ εD−1 eiθ(D−1)

m2
;

∫

Γ2

zD−1

z2 + m2
dz ≈ iεD

0∫

π

eiθD

m2
dθ → 0 si ε → 0,

donde, a diferencia del caso paraΓ0, este resultado no re-
quiere una extensión anaĺıtica.

Finalmente, sobre la trayectoriaΓ3 el cálculo es directo
si se utilizaz = t en el intervalot ∈ (ε, R)

∫

Γ3

zD

z2 + m2
dz =

R∫

ε

tD−1

t2 + m2
dt.

Los resultados anteriores muestran que en los lı́mites
R →∞ y ε → 0 la integral (18) se reduce a la expresión

∮

C

f (z) dz =
(
1− (−1)D

) ∞∫

0

tD−1

t2 + m2
dt. (A.2)
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Garćıa-Aguilar agradece las facilidades dadas por el IPN a
través del proyecto SIP número 20201313. J. C. Ǵomez-
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i. La relacíon (1) es v́alida para diagramas de Feynman donde ca-
da v́ertice tiene solo una partı́cula externa.

ii. Un Tadpole o diagrama de renacuajo es un diagrama de Feyn-
man con una sola lı́nea externa, v́ease [9] pag. 149.
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