EDUCATION Revista Mexicana deisica E18 (1) 23-27 JANUARY-JUNE 2021

Calculo de la integral escalar a un lazoA(m?) mediante el teorema del residuo
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El calculo de correcciones radiativas en la fenomeriaelalg la fsica de paftulas elementales ha permitido realizar grandes predicciones

en las observablegsicas del llamado Modelo Estdar, las cuales &st en gran acuerdo con las mediciones experimentales de distintos
colisionadores y detectores de feutas e incluso a trés de predicciones realizadas coétados nuraricos como es el caso de la Cro-
modiramica Ciéntica y su estudio mediante lairetla en el egimen de bajas endas. Este es un trabajo pedairo en el cual se calcula

la integral escalar a un lazé (m2), que aparece en loslculos de correcciones radiativas en el esquema de regularizgichensional.

Como resultado principal, se presenta aésasle un enfoque no abordado en la literatura una manera de calcular la integral escalar mediante
el Teorema del Residuo de variable compleja. Adicionalmente, se demuestra mediante propiedades de [@domoa la equivalencia de
ambos procedimientos.

Descriptores: Teofia de campo; renormalizaei; propiedades de tdarperturbativa.

Radiative corrections in the phenomenology of particle physics lead to great predictions on the observables of the Standard Model (SM)
which are in good agreement with different measurements on Particle Accelerators and Detectors and in the case of numeric predictions ol
Quantum Chromodynamics (QCD) and its study in the lattice for the low energy regime. This is a pedagogical paper in which we calculate the
one loop scalar integrad (m2), that arises in the simplest radiative correction calculation, by means of the dimensional regularization. As
main result, we perform also the evaluation of this integral by using the Residue Theorem on complex variable. In addition, the equivalence
between the two procedures is shown through Gamma function properties.
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1. Introduccion a la conservaoin del momentb[6]. En generalV (p) es una

o . ) ] funcion polinomial dep y el caso de inté&s en este trabajo

las Fundamentales (SM por sus S|gl§1$ endapho concuer-  ggcalares [7].
dan a nivelarbol con las observabletsicas que se pueden

obtener a tra®@s de mediciones experimentales en colision- - .
P parfculas externas divergen en ghite p — oo y por lo tan-

adores y detectores_ de padias si la precigin EXPENMEN- 14 &5 necesario introducir un esquemadtpilarizacbn, esto
tal es del uno por ciento [1], por lo tanto es necesario con-

d | ) P I d i es, una modificadn en la teda que permite aislar logtmi-
siderar a; correcciones a:ultlca§ ama Z.S tg . Coﬂrfeflc' nos divergentes de logérminos que son finitos una vez que
_cmneira |at|_v?s. Est,a}s cogeccmnes ra dlatllvas, " serealizala integragn. Existen distintos esquemas de regu-
ltan obtener informaon sobre sectores de 1a tedKue N0 14,4 0y y uno de los ras populares es leegularizacbn
son dl_rectamente observables [2],_c'1e igual manera tienen mensional[8] en el que se generaliza la dimemsidel
capacidad de lograr rupturas de sirfer[3] y a la vez son

capaces de realizar predicciones en observaldiesi§ como espacio-tiempo de cuatro/d dimensiones para resolver la
5 . . . .

Pa P . integral y posteriormente hacer uso de una extensnaitica

por ejemplo la masa del neutrino [4].

Las correciones radiativas son uno de los obietos de est para regresar al espacio cuatro dimensional al utilizar la ex-
. : NP J %resan = 4—2¢, dondes es un imero complejo llamado
dio en cualquier curso de téarctantica de campos (Quan-

: . y regulador. La regulariza@n dimensional finaliza al utilizar el
twm F'?Id Theory 0 QFT por SUs siglas en @g) [5]y en el limitee — 0 ya que la divergencia aparece dgfihmente en
caso nas simple, estas correcciones dan origen a las llamad

Por otra parte, las integrales escalares con una o dos

. rminos del /e.
integrales a un lazo que en el caso del SM toman la forma ) /,5 .
El proposito de este trabajo es presentar, de una forma
In / d'p N (p) 1) peda@gica y simple, un mtodo nuevo basado en el Teo-
N (271')4 H?\Ll ((p + %—1)2 _ mz) ’ rema del Residuo dentro del esquema de regulatinadi-

mensional para evaluar la integral esca43(rrn2). Adenas,
dondeN es el imero de paftulas externas cada una con se demuestra la equivalencia de dichetado con el &lculo
momentok;, ¢; = > 7_, kiy k1 +k2+...+kn = 0gracias  usual en la literatura mediante funciones Beta [9].
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El trabajo esi organizado de la siguiente manera. Enla  De acuerdo a las definiciones anteriores es posible ree-
Secl2 se presenta la integral escam(mQ) ysureducddna scribir la integral 2) en la forma
una integral unidimensional mediante el uso de coordenadas -
eskricasD-dimensionales. En la Se8.se resuelve la inte- ) pP—ldp
gral unidimensional mediante el uso de funciones Beta. En A(m?*) = Sp / 2+ m?’ @)
la Secld se resuelve la misma integral mediante el Teorema
del Residuo, en ambas secciones se muestraidloslos ex-
plicitos. En la Sec5 se demuestra la equivalencia entre los
resultados anteriores. Finalmente, en la &=ge presentan

dondeSp, es la superficiefrea) de una esfeia-dimensional
de radio uno que surge de la integral

las conclusiones del trabajo. Se li@mdido un apndice para D-2
explicar detalles al lector sobre el resultado principal del tra- Sp = /d& H sin (¢r) dor, (8)
bajo. k=1

la cual puede calcularse medianterhulas recursivas a partir
2. Laintegral A (m?) del volumen de dicha esfera-dimensional [12] y con ello

llegar a la expresin
La integral escalar a un lazé (m?) es la integral de Feyn-

man nas simple que surge en éllculo de correciones radia- S, — 2 P/2 ©)
tivas y aparece generalmente al calcular TadPotesorrec- b=r (D/2)’
ciones de masa en modelos de campos escalares [10] la cual
se define en la forma dondel (z) es la funcdn Gamma que cumple la condiai
2I'(z) =T (2 +1) [13].
A(m?) = /dDP%’ )
p-+m . . .
3. Laintegral A (m?) mediante funciones Beta
dondep es unD-vector con norma Euclidiana
b En la secdn anterior se demostique la soludn a la inte-
ral escalar2) se reduce a resolver la integral
=3 2, @ ¢ & .
k=1 ) pD—l
y m la masa de un campo asociado al proceso. I (m ) - / P2+ m?2 dp; (10)
Esta integral escalaiD-dimensional puede reducirse 0

a una integral unidimensional mediante cambios de varita cyal requiere utilizar una continuéaci anattica [13] de-
able de coordenadas cartesianas a coordenadericasfen i a que solo es convergente para valore®de 2.

D—dimensiones El cambio de variable
2d
(plv"'7pD)4}(p7¢17"'7¢D—2;9)7 (4) p2:ym2:>dp: mey’ (11)
con las reglas de transforméni[11]
permite escribir la integrallQ) en la forma
p1 =pcos(¢1),
pD—l
1) = [
p]»:pcos(gbj)Hsin(qSk) (j=2,....,D—2), . P +m
k=1
D2 mD—2 OoyD/2—1
. . = d
pp_1 = psin () Hsm(qbk), 2 / 1+y Y
k=1 0
D—2 mP—2 D D
- = B(Z1-2
pp = pcos (6) H sin (¢r) , (5) 2 2 2
P (B)T(1- )
donde¢,; € [0,7] paraj = 1,...,D —2; 6 € [0,2n] Yy ~ T (1) ’ (12)
p € [0, 00]. Estas reglas de transforméwi(5) permiten es- L )
cribir al diferencial de la integralj en la forma donde se utilia la definicon de la funcdn Beta
D—2 i uP
D _ . D-1 i, B(p+1,q+1 :/7du, 13
dPp = pPldpdd kli[l sin (¢x) dy. (6) ( ) I P (13)
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y la solucbn de dicha integral eretminos de las funciones
Gamma [13] est dada por

Bl.o) = po . (1)

Por lo tanto, la integral escalar astada por la exprean

aD/2D—2 D D
A0) =T (1(3)r(1-2)) 09 s

la cual depende exgitamente del p@ametrom y de la di-
menson D que se estconsiderando.

arg(z) =0

. ] FIGURE 1. Contorno para evaluar la integral que consta del
4. Laintegral A (m?) mediante el teorema de semidrculo T, de radioR, el eje reall’; desde— R hasta—e, el

residuo semidrculoI'; de radioe y el eje reall's desde: hastaR.
La integracbn por contornos en el plano complejo es uno T tb-1
; A i IR dz= (1 1)? dt 19
de los nétodos nas convenientes para la evaluiacide in- fr)de=(1-(=1) 24m2 (19)
tegrales definidas y se sustenta como una consecuencia del ¢ 0

Teorema del Residuo enaisis complejo [14]. Este teorema Por otra parte, el residuo de la fuani(17) en el polo
menciona que si una fur@i f (z) es regular en una rémi  z = 4m [15] (ya que es elinico dentro del contorno) es
acotada por un contorno cerradbexcepto para unimero

finito de polos en el interior de dicho contorno, entonces la = z1—1>I7,nm (z—im) £ (2) (20)
integral def (z) a lo largo del contorng’ es LD (im)D_l (im)p
= lim — = : =— .
z—im z +im 2im 2m?2
%f (2)dz =2mi Y Res(f(2),z), (16) Finalmente, de acuerdo a la E&6) y los resultados de
C (19) y (20) se encuentra que

9 27 (im)P
dondeRes (f (z), zp) representa el residuo de la fubiien I(m?*) =- 5 ( 92 ) ; (21)
la singularidad aislada = z, (en [15] se muestran ejemplos (1 - (=1) )
de como obtener dichos residuos). Por lo tanto el problema dgen consecuencia la integral escalar toma la forma
evaluar integrales de contorno se reemplaza por el problema D2, D2 D
algebraico de calcular los residuos en los puntos singulares 4 (mQ) _rm P , (22)
de una fundn. I'(D/2) 1—(-1)”

Es de notar que la integral@) representa la integral de que de igual manera a la E&5) tiene la dependencia ex-
la funcion plicita enD y m.

»D—1
fz) =

@ g Equivalencia de resultados

22+ m?2’
sobre el eje real positivo en el plano complejo. Esta fomci  En esta secon se demuestra la equivalencia de las ELS). (
tiene polos en los puntas= +im y es andtica en el resto Y (22) mediante el uso déllgebra de ameros complejos, la
del plano y por lo cual su solum con el uso del Teorema del formula de reflexin de la funddn Gamma [13]

Residuo implica considerar la integral D(l— 2T ()= — . | )
sin (7z)
?{f(z) dz (18) y las igualdades
“ e'? = cos () +isin (),

alo largo del contorno de la Fig. 1 y reescribirla comegse sin (26) = 2 cos (0) sin (6)
Apéndice A) sin? (4) = % (1 — cos (20)). (24)
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A partir de lo anterior cambio de variable = Re' conf € [0, 7] y con ello
_;D _eim/2D dz = iRewd{);
2mi = 271 — (25) 3
1— (71)1’ 1—eimD 2P ~ RD—3¢i0(D=3).
2 2 ’
(cos( )—i—zsm(@) 25+ m
= 2m 2 T
1 —cos (nD) —isin (7 D) ZDP-1 [ e?(D=2) ,
/ﬁdzzz/WdQHOSIRHOO?
_ sin 7D ,sm %) r z5+m 0
251n("D sm % 0
= 2mi 1= cos (D) —isin (xD) donde aquvale la pena recalcar que el resultado anterior es

valido siy solo siD < 2y por lo tanto para cualquier valor de

_ m  —isin(nD) 41— cos(wD) D > 2 es necesario hacer uso de una extamanaitica [13]
 sin (Z2) 1~ cos(nD) —isin(7D) para obtener un resultado convergente.
En la trayectorid’; es posible escribit = te’™ donde
- -7 1_2 r D ) t € (R,e€), con lo cual
sin (%) 2 2 ,
dz = " dt;
con lo que se demuestra que ambos caminos de intégraci b .
conducen al mismo resultado. 2P _ _inD P!
——dz = dt
22 £ m2 2 + m?
Iy R
6. Conclusiones R
thl
=—(-1)”? / dt.
En este trabajo se reatiza evaluadn de la integral escalar t2 +m?

€

A (m?) por dos nétodos distintos. El primero de ellos con el ; _ o )
método usual en la literatura mediante funciones Beta, mien- El calculo sobre la trayectorii; es similar al realiza-
tras que el segundo hace uso del Teorema del Residuo de vaiie Sobrel’y utilizando el cambio de variable = ee con
able compleja para una integragipor contornos. Adicional- 0 € [r,0]
mente_, utilizando _algunas propiedades de la ﬁ)rdeam- dz = ieci®dp;
ma existentes en libros de texto détodos mate#ticos, se
muestra que ambos resultados son equivalentes. T
Los calculos aqupresentados sdrtiles para su discu@in 22 4+m2 ‘ m2
en cursos de funciones especiales e introductorios deteor 0
cuantica de campos y pueden extenderse para otras integrales / 2P e ieP / eop
escalares que emanen de diagramas de Feynman con dos 24+m2
6 mas propagadores, un ejemplo son los diagramas triangu- 2 T
lares comunes en el estudio de andaml donde, a diferencia del caso pdrg, este resultado no re-
quiere una extengn anaitica.
Finalmente, sobre la trayectorig el calculo es directo

)

dfd — 0sie— 0,

Appendix si se utilizaz = ¢ en el intervala € (e, R)
. . R
A. Cambios de variable / 2 / th-1
22 + m2 - t2 + m2
La solucbn a la integral18) a lo largo del contorno de la Fig. I3 €
1 puede llevarse a cabo considerando dos Seguios (o y Los resultados anteriores muestran que en lostds
I'z) y dos semirrectad y I's) con lo cual R — ooy e — 0 laintegral (L8) se reduce a la exprési
D < tD71
fri= [r@ds [ 1o free=(-c07) [ e w2
JC
C 1) Iy 0
+ /f (2) dz + /f (2) dz, (A1) Agradecimientos
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. Larelacon (1) es \alida para diagramas de Feynman donde ca- 7.

da \ertice tiene solo una péacula externa.

Un Tadpole o diagrama de renacuajo es un diagrama de Feyn-

man con una soldriea externa,&ase [9] pag. 149.
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