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En este trabajo se estudia la estabilidad de @&mdplo invertido de dos grados de libertad y de baégilnel cual se modé mediante

la formulacbn Euler-Lagrange. Este modelo periitliséiar e implementar una estrategia de control para el seguimiento de trayectorias
articulares de referencia. Los sistemas amécos de bases fijas yawiles permiten ilustrar un concepto fundamental en las ciensEss$,

que es la diferencia entre limitaciones te@gitas y limitaciones fundamentales.

Descriptores: Enséianza; ecuadin deLagrange sistemas meémicos; simuladn.

In this paper, we study the stability of an inverted pendulum with two degrees of freedom and a mobile base, which was modeled using
the Euler-Lagrange formulation. This model is used to design and implement a control strategy for tracking joint reference trajectories. The
mechanical systems of fixed and mobile base illustrate a fundamental concept in the physical sciences, which is the difference betweer
technological and fundamental limitations.
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1. Introduccion que para ciertas trayectorias de referencia no puede existir un
_ o - controlador que satisfaga este requerimiento. Este es el ca-
Los sistemas memicos se pueden clasificar como de baseso, por ejemplo, de las consignas articulayg) = 90° y

fija o de base wvil. Los primeros, como los brazos manip- ¢4(t) = 0°, que cuando las masas de los dos brazos superan
uladores industriales, tienen una basedrihcon respecto 3 |5 de la base, el sistema

al suelo que soporta las aceleraciones de cada una de sus
articulaciones, sin importar la trayectoria de referencia. En ;
contraposidn, los de base évil, como su nombre lo indi-
ca, no en fijos con respecto al suelo. Un ejemplo son los F
robots hpedos, donde las aceleraciones de las articulaciones '
de las piernas pueden hacer que el robot pierda estabilidad y
caiga [1,2].

Un sistema meinico de base avil de gran integs para
ilustrar varios conceptos efsfca e ingeniéa de control es el
péndulo invertido, el cual comparte las mismas caréstieas
de una bicicleta, [3]. Tales particularidades han incrementa-
do el inteés de muchos investigadores en proporcionar her-
ramientas de enf8anza e investigath que permitan afianzar a
los conocimientos relacionados con las diferentes estrategias
de control y estabilidad de la base mientras se controla la T
posicibn del brazo del @ndulo para una trayectoria asignada.

En este trabajo se modela y controla @mgulo invertido
dos grados de libertad (GDL) cuya base nadia al sue- ‘
lo (ver Fig. 1). El objetivo de control es que las posiciones s N
angularesy; y g» obedezcan unas consignas preestablecidas o
(¢(t) y ¢(t)). Adicionalmente, el control debe garantizar, g Yo o =0°
en medida de lo posible, que el movimiento de los brazos
del pendulo no conlleve al deslizamiento o a la inestabilidad
de la base, sobre la cual el suelo ejerce fuerzas de éeacci
(normal y tangencial). Sin embargo, es importante precisaFiIGURA 1. Péndulo Invertido de 2 GDL.
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se volcaa hacia el lado izquierdo. A esta caratica se 2. Modelo dinamico

le conoced como una limitadgin fundamental del sistema.

Cuando esta limitadin no esh presente, el controlador debe Para modelar el sistema néco se siguieron las recomen-
ser robusto ante disturbios externos aditicas no modeladas, daciones presentadas en [16]. La represeditelcagrangiana

errores en la estimamn de los paametros y ruido en las me- del modelo didmico directo en tiempo continuo deédmdulo
didas, entre otros [5]. invertido de dos grados de libertad y basevih) ver Fig. 1,

En los sistemas méaicos de base fija, como los bra- €S €l siguiente:
zos de robot utilizados en la industria de manufactura, el . . T
seguimiento de trayectorias articularesaelgitado Unica- Alg)G+H (g ) =Br+J(g)F @
mente por la capac@ad de los actuadoresVy la reS|stepC|a de dondeg € IR’ y ¢ € IR® con los vectores de posiciones
los componentes méanicos. En contraposimn, en los sis-

A e y de velocidades generalizadas, de manera que
temas de base tnil existen limitaciones fundamentales en

cuanto a las consignas que se pueden imponer a las artic- 810 E2

ulaciones. Cuando la base eévil, se debe garantizar que &40 &1

las aceleraciones articulares no indanirfuerzas de reac- g= 1| 0 i1 6. )
cion que conlleven la inestabilidad de la base del mecan- @ a1

ismo. Este problema se ha abordado desde dos perspecti- Q2 do

vas. La primera consiste en concebir movimientos articulares

basados erétnicas de optimiza@h con restricciones, como El vectorg contiene la posiciones articulareg{; gz),

las presentadas en [6,7,2], que aseguran la inmovilidad d@ Posicbn y la orientadn del sistema de referencia
la base y el no deslizamiento de esta con respecto al sueléo; Yo > €on respecto al referente z,,y, >. La matriz
Su principal dificultad es que requieren de un conocimienA (¢) € IR°*® es la matriz de inercia. El vectdf (g, ¢) €
to preciso del modelo mateitico del sistema. La segunda I?> contiene el efecto de las fuerzas de gravedad, iéegas
perspectiva, propuesta en [8] bajo el nombreTdre Scal- Yy de Coriolis. El vectol” S RZ contiene el par motor de
ing, se fundamenta en la utilizéi de estrategias de control cada una de lasarticulaciones accionadas en eéhplulo. La
orientadas al seguimiento geétrico pero no temporal de las MatrizB € IR°*? est definida de tal manera que, al multi-
consignas articulares. Esto significa que el controlador gararilicarla por el vectoF’, se obtiene un vector cuyaprimeras
tiza que la secuencia de posiciones angulares de las articug@@mponentes son cero, y fasiguientes son las componentes
ciones sdx igual a la de referencia, pero que los tiempos effle I'. La matrizB indica que las 3 primeras coordenadas
que se alcanzan dichas posiciones difefin de los desead- (Posicbn y orientacdn absolutas) no son accionadas direc-
o0s. Cabe resaltar que el seguimiento gétiivo de trayecto- tamente.
rias din esh sujeto a limitaciones fundamentales. Considere, J € I?**® permite expresar las velocidades lineal y an-
por ejemplo, que en el sistema de la Fig. 1 la longitud degular de la base il del péndulo con respecto al suelo. El
cada @ndulo es de 50 cm, el ancho de la base es 10 ciectorF' € IR? contiene las fuerzas y el momento de reac-
y que las masas de lo€pdulos son 10 veces mayores queci()n generados por el contacto entre la base y el suelo.
la masa de la base. En tal escenarioasemposible seguir Las indgnitas del modelo anterior sagne R°y F €
una trayectoria dondg, vaya—90° a 90° grados. A§ los IR3. Es decir, hay un total de 5 ecuaciones y inuitas. El
sistemas memicos de bases fijas yaviles permiten ilus- Modelo anterior, sin embargo, adujeto a las restricciones
trar un concepto fundamental en las ciencia&és, que es de inmovilidad de la base deépdulo:
la diferencia entre limitaciones tecidgicas y limitaciones o
fundamental_eg epy(q)| = 0. 3)

En la revisbn del estado del arte consultado se encuen- 8(q)
tra la aplicaddn de distintas estrategias de control para estos
sistemas, tanto lineales como no lineales. Ambasitas re- Con el profsito de involucrar las irgnitas del prob-
quieren de una buena compreénsidel modelo mate&tico  lema en las tres ecuaciones anteriores, estas se derivan dos
[9] que puede obtenerse mediante la edurade Lagrange veces con respecto al tiempo. Al derivar una vez se obtiene la
[10], el algoritmo de Newton-Euler [11], leyes de Newton Ec. {4).

px(q)

(
q

[12]. Una comparaéin entre estrategias de control lineales y EPx
no lineales se encuentran en [13-15]. tpy | =J(@)¢=0 (4)
El ariculo se estructura de la siguiente manera: la/2ec. 0

describe el modelo matetico del gndulo invertido de dos Al derivar una vez ras, las restricciones conllevan a ecua-
GDL y la dinamica del punto de momento cero, usado parg;gnes que dependen de

definir la estabilidad de sistemas rha@os de base ovil, la

Sec/3 est dedicada a la estrategia de control, seguida por los &Py
resultados en la Sed.y finalizando con las conclusiones del ey | = J(q) G+ J(q) ¢ = 0. (5)
arficulo en la Secs. 6
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Al combinar la Ecs/1) y (5) se obtiene el modelo dami- La ley de control12) asegura que las articulaciones ac-
co directo del pndulo. Este permite calculay F enfuncbn  cionadas siguen a las referencias deseadas. Sin embargo,
deq,qyT. cuando esto sucede, las articulaciones pasivas dependen di-
i . rectamente de las accionadas; a su vez, la estabilidad del sis-
A(q) —I%g)] [¢] _ [BT — H(q,q) o : -
= : . (6) tema dirhmico depende directamente de las trayectorias de
I(9) 0 F —Ja)4 referencia.

Al reescribir la restricdin, la Ec. (5) se expredarde la
siguiente manera:

3.u(q) Gu + Jalq) Ga + I(q) ¢ =0, 7

dondeg, es el vector de las coordenadas no-accionadas (pasfukobratovt [18] introdujo por primera vez el concepto de
vas) yq, es el vector de las coordenadas accionadas (activag)unto de momento cero (ZMP), el cual se utiliza para el con-

2.1. Dinamica del punto de momento cero

Con ello, se resuelvg, de la Ec.[T). trol de la marcha en robots humanoides. Este especifica el
. 1) 3 RN punto donde las fuerzas de redgtgeneradas por el contac-
G = {‘{“} — [_ uw (@) a(q)} G -+ {_Ju (@) I(a) q] _ to del pie con el suelo no producen nimymomento en el
Qa I 0 8 plano de contacto. El ZMP supone que la superficie de con-
(8) tacto es planay que tiene un coeficiente de foiscuficiente

La ecuaddn anterior indica que el contacto entre la base . : ;
ara evitar el deslizamiento.

y el suelo conlleva a que las aceleraciones de las coordenac%s i ) B
En este trabajo se extiende este concepto para la estabili-

no-accionadas dependan directamente de las aceleraciones de > b ! >
las coordenadas accionadas. La IB}.describe un sistema dad de sistemas magicos, entendiendo la estabilidad como

aubnomo variante en el tiempo, de orden inferior al modeld Propiedad de un cuerpigido para mantenerse iravil so-
Ec. (1) y cuya estabilidad depende directamente de la trayed'® cada uno de sus ejes de ratacen un marco de referen-

toria de referencia. Para aligerar la notacimatenatica se cia tridimensional. Si las fuerzas de contacto entre un objeto
definen las siguientes variables: y el suelo conllevan a una fuerza y a un momento resultantes

Fy € IR? y M, € IR?, respectivamente, entonces el momen-

M(q) 2 [—Jul(Q)Ja(Q)} to My € IR® alrededor de un punt® € IR? estad dado
I por:
—J YN I(a) ¢ _ =

N(q,q) £ [ Tu (%)J(q) q] ) Mg = My — R X Fy, (13)
Al sustituir§ = M g, + N en el modelo diamico Ec.if) ~ dondeFo, Mo y R se suponen expresados en el sistema co-

se tiene: ordenado< z, yo, zo > de la Fig. 2. SiMp, es cero y adi-

cionalmenteR esk sobre el plano de contacto entre el objeto

A(q) M(q) Ga + A(q) N(q,q) + H(q,q) y el suelo (representado en color azul en la Fig. 2), entonces

R se denomina como el punto de momento cero o ZMP. Para

_ T
=BL+J (g F ©) el caso bidimensional, el ZMP se calcula a partirtig),(ad:

Al premultiplicar la Ec. ) por M7 (q) y simplificarla se

obtiene: Yo
I'=M"(¢) A(g) M(q) G i
S
+M"(q) A(9)N(g,9) + M (q) H(g,¢).  (10) 1
Si G, se remplaza por la acelerani deseadaj?, la : “;pi 20
Ec. (10) se convierte en un control por par calculgd®C : i /
(Computed Torque Control), [17]. S
1 /
Go=q" +ko(d"—da) +hp(¢" —aa),  (11) L
O —— )
dondeq” € IR?y §" € IR?y " € IR? son las trayectorias de : T
|

referencia deseadas para las articulacignesg.. Al reem- 4 _
plazari? en la Ec./10) se obtienen las siguientes ecuaciones pf ______ _<_ — &l
gue permiten calcular el vector de par mdforequerido por
las coordenadas articulargg, ¢2) para seguir las trayecto- F
rias de referencig?.

r=MTAMG +MTAN+MTH

(12) FIGURA 2. Momentos generados en un puptgobre el pdgono
i = i + k., (6" — @ ko(q" — de sustentaon.
da q + Ky (q qg,) + Kp (q QG)
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la Fig. 3 presenta la aproximaci mediante splinesibicos

0 Pz Ja 0 de la s@al ¢ (t) = 45sinwt + 15sinwt y de su derivada
O =10 x|fy|=10]- 47 (t) = 45w coswt + 15w coswt, paraw = wy h = 0.1 se-

m, 0 0 0
La ecuacbn anterior se convierte en:

gundos. Si se considera que el intervalo de simataes de
5syqueh = 0.1, entonces el timero de splines utilizadas

para la aproximadin fue N = 50.

m; — fy-ps =0 (14)

dondep, es el punto de momento cera,, es el momen-
to angular en la direcon del ejez y f, es la fuerza normal
de reacdn del suelo. El sistema dimico se mantendres-
table sip, se encuentra dentro del pgpdno de soporte. Esto
significa que si el origen dér, yo) Se encuentra en el pun-
to medio de la base del objeto en contacto con el suelo y |

4. Resultados y discudin

Se dis@0 un experimento para observar la estabilidad del sis-
tema diamico a partir de dos trayectorias de referencia. Las
gondiciones iniciales para la simulénison:

longitud de la base x5, entonces se debe satisfacer: £20(0) 0 2i0/(0) 0
—L<p, <L (15) £y0(0) 0 £90(0) 0
q(0) = | 6(0) | = 190°) 4(0)= | 6(0) | = |0
. L 0 0 ] 0

3. Control de Sistemas Meanicos de Base 0:(0) @1(0)
¢2(0) 0 42(0) 0

M ovil

o i Estas condiciones, junto al modelo @mico Ec. 6) y
E.|,ObjetIVO de Ig e;trategla de contrql presentada} en esta S control CTC, Ec. 12), permiten el seguimiento de las
cion es el seguimiento de trayectorias parametrizadas mediyectorias de referencia impuestas. La Tabla | contiene los
ante splineshicos. parametros diamicos de los cuerpos que componen el sis-
tema meanico de estudio, en este caso, @hgulo invertido
de 2 GDL. La Ec./14) permite calcular el punto de momento
cero.

El simulador debidamente programado detecta las coli-
siones de doséartices de la base con el suelo generando un
vector de fuerzas normales y tangenciales que permite obser-
var la rotacbn y desestabilizadh de la base, como se ilus-

€0,jyir CLg,is C2.i» €3, SON 10S Coeficientes de un polinomio y 4 o |4 siguiente seda. Los paametros utilizados en la
de tercer orden y cada polinomio representa la trayectoria

. S . . Simulacbn se describen en la Tabla Il.
de referencia de la articulaxri i en el intervalo de tiempo
tetj—1,t;] § =1...N +1). Lalongitud de cada interva-
lo de tiempo es constanteh & t; —t;_). Por ejemplo,

3.1. Conjunto de trayectorias de referencia

La trayectoria para la articuldm i (i = 1,2) se representa
mediante un conjunto d& polinomios de tercer orden lla-
mados splinesiicos, [19].

g7 (t) = cogi +crjit +cajit’ +esgit®  (16)

TABLA |. Paiametros diamicos del sistema manico. La segunda
columna corresponde a los momentos de inerciatiky la tercera
contiene las coordenadas del centro de masa multiplicadas por la

Trayectotias

60 T T T s ler .
o0, 2% o0 masa [kgm] y la Gltima columna contiene la masa en [kg].
o & °~@ e % s %
I
5 =P LY ° ® $B Cuerpo I.. [kg-m?] me [kg-m] M [kg]
= 1
2 o %u“ ° S
| E, J n%q ‘ Base 1.2 0.1 10
< -20 [ [ © é 1
,40, R QQ . i Brazoq; 1.2 0.25 1
e | PR, R S Brazogs 1.2 0.25
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Tiempo [segundos]
Derivada de la senal
. ‘ T p°q TABLA II. Paémetros de Simulagh
= = = Gpl] . - o
B ol 3 = ° 3} é 3} Parametro Descripcbn Valor
3 | t ¢ ° —
|- g g q\ ¢' \ i Friccion viscosa 0.75
B ° td Q Q
—2
—100- w%ad M“n%p 2y0® g Gravedad 9.81 nB
20— B B B mas ma 2L Longitud de la base 0.2m
Tiempoeegimaos] T Paso de simuladn 5x107* s
FIGURA 3. Interpolacon basada en splindibicas. Tsim Tiempo de simulaéin 2s
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Punto de momento cero
T T T

5 1018 ‘ Posi‘cién de I‘a base r?évil 015

01 f o o o

Posicion [m]

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Tiempol[s]

ZMP [m]

Orientacién de la base mévil
T T

91 T

4 005 =

89 I . . . I I I . . 015 : . : : : : : - :
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

a) Tiempo [s] b) Tiempo [s]

FIGURA 4. a) Posiocbn y orientaddbn de la base 6vil. b) Punto de momento cero (ZMP). Comportamientcadiico del sistema para las
trayectorias estables. Ldsrlites del pdigono de sustentami (base) sofi-0.1,0.1] m representados por las ddsdas horizontales.

T8 Posicién de la base movil Punto de momento cero
T T T T T

0.15

x

e

006 [

Posicion [m]
i
=
£
.

o

o

]
T

0.05 - .

S ——

=)

[

ZMP

. . L d
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Tiempols]

ZMP [m]

100

Orientacion de la base movil
T T

W= mm------ - -Tng SR e |

80 [ a

2 ol 3
=

60 - A

i

8
40 I I I I I I I I 015 I I I L L | I I .
0 02 04 06 08 1 T2 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 1.6 1.8 2

a) Tiempo [s] b) Tiempo [s]

FIGURA 5. a) Posicbn y orientaddbn de la base 6vil. b) Punto de momento cero (ZMP). Comportamientoadiico del sistema para las
trayectorias inestables. Ldsites del pdigono de sustentamn (base) sof—0.1,0.1] m representados por las ddsédas horizontales.

4.1. Trayectorias de referencia Para las trayectorias impuestas en la E8),(el punto de
) ) . momento cero NO satisface la condigi(Ec. (L5)). Como se

Las primeras trayectorias de referencia son: observa en la Fig. 5b),. no permanece dentro del fgpdno
qi’ef(t) =0° de sustentadn. En el instante = 0.32 s, el ZMP es menor

(17)  a—L, mientras que en el instante= 1.37 s la situacbn es

q2(t)") = 0°. la opuestaf, > 0.1) y la base rota en sentido dexjiro.

Las trayectorias descritas por la EE7 mantendan el  En este caso, la posimi (z, y) de la base y su orientami
péndulo en posiéin vertical y el punto de momento cero sat- (¢ = 90°) cambian apidamente con respecto al tiempo, co-
isface la condidn (Ec. (L5)), como se observa en la Fig. 4b), mo lo evidencia la Fig. 5a). Por lo anterior, se concluye que
dondep, = 0 m. En este caso, la positi (z, y) de la base estas trayectorias (EA.§)) no permiten la estabilidad del sis-

y su orientadn (¢ = 90°) permanecen constantes e igualestema diramico.

a las condiciones iniciales; por tanto, se concluye que estas Las Figs. 5a) y 6a) muestran que la estrategia de control
trayectorias (Ec.17)) garantizan la estabilidad del sistema CTC permite un seguimiento de las trayectorias de referen-
dinamico. cia. Sin embargo, el Control CTC no siempre garantiza la

Para las trayectorias: estabilidad del sistema nmégico.
¢ (t) = 25° sin 0.97 ¢
(18)
qQ(t)ref _ OO.
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Control de la articulacién q,
10 T T T T

Control de la articulacion q,
T T T T

08 1
Tiempo [s]

Control de la articulacién q,
T

Tiempo [s]

Control de la articulacion dy
T

1 T T T

Tiempo [s]

Tiempo [s]

FIGURA 6. a) Seguimiento y control para trayectorias estables. b) Seguimiento y control para trayectorias inestables. Trayectorias de Refer-

encia y Seguimiento para las articulaciopey g-.

5. Conclusiones

itaciones debido a las propiedadésidas de los sistemas

) o - _ mednicos (masas y momentos de inercia), el seguimiento
En este trabajo se estodde la estabilidad de un sistema de |as trayectorias no garantiza la estabilidad de los mismos.
medanico de base avil mediante una estrategia de control Egte es un problema abierto a ser resuelto: el seguimiento de

CTC. Se selecciancomo caso de estudio uemdulo inver-
tido de dos grados de libertad y de basevih Las simu-
laciones muestran que si bien la estrategia de control CTC
asegura el seguimiento geétrico de las trayectorias de ref-

trayectorias de referencia en el espacio y tiempo asegurando
la estabilidad del sistema dimico.

erencia, no garantiza la estabilidad de la base del sistema. Agradecimientos

El estudio de los sistemas n&tcos de base awvil per-
mite evidenciar la diferencia entre limitaciones teGgitas

Los autores de este @ilo expresan sus & sinceros

y limitaciones fundamentales al mostrar que, aunque tecgradecimientos ala Universidad del Cauca por todo el apoyo
nologicamente es posible disar un controlador que permita brindado para la realizamn del proyecto (Grant number
el seguimiento de trayectorias de referencia, al existir lim5411/2020).
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