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En este trabajo se estudia la estabilidad de un péndulo invertido de dos grados de libertad y de base móvil, el cual se modeló mediante
la formulacíon Euler-Lagrange. Este modelo permitió disẽnar e implementar una estrategia de control para el seguimiento de trayectorias
articulares de referencia. Los sistemas mecánicos de bases fijas y móviles permiten ilustrar un concepto fundamental en las ciencias fı́sicas,
que es la diferencia entre limitaciones tecnológicas y limitaciones fundamentales.
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In this paper, we study the stability of an inverted pendulum with two degrees of freedom and a mobile base, which was modeled using
the Euler-Lagrange formulation. This model is used to design and implement a control strategy for tracking joint reference trajectories. The
mechanical systems of fixed and mobile base illustrate a fundamental concept in the physical sciences, which is the difference between
technological and fundamental limitations.
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1. Introducción

Los sistemas mecánicos se pueden clasificar como de base
fija o de base ḿovil. Los primeros, como los brazos manip-
uladores industriales, tienen una base inmóvil con respecto
al suelo que soporta las aceleraciones de cada una de sus
articulaciones, sin importar la trayectoria de referencia. En
contraposicíon, los de base ḿovil, como su nombre lo indi-
ca, no est́an fijos con respecto al suelo. Un ejemplo son los
robots b́ıpedos, donde las aceleraciones de las articulaciones
de las piernas pueden hacer que el robot pierda estabilidad y
caiga [1,2].

Un sistema mećanico de base ḿovil de gran inteŕes para
ilustrar varios conceptos en fı́sica e ingenierı́a de control es el
péndulo invertido, el cual comparte las mismas caracterı́sticas
de una bicicleta, [3]. Tales particularidades han incrementa-
do el inteŕes de muchos investigadores en proporcionar her-
ramientas de enseñanza e investigación que permitan afianzar
los conocimientos relacionados con las diferentes estrategias
de control y estabilidad de la base mientras se controla la
posicíon del brazo del ṕendulo para una trayectoria asignada.

En este trabajo se modela y controla un péndulo invertido
dos grados de libertad (GDL) cuya base no está fija al sue-
lo (ver Fig. 1). El objetivo de control es que las posiciones
angularesq1 y q2 obedezcan unas consignas preestablecidas
(qd

1(t) y qd
2(t)). Adicionalmente, el control debe garantizar,

en medida de lo posible, que el movimiento de los brazos
del ṕendulo no conlleve al deslizamiento o a la inestabilidad
de la base, sobre la cual el suelo ejerce fuerzas de reacción
(normal y tangencial). Sin embargo, es importante precisar

que para ciertas trayectorias de referencia no puede existir un
controlador que satisfaga este requerimiento. Este es el ca-
so, por ejemplo, de las consignas articularesqd

1(t) ≡ 90◦ y
qd
2(t) ≡ 0◦, que cuando las masas de los dos brazos superan

a la de la base, el sistema

FIGURA 1. Péndulo Invertido de 2 GDL.
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se volcaŕa hacia el lado izquierdo. A esta caracterı́stica se
le conoceŕa como una limitacíon fundamental del sistema.
Cuando esta limitación no est́a presente, el controlador debe
ser robusto ante disturbios externos, dinámicas no modeladas,
errores en la estimación de los paŕametros y ruido en las me-
didas, entre otros [5].

En los sistemas mecánicos de base fija, como los bra-
zos de robot utilizados en la industria de manufactura, el
seguimiento de trayectorias articulares está limitado única-
mente por la capacidad de los actuadores y la resistencia de
los componentes mecánicos. En contraposición, en los sis-
temas de base ḿovil existen limitaciones fundamentales en
cuanto a las consignas que se pueden imponer a las artic-
ulaciones. Cuando la base es móvil, se debe garantizar que
las aceleraciones articulares no inducirán fuerzas de reac-
ción que conlleven la inestabilidad de la base del mecan-
ismo. Este problema se ha abordado desde dos perspecti-
vas. La primera consiste en concebir movimientos articulares
basados en técnicas de optimización con restricciones, como
las presentadas en [6,7,2], que aseguran la inmovilidad de
la base y el no deslizamiento de esta con respecto al suelo.
Su principal dificultad es que requieren de un conocimien-
to preciso del modelo matemático del sistema. La segunda
perspectiva, propuesta en [8] bajo el nombre deTime Scal-
ing, se fundamenta en la utilización de estrategias de control
orientadas al seguimiento geométrico pero no temporal de las
consignas articulares. Esto significa que el controlador garan-
tiza que la secuencia de posiciones angulares de las articula-
ciones seŕa igual a la de referencia, pero que los tiempos en
que se alcanzarán dichas posiciones diferirán de los desead-
os. Cabe resaltar que el seguimiento geométrico de trayecto-
rias áun est́a sujeto a limitaciones fundamentales. Considere,
por ejemplo, que en el sistema de la Fig. 1 la longitud de
cada ṕendulo es de 50 cm, el ancho de la base es 10 cm
y que las masas de los péndulos son 10 veces mayores que
la masa de la base. En tal escenario, será imposible seguir
una trayectoria dondeq1 vaya−90◦ a 90◦ grados. Aśı, los
sistemas mećanicos de bases fijas y móviles permiten ilus-
trar un concepto fundamental en las ciencias fı́sicas, que es
la diferencia entre limitaciones tecnológicas y limitaciones
fundamentales.

En la revisíon del estado del arte consultado se encuen-
tra la aplicacíon de distintas estrategias de control para estos
sistemas, tanto lineales como no lineales. Ambas técnicas re-
quieren de una buena comprensión del modelo mateḿatico
[9] que puede obtenerse mediante la ecuación de Lagrange
[10], el algoritmo de Newton-Euler [11], leyes de Newton
[12]. Una comparación entre estrategias de control lineales y
no lineales se encuentran en [13-15].

El art́ıculo se estructura de la siguiente manera: la Sec.2
describe el modelo matemático del ṕendulo invertido de dos
GDL y la dinámica del punto de momento cero, usado para
definir la estabilidad de sistemas mecánicos de base ḿovil, la
Sec.3 est́a dedicada a la estrategia de control, seguida por los
resultados en la Sec.4 y finalizando con las conclusiones del
art́ıculo en la Sec.5.

2. Modelo dinámico

Para modelar el sistema mecánico se siguieron las recomen-
daciones presentadas en [16]. La representación Lagrangiana
del modelo dińamico directo en tiempo continuo del péndulo
invertido de dos grados de libertad y base móvil, ver Fig. 1,
es el siguiente:

A (q) q̈ + H (q, q̇) = BΓ + JT(q)F (1)

dondeq ∈ IR5 y q̇ ∈ IR5 con los vectores de posiciones
y de velocidades generalizadas, de manera que

q ,




gx0
gy0

θ
q1

q2




q̇ ,




gẋ0
gẏ0

θ̇
q̇1

q̇2




. (2)

El vectorq contiene las2 posiciones articulares (q1, q2),
la posicíon y la orientacíon del sistema de referencia<
x0, y0 > con respecto al referente< xg, yg >. La matriz
A (q) ∈ IR5×5 es la matriz de inercia. El vectorH (q, q̇) ∈
IR5 contiene el efecto de las fuerzas de gravedad, centrı́fugas
y de Coriolis. El vectorΓ ∈ IR2 contiene el par motor de
cada una de las2 articulaciones accionadas en el péndulo. La
matrizB ∈ IR5×2 est́a definida de tal manera que, al multi-
plicarla por el vectorΓ, se obtiene un vector cuyas3 primeras
componentes son cero, y las2 siguientes son las componentes
de Γ. La matrizB indica que las 3 primeras coordenadas
(posicíon y orientacíon absolutas) no son accionadas direc-
tamente.

J ∈ IR3×5 permite expresar las velocidades lineal y an-
gular de la base ḿovil del péndulo con respecto al suelo. El
vectorF ∈ IR3 contiene las fuerzas y el momento de reac-
ción generados por el contacto entre la base y el suelo.

Las inćognitas del modelo anterior son̈q ∈ IR5 y F ∈
IR3. Es decir, hay un total de 5 ecuaciones y 8 incógnitas. El
modelo anterior, sin embargo, está sujeto a las restricciones
de inmovilidad de la base del péndulo:




gpx(q)
gpy(q)
θ(q)


 ≡ 0. (3)

Con el proṕosito de involucrar las inćognitas del prob-
lema en las tres ecuaciones anteriores, estas se derivan dos
veces con respecto al tiempo. Al derivar una vez se obtiene la
Ec. (4). 


gṗx
gṗy

θ̇


 = J(q) q̇ ≡ 0 (4)

Al derivar una vez ḿas, las restricciones conllevan a ecua-
ciones que dependen deq̈




gp̈x
gp̈y

θ̈


 = J(q) q̈ + J̇(q) q̇ ≡ 0. (5)
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Al combinar la Ecs. (1) y (5) se obtiene el modelo dinámi-
co directo del ṕendulo. Este permite calcularq̈ y F en funcíon
deq, q̇ y Γ.

[
A(q) −JT(q)
J(q) 0

] [
q̈
F

]
=

[
BΓ−H(q, q̇)
−J̇(q) q̇

]
. (6)

Al reescribir la restriccíon, la Ec. (5) se expresarı́a de la
siguiente manera:

Ju(q) q̈u + Ja(q) q̈a + J̇(q) q̇ = 0, (7)

dondequ es el vector de las coordenadas no-accionadas (pasi-
vas) yqa es el vector de las coordenadas accionadas (activas).
Con ello, se resuelvëqu de la Ec. (7).

q̈ =
[
q̈u

q̈a

]
=

[−J−1
u (q)Ja(q)

I

]
q̈a +

[−J−1
u (q) J̇(q) q̇

0

]
.

(8)
La ecuacíon anterior indica que el contacto entre la base

y el suelo conlleva a que las aceleraciones de las coordenadas
no-accionadas dependan directamente de las aceleraciones de
las coordenadas accionadas. La Ec. (8) describe un sistema
aut́onomo variante en el tiempo, de orden inferior al modelo
Ec. (1) y cuya estabilidad depende directamente de la trayec-
toria de referencia. Para aligerar la notación mateḿatica se
definen las siguientes variables:

M(q) ,
[−J−1

u (q)Ja(q)
I

]

N(q, q̇) ,
[−J−1

u (q) J̇(q) q̇
0

]
.

Al sustituir q̈ = M q̈a +N en el modelo dińamico Ec. (1)
se tiene:

A(q)M(q) q̈a + A(q)N(q, q̇) + H(q, q̇)

= BΓ + JT(q) F (9)

Al premultiplicar la Ec. (9) porMT (q) y simplificarla se
obtiene:

Γ = MT(q)A(q)M(q) q̈a

+ MT(q)A(q)N(q, q̇) + MT(q)H(q, q̇). (10)

Si q̈a se remplaza por la aceleración deseadäqd
a, la

Ec. (10) se convierte en un control por par calculadoCTC
(Computed Torque Control), [17].

q̈d
a = q̈r + kv (q̇r − q̇a) + kp (qr − qa) , (11)

dondeqr
a ∈ IR2 y q̈r

a ∈ IR2 y q̈r
a ∈ IR2 son las trayectorias de

referencia deseadas para las articulacionesq1 y q2. Al reem-
plazarq̈d

a en la Ec. (10) se obtienen las siguientes ecuaciones
que permiten calcular el vector de par motorΓ requerido por
las coordenadas articulares(q1, q2) para seguir las trayecto-
rias de referenciaqd

a.

Γ = MT AM q̈d
a + MT AN + MT H

q̈d
a = q̈r + kv (q̇r − q̇a) + kp (qr − qa)

(12)

La ley de control (12) asegura que las articulaciones ac-
cionadas siguen a las referencias deseadas. Sin embargo,
cuando esto sucede, las articulaciones pasivas dependen di-
rectamente de las accionadas; a su vez, la estabilidad del sis-
tema dińamico depende directamente de las trayectorias de
referencia.

2.1. Dinámica del punto de momento cero

Vukobratovíc [18] introdujo por primera vez el concepto de
punto de momento cero (ZMP), el cual se utiliza para el con-
trol de la marcha en robots humanoides. Este especifica el
punto donde las fuerzas de reacción generadas por el contac-
to del pie con el suelo no producen ningún momento en el
plano de contacto. El ZMP supone que la superficie de con-
tacto es plana y que tiene un coeficiente de fricción suficiente
para evitar el deslizamiento.

En este trabajo se extiende este concepto para la estabili-
dad de sistemas mecánicos, entendiendo la estabilidad como
la propiedad de un cuerpo rı́gido para mantenerse inmóvil so-
bre cada uno de sus ejes de rotación en un marco de referen-
cia tridimensional. Si las fuerzas de contacto entre un objeto
y el suelo conllevan a una fuerza y a un momento resultantes
F0 ∈ IR3 y M0 ∈ IR3, respectivamente, entonces el momen-
to MR ∈ IR3 alrededor de un punto~R ∈ IR3 estaŕa dado
por:

MR = M0 − ~R× F0, (13)

dondeF0, M0 y ~R se suponen expresados en el sistema co-
ordenado< x0, y0, z0 > de la Fig. 2. SiMR es cero y adi-
cionalmente~R est́a sobre el plano de contacto entre el objeto
y el suelo (representado en color azul en la Fig. 2), entonces
~R se denomina como el punto de momento cero o ZMP. Para
el caso bidimensional, el ZMP se calcula a partir de (13), aśı:

FIGURA 2. Momentos generados en un puntop sobre el poĺıgono
de sustentación.
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


0
0

mz


−




px

0
0


×




fx

fy

0


 =




0
0
0


 .

La ecuacíon anterior se convierte en:

mz − fy · px = 0 (14)

dondepx es el punto de momento cero,mz es el momen-
to angular en la dirección del ejez y fy es la fuerza normal
de reaccíon del suelo. El sistema dinámico se mantendrá es-
table sipx se encuentra dentro del polı́gono de soporte. Esto
significa que si el origen de〈x0, y0〉 se encuentra en el pun-
to medio de la base del objeto en contacto con el suelo y la
longitud de la base es2L, entonces se debe satisfacer:

− L ≤ px ≤ L (15)

3. Control de Sistemas Mećanicos de Base
Móvil

El objetivo de la estrategia de control presentada en esta sec-
ción es el seguimiento de trayectorias parametrizadas medi-
ante splines ćubicos.

3.1. Conjunto de trayectorias de referencia

La trayectoria para la articulación i (i = 1, 2) se representa
mediante un conjunto deN polinomios de tercer orden lla-
mados splines ćubicos, [19].

qr
i (t) = c0,j,i + c1,j,i t + c2,j,i t2 + c3,j,i t3 (16)

c0,j,i, c1,j,i, c2,j,i, c3,j,i son los coeficientes de un polinomio
de tercer orden y cada polinomio representa la trayectoria
de referencia de la articulación i en el intervalo de tiempo
t ∈ [tj−1, tj ] (j = 1 . . . N + 1). La longitud de cada interva-
lo de tiempo es constante (h = tj − tj−1). Por ejemplo,

FIGURA 3. Interpolacíon basada en spline cúbicas.

la Fig. 3 presenta la aproximación mediante splines cúbicos
de la sẽnal qr

1(t) = 45 sin ωt + 15 sin ωt y de su derivada
q̇r
1(t) = 45ω cos ωt + 15ω cosωt, paraω = π y h = 0.1 se-

gundos. Si se considera que el intervalo de simulación es de
5 s y queh = 0.1, entonces el ńumero de splines utilizadas
para la aproximación fueN = 50.

4. Resultados y discusíon

Se disẽnó un experimento para observar la estabilidad del sis-
tema dińamico a partir de dos trayectorias de referencia. Las
condiciones iniciales para la simulación son:

q(0) =




gx0(0)
gy0(0)
θ(0)
q1(0)
q2(0)




=




0
0

90◦

0
0




q̇(0) =




gẋ0(0)
gẏ0(0)
θ̇(0)
q̇1(0)
q̇2(0)




=




0
0
0
0
0




.

Estas condiciones, junto al modelo dinámico Ec. (6) y
el control CTC, Ec. (12), permiten el seguimiento de las
trayectorias de referencia impuestas. La Tabla I contiene los
paŕametros dińamicos de los cuerpos que componen el sis-
tema mećanico de estudio, en este caso, el péndulo invertido
de 2 GDL. La Ec. (14) permite calcular el punto de momento
cero.

El simulador debidamente programado detecta las coli-
siones de dos v́ertices de la base con el suelo generando un
vector de fuerzas normales y tangenciales que permite obser-
var la rotacíon y desestabilización de la base, como se ilus-
traŕa en la siguiente sección. Los paŕametros utilizados en la
simulacíon se describen en la Tabla II.

TABLA I. Paŕametros dińamicos del sistema mecánico. La segunda
columna corresponde a los momentos de inercia [kg·m2], la tercera
contiene las coordenadas del centro de masa multiplicadas por la
masa [kg·m] y la última columna contiene la masa en [kg].

Cuerpo Izz [kg·m2] mx [kg·m] M [kg]

Base 1.2 0.1 10

Brazoq1 1.2 0.25 1

Brazoq2 1.2 0.25 1

TABLA II. Paŕametros de Simulación

Parámetro Descripcíon Valor

µ Fricción viscosa 0.75

g Gravedad 9.81 m· s−2

2L Longitud de la base 0.2 m

T Paso de simulación 5× 10−4 s

Tsim Tiempo de simulación 2 s
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FIGURA 4. a) Posicíon y orientacíon de la base ḿovil. b) Punto de momento cero (ZMP). Comportamiento dinámico del sistema para las
trayectorias estables. Los lı́mites del poĺıgono de sustentación (base) son[−0.1, 0.1] m representados por las dos lı́neas horizontales.

FIGURA 5. a) Posicíon y orientacíon de la base ḿovil. b) Punto de momento cero (ZMP). Comportamiento dinámico del sistema para las
trayectorias inestables. Los lı́mites del poĺıgono de sustentación (base) son[−0.1, 0.1] m representados por las dos lı́neas horizontales.

4.1. Trayectorias de referencia

Las primeras trayectorias de referencia son:

qref
1 (t) = 0◦

q2(t)ref = 0◦.
(17)

Las trayectorias descritas por la Ec. (17) mantendŕan el
péndulo en posición vertical y el punto de momento cero sat-
isface la condicíon (Ec. (15)), como se observa en la Fig. 4b),
dondepx = 0 m. En este caso, la posición (x, y) de la base
y su orientacíon (θ = 90◦) permanecen constantes e iguales
a las condiciones iniciales; por tanto, se concluye que estas
trayectorias (Ec. (17)) garantizan la estabilidad del sistema
dinámico.

Para las trayectorias:

qref
1 (t) = 25◦ sin 0.9π t

q2(t)ref = 0◦.
(18)

Para las trayectorias impuestas en la Ec. (18), el punto de
momento cero NO satisface la condición (Ec. (15)). Como se
observa en la Fig. 5b),px no permanece dentro del polı́gono
de sustentación. En el instantet = 0.32 s, el ZMP es menor
a−L, mientras que en el instantet = 1.37 s la situacíon es
la opuesta (L > 0.1) y la base rota en sentido dextrógiro.
En este caso, la posición (x, y) de la base y su orientación
(θ = 90◦) cambian ŕapidamente con respecto al tiempo, co-
mo lo evidencia la Fig. 5a). Por lo anterior, se concluye que
estas trayectorias (Ec. (18)) no permiten la estabilidad del sis-
tema dińamico.

Las Figs. 5a) y 6a) muestran que la estrategia de control
CTC permite un seguimiento de las trayectorias de referen-
cia. Sin embargo, el Control CTC no siempre garantiza la
estabilidad del sistema mecánico.

Rev. Mex. F́ıs. E18 (1) 69–75
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FIGURA 6. a) Seguimiento y control para trayectorias estables. b) Seguimiento y control para trayectorias inestables. Trayectorias de Refer-
encia y Seguimiento para las articulacionesq1 y q2.

5. Conclusiones

En este trabajo se estudió de la estabilidad de un sistema
mećanico de base ḿovil mediante una estrategia de control
CTC. Se selecciońo como caso de estudio un péndulo inver-
tido de dos grados de libertad y de base móvil. Las simu-
laciones muestran que si bien la estrategia de control CTC
asegura el seguimiento geométrico de las trayectorias de ref-
erencia, no garantiza la estabilidad de la base del sistema.

El estudio de los sistemas mecánicos de base ḿovil per-
mite evidenciar la diferencia entre limitaciones tecnológicas
y limitaciones fundamentales al mostrar que, aunque tec-
nológicamente es posible diseñar un controlador que permita
el seguimiento de trayectorias de referencia, al existir lim-

itaciones debido a las propiedades fı́sicas de los sistemas
mećanicos (masas y momentos de inercia), el seguimiento
de las trayectorias no garantiza la estabilidad de los mismos.
Este es un problema abierto a ser resuelto: el seguimiento de
trayectorias de referencia en el espacio y tiempo asegurando
la estabilidad del sistema dinámico.
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