Education in Physics Revista Mexicana deibica E18, 020204 1-7 JULY-DECEMBER 2021

Estudio teorico-experimental de la diramica del movimiento circular con friccion

R. Corés-Maldonad®*, M. C. Gbmez-Condg C. Bueno-Avendio?, y J. F. Casco-¥sque?

“Tecnobgico Nacional de Mxico/ IT de Apizaco,
Ave. Instituto Tecnélico s/n, Apizaco, 90300 Tlaxcalaghico,
*e-mail: raul.cm@apizaco.tecnm.mx
bUniversidad Poliécnica de Puebla, Maestren Ens@anza de las Ciencias,
Tercer carril del ejido “Serrano”s/n, San Mateo CuardalJuan C. Bonilla, 72640. Puebla&fico.

Received 20 February 2021; accepted 19 April 2021

En este trabajo se presenta un estudioite-experimental de la damica del movimiento de una esfera que se mueve en una trayectoria cir-
cular vertical con fricddn. En el estudio farico se resuelve una ecuasidiferencial de Bernoulli que permite calcular la rapidez en cualquier
posicbn angular y la rapidez mima necesaria para que la esfera complete una vuelta en la trayectoria circular. En el estudio experimental
se utilizan fotopuertas para medir la poéitiangular de la esfera como fuaridel tiempo; a partir de esto, se obtienen de manera indirecta

la rapidez y fuerza normal en cualquier positangular. Al comparar los resultadoérieos y experimentales obtenidos de forma indirecta
para la rapidez y fuerza normal se observa que el modéhictedescribe de forma cualitativa el comportamiento experimental cuando

© = 0.12. Finalmente, se analiza el comportamientirieo de la rapidez y fuerza normal para distintos valores del coeficiente déifricci
cinética, donde se observa que parz 0.2 la rapidez y fuerza normal final decaen de manera abrupta.

Descriptores: Rapidez; fuerza normal; fricth; ecuadn de Bernoulli.

This work presents a theoretical and experimental study of the dynamics of the motion of a sphere that moves in a vertical circular trajectory
with friction. In the theoretical study, a Bernoulli differential equation is solved to calculate the velocity at any angular position and the
minimum velocity necessary for the sphere to complete one turn in the circular track. In the experimental study, photogates are used to
measure the angular position of the sphere as a function of time, from which the velocity and normal force are indirectly obtained in any
angular position. When comparing the theoretical and experimental results obtained indirectly for the velocity and the normal force, it is
observed that the theoretical model qualitatively describes the experimental behaviqr when 2. Finally, the theoretical behavior of the

speed and normal force is analyzed for different values of the coefficient of friction kinetic, where it is observed that o2 the final

normal speed and force decline abruptly.
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1. Introduccion interés desde el punto de vistati&o, experimental y educa-
tivo [9-13].
Un problema dsico en cursos de m&uica tasica de nivel En este trabajo se presenta un estudidrite-

superior es aquel donde se requiere calcular la rapidez m experimental de la damica del movimiento circular con
ma para que una p&etila complete una vuelta en un aro ver- friccion. La Sec. 2 presenta el marc@rieo para resolver
tical. Este ejercicio se resuelve de manera sencilla al desprde manera exacta el problema de calcular la rapidemma
ciar la friccibn, aplicar la segunda ley de Newton y mediantede entrada para que una pewia complete una vuelta en una
la conservadn de la enefig@ med@nica para obtensy5Rg,  trayectoria circular vertical cuando el coeficiente de foaci
dondeg es la acelerabn debido a la gravedad [1,2]. Este cinética es a) cero y b) distinto de cero. En dgtieno caso, el
problema ha sido ampliamente estudiado en la literatura y seralisis da como resultado una ecuatdiferencial de Ber-
han propuesto soluciones alternativas a partir de consideraoulli que, al resolverla, permite calcular la rapidez en cual-
ciones georétricas, utilizando los conceptos de serie de Tay-quier posicbn angular. La Sec. 3 describe una configumaci
lor y radio de curvatura, asomo las nociones dénhite de  experimental simple que permite medir la posicangular
una funcon continua y funciones trigondtricas, adeims de  de la esfera como fun@n del tiempo y a partir de este re-
elementos de geomé@reuclidiana y la congruencia dagu-  sultado se calculan la rapidez y fuerza normal para cualquier
los en trangulos iSsceles [3,4]. posicbn angular. Posteriormente, se comparan los resultados
La complejidad se incrementa cuando se considera la prexperimentales y teicos para la rapidez y fuerza normal a lo
sencia de fricdn, por ello, este problema y sus variantes po-argo de la trayectoria. Tamém se presentan las predicciones
cas veces se abordan en cursos de licenciatura, sin embarggfricas del comportamiento de la rapidez y fuerza normal
dicho problema tamen ha sido ampliamente estudiado enpara distintos valores del coeficiente de friatiFinalmente,
la literatura [5-8]. A pesar de esto, el tema sigue siendo den la Sec. 4 se presentan las conclusiones del trabajo.
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P dondev es la rapidez y depende de la positangulad, esto
esv = v(0), y ds es un elemento diferencial de longitud de
arco para una circunferencia, dado ger= Rd6.

2.1. Solucon exacta sin friccon, . =0

En primer lugar se analiza el caso sin frimtj que corres-
ponde au = 0. Ademas, a partir de las Ecs243) y de la

expresbn ds = Rdf, se obtiene la siguiente ecuacidife-

rencial oridinaria:

—mgsinf = mv——. 4)

O)
FIGURA 1. Una esfera de masa se mueve con rapidez inicial,
en un aro vertical de radif.

A continuacén, al separar variables e integrar desde una
rapidez inicialv, hasta una rapidez finaly desde una posi-
cion inicial 8, = 0 hasta una posion finalé, se obtiene

2. Marco tebrico h /
/v'dv’ = —Rg/sin o'dy’
Se considera un aro vertical de radio(ver Fig. 1) descrito o 3
por las ecuacioens para@tnicas 1
Raing 5(02—v§):—Rg(—cos9+1), (5)
xr = Sin
y = R(1 — cos®). (1) obien,
2 _ .2
Se requiere determinar la rapideznimav, con la que v =, —2Rg (1 - cos0). (6)

una esfera de masa debe lanzarse para dar una vuelta com-
pleta en el aro vertical. Ahora, al sustituir la Ecl@) en 3) y despejando &'y se
La Fig. 2 muestra el diagrama de cuerpo libre para la esabtiene
fera en una posion arbitrariad. Las fuerzas que agan son
el peso, /W = mg, la fuerza normaFy y la fuerza de fric-
cibn modelada com¢ = uFy, dondey es el coeficiente de
friccion cirética.
De acuerdo con la segunda ley de Newton expresada (Tgf

FN:mgcosf)Jr%(vff2Rg(1fcos,0)). @)

La esfera permaneceen el aro vertical siempre y cuando
uerza normalFy sea distinta de cero; en caso contrario,

coordenadas tangencial y normal, se obtiene

dv

YF, = —mgsinf — uFny = mv—,
ds

2

si la fuerza normal se hace cero; la esfera pérdécontacto
con la trayectoria circular y carAl suponer que esidti-
mo caso ocurre en el puntd, por consiguientd’y p = 0, la
coordenada angular € = 7 rad y la rapidez inicial para

muv L, .
SF, =Fn —mgcosf = 3) alcanzar el puntd® sea v, = vp. Al sustituir estos valores

R en la Ec.6) se obtiene
C ¢ ¢ mg = % (UIQD + 4Rg) , (8)
n n
| FN y entonces se verificatilmente quep es
0 _  maNg/ma,
= vp =+/5Ry. €)
f=rE

0 Por lo tanto, la rapidez de entradga para que la esfera
W=Tl’lg complete una vuelta en el aro vertical debe ser mayor que
vp, €sto e, > vp. Este resultado es independiente de la
FIGURE 2. Segunda ley de Newton en coordenadas tangencial ynasa de la esfera y puede obtenerse tamte manera muy
normal para una esfera de masan una posidn arbitrariad. sencilla aplicando la conservaaide la enefige me@nica.
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2.2. Solucon exacta con friccon py # 0
La Ec. 12) es una ecuaon diferencial lineal ordinaria

La situacon general que considera la presencia de Bitci e se resuelve al multiplicar ambos lados de la edugmor
entre la esfera y el aro se descrlbe en las Ecs. (2-3). A party] tactor integrante2?, a partir de lo cual se obtiene
de estas ecuaciones y de la exgragiara un elemento dife-

rencial de longitud de arcds = Rdf, se obtiene la siguiente d ;9.0 20l 1 -
ecuachn diferencial: a0 (€¥%2) = ~2Rge®” (sinf + prcos) . (13)
2
. muv 1 dv . i . .
—mgsind — p | mgcosf + )T ™R (10) A continuacdn se separan variables y se integra respecto
. i af, ad el resultado es
Es importante comparar las Ec. (4) y (10fese 6mo se
incrementa notablemente la complejidad de la ecuredife- ) 2Rge2n?
. . - uo ., _
rencial a resolver. En particular, la Ec. (10) se puede escribir e e=- 42 + 1
como ) ]
dv ) x [(2p* — 1) cos O + 3usinf] + C,  (14)
7 i —pv — Rg (sinf + pcos@) v, (12)

dondeC es una constante de integi@tique se calcula a par-

la cual tiene la forma de una ecuakide Bernoulfi con tir de la condiobn inicial z|s—o — Ug y tiene el valor

n=—-1yv=uv(0).

Al definir z = v2, multiplicar la Ec. (11) poRv y reorde- 2Rg (2/42 _ 1)
nar, se obtiene C=v24+— —— (15)
I 4p? +1
— +2uz = —Rg (sinf + pcosh) . 12
o 9 K ) (12) Al sustituir C en la Ec./[14) y despejar & = v? se obtie-

| ne

2Rg (2p% — 1 2
z=02 =2 lvs + 94152[:_ 1 )1 - 4u2Ri T [(21® — 1) cos 6 + 3psin 6] (16)
O bien,
_ 2Rg (212 — 1) 2Rg .

v= \/e 2u0 [vg + 211 Tt [(2u2 — 1) cos B + 3usin 6] 17)

Al sustituir la Ec. [L6) en [3) se obtiene,

2Rg (2p% — 1 2

Fny =mgcost + % e 210 [vg + 94!3;1 1 )] — 4M2R—|g— T [(24® — 1) cos O + 3usin ] | . (18)

Al igual que en el caso cop = 0, la esfera permane-
cerd en contacto con el aro vertical siempre due # 0. Al Notese que la rapidez sigue sin depender de la masa de la
suponer que la esfera cae justo cuando llega al pbnesto  esfera, no obstante, depende del coeficiente dedriccdel
significa queFyp = 0, la coordenada angular s = rrad  radio del aro.

y la rapidez inicial para alcanzar el purtsseav, = vp. Al Por lo tanto, la rapidez de entradgpara que la esfera
sustituir estos valores en la E8 se obtiene complete una vuelta en el aro vertical debe ser mayor que
vp, esto es), > vp.
_ M _our Se puede verificaétilmente que si. = 0, la Ec. (L8) se
mg=—|e .
R reduce awp = /bRy, que es el resultado para el caso ideal

cuando se desprecia la frioci.

2Rg (2% — 1)
vp 42+ 1

2Rg(2p — 1
+ Z(Q“ . )>. (19) _ ]
et 3. Experimento y comparacbn con resultados

Despies de manipular matéaticamente la ecuam an- teoricos

terior se obtiene En la presente sedm se compara la rapidez de la esfera ob-

R tenida a partir de la soluzn exacta del modelo damico del
p = \/ 5 g (—4p? + 3e2#m + 2). (20)  aro vertical con fricddn (Ec. (L7)) con la rapidez obtenida de
4p+1 forma indirecta a partir de mediciones de la pdasicangular

de la esfera como funin del tiempo.

Rev. Mex. 5. E 18, 020204



h=0.81 m

R=0.142 m

FIGURA 3. a) Configuradn experimental general. b) Configura-
cion experimental para medir el tiempo en las posiciofies
0°,120°,240° y 360°, notese quéinicamente se utilizan tres foto-

puertas para esta configuraci

3.1. Experimento

R. CORTES-MALDONADO, M. C. GOMEZ-CONDE, C. BUENO-AVENDAO, Y J. F. CASCO-\ASQUEZ

TABLA |. Tiempo medido en cada posici anugular.

Posicbn Posicbn Tiempo

angular angular medido

(grados) (rad) (s)

0 0 0.365

45 w/4 0.388
90 w/2 0.449
120 /3 0.466
135 3r/4 0.478
180 T 0.571
225 5r/4 0.599
240 4/3 0.646
270 3r/2 0.656
315 Tr/4 0.685
360 2r 0.735

por ejemplo, en la configuram experimental de la Fig. 3a
se puede medir el tiempo para las posiciofies 0°, 9C°,
180°, 225° y 360°. En el caso del panel b) se puede medir el
tiempo para las posicionds= 0°,120°, 240° y 360°. En to-

tal se utilizaron cinco configuraciones experimentales distin-
tas para las fotopuertas B, C y D para medir el tiempo en las
posicioned) = 45°,90°,120°, 135°, 180°, 225°, 240°, 270°

y 315°.

En cada configuraon, el lanzamiento de la esfera se ha
realizado 15 veces, siempre sincronizando el inicio de la me-
dicion en la PC con el lanzamiento manual de la esfera. Las
mediciones se verificaron de modo que los tiempos medidos
no cambiaran @s de 0.02 segundos. Posteriormente, se pro-

Las mediciones experimentales se realizaron con una esfefaediaron los 15 valores de tiempo medidos en cada fotopuer-

de masan = 0.067 kg y diametrod = 25.5 mm. La esfera

ta (posicon) para obtener los valores motrados en la Tabla I.
La Fig. 4 muestra en puntos negros los datos experimen-

se suelta desde el reposo a una altura 0.81 my pasa a
traves de un aro vertical de radi®o = 0.142 m.

La Fig. 3 muestra el montaje experimental que permi-
te medir la posi@n de la esfera como furém del tiempo.

Coordenada angular

tales, columnas dos y tres de la Tabla |, con sus respectivas

Para esto se han utilizado sensores infrarrojos (fotopuerta ¢ 6-
photogate) de la marca Vernier y una PC con el softwa-

re ScienceCube, disponibles en el laboratorio deck del 5 de 4to grado .
TecNM/I.T. de Apizaco. La fotopuerta produce unéaleen :
estado alto cuando la luz infrarroja pasa liboremente del emi- 4 .

sor al receptor, mientras que produce urisasen estado bajo g
cuando se obstruye el paso. Para medir el tiempo durante € § 3
cual la esfera pasa por una po8itiespeffica, se conside- =
ra el punto medio entre la Bal de estado alto y la Bal de
estado bajo de la fotopuerta.

La fotopuerta A se conecta directamente a la PC, despu
a partir de A se conectan en serie las fotopuertas B, Cy D. De

e Experimento
Ajuste polinomial

R°=0.986

Residuos

=3
[N

o
o

=3
N

04

0.0

15 3.0

45 6.0

acuerdo con el fabricante, elimero néximo de fotopuertas
en este modo es de 4.

La fotopuerta A se mantiene fija #n= 0°, posicbn que
coincide cord = 360°. Las fotopuertas B, C, y D se ajustan

04 0.5

tiempo (s)

de modo que se puedan ubicar en distintas posicionds. AFIGURA 4. Experimento.
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Rapidez y Fuerza normal experimental vuelta. En el intervald0.39, 0.89] la rapidez exhibe un com-

1.0 portamiento creciente, hasta alcanza6®B % de su valor
/ inicial en(0/27) = 0.89. La rapidez vuelve a decrecer en el
0.8- viv, 4 intervalo[0.89, 1]; al finalizar la vuelta, la rapidez correspon-
de solo a1 % del valor inicial.
—F/F,, La fuerza normal en la entrada del aro vertical se deno-
0.6+ ta porF,,,. En comparadin con la rapidez, la fuerza normal
exhibe un comportamiento decrecientéspronunciado en
044 el intervalo de(f/2x) = 0 hasta(d/27) = 0.41, en don-
de ocurre el rmimo local con eb % del valor inicial. En el
intervalo[0.41,0.92] la fuerza normal crece hasta uraxi
0.2 mo local ubicado eil¢/27) = 0.92, despés de este valor la
fuerza normal decrece nuevamente hasta finalizar una vuelta
00 con el40 % de su valor inicial.
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0/21 3.2. Predicciones téricas

FIGURA 5. Rapidez y fuerza normal experimental. La Fig. 6 panel a) muestra la rapidez de la esfera obtenida

a partir de las Ecs/1{) y (22). La rapidez inicial para la

barras de error, que no superan el valotte02 s en el tiem- § . o X
Ec. (17) se ha ajustadoa, = 1.1vp Y el coeficiente de fric-

po y +0.05 rad en elangulo. Para continuar el alisis es
necesario realizar un ajuste que permita conocer la [@osici

angular como funéin del tiempod = 6(t). Al considerar 10 Rapidez
la presencia de la fricon, ademas de que el aro donde se TN ' ' ' '
realizaron las mediciones no es una circunferencia perfecta, 1 \'\ a)
sino una elipse con ~ 0, se tiene que la dependencia an- 0.8+ 1
gular de la rapidez exhibe al menos un punto de inflexi 1
[11]. Por lo antes mencionado, se selec6iom ajuste poli- 0.6 S = S
nomial de cuarto grado con un coeficiente de determimaci .o ] /,/
R? = 0.986 (curva en color rojo), S 0.4 Tna AT
O(t)= — 654.4t* +1574¢> — 1382t 4+ 539.7t — 77.75. (21) {- - - - Solucion exacta (Ec. 17)
0.2 Experimento (Ec. 22) §
El recuadro de la Fig. 4 muestra laafica de residuos pa-
rad. Los residuos exhiben un comportamiento aleatorio, esto Al
indica que el modelo es fiable. o _ 0.0 012 014 Of6 0i8 10
La rapidez de la esfera en cualquier instante de tiempo se
determina &cilmente como, 0/2n
do Fuerza normal
v=R— = R(—2617.6t>4-4722t% — 2764t +539.7), (22) 1.0 ——
b)
a esta ecuaon la Ilamamo_s'ap|dez experlmenta!_a fuerza 084 -~ - - Solucién exacta (Ec. 18)
normal experimentade obtiene de manera sencilla como 3 |
2 do\2 0.6+ % Experimento (Ec. 23 .
Py =m? = Fi) @) & v =e 2
R R ~ 5 -
- e : - 044 B ===
La Fig. 5 muestra las éficas para la rapidez y fuerza nor- %
mal obtenidas a partir de las Ec82¢23), en el intervalo de \\
tiempo [0.365, 0.735] de segundos con pasos de 0.001. Am- 0.2+ N 1
bas gaficas estanormalizadas con su correspondiente valor N
inicial. 0.0 S : :
La rapidez de la esfera en la entrada del aro vertical es 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
v,. Se observa que este valor decrece a medida que la esfer: 0/2m

recorre la trayectoria circular en el intervalo @27) = 0
hasta(6/27) = 0.39, en donde ocurre unimimo local con

FIGURA 6. a) Rapidez exacta y experimental. b)Fuerza normal

el 33% de su valor inicial, poco antes de completar mediaexacta y experimental.

Rev. Mex. 5. E 18, 020204
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cion cirética au = 0.12, de manera que estos valores permi- 10 Rapidez
ten reproducir cualitativamente lossultados experimenta- : ' ' ' '
les Se observa que el error entre la faoy el experimen- a) M:O
to se incrementa de forma exponencial en el intervalo de 0.81 1
0 < (#/2m) < 0.3, alcanzando el valor &ximo de21 % en ]
(0/2m) ~ 0.3. En el intervalo0.3 < (6/27) < 0.5 el error 0.6 _
decae notablemente, de tal modo quégn< (0/27) < 1 oo p=0.2
el error es menor al %. Tamben se puede observar que S

. . - P . 0.4 - .
existe una diferencia ddl0 % entre la tedia y el experi- 0.4
mento para el valor mimo de la rapidez y para la ubica- y
cion del Mismo(vexp /Vo.exp) = 0.43, (Vteo/ Vo teo) = 0.33 Y 0.2+ 1=0.8 =0.6
(Bexp/2m) = 0.4, (bieo/2m) = 0.5, respectivamente. n=1.0

El panel b) de la Fig. 6 muestra la fuerza normal obteni- 0.0 e ——
da a partir de las Ec<18) y (23). Puede observarse que el 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
error entre la teda y el experimento tamén se incrementa 0/2m
exponencialmente en el intervalo fe< (0/27) < 0.2, el P —
valor maximo es deR1 % y ocurre en(f/27) ~ 0.2. En el 1.0 — T
intervalo0.2 < (6/27) < 0.5 el error disminuye de forma b)
considerable y ef.5 < (6/27) ~< 1 el error es menor al 0.8- n=0, _
7%. En este mismo panel, se observa que el valorimo
de la fuerza normal es del mismo orden de magnitud para el
experimento y la teda y que su ubicadn tambeén difiere en W 0.8 i
10 %. ~ 1=0.6
El origen del error observado en lasaficas téricas y W 044 Y

experimentales de la Fig. 6, se atribuye a que el aro donde se 1 H=0-8 “:0'2-
realizaron las mediciones no es una circunferencia perfecta, 0.2 ]
sino una elipse coa~ 0. Se ha reportado que en trayectorias ] H:0-4_
elipticas horizontales y verticales la rapidez preseriia de 0.0 u=1.0
un punto de inflexin, de manera que el primero puede ocurrir 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
en(6/2r) < 0.5 [11]. 021

Por otra parte, si considera al coeficiente de féin@omo
un paametro independiente, cuyo valor nérico esa deter- g yra 7. Comportamiento de la rapidez para diferentes valores
minado por los materiales involucrados en el sistema, resulie| coeficiente de fricéin cirética.
ta de inteés analizar las prediccione$teas del comporta-
miento de la rapidez y la fuerza normal obtenidas a partir dauevamente a esta paté/27) > 0.65, adenas, en es-
la Ec. {L7). te intervalo la amplitud del Bximo presente en la segunda

La Fig. 7 muestra estas predicciones para valores prosuelta ha disminuido notablemente y el valor final de la ra-
puestos de: entre 0 y 1 en intervalos de 0.2 (ver panelespidez decae hast €% del valor inicial. Finalmente, para
ay b). Para el caso sin fri@am, u = 0, la rapidez y fuer- ;> 0.8y (§/27) > 0.35 la fuerza normal es cero y la es-
za normal tienen su mimo justo en la mitad de la vuelta, fera pierde contacto con la trayectoria, sin embargo, coatin
adends, su valor final coincide con el valor inicial, como esmoviéndose en seniiculo con una rapidez constante hasta
de esperarse. Paya = 0.2 la rapidez y fuerza normal fi- (6/27) > 0.95, en donde cae hasta tocar el suelo.
nal disminuyen dasticamente hasta ¢1 % y 25 % de su va-
lor inicial, respectivamente. A medida quese incrementa,
la rapidez y fuerza normal final continuan disminuyendo, de4. Conclusiones
modo que para = 0.4, la rapidez final ha decaido hasta el
19% de su valor inicial y la fuerza normal hastalél%. En  En este trabajo se ha presentado ekliais teérico-
ambos casos, elimimo de la rapidez y fuerza normal ocurre experimental sobre la dimica del movimiento de una esfera
en(6/27) = 0.5. En este punto se observa que a pesar de lgue se mueve en una trayectoria circular vertical con fiicci
disminucbn en la rapidez, la esfera no pierde contacto con l&n el estudio térico, a partir de la segunda ley de Newton, se
trayectoria circular. Adeas, se puede observar que €lxin  establed una ecuadin diferencial de Bernoulli para obtener
mo presente en la segunda mitad de la vuelta disminuye da rapidez de la esfera a lo largo de la trayectoria circular. En
amplitud y se observa un corrimiento a valores menores del estudio experimental, se obtuvieron la rapidez y fuerza nor-
(8/2m) a medida que el valor decrece. Para = 0.6, enel  mal de la esfera de forma indirecta, a partir de mediciones de
intervalo0.4 < (6/27) < 0.65, larapidez es tan peqd@que  la posicbn de la esfera como furém del tiempo. Los resul-
la esfera pierde contacto con la trayectoria, incaipdose tados experimentales muestran que la féiocproduce una

Rev. Mex. 5. E 18, 020204
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dismunicdn del40 % y 60 % del valor inicial para la rapi- Agradecimientos
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