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Se presenta un @odo en tiempo para aproximar la sofutide una clase de sistemas de ecuaciones no lineales dlifger, el cual
conserva la potencia de cada componente y el Hamiltoniano del sistema de manera exacta. Para la discespaa@l se consideran
formulas exdkitas y compactas de diferencias finitas, ambas de cuarto y sexto orden; sin embangdbas de mayor orden tandpi
podiian ser utilizadas. La&tnica para avanzar en tiempo se basa en una modificeel esquema conservativo de Crank-Nicolson, la cual
se aplica de manera secuencial a cada una de las componentes del campo vectorial. La éonderacinvariantes discretos y el orden
de convergencia del @odo se validan por medio de una serie de experimentoémtos utilizando diferentes potenciales no lineales.

Descriptores: Sistemas de Sc@dinger no lineales; conservaai de potencia y eneii@ métodos conservativos; diferencias finitas de alto
orden.

A time method to approximate the solution of a class of nonlineardsithger systems, which preserves the power of each component and the
Hamiltonian of the system exactly, is presented. Spatial discretizations based on fourth- and sixth-order explicit and compact finite difference
formulas are considered; however, higher order formulas could also be used. The time advancing technique is based on a modification of ¢
conservative Crank-Nicolson scheme, which is applied sequentially to each of the components of the vector field. Conservation of discrete
invariants and order of convergence of the method are validated by means of a series of humerical experiments using different nonlinear
potentials.
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1. Introduccion 1,...,J,J > 1, del campo compleja = (v1,...,1;) :

Q = (a,b) — C’, satisfacen el siguiente sistema de ecua-
La ecuacdn de Schidinger no lineal es una de lasam ciones no lineales, en el dominio espacio-tienfpob) x
importantes en la méoica céntica. Esta modela diversos (0, 77,
fenomenos fsicos no lineales como, propagacide haces

. 2.0y
opticos con diferentes tipos de no linealidades, condensa- Z% - ,Jj% —fi ([ s P vy, )
dos de Bose-Einsten, redes de transonisio lineal, fsica ot P
de plasma, entre otros [1-4]. Debido a la variedad de aplicon condiciones petlicas. Se asume que para cgda=
caciones fkicas, sistemas de ecuaciones de &tihger no 1, ... J |a constante de dispetsi o; € R;y la existencia

lineales fuertemente acopladas, han sido estudiados desgg una fundn F : R — R tal queVF = (f;).
finales de la dcada del sesenta y se han convertido en in- Para poner el presente trabajo en contextoy sin pretender
terés de estudio para muchos investigadores. Por ejemplo, @@cer una revish de literatura exhaustiva, repasamos breve-
Ref. [5] se deriv un modelo para varios paquetes de onda quenente algunos trabajos relacionados exclusivamente con
interactian en un sistema conservativo, en Ref. [6] se intrometodos nuréricos diséados para sistemas de Satinger
dujo el bien conocido sistema de Manakov que modela soling lineales(). Si bien es cierto que @todos como el de el-
tones electromagticos en fibra birrefrigente, en Ref. [7] se emento finito dasico, elemento finito discontinuo,&tedos
estudian sistemas que describen diferentes tipos de solitongspectrales yécnicas basadas en B-splines han sido ampli-
opticos y en Ref. [8] se estudian nénitamente problemas amente utilizados para la discretizatidel operador difer-
que surgen en la damica deaser ultrarapida. encial de segundo orden, debido a la sencillez de su formu-
En este trabajo se desea aproximar de manera precisal&ion e implementadin, el nétodo de diferencias finitas es
solucbn de este tipo de sistemas, reproduciendoérica- uno de los preferidos. Su derivaoirequiere el conocimiento
mente algunas propiedaddsiéas, principalmente, la con- de pocas herramientas matioas, principalmente el Teore-
servacbn de ciertos invariantes. Las componentgs,—= ma de Taylor. La@rmula de diferenciabn central chsica
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para la segunda derivada ha sido empleada en [9-17]. Stor Field” y “Hamiltonian Boundary Value”, fueron recien-

embargo, como es bien sabido, estalagamente de se-
gundo orden. Para obtener mayor prdmsiaproximaciones

temente analizados por Korgj al, [30] y Sonet al., [31],
respectivamente. Esquemas rarnos que conservan local-

de alto orden en espacio deben ser empleadas. Por ejempente la potencia y el momentum, fueron desarrollados por
lo, aproximaciones de cuarto y sexto orden en espacio habaiet al, [32].
sido utilizadas por diversos autores [18—22]. Estas se basan La dificultad del problema, desde un punto de vista

en formulas de diferencias finitas centralegsitas y drmu-

numérico, estriba en la conservani de ambos invariantes

las compactas de alto orden cuyo objetivo principal es la ddiscretos de manera eficiente. En [33], Castillogni&z, uti-

obtener una matriz de discretizanicon el menor eshcil

lizando discretizaciones espaciales de alto orden basadas en

posible; por ejemplo, para cuarto orden es posible general método “Local Discontinuous Galerkin” (LDG), presen-

formulas cuya matriz es tridiagonal; a diferencia détafu-

taron un esquema que conserva la potencia de cada compo-

la clasica de mismo orden, cuya matriz correspondiente esente y el Hamiltoniano del sistema en premisile naquina.

pentadiagonal.

Un ardlisis de convergencia fue presentado recientemente

El sistema modelal) satisface varias leyes de conser- por Aguilera, Castillo y @mez [34], para un sistema de

vacion, siendo la conservami de la potencia de cada compo-

nente [2g) y del Hamiltoniano (eneig) del sistema2b), de

Schibdinger con potencialibico, utilizando diferencias cen-
trales para la aproximamn de la segunda derivada. Esjfiec

las mas relevantes. Estos invariantes se definen formalmentamente, se demoétgue para este problema nuestréetm

de la siguiente manera

b
%@):/ﬂﬂmm%x i=1,....J (a)
b
1({< O 2
H(t) = 5 2:/é4§%@¢)dx
=17

(1w, 0F) x|, (2b)

b
,ﬁw

dondefv|” := (Juaf*.....[v[*).

La conservadin de los aalogos discretos de estos in-

variantes es de vital importancia en el disede esquemas
numéricos para la aproximam de la soludin de sistemas

do hkasico converge de orden+ h?; donder y h son los
parametros de discretizam temporal y espacial, respectiva-
mente. Aderas se desarrollaronétodos de orden? + h2 y
74 4+ h? basados en la composgici de esquemas temporales.
Asumiendo que la solugh del problema posee suficiente
regularidad, una forma eficiente de obtener mayor pr@tisi
consiste en utilizar aproximaciones de alto orden en mallas
no muy finas. Esto fue claramente evidenciado en los experi-
mentos nuraricos presentados por Castillo p@ez [33, 35]
para sistemas de una y varias componentes, usando aprox-
imaciones polinomiales de alto orden. Motivados por estas
ideas, en este trabajo se extiende el esquemariconpre-
sentado en [34] a discretizaciones de diferencias finitas de al-
to orden. Aderas ilustramos nuBricamente la conservaci
de ambos invariantes para diferentes potenciales, como por
ejemplo en el caso de saturaei El esquema propuesto posee
las siguientes propiedades:

de Schaédinger no lineales, no solo por tratarse de cantidades a) La conservadin de los aalogos discretos de la po-

de inteés fisico, sino que adeas estintimamente relaciona-
da con la estabilidad y convergencia dedtodo. Adenas los
esquemas conservativos resultaasnapropiados para simu-
laciones en largos piedos de tiempo.

Motivados por el concepto, introducido por Bridges y Re-

ich [23], de nétodo multi-simpéctico; es decir un esque-
ma que preserva el alogo discreto de la simplecticidad

de una ecuadbn Hamiltoniana en derivadas parciales, diver-

sos esquemas han sido propuestos. La discretizaa pun-

to medio en tiempo y en espacio, conocida como esquema
de Preissman fue considerado, por primera vez, por Sun y

Qin [24], para un sistema de Séldinger no lineal de 2 com-

ponentes y luego por Aydin [25] para un sistema de 3 com-
ponentes con potencialibico. Esquemas conservativos se-

mi explicitos derivados del &todo Euler-Box fueron adap-

tados por Cai [16] a sistemas de dos componentes. Esque-

mas basados en una descompa@sianulti-simpkctica lin-

tencia y del Hamiltoniano es garantizada utilizando un
barrido de tipo Gauss-Seidel no lineal en las compo-
nentes del campo. Como consecuencia, el sistema no
lineal global se descompone en sistemas no lineales de
menor tam#ao.

b) Aproximaciones de alta precisi son obtenidas com-
binando brmulas de diferencias finitas de alto orden
para la discretizadbin espacial yécnicas de composi-

cibn de esquemas en tiempo.

La discretizadn del €rmino no lineal se basa en la es-
trategia presentada por Delfour, Fortin y Rai8], de-
notada por DFP, la cual es independiente détmfila

de diferencias finitas utilizada para el operador difer-
encial de segundo orden.

c)

El articulo esh estructurado de la siguiente manera: en la

eal y un operador no lineal han sido propuestos por diverSec. 2 se presenta un breve repaso de la debivalg brmu-

sos autores [26—29]. La combinanide brmulas compactas

las de diferencias finitas de alto orden. En particular, se dis-

de diferencias finitas de cuarto orden con los esquemas deite unaécnica para generabfmulas impicitas de alto or-

avance en tiempo, conocidos en ieglcomo “Average Vec-
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METODO CONSERVATIVO DE DIFERENCIAS FINITAS DE ALTO ORDEN PARA UNA CLASE DE SISTEMAS. .. 3

la Sec. 3y las propiedades de conseiasion analizadas en Denotando pob; la aproximaddn dev)” (x;), se buscan
la Sec. 4. Algunos detalles generales sobre implemémtaci los coeficientesy;, j = 1,..., Ly a,b de tal manera que
son discutidos en la Sec. 5 y la validacinunerica del es-

. L
guema se ilustra en la Sec. 6.
> ajdi; = adpe) (w:) + by (z;), conag = 1. (4)
. . _ 3=0
2. Diferencias finitas de alto orden ) N _ _
En notacbn matricial, este sistema se reescribe como

Formulas de diferencias finitas para aproximar las derivadas

de una fundn se obtienen, por lo general, manipulando di- A(6;) =D (¢¥(z;)), dondeD =alg+bA;. (5)
rectamente desarrollos de Taylor. Es bien sabido que dichas o . )

formulas pierden localidad a medida que se aumenta el o €S Una matriz sigtrica circulante, cort. + 1 diagonales,
den de precigin, lo cual tiene un impacto negativo en el €N la cual todos los elementos de su diagonal principal toman
rendimiento de un esquema nérito debido al aumento €l valorde 1,

en el costo computacional que conlleva la evaloaiel
operador diferencial discreto en cada paso de tiempo. Con
€l propbsito de SO"’.e”taT est(? problema, dlversasr_ncas Cuandoa; = O paraj = 1,...,L, A se reduce a la matriz
para generar aproxmagqnesamcompactas han sido de- identidad,,, y se dice que ladrmula es exptita. Por el
sarrolladas. En esta seonj se repasa brevemen@e un mar-.. o rario, sia; # 0 paraalgnj € {1,...,L}, la formula

co general para generar aproximaciones de derivadas me(i'é dice ser imjitita. Si bien es cierto que las aproximaciones
ante brmulas de diferencias finitas de alto orden, presentadg pueden obtenerse calculando la matkiz :— A—!D, es-
por Lele [36]. Nos enfocaremos, particularmente, en aquellas. requiere del conocimiento exgito deA—i el cual I’,]O se
diseiadas para la segunda derivada. A diferencia declaica tiene en la pactica.

tradicional, el procedimiento es de aater global, es decir,

involucra de manera imfgita todos los nodos de una malla Para unL fijo, los coeficientes deben satisfacer ciertas
- condiciones de ordedptimo, las cuales se obtienen a partir
del dominioQ2 = (a, b).

) . . del desarrollo de Taylor del error de truncami efinido
Sea7;, una discretizadn def2 por medio de una malla Y efited

. ) or
de M + 1 puntos uniformemente espaciados P

A= Cirec(l,a1,...,a1,0,...,0,ar,...,a1) (6)

L
Th=Aa=w<...<xm=bl T = ) gt (wixy) — (a3 (i) + b330 (1)) . (7)
j=0

dondeh = (b —a)/M = xj41 —x; paraj =0,... M — 1.
Los operadores discretosasicos para la segunda derivada segn este trabajo, se asuiit = 2 por lo que las condiciones

denotan por de orden se reducen a tres:
1
Sh () = 7z (W (@io1) = 20 (20) + 4 (zin1))  (33) 1) a+b = 142a;+2a
1 _ 4!
Sp (i) = 12 W (@iz2) = 20 () + ¥ (zis2))  (3D) 2) a+4b = o (a1 +4daz)
Puesto que se consideran condiciones de bordédiesis, el 3) a+16b = 6! (a1 + 160r2)
nodozx, se identifica con el nod®,,; por lo tanto, las ma- 4!

trices A y Ay asociadas a los operadores discréfbg d,,  para unadrmula de orden 4, las condiciones 1) y 2) deben
respectivamente, son satmicas y circulantes. Utilizando la cumplirse, lo cual resulta en una familia descrita por 2

representadin compacta de una matriz circulante parametros. Consideramos las siguientesiulas de orden 4
Co ¢t ... CM-2 CM-1
. 4 1
cM-1 Co €1 . CM—2 ° ar=ay =0, a= 3’ b= —3 (8a)
CZ.TC(C(),...7CM_1)I: ) 12
. . 0412—,0@:07 a:—’b:()_ (8b)
Cs YT e e 10 10
€1 €2 ... CM-1 Co La segundadrmula es imgkita; y a diferencia de la primera,
se tiene es lalinica Brmula compacta de cuarto orden, en la cual am-
bas matricesA y D son tridiagonales; lo que es extremada-
Ay = %C@rc ( -2 100 ... 00 1 )’ mente ventajoso desde el punto de vista computacional.
h Para obtenerdrmulas de orden 6, las tres condiciones
1 . . S i
A= —Cire( =2 01 0 ... 0 10). deben cumplirse por lo que se obtiene una familiatdmt

4h? las que depende de un solo @aretro. Desafortunadamente,

Rev. Mex. Fis. H9010205
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las condiciones de orden no permiten construir imefila  no lineales de Scbdinger con operadores diferenciales frac-
para la cual ambas matricesy D sean tridiagonales. Por cionarios.
ejemplo, en la siguientédfmula compacta de orden 8,es Desafortunadamente, la aproximatidada por la expre-
tridiagonal, mientras qu® es pentadiagonal sion (10) no puede ser aplicada directamente en el caso de
12 3 sistemas.{ > 1). Sin embargo, si en cada paso de tiem-
iR a =17 b= iR po, el problema global se descompone de manera secuencial
en sub-problemas asociados a cada una de las componentes
La simetia del operador diferencial discreto es de Vita'de| campo, se obtiene unatodo gue conserva ambos invari-
importancia para garantizar la consergaaile los invariantes  antes: potencia y endey Esta es la idea fundamental del es-
discretos. A continuabn probamos esta propiedad. quema propuesto en las Refs. [33, 34], la cual presentamos a
Proposicion 1 Asumiendo quel es una matriz no singular, continuacdn. La aproximadin del campol = (v;) € C/
entonces\;, es singtrica. en el tiempa,, se almacena en la matnk™ ¢ CM>/ para

Prueba.Puesto que el espacio de las matrices circulantes éQdO_T,”' =0,....,M—11a fila Yl repre_sgnta la aprox-
un anillo conmutativo [37]A conmuta con las matrices,  'Macon d?fl’(mmv(t_ng)- ParaMyxzj 0,...,J definimos las ma-
y Ay y por lo tanto conD. Luego, trices auxiliareal V") ¢ C

. o = ag =0, (9a)

AT'DA=A'AD=D <+ A 'D=DA". wr J=0,
SeaA* la adjunta deA, utilizando el resultado anterior y la |:\I,n+1 ontlgn 7 } P J-1
simetia deA~!y D se tiene (1) (rg) = (x+1) (] J= ’
i= (A7) =D (47) = DA~ = A, e =

O las cuales son utilizadas exclusivamente para la desgnipci
del método, pero no en su implementaei Adenas, para
3. Discretizacbn en tiempo i=1,...,J,seaN}' := (7)5#") € CM el vector auxil-
iar cuya componenta: est definida por

Para garantizar la conservanidel Hamiltoniano a nivel dis-

creto es necesario tratar @rmino no lineal de manera es- P ()\fl(j’") 2) o (’\fl(jl’”) 2)
pecial. En la Ref. [33], Castillo y &mez extienden a sis- ) (m,*) (m,*)

temas de tipold) la tecnica (DFP) presentada por Delfour, m ~ = ot 2 p) - (12
Fortin y Paye [9] para una ecuamn dibica de Schirdinger; "P(m,j)‘ - ‘I’?m,j)‘

la cual a su vez fue propuesta originalmente por Strauss y
Vazquez [38] para una ecuéaaino lineal de Klein-Gordon.
Sear el incremento en tiempo, el cual se asuar@pnstante.

m,j

Cuando‘tpz’glj)‘ ~ "IIEL .)‘ esta se define simplemente co-

mo
En cada tiempo discretg, = nr y nodoz,, € 7y, la tecni-

ca DFP utiliza la expreén del potencial no lineak'(-) en Gim) OF (1= (im) |2 T

la discretizaddn del €rmino no lineal. Esta se define de la 7" = 7 <"I’(n’1,*) ) =/ (’\Il(m,*) ) - (13)

siguiente manera

Esta notadn refleja la idea fundamental del esquema prop-
) uesto, la cual consiste en realizar una barrida de tipo Gauss-

F (o) - F (el

N () = [t |2 — |apm |2 ’ (10) Seidel en lag/ componentes del campb. La aproximadn
) . de la componentg + 1 se obtiene a partir de la infor-
y puede interpretarse como una aproximaci de  macpn recén calculada de las componentes. ., j. Sea

%—? (\\If”|2> = f (\\If”|2>. Para potenciales de tipo polino-
mial, el operador discretd’, (-) puede simplificarse con el fin
de evitar el problema nu@nico conocido como cancelaci

A, = A~ D la matriz asociada a una discretizacide alto
orden de la segunda derivada obtenida de acuerdo a [8)Ec. (
utilizando los vectores, definidos para cualquiet N, por

catastofica, el cual puede ocurrir cuando el denominador es

relativamente muy peqtie en precigin de naquina.

La técnica DFP tamléin ha sido utilizada exitosamente
en combinadn con nétodos de elemento finito. En la Ref.

[39] Sanz-Serna preséntin aralisis de convergencia para el
método de elemento finito&sico aplicado a una ecuéanide

1
n .__ n+1 n
0 Uj = — (‘I’(w‘) - 'I'(*,j)> ; (14a)
n+1/2 1 n+1 n
v o (\I:(*J)+\I:(*,j))), (14b)

Schibdinger deérmino no lineal general; y recientemente, ely el producto Hadamard, un paso en tiempo del &odo

método LDG fue considerado por Castillo Yo@ez [40,41]

propuesto, el cual saidenotado po® . (-), se escribe en for-

como discretizaéin espacial de alto orden, para ecuacionesna vectorial de la siguiente manera

Rev. Mex. Fis.
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Algoritmo 1: ¥+l = @_ (¥"),

1. wOn)  gn
/* Barrida Gauss-Seidel no lineal hacia adelante */
2.FOR j=1TO JDO

3. CalculeN7 utilizando (12)-(13)
4. Resuelva par@(," € CM:
i6, 20 =—0; AUV P N 0 Ui (15)
5.END-FOR
6. &t wl/n),
/* Barrida Gauss-Seidel no lineal haciagsr/

7.FOR j = J DOWNTO 1 DO
8. CalculeN] " utilizando 12)-(13)
9. Resuelva par@{."} € CM:

16,20 =—0; A UTE NI o w16
10.END-FOR

11,7+ e gO0ntD),

Avanzando con un incremento en tiempen lugar de
7/2, el ciclo FOR (Ineas 2-5) define un@todo conservativo,
denotado pop . (-), el cual posee las siguientes caréastier
cas:

1. El método conserva los afogos discretos de potencia
y enerda.

2. Para sistemas, es decir cuantlo- 1, la convergencia
en tiempo es apenas lineal. Se ilusiraunéricamente
que este converge de ordenuando se utiliza una dis-
cretizacon espacial del mismo orden.

3. Para un problema de una sola ecoacieste esque-
ma se reduce al @todo DFP [9], el cual es de orden

5

cuyos coeficientes{ﬂj}?z1 C R satisfacen ciertas condi-
ciones necesarias para alcanzar el orden deseado.

Las dos familias de Btodos de composimn mas cono-
cidas se deben a Yoshida [43] y a Suzuki [44]; esto debido
a que sus coeficientes pueden obtendisiriente de forma
explicita. Para obtener @todos de orden par arbitrario, estos
se definen de manera recursiva de la siguiente manera:

= Yoshida:

2k]

R AR SRR s

dondeY? .= &,y B = (2- 21/(2’“1))71, Bo

1—206.

= Suzuki:
2k+2] _ gl2K] [2K] [2K] [2F] (2F]
57[' I= 8517' OSﬁzT 08,337 © Sﬁz‘r © 8517"

dondes? := @,y B, = 3, (4_41/(2k+1))‘1'

Pz =1—4p.

No obstante, el iimero de sub-pasos de logtados de
Yoshida y Suzuki se vuelveapidamente excesivo en com-
paracon con el limero ninimo necesario para alcanzar el
mismo orden; por ejemplo el @odoe de orden6 en el
Cuadro | requiere solamenfesub-pasos mientras que los
métodos de Yoshida y Suzuki del mismo orden requiéren
y 25 sub-pasos, respectivamente. Por otro lado dichetem
dos no siempre son losan precisos entre aquellos con el
mismo rumero de sub-pasos, por ejemplo dtodox en el
Cuadro | es ras preciso que el @todo de Suzuki con el mis-
mo orden y imero de sub-pasoséase en la Ref. [45]. Los
coeficientes de algunos otrostndos de composizn para
ordenes espéficos se encuentran descritos en el Cuadro .

cuadatico en tiempo y en espacio, cuando se utiliza el

operador de discretd;, = Ay.

. El segundo ciclo FOR no es otra cosasmue el op-
erador adjunto en tiempo de. /»(-), ver la Ref. [42]

para la definiddn formal de este operador, de donde

o ¢-/2(-). Por lo tanto, se obtiene un
nvergencia cuédra en tiempo.

o (1) = ¢2{2(-)
esquema de co

La teoia de composi¢in de n&todos nuraricos para
ecuaciones diferenciales ordinarias permite desarroido-m

dos de alto orden en tiempo a partir de uktodo base

simétrico de segundo orden, manteniendo sus propiedades de

conservadn. Para una exposfm exhaustiva sobre este tipo
de nmetodos se sugiere consultar la Ref. [42].

En este trabajo consideramos una serie d@&tonos de
composicbn sirétricos de ordeds con2m — 1 sub-pasos,
de la forma

[2s]  _
@27fL—1 = (1)517'0' : 'O(bﬁ(mfl)TO(DBWLTO(PB(mfl)T .- '0@5177

Rev. Mex. Fis.

4. Conservacon de invariantes discretos

La motivacbn del presente trabajo es la de desarrollar un es-
guema nurarico que conserve los alogos discretos de la
potencia y de la enetg. En cada tiempg,, la potencia disc-
reta de la componentgy la ener@a global del sistema se
definen, respectivamente, por

Pin(tn) == [[®"(x,;)l7, (17a)
J
Hulta) == —h3 oy (M ) )
j=1
M-—1
~n Y F(19h,2), @)
m=0
HA9010205



6 A. AGUILERA, P. CASTILLO Y S. GOMEZ

TaBLA |. Coeficientes de algunosatodos siratricos de composion de orden 4y 6.

Ref. Orden Sub-pasos Coeficientes
[46] 4 5 Br= S5 3y = 328 gy = 1.
* [45] 4 5 /1 =0.28,

B2 = 0.62546642846767004501,
Bz =1=2(b1 + f2).

-1

[47] 4 7 B === (6 _ 61/3> ,
Bs=1—60.

o [43] 6 7 B1 = 0.78451361047755726382,

B2 = 0.23557321335935813368,
[z = —1.17767998417887100695,
Ba=1—=2(p1 + B2 + B3).

[45] 6 9 81 = 0.1867,
B2 = 0.55549702371247839916,
B3 = 0.12946694891347535806,
Ba = —0.84326562338773460855,

Bs =1—2(B1 + B2+ PBs+ P4).

donde, paratode = ((;) € CM, ||z||7 := hszzgl |Cj|2 es la segunda derivada. En nuestro caso, dicha propiedad fue

la normal, ;, enC*. Esta representa una vémsidiscreta de probada en la Proposan’l. [

la norma integral| - ||. Debemos resaltar dos aspectos impor—PrO osicibn 3 El método propuesto es estable en la norma

tantes: el primero es que ambas cantidades discretas intemzan P prop

emular las definiciones formales expresadas en las Egs. ( 2"

y (2b); y el segundo, es que Prueba.Esto es una consecuencia inmediata de la conser-
vacion de la potencia. O

b
_h <Ah\p'&’j);§[f&’j)> aproxima/‘%(%tn)ﬁ dx, 5. Aspectos computacionales

_ ) _ Para una implementam eficiente en aritética compleja,
sin embargo, esta depende claramente dérfadla de difer-  |os problemas no lineales escalares, las E&).y( (16), para

encias finitas utilizada. cada una de las componentes del cardpose resuelven
La siguiente proposibn resume las propiedades de con-mediante un ratodo semi-lineal. Esencialmente este tipo de
servacbn del netodo. métodos descomponen el problema original en una parte lin-

L ] _ _ . eal, la cual se trata de manera imefik y una parte no lineal
Proposicion 2 (Conservachbn de invariantes) Para el sis- gue simplemente se ev@ de manera exjita. Las princi-

tema(1) con condiciones de borde pédicas, el iétodo con-  pales caractésticas de este esquema son las siguientes:
serva

1. La alta eficiencia del esquema se debe, mayormente,
a no tener que ensamblar el Jacobiano @ehino no
lineal. Este simplemente se efraldirectamente.

= la potencia discreta de cada componente del campo
vectorial ¥; es decir, para cualquiej = 1,...,J Yy
n € N, se tieneP; ;,(t,) = P;»(0).

2. Considerando la posibilidad de una discretidadim-
plicita (A # I,;), los problemas no lineale$3) y (16)
se reescriben de la siguiente forma

= laenerda discreta del sistema; es decir, para cualquier
n € N, Hp(tn) = Hp(0).

Prueba. Puesto que se trata de urétodo compuesto es BU™ — CU" — AN G (\I,nJrl + \I/n) . (18)
suficiente mostrar que el &odo lasico, ¢-(-) posee las
propiedades de conservanideseadas. Sin mayor dificultad, donde

este resultado se obtiene empleando la mismeal de ra-
zonamiento realizada en la Ref. [34]. Esta se basa, funda- . .
mentalmente en la simérdel operador de discretizaai de B = 4iA+70D y C := 4iA—70D. (19)
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METODO CONSERVATIVO DE DIFERENCIAS FINITAS DE ALTO ORDEN PARA UNA CLASE DE SISTEMAS. .. 7

3. Para resolver el sistema no line&BJ, asociado a ca- = El calculo del vectorN™ se realiza reemplazando el

da componente del campo, se considera un esquema vector\fl?:’j1 en las expresioned?) o (13) porz en
semi-lineal, implementado en el Algoritmo 2. cada itera@n.

Algoritmo 2: Esquema semi lineal para resolvi&s

6. Validacion numérica

1.20 — gn

2. Factorizadn LU deB Con el profsito de validar las propiedades de convergencia

3.bg «— CU¥" y conservad@n del nétodo propuesto se presenta una serie

4.FOR [ =1,... UNTIL CONVERGENCE DO de experimentos nuenicos. Para ello se reatiaina imple-

5. b — AN (20 +9m)) mentacdn en el ambiente MATLAR en aritnética comple-

6. b — by — by ja. Puesto que la&étnica propuesta es una combitectlel

7./* Utilice la factorizacbn LU para resolver */ método semilla de orden 2, formulado en el Algoritmo 1, con
uno compuesto; esta se denataor ®..-[Ref], donde [Ref]

Bz =p. (20) indica la referencia donde se detalla étodo compuesto.

8. l—1+1

9. END-FOR

10. 97t (), 6.1. Ejemplo1

La existencia y unicidad de la soldci del sistema lineal
(20) est garantizada por el siguiente resultado

Como primer ejemplo se considera un sistema de dos com-
ponentes, definido en = (—40, 40) por

Proposicion 4 La matriz3 es no singular para cualquier in-
. . 1 2 2 2
cremento en tiempo > 0. i1t = =512 — (11" + 5 02| ) 1,

Prueba.Supngase lo contrarid3 singular; es decir, ex-

. 21)
Wop = —3V200 — (2 1) + [1ha]*) o,

iste un vector no nulo; € CM, tal queBz = 0. De donde

y condiciones iniciales

4
(4iA+70D)z=0 <= A 'Dz= —
TO
Por lo tanto,—(4i) /(o) es un valor propio d&, = A~1D, Y9(x) = V2sech(z + 10) ',
lo cual es absurdo ya que por la sinieille esta matriz todos . Cim
sus valores propios son reales. Us(x) = V2sech(z —10)e ™.

Algunos comentarios adicionales

O

Primero validamos la convergencia dettodo propuesto. En
el Cuadro Il se muestran I@denes de convergencia estima-

= Como resultado inmediato de considerar un incremendos (OCE) para distintos @odos de composizn de cuar-

to en tiempor constante, se tiene qug tambén lo  to orden en combina@n con discretizaciones espaciales del
es, por lo que, una factorizaci LU o un precondi- mismo orden, utilizando la®fmulas de diferencias finitas
cionador pueden ser utilizados. En la implemer@aci (8g) y (8b). Las tasas de convergencia fueron calculadas con
del método, estos deben ser calculados en la fase despecto a una solum de referencia obtenida con eéto-
inicializacibn. Aqu se incluy en la Inea 2. do de Suzuki de cuarto orden [44] cdn.; = 1/160 y

Tref = hyey/2. El error para el tiempo findl' = 1 se cal-
Para problemas en 2D/3D se ptadutilizar un néto-  cylo de la siguiente forma

do iterativo para la soluoh del problema lineal20) y
sustituir la factorizadn LU en la inea 2 por la inicial-
izacion de un precondicionador apropiado.

J
Error := Z W) — ) rerll?.
Como criterio de parada en el ciclo de lada 4, se j=1
utilizé la normals ;, de la diferencia entre dos aprox-
imaciones consecutivas; sin embargo, otros criterios, En el Cuadro Ill, se muestran las tasas de convergencia
por ejemplo, basados en la conser@acile la poten- para el netodo propuestad..- [43], de sexto orden ¥ sub-
cia, podfan ser utilizados. pasos, combinado con discretizaciones espaciales del mismo
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TABLA Il. Precison de los netodos de cuarto orden para el Ejemplo 1.

107

d.-[43] D.- [44] d.-[45] P, - [46]
h Error OCE Error OCE Error OCE Error OCE
Formula de diferencias finita8é)
2.00 x 1071 4.7039e-03 — 4.5626e-03 — 4.5645e-03 — 4.5804e-03 —
1.00 x 107* 3.6103e-04 3.70 2.9754e-04 3.94 2.9820e-04 3.93 3.0038e-04 3.93
5.00 x 1072 2.7561e-05 3.71 1.8837e-05 3.98 1.8891e-05 3.98 1.9072e-05 3.98
2.50 x 1072 1.9067e-06 3.85 1.1771e-06 4.00 1.1807e-06 4.00 1.1930e-06 3.99
1.25 x 1072 1.2031e-07 3.99 6.9306e-08 4.08 6.9536e-08 4.08 7.0329e-08 4.08
Formula de diferencias finitasif)
2.00 x 107! 2.2277e-03 — 1.8875e-03 — 1.8918e-03 — 1.9161e-03 —
1.00 x 107* 2.1848e-04 3.35 1.1502e-04 4.04 1.1587e-04 4.02 1.1896e-04 4.00
5.00 x 1072 1.9956e-05 3.45 7.1411e-06 4.01 7.2091e-06 4.01 7.4720e-06 3.99
2.50 x 1072 1.4748e-06 3.76 4.4135e-07 4.02 4.4589e-07 4.01 4.6419e-07 4.00
1.25 x 1072 9.5453e-08 3.95 2.3248e-08 4.24 2.3549e-08 4.24 2.4826e-08 4.22
TABLA IlI. Precison de los netodos de sexto orden para el Ejemplo 1.
D ,-[43])/Ay-Explicita d,-[43]/A-Compacta
h Error OCE Error OCE
4.00 x 107" 4.0033e-02 — 1.7123e-02 —
2.00 x 1071 8.0437e-04 5.64 1.8656e-04 6.52
1.00 x 107+ 1.4850e-05 5.76 2.7535e-06 6.08
5.00 x 1072 2.4213e-07 5.94 4.1615e-08 6.05
2.50 x 1072 3.8226e-09 5.99 6.3770e-10 6.02
=5 TiE =
i |l i 0 OO . K il e G s W e N
JEEEEE=CEN L 1]
i e S '
Ry e f i

! ! ! ! 5 L . 1075
20 25 30 35 40 0 5 30 o
t t t

0 5 10 15

a) |P1,,(0) — Pp ()| 0) |Pa.p(0) = Ponlt)] €) [Hp(0) = Hp(t)]

FIGURA 1. Evolucion del error de los invariantes discretos del Ejemplo 1.

orden, dadas por ladfmula compacte9g) y la formula ex-  discretizaddn h,e; = 1/320 Y Trey = hres/4. Puesto que

plicita en ambos cuadros, se consiieara cada una de las mallas,
) 1 3 un incremento en tiempo proporcional ah, se validan los
Op (i) = 180h2 Z Bt (wixj) - (22)  6rdenes de convergencia esperados, tanto en tiempo como en
dond J=0 espacio.
onde

Para comprobar las propiedades conservativas da-m
do propuesto, estudiamos la evolutidel error en los invari-
Bo = —490, By =270, By = 2T, 5 =2, prop iheibatindels

antes discretos, con respecto a su valor inicial. Camilo
para la cuaBB es una matriz heptadiagonal. Estas tasas fueropropdsito de comparaén, hemos incluido, en la Fig. 1, la
calculadas con una soldci de referencia con pard@tnos de  evolucbn del error de estos invariantes utilizando &tato
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10° 10° 10°
—e— b, — 43] —o— & - [43 —— &, — [43]
5 — [4] =&, — 44 5, — 44
—%— &, — 5] —%— B, — [45 —4— .~ [15]
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1w % 10 # | 1 10 7
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0 5 10 5 20 25 30 3 40 [} 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 5 20 % 30 B 4
t t ¢
d) "Plih([ﬂ)—PLh(tH.Cx‘:Q e) ‘Pgeh(g)—Pz,h(f)La:Q f) |Hr(0) — Hr(t), =2

FIGURA 2. Soluciones y evoluéin del error de los invariantes discretos del Ejemplo 2.

explicito de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4), el cual no e€n las Figs. 2a)-2c) se ilustra el comportamientd®e +
conservativo. Mtese un aumento de hasta cudrdenes de |¥,|, para los siguientes valores dea)a = 1/2,b)a =1
magnitud en el error, con respecto a los resultados obtenid@nd c)a = 2, donde se aprecia la geneiatide 2, 3 y
con el método propuesto combinado con divers@tados de 4 ondas, respectivamente, con el crecimiento delpatro
composicbn de cuarto orden. En los experimentos Bum  «. Las propiedades conservativas déltato propuesto para
cos se u8 la formula compacteadh) para discretizar el oper- este ejemplo com = 2 se ilustran en las Figs. 2d) y 2e)
ador de segundo orden, en una malla uniforme/cen0.2. para la potencia de cada componente y en la Fig. 2f) para
Para los rétodos conservativos el incremento en tiempo sda energ@a del sistema. Resultados similares fueron obtenidos
tomd r = h/2; mientras que para el @odo RK4 se tuvo para otros valores de. Los clculos fueron obtenidos con
que usar un incremento en tiempo de ordér(r = 0.005) h = 0.2y 7 = h/2 = 0.1 para los nétodos de composimn
para poder satisfacer las condiciones de estabilidad requesi-conT = 0.005 para el nétodo RK4. A diferencia de otros
das por el letodo expicito RK4, las cuales fueron analizadas esquemas en tiempo como el reportado en [16] y &tocho

por Caplan y Carrero-Goafez en [48] para una ecuacide  RK4, en nuestro &todo, la conservaon de los invariantes

Schbdinger no lineal con potencialibico. no se ve influenciada por la creanide ondas, la cual sucede
aproximadamente en el tiempa= 20. Por otro lado, atese
6.2. Ejemplo 2 una vez nas la restricén en tiempo del ®mtodo RK4 y la

) ) ) poca preci€in en la conservagn.
Como segundo ejemplo se considera un sistema de dos com- g, 105 Cuadros IV y V se muestran loslenes de conver-

ponentes, que fue estudiado en [16, 17, 24]. Este sistema d&éncia para diferentesé&todos de composiah de cuarto y

gendedde un pan;etro re?jbz,elu;;ual |anu3¢a,_en ‘TI UMEro  gexto orden, respectivamente, en combimacion discretiza-
eﬁog ?s.gue se forman despule una colisn. El sistema  ¢oneg espaciales del mismo orden. Las tasas de convergencia
est definido erf2 = (—40, 40) por fueron calculadas para el sistema de Manakow; 0 y coe-

) 5 5 ficiente de disperén o = 1/2, para la solud@n exacta dada
Zwl,t: - wl,mr - |1/)1‘ + (1 + 20[) W}2| 1/J17

. 2 2 (23) por i(x+t/2
ZwQ,t:_/(/)me - (1+2OZ) ‘ql)ll + ‘le /(/)27 ¢1(z7t) :sech(\@(xft))e( +t/ )7 (24)
o (z,t) = sech (\/5 (x — t)) ei@+t/2)
y condiciones iniciales
6.3. Ejemplo3

Yo(x) = V2sech(z + 10) e*/*,

42(2) /3 h 10) iz El objetivo de este experimento es estudiar el efecto del
2(x) = sech(z — e .

patametroy en la conservabn de los invariantes. Para ello,

Rev. Mex. Fis. H9010205



10 A. AGUILERA, P. CASTILLO Y S. GOMEZ
10° 10" 10"
i e e i
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10% w0 0%
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e e x,a;#x"‘. 157 e T S e -
e e S e et I RCuCMcN-ucAtaazaca-nia-k! b Earaeraca-aca g ke
d g e i e M MH‘*’** by | WE:;
1078 we \ﬂ‘ 101
] 5 10 15 2}) 25 30 35 40 0 5 10 15 2.0 25 30 35 40 0 5 10 15 2(0 25 30 35 40
a) [P1n(t) — Prn(0)| paray =1 b) [Pan(t) — P2, (0)| paray =1 ¢) [Hu(t) — Hp(0)] paray =1
10° T 10" T T 10° T T
—e—&. — [43] —o—&. - [43 —B— 3, — Y]
e i el -
—e— RK4 —=—RK4 —=— RK4 SV PV
10° R R —de R 10 T o s 10° /.»f"“"x**x_'-x i
\’ u] /X{R 1
o rr B eae—r'ﬁ_oeq i 1 4 %&9—0 : "ﬂ-;;gﬁq
MH}{_GW %J‘ia—-—-e—;—ﬂ— - Wﬁq ﬁi’:‘? 2;& ’:%FS'W&@@:::S T '—mﬁ%ﬂ‘%e
Ef—ﬁ' /2 n,W
.‘O-GFW M |015 1015
15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 2% 30 35 40
d) [Py,n(t) — P1,n(0)| paray = 10 e) |Pa,(t) — Py, (0)| paray = 10 D [Hp(t) — Hp(0)] paray = 10
FIGURE 3. Evolucion del error de los invariantes discretos del Ejemplo 3.
107" /W‘,,,,P‘_«_Hxx_.u.ux:_:«;v‘;{ 10" o | w0 100 S B s o
wiﬁ—gﬁz&&g&aeﬂmv 06-55—0—9.5 e
Lost 3BTt a,pauh oy - Geeeastoes f
a) |P1,n(t) — P1,u(0)] b) [P2,n(t ) — Pa.n(0)] ¢) [Pz (t) — Pa,n(0)] d) [Hn(t) — Hu(0)]
FIGURE 4. Evolucion del error de los invariantes discretos del Ejemplo 4.
TABLA IV. Precisbn de los métodos de cuarto orden para el sistema de Manakov.
¢'-r'[43] (I)T-[44] ¢'T'[45] (I)T'[46]
h Error orden Error orden Error orden Error orden
Formula de diferencias finita8é)
2.00 x 1071 3.9797e-03 — 4.0140e-03 — 4.0137e-03 — 4.0122e-03 —
1.00 x 1071 2.5851e-04 3.94 2.5951e-04 3.95 2.5950e-04 3.95 2.5944e-04 3.95
5.00 x 1072 1.6389e-05 3.98 1.6397e-05 3.98 1.6396e-05 3.98 1.6395e-05 3.98
2.50 x 1072 1.0287e-06 4.00 1.0278e-06 4.00 1.0277e-06 4.00 1.0277e-06 4.00
1.25 x 1072 6.4368e-08 4.00 6.4280e-08 4.00 6.4281e-08 4.00 6.4278e-08 4.00
Formula de diferencias finitaSif)
2.00 x 107! 1.6029e-03 — 1.6309e-03 — 1.6305e-03 — 1.6291e-03 —
1.00 x 107* 9.9284e-05 4.01 9.9464e-05 4.04 9.9456e-05 4.04 9.9407e-05 4.03
5.00 x 1072 6.2490e-06 3.99 6.1828e-06 4.01 6.1826e-06 4.00 6.1813e-06 4.00
2.50 x 1072 3.9213e-07 3.99 3.8592e-07 4.00 3.8591e-07 4.00 3.8586e-07 4.00
1.25 x 1072 2.4540e-08 3.99 2.4112e-08 4.00 2.4111e-08 4.00 2.4109e-08 4.00
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TABLA V. Precison de los metodos de sexto orden para el sistema de Manakov.

- [43] - [45]
h Error orden Error orden

Formula de diferencias finita22)

4.00 x 107! 2.1627e-02 — 2.1585e-02 —
2.00 x 107! 4.2445e-04 5.67 4.2389e-04 5.67
1.00 x 107* 7.4383e-06 5.83 7.4177e-06 5.83
5.00 x 10~2 1.2008e-07 5.95 1.1953e-07 5.96
2.50 x 1072 1.8946e-09 5.99 1.8823e-09 5.99
1.25 x 1072 3.0259%e-11 5.97 3.1360e-11 5.91
Formula de diferencias finita9é)
4.00 x 107! 8.0399e-03 — 7.9885e-03 —
2.00 x 107! 9.0703e-05 6.47 8.9873e-05 6.47
1.00 x 1071 1.3683e-06 6.05 1.3414e-06 6.07
5.00 x 1072 2.1568e-08 5.99 2.0727e-08 6.02
2.50 x 1072 3.4111e-10 5.98 3.2333e-10 6.00
1.25 x 1072 5.8139e-12 5.88 6.3729e-12 5.66

consideramos el siguiente sistema de dos componente), 100] por
definido en) = (—40, 40) x (0, 40], ) ) )
W1.0= = Vrae — (V1 + 2 ol + sl ) 1

. 2 2
Wip = Ve = {7+l ;r?) |1/12|2 v (25) i24= = Y0 — (§ [ |" + [al” + 3 |1/)3\2> Y2 (26)
War = ees = (V3 |al") 2 ths.= — Ysee — (01" + 2 1al? + lisl?) s

Las condiciones iniciales &st dadas por, y condiciones iniciales

0.2 (1 —0.4cos (0.52))
0.3(1 —0.4cos[0.5 (z + 7Tn/4)])
0.5 (1 — 0.4 cos (0.52))

V9(x) = V2sech (z + 10) e*/4, Y1(z,0)
wz(% O)
0

¥9(x) = V2sech(z — 10) e~2/4, ba(z,0)

Los paametros de discretizam utilizados fuerorh = 0.2 Enla Fig. 4, se ilustra la evolum del error de los invariantes

y 7 = h/4 = 0.05 para los netodos de composian; por  discretos. Nitese que a pesar de no ser conservativogebm
condiciones de estabilidad,= 0.005 para el nétodo RK4.  do RK4 preserva la potencia de cada una de las componentes
La evolucdbn del error en los invariantes se muestra en laglel sistema bastante bien; sin embargo, no logra conservar la
Figs. 3a)-3c) parg = 1y en las Fig. 3d)-3f) para = 10. enerda con la misma precish del nétodo propuesto. Estos
Las escalas de predisi ratifican que el avance en tiempo calculos se obtuvieron coh = 87/320, 7 = 0.04 ~ h/2
propuesto en combindmi con distintos ratodos de composi- para los neétodos®,-[Ref] y 7 = 0.002 para RKA4.

cion de orden 4 es conservativo, a diferencia deiado RK4.

Por otro lado, es importante resaltar que, a diferencia de otr&5. Ejemplo 5

métodos como el presentado en Ref. [16], el cual pierde con-

servacbn de la enerig para valores grandes de nuestro El objetivo principal de este ejemplo es el verificar las
método no parece ser afectado por las variaciones de dictR§opiedades del &todo propuesto en un sistema con poten-
parametro. Notese adeds que para el todo RK4, la prdi- cial no lineal de saturagn. Para ello se considera un sistema
da de precigin en la conservagn de todos los invariantes es de 2 componentes [49] definido en40, 40) por

bastante considerable.

2 2
) +
“/)1,1‘, = 7%”7&1,.’[).’1’) - |¢1| 2|¢2| B
6.4. Ejemplo 4 L+s (W1| + |12 ) 27)
2 2
En este ejemplo se validan las propiedades de conseryaci Wop = —3V2.20 — 1] J;lz/&' 5
en un sistema de 3 componentes, definidd-etr, 47) x 1+s (Wfﬂ + |12 )
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TABLA VI. Precison de los netodos de cuarto orden para el Ejemplo 5 gen 0.8.

D, [43] D, - [44] d .- [45] D - [46]
h Error OCE Error OCE Error OCE Error OCE
Formula de diferencias finita8é)
8.00 x 107! 6.4682e-02 — 6.4658e-02 — 6.4658e-02 — 6.4659e-02 —
4.00 x 107! 8.3155e-03 2.96 8.2376e-03 2.97 8.2390e-03 2.97 8.2427e-03 2.97
2.00 x 107! 6.7292e-04 3.63 6.5380e-04 3.66 6.5411e-04 3.65 6.5502e-04 3.65
1.00 x 1071 4.4665e-05 3.91 4.3082e-05 3.92 4.3106e-05 3.92 4.3177e-05 3.92
5.00 x 1072 2.8346e-06 3.98 2.7309e-06 3.98 2.7330e-06 3.98 2.7366e-06 3.98
Formula de diferencias finitasif)
8.00 x 107! 4.2762e-02 — 4.2706e-02 — 4.2707e-02 — 4.2709e-02 —
4.00 x 1071 4.3859e-03 3.29 4.2606e-03 3.33 4.2628e-03 3.33 4.2691e-03 3.32
2.00 x 1071 2.9251e-04 3.91 2.7018e-04 3.98 2.7054e-04 3.98 2.7159e-04 3.97
1.00 x 107* 1.8263e-05 4.00 1.6572e-05 4.03 1.6598e-05 4.03 1.6670e-05 4.03

5.00 x 1072 1.1457e-06 4.00 1.0372e-06 4.00 1.0398e-06 4.00 1.0435e-06 4.00

I 1 10"
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FIGURE 5. Evolucion del error de los invariantes discretos del Ejemplo 5.
y condiciones iniciales pacial compactefg) y la expicita (22); y paametros de dis-
cretizaconh = 0.1y 7 = h/4 = 0.025. Resultados simi-
Y9 (x) = V2sech(z +10) e/, lares se obtuvieron con otrostodos.
V9(x) = V2sech(z —10) e~ ™/4,
Para este problema el potench(¢, , &) esta dado por 7. Conclusiones
F(&,&) = % (&1 + &) — s%ln 11+ s(& 4+ &) Hemos presentado unétodo de alto orden en tiempo y en

espacio para una clase de sistemas ded8ahger no lin-

Los ordenes de convergencia estimados en espacio se vadiales, el cual tiene la propiedad de conservar, sanah-
daron para distintos @todos de compositn de cuarto or- mente, los invariantes discretos de potencia y éaefg re-
den en combinadn con discretizaciones espaciales de iguahliza una descomposani del sistema global inicial, en una
orden. Las tasas de convergencia fueron calculadas con usacuencia de problemas no lineales de menoritaraaocia-
solucbn de referencia obtenida con eétado compuesto de dos a cada una de las componentes del campo. Qaomical
sexto orden presentado en [43], don, = 1/320y 7., =  proposito de mejorar la eficiencia delatodo se presediuina
hrer/4. Puesto que para cada una de las mallas se consitecnica semi-lineal para resolver dichos problemas auxiliares.
erd un incremento en tiempo proporcionakar = h/4,las  La extensbn del método propuesto a otro tipo de problemas,
tasas calculadas muestran que étodo es de cuarto orden como por ejemplo aquellos en donde se incluye uamatro
en tiempo y en espacio. de desafinadin en la velocidad de grupo $etonsiderado en

La conservadin de invariantes se ilustra en la Fig. 5, paratrabajos futuros, &somo la comparadin con otros ratodos
el método de sexto orded, - [43] con la discretizadin es-  disdiados para sistemas.
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