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En este trabajo se discute el problema de calcular las concentraciones en el equilibito guando aparecen ecuaciones polinomiales de
grado mayor que dos, lo cual depende de los valores de los coeficientes esétgoosmascomo del imero de reactivos y productos de

la reacobn guimica en cuestin. A pesar de ser un caso frecuente, el problema no se trata en los libros de texXimida guisicogimica

basica debido a que es necesario resolver las ecuacionésinamente. Se proporcionan programas para kEtedos de bisecgn, Newton-
Raphson y secante, que pueden ser utilizados de forma sencilla en reacciones de hasta siete reactivos y siete productosositon el prop
de evitar el uso de losobdigos como cajas negras, se explican con detalle los teésdws iterativos, de tal manera que para estudiantes

de materaticas, este problema es una apliéactomada de la fisicodmiica, y para estudiantes disita, qimica e ingenide, es una
aproximacbn didactica a los ratodos mate#ticos para el tratamiento de ecuaciones. Este ejemplo puede ser utilizado en curstzsids m
numéricos. Finalmente, se ilustra y compara el desémpie los tres @todos utilizando como ejemplo el proceso de HalRsch. Es
importante mencionar que para utilizar ldgl@gos, no hay necesidad de hacer ninguna instatasn la computadora.

Descriptores: Equilibrio quimico; ecuaciones polinomiales;atodos nuraricos; didctica y ensianza de la fisicodgmica.

In this work, the problem of the computation of equilibrium concentrations of a chemical reaction is discussed, when higher than second
order polynomial equations are involved. This situation depends on the number of reactants and products of the chemical reaction, as wel
as its stoichiometric coefficients. Despite this being a frequent case, the problem is not addressed in introductory chemical and physical
chemistry textbooks, since the equations must be solved numerically. In this manuscript, three programs are provided for the bisection,
Newton-Raphson and secant numerical methods. These codes can be easily utilized for reactions involving up to seven reactants and seve
products. The iterative methods are explained in detail with the explicit intention of preventing their use as black boxes. In this way, this
constitutes an interesting application from physical chemistry for students of Mathematics, while it is a didactical exposition to the numerical
solution of non-linear equations for students of Physics, Chemistry and Engineering. The example provided can also be used in numerical
methods courses. Finally, the performance of the three methods is discussed using as an example-tBostdbprocess. No installations

on devices are required in order to execute the codes.
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1. Introduccion cion lo aparecean en cursos posteriores. Esta es una limi-
tacion importante porque reduce muy significativamente el
La constante de equilibrio se utiliza para determinar las conaimero y el tipo de reacciones iguicas que pueden con-
centraciones de las sustancias involucradas en una@eaccisiderarse. Por otro lado, se puede fomentar el ésten la
quimica cuanddsta llega al equilibrio. Se trata de una apli- interdisciplinariedad porque ofrece un ejemplo y apliéaci
cacbn que forma parte de los cursoésicos de gunica a  muy tangible para los alumnos de maggivas.
nivel licenciatura en las licenciaturas de ciencias o de inge- Este tema es de in&@s en la literatura sobre edudaci
nieria. en gumica y fisicogimica, se ha tratado el problema de va-
El algoritmo se inicia con la exprési de la constante de rios equilibrios gimicos simuléneos [3-5], tamkh se han
equilibrio en funcbn de las concentraciones, lo que permiteutilizado hojas de @culo para abordar ese y otros proble-
obtener una ecuami polinomial, cuyo grado depende de la mas relacionados con el equilibrioiqico [5, 6], emplean-
cantidad de productos y reactivosi @mo de sus coeficien- do diferentes ratodos, como biseamn [7], Newton-Raphson
tes estequioktricos, y finalmente encontrando lascess de  [3, 4, 8, 9] y secante [8]. Una distirti de este trabajo res-
dicha ecuadin. Los libros de texto de gmica kasica [1,2] pecto de los mencionados es que se explican con cierto de-
solo consideran situaciones en que aparecen ecuaciones @éle los netodos de biseatn, secante y Newton-Raphson,
segundo grado como awimo porque la solubn se puede tambin se presentan programas muy sencillos de utilizar, al
encontrar con larmula general. alcance de cualquier estudiante de licenciatura en ciencias o
La dificultad principal para considerar ecuaciones dengeniefas de los cursos de fjica kasica.
grado mayor que dos es que su sducdebe encontrarse Histéricamente el problema de encontrar ldsea de un
numericamente, pero los @odos nuréricos y la programa- polinomio ha sido un tema de inés entre los mateaticos.
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Esta es una preocupacigeneral pues diversos campos de la
ciencia involucran polinomios.
Cabe sBalar que cuando el grado del polinomio> 5 TABLA |. Procedimiento para calcular concentraciones al equili-
no existe unadrmula general enétminos de operaciones Prio de lareacdin de formadn de yoduro de hidgeno.
aritméticas elementales que permita determinar laesade
los polinomio$, con la excepdin de algunos casos que pue-
den resolverse por factorizéci de radicales. De lo anterior
surge la necesidad de desarroll@totos nuréricos paraen- ~ Cambio enla concentram  —x — +2
contrar las reces de un polinomio con coeficientes en los  Concentradn al equilibrio  a — =z b—xz c+2z
nimeros reales.

En este trabajo se presenta un conjunto de programas rea- Si se especifica la concentragide cada sustancia en la
lizados en Fortran para encontrar las concentraciones de equiezcla inicial, con la estequiomttrde la reacéin y la ex-
librio de cualquier reacoin qumica con coeficientes enteros. presbn deK.:

Esto permite ampliar la gama de ejemplos que se utilizan en

los libros de texto. Para motivar el ingsrde las y los estu- K Hlp)? )
diantes en las herramientas maétitas aplicadas a la dis- “ 7 lag))[Hage)]’

ciplina, se presenta tan@i una discusin detallada de los

principios que rigen en los @odos nuraricos programados. se puede encontrar la ecu@tique nos permite calcular las

Este manuscrito se organiza de la siguiente manera: En zoncentraciones al equilibrio. El procedimiento consiste en
Sec. 2 se expone ehlculo de concentraciones en equilibrio construir la Tabla I.
gue involucra una ecudui cuadatica, en la Sec. 3 se discute Y sustituir las expresiones algebraicas de las concentra-
el problema de una ecuéci de mayor grado, ejemplificando ciones al equilibrio en la Ec7j:
con una cartica y diferentes concentraciones iniciales. En la
Sec. 4 se presentan lo€todos nuréricos utilizados para re-
solver este tipo de ecudti. En la Sec. 5 se proporciona un
algoritmo para encontrar las concentraciones al equilibrio de
cualquier reacéin gumica, ascomo la liga al programa que El caso nas sencillo es considerar que las concentracio-
se puede utilizar. En el &pdice se presenta el problema denes iniciales de los reactivos son igualess b, y la Ec. @)
encontrar un cero doble,iasomo el programa que se puede Se simplifica a una ecudgi lineal:
utilizar en ese caso.

l2(g) Hag) = 2Hl(y,

Concentradin inicial a b c

(c+2x)?

R CEE =

)

Los programas de biseéri, secante y Newton-Raphson K. = (c +22) _ (c+22)
fueron realizados en el lenguaje de prograadiortran y © (a—z)(a—z) (a—x)?
se da acceso a ellos en urégna de internet, no es necesa- (c+ 2x)
rio realizar ninguna instalain en la computadora, la tableta = VE, = a—a) 3)

o el celular para poderlos utilizar.

Si dichas concentraciones no son iguales, se debe encon-

2. Calculo de concentraciones al equilibrio trar las réces del polinomio, es decir, resolver la siguiente
ecuacbn cuadatica:
Para explicar esta aplicaci de la constante de equilibrio,
uno de los ejemploggicos en los libros de texto es la forma- K.(a—2z)(b—z)—(c+22)*=0 —
cion de yoduro de hidhgeno
(—4+ K. )z +(—4dc—(a+b) K, )x+(—c*+abK,.)=0, (4)
la(g) + Hag) = 2Hl (),
que tiene una constanfé, = 50.5 a 448C. gue es una tarea sencilla usando danfula general de la
| Ec.®).

—(—de—(a+b)K.) £+/(—4c— (a + b)K.)? — 4(—4 + K.)(—c* + abK.)
2(_4 + Kc) ,

€r=

®)

una vez que se determinan lasces del polinomio, se cal-
culan las concentraciones de equilibrio con ambas y se SE-
lecciona aquella soluan que producetdo valores positivos, 21
gue es la que tiene interpretanifisica, porque ¢ dusentido
tendiia una concentragh negativa?

Ecuaciones de orden mayor a dos

Para encontrar una ecuaside orden mayor que dos, no hay
gue ir muy lejos, basta considerar el proceso de Haber para

Rev. Mex. Fis. E20010212
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TAaBLA |I. Procedimiento para calcular concentraciones al equili-
brio de la reacdin de formadn del amoniaco.

Nagg)  3Hag) = 2NH3(
Concentradn inicial a b c
Cambio en la concentram —x —3x 42z
Concentradin al equilibrio a—2 b— 3z c+2x

la dntesis de amoniaco, tal vez la redgtiqumica mas im-
portante de la historia:

(6)

gue a 378C tiene una constant&€,. = 1.2. La constante de
equilibrio es:

Na(g) + 3Hz(g) = 2NHj(y),

[NH3(g)]2
[N2(g)][Hag)J?

se construye la Tabla Il.

K, = (7)

Y se sustituyen las concentraciones al equilibrio en la

Ec. (7):

__(et2p
Ke= oot (8)
con lo que se obtiene la ecuania resolver:
f(z)=K.(a—z)(b—32)*— (c+22)2=0. (9)

A continuacbn se presentan algunos casos ejges para
el calculo de concentraciones al equilibrio de esta rémcci

211 a=0.1,b=01,¢c=0.0

Al inicio se tiene la misma concentréci de cada uno de los
reactivos y no hay producto formado, la reéccile la Ec.§)
estafa desplazada hacia la derecha. La Tabla Ill muestra e
quemrraticamente esta situéai.

TaBLA 1lI. Procedimiento para calcular concentraciones al equili-
brio de la reacdin de formadn del amoniaco. Caso 1.

Nagg)  3Ha(g) = 2NHs()
Concentradn inicial 0.1 0.1 0
Cambio en la concentram —x —3x +2z
Concentradin al equilibrio  0.+z 0.1-3z 2r

a=0.1,
f(x)

b=0.1, ¢=0

0.2

0.1

TR
-0.4

FIGUREL.a = [N2]; = 0.1 M, b = [Hz]; = 0.1 M, ¢ = [NH3]; =
0.0M

La grafica del polinomio de la EC9) a que da lugar esta
combinacbn de condiciones iniciales se muestra en la Fig. 1.
Y las rdces,z,, y concentraciones al equilibrio calcula-
das con cada una de ellas se muestran en la Tabla IV:
En rojo se skala la soludn con sentidoisico, pues con-
duce a un conjunto de concentraciones al equilibrio que son
positivas.

21.2. a=0.0,6=0.0,c=0.1

Al inicio se tiene $§lo producto, por lo que la reacari
de la Ec. [6) esh desplazada hacia la izquierda, se trata de
la disociacbn de amoniaco. Esta situani se muestra en la
Tabla V.

En la Fig. 2 se muestra el polinomio de la ER) én las
condiciones en que se diso@arna soluén 0.1 M de amo-
niaco.

Y las rdces y concentraciones al equilibrio calculadas pa-
ra cada una, se muestran en la Tabla VI.

s- Enrojo se skala la solu@dn con sentidoisico, pues con-
duce a un conjunto de concentraciones al equilibrio que son

TABLA V. Procedimiento para calcular concentraciones al equili-
brio de la reacd@n de formadin del amoniaco. Caso 2.

Nagg)  3Ha(g) = 2NHs()
Concentradin inicial 0 0 0.1
Cambio en la concentram —x —3x +2x
Concentradn al equilibrio —x —3x 0.1+ 2x

TABLA V. Concentraciones en equilibrio para las distintasas.
En rojo se marca la fraque lleva a las concentraciones positivas.

TABLA VI. Concentraciones en equilibrio para las distintasas
En rojo se marca la traque lleva a las concentraciones positivas.

Lr [N2]eq (M) [Haleq (M) [NH3]eq (M) Lr [N2]eq (M) [H2]eq (M) [NHs]eq (M)
-0.244304 0.344304 0.832913 -0.488608 -0.29099 0.29099 0.872971 -0.481981
-0.00779335 0.107793 0.12338 -0.0155867 -0.0603739 0.0603739 0.181122 -0.0207477

0.00434453 0.0956555 0.0869664  0.00868906 -0.0443915 0.0443915 0.133175 0.0112169
0.447753 -0.347753 -1.24326 0.895506 0.395756 -0.395756 -1.18727 0.891511
Rev. Mex. Fis. E20010212
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a=0, b=0, c=0.1 a=0.3, b=0.4, c=0.1
f(x) f(x)
151

10k

01

P R B
-04 -0.2

-0.5

-1.0%-

FIGURE3.a = [NQ]Z =0.3M,b= [HQL =04M,c= [NHg]z =
0.1 M.

FIGURE2.a = [Nz]z =0.0M,b= [HQ]»L =0.0M,c= [NH3]~L =
0.1 M.

positivas. ¢ Puedes decir por&gey tiene un valor negativo?
¢ Esto representa dig problema para la interpretaaifisica
de los resultados?
m1A1 + mgAQ —+ . —|—mpAp - n131

213. a=0.3,b=04,c=0.1 +n9oBy + -+ +nyBy, (10)
En este punto se considera una sitda@n que hay produc- cuya constante de equilibrio es
tos y reactivos, como se consigna en la Tabla VII,

En la Fig. 3 se muestra el polinomio de la E®). ¢on las K.—
condiciones mencionadas. ¢

Y las rdces y concentraciones al equilibrio calculadas pa—en las ecuaciones anterion b son las concentraciones
ra cada una, se muestran en la Tabla VIII. €Sy 0;

. - . inicial reactiv r tos r tivamente, en tant
En rojo se skala la soludn con sentidoisico, pues las ciales de reactivos y productos respectivamente, en tanto

. . . L . uem,; Yy n; son los respectivos coeficientes estequbim
concentraciones negativas o imaginarias no lo tienen. q i Y i P q

. . . . cos, como puede observarse. De esta exjmess obtiene la
Las rdces reales del polinomio se encuentran utilizando

; - - ecuacbn cuyas reces deben encontrarse:
métodos nuréricos que resuelven la EQ)( En la siguiente
seccobn haremos un recorrido por egeea de las matemt-
cas.
Hemos considerado una reamticon dos reactivos y un
producto, pero el caso de una reé@ccgumica general dg
productos yp reactivos, se escribe

(b14+n12)"™ (ba+now)"? - - (bg+ngw)"s
(a1 —miz)™ (ag—maox)™2 - - - (ap—mpx)™>

(11)

)

K.(ay — myz)™ (ag — mox)™? - -

— (b1 +n1x)™ (bg + nox)™? - - - (bg + ngx)" = 0. (12)

(ap — mpz)™»

3. Metodos nunericos

Los métodos nuraricos son necesarios para determinar las
concentraciones en equilibrio si el problema presenta ecua-
ciones de un grado mayor que dos.

TABLA VII. Procedimiento para calcular concentraciones al equi-
librio de la reacdn de formadin del amoniaco. Caso 3.

Nagg)  3Ha(g) = 2NHy()

Concentradin inicial 0.3 0.4 0.1 3.1.
Cambio en la concentram —x —3z +2x

0.4-3zx 0.1+2x

Meétodos iterativos

Los métodos nuréricos esin basados en procesos iterativos,

Concentradn al equilibrio  0.3-z pues para calcular lasicas de ecuaciones no lineales se uti-

TABLA VIII. Concentraciones en equilibrio para las distintasas En rojo se marca laizaque lleva a las concentraciones positivas.
Lr [N2]eq (M) [Ha]eq (M) [NHs]eq (M)
-0.00213654 - 0.208962 0.302137 + 0.208962 0.40641 + 0.626887 0.0957269 - 0.417924
-0.00213654 + 0.208962 0.302137 - 0.208962 0.40641 - 0.626887 0.0957269 + 0.417924

0.0133387 0.286661 0.359984 0.126677
0.690934 -0.390934 -1.6728 1.48187
Rev. Mex. Fis. E20010212
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X;

Xi+1

FIGURE 4. Diagrama de un proceso iterativo donde el procedimien-
to se detiene si se cumple alguna conatiaile convergencia tal que
x; & x;4+1 hasta ciertas cifras significativas.

liza un procedimiento que permite generar una secuencia infi- 1.

nita de aproximacioneg; }32, a la rdz. Cada aproximaodin

sucesiva aproxima mejor laira se dice que converge, es de-

cir que siz, es lar—ésima réz, se tiene formalmente que
lim z; = z,,

por limitaciones computacionales (pues no es posible hacer
un infinito nimero de pasos), la sucesise corta usando 4.
algin criterio de convergencia, es decir la r&z se aproxi-

ma considerando alm criterio de paro dentro del proceso g
iterativo, ver el diagrama en la Fig. 4. Cuando el valor abso-
luto de la diferencia entre dos aproximaciones sucesivas es
menor o igual que,

| i1 — i | <, (14)

aqu se supone qu¢(my) # 0, de lo contrario hemos en-
contrado una iia. El nuevo intervaldy1 = (ag+1,bg+1)
se determina comparando los dos subintervalos

(mk,bk), Si f(mk)f(bk) <07

(kt1,bp41) = { (17)

(ar,mg), si flag)f(my) <0

pues sif (ax+1)f(bx+1) < 0 entonces el intervald,, con-
tiene una rez de f(z). Por otra parte, si el interval(, b)

contiene varias fiaes entonces el @odo convergér a solo
una de ellas, pero es posible generalizarlo.

Este nétodo est definido por intervalogay, by;) de lon-
gitud (ag — bo)/2%, ad en cada nueva iterdni se va acotan-
do la rdz por lo que su convergencia esaasilenta aunque
eventualmente llegara una aproximaén de la réz. Se pue-
de decir que este @todo esi basado en algoritmos con el
paradigma delivide y vencdas.

Para ejemplificar el proceso, se utiliada Fig. 5.

El primer intervalo esd, by).

2. Se calcula el producto y se observa difey) f(bo) <

0, por lo tanto se concluye que hay ung&rdentro de
ese intervalo.

Se toma el punto medio del intervalo, denotadoqor

Se renombré, comob;, de acuerdo con la figuray se
analizan los dos nuevos intervaleg (a1) ¥y (a1, b1).

. Se observa qué(ag)f(a1) > 0y f(a1)f(b1) < 0,

por lo que la r& se encuentra en el segundo intervalo.

6. Se toma el punto medio del intervale,(b1), que es

bo.

7. Se renombra; comoa,, de acuerdo con la figura y se

se dice que el procedimiento ha convergido y se detiene el
proceso iterativo.

Conviene mantener esta idea en mente durante la descrip- 8.
cibn siguiente de algunos de lo€tados nuréricos utiliza-
dos para calcular aproximaciones a lagea de ecuaciones
no lineales en una variable.

3.2. Metodo de bisecdin

El método de bisecon utiliza el teorema del valor interme-
dio para inferir que un interval@z, b) contiene al menos una
raiz que hacef(x) = 0. Este nétodo consiste en construir
una suces$in anidada de intervalos

(ao,bo) D (al,bl) D (CLQ,bQ) Doeeey (15)

analizan los dos nuevos intervalaes (b2) y (b2, b1).

Se observa qug(az) f(b2) < 0y f(b2)f(b1) > 0, por
lo que la réz se encuentra en el primer intervalo.

9. Y ad sucesivamente, se continua el proceso hasta que

el criterio de convergencia éssatisfecho.

a by

donde se asume qu&ay)f(bx) < 0, de manera que todos
los intervalos contienen unaizaver Fig. 5. Estos intervalos
se obtienen de manera recursiva calculando el punto medic
del intervalol, = (ag, by)

ay + by
2 )

my = y evaluando f(my), (16)

ap

/

FIGURE 5. Método de bisecon.

a2 by by

Rev. Mex. Fis. E20010212
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El método de bisecon es un rétodo muy estable
numéricamente y, si el polinomio no tieneicas dobles,
siempre conduce a la respuesta correcta. A pesar de ser ta
bueno, tiene dos limitaciones importantes. La primera es que
es muy lentamente convergente y por lo tanto computacio-
nalmente es @s demandante que otro€todos. Puede que
no se note en la aplicdm que se discute en este trabajo, por-
gue las computadoras realizan las operaciones de forma mu
rapida, pero es importante mencionarlo.

La segunda limitaéin es cuando el polinomio tiene una
raiz doble, en el Apndice se presenta un caso.

Para utilizar este &todo se debe especificar los puntos
del intervalo inicial, ascomo el valor de la funéin en esos  FIGURE 6. Método de Newton-Raphson.
puntos y en todos los que se utilicen para construir los inter-
valos.

Ademas, como este &todo es localmente convergente, si
los valores inicialesy estin cercanos a la taentonces el
3.3. Método de Newton-Raphson método convergeapido. La interpretadin geonétrica de es-

te método se puede apreciar en la Fig. 6. Como puede verse,
El método de Newton-Raphson se basa en aproximar cuase aproxima localmente el polinomio con la recta tangente
quier funcbn, f(z), como una fundn lineal alrededor del (funcion lineal) que pasa por el pun{e, f(zo)) € interseca

puntozq, usando la expartn en series de Taylor al eje de las abscisas en. Se hace lo mismo con la recta
" tangente al puntdz,, f(x1)) y se obtiener,, y ad suce-
f(x):f(x0)+f/ (xo)(a?—xo)+f (20) (z—xz0)+---, (18)  sivamente hasta que el valor @$an cerca de la racomo

2! queramos. Se puede observar en la figura que estiedm se
y truncandola en el segundérnmino, que contiene la infor- aproxima a la rez en menos pasos que ettodo de bisec-
macbn de la primera derivada. Por ser una aproxiague cion, por lo que hay que hacer menos operaciones y, por lo
proviene de una expariei de Taylor, se dice que es ugto-  tanto, es computacionalmentésdptimo.

do localmente convergente. Se tiene entonces A pesar de lo anterior, tiene dos limitaciones importan-
B / 19 tes, la primera es que necesitasinformaacdn del problema,
f(@) = f(zo) + f (z0)(z — o), (19) pues ader@s del valor de la funéh, se debe conocer el de su

como el inteés es en las fees, es decir en el punto en el que dervada en los puntos de inés: Para el problema dedlcu-
f(z) = 0, se puede despejar lo de concentraciones al equilibrio, esto no es una limitante,

puesto que siempre tenemos esa informagdues la fundn
o — f(xo) (20) de inteés esh definida en ecuacionesaogas a la Ec. (9) y
I (o)’ la derivada siempre puede obtenerse.
y se obtienez en funcbn de la informadn del punto ante- La segunda limitaén, intinseca al rétodo, es quéste

rior, zo. Si se renombra como, a este nuevo valor, se puede €S locaimente convergente, es decir que si se empieza el pro-
ceso lejos de la ia, hay la posibilidad de que no converjay

Tr =

escribir: . .
no encuentre la fa. Esto depende de la forma del polinomio.
T =20 — f/(IO) , (21) Ninguna de las limitaciones Baladas la encontraremos
[ (o) en nuestro problema espico, pero es importante mencio-

que es totalmente equivalente a la ecoagrevia. Ahora se Narlo por si se aplica el &todo de Newton-Raphson a otros
puede utilizar:, para obtener el siguiente valor dejue lla-  Problemas.

maremost,, con lo que se tentx Para utilizar este gtodo se debe especificar el punto en
que se inicia el proceso, adéamdel valor de la fundin y de
Xy = X1 — ;((xl)) . (22)  suderivada en ese punto y en los que se vayan encontrando.
A

Se puede generalizar esta idea observando que se calculaBel. Meétodo de la secante

punto de integs en fundn del punto anterior, escribiendo:

El método de la secante se basa en la interpotade una
fxi) . i>0 (23)  funcion usando una aproximaci lineal dada por la recta se-
f (i) B cante que pasa por los punt@s, f(x0)) Y (21, f(z1)) de la
Con esta expresh es posible encontrar de manera iterativafuncion f(z), as como de la discretizadh de la derivada. Se
los valores de: que aproximary(z) a cero. En este caso, co- Parte de aproximar la funmh como una recta
mo f(z) es un polinomio, los valores decorresponden a las
aproximaciones a una de lasaes reales de dicho polinomio. f(x) = mz +0,

Tiy1 = Tq —

(24)
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dado que el inté&s es encontrar lasices, se debe cumplir
que f(x) = 0, de donde se puede despejar
b

T=——
m

(25)

Recordando que la recta debe pasar por los dos puntos, s

tiene que
f(x0) = maxo + b, (26)
f(z1) = mzqy + 0. 27)

Restando la primera ecuéaai de la segundaf(z;) —
f(xo), se elimina lab

f(z1) = f(zo) = (mx1 +b) — (mxo + b)
= mz1 — mxo = m(x; — o), (28)

y se puede despejar,

m— M7 (29)

T1 — Zo

gue, a su vez, se sustituye en una de las ecuaciones para ob-

tenerb, en este caso se utilizala primera ecuaén:

F(zo) = Mm T, (30)
Tr1 — X0
y se despeja
b= f(xg) — MIO (31)
1 — 2o
Ahora se sustituyen ambas expresiones en
R O =
m f(@1)—f(=w0)
xr1—Io
f(z1)=f(xo) ,,
— f(xo) _ r1—Xo 0 , (32)
f(z1)—f(z0) f(z1)—f(z0)
Tr1—Xo xr1—Xo
1 — o (33)

z =0 — f(20) Tt — .
fz1) = f (o)
Se puede empezar a generalizar esta eonashalando
gue lax obtenida sex un nuevo punto que se uaan el paso
siguiente, de manera que tenemos z», Y Nos queda
r1 — To
f@1) = fxo)
La estructura de la ecudxi anterior nos permite escribir
la féormula general del Btodo de la secante

=z — f(x0) (34)

T2

Ty — Tj—1

Ti4l = Tj—1 — f($i—1)m7 1> 1, (35)

FIGURE 7. Método de la secante.

En la literatura se puede encontrar que &atodo de se-
cante a veces se le llama cuasi Newton-Raphson. Ll@nraz
es que si en la Ec2B) del método de Newton-Raphson se
aproxima la derivada por diferencias finitas, es decir

h—0 h

f(xl) - f(wi*1)7 (36)

Ty — Tj—1

se obtiene la Ec35). Es importante mencionar, sin embargo,
que a diferencia del étodo de Newton-Raphson, que nece-
sita un punto para arrancar el proceso iterativo, &ato de

la secante requiere dos puntos.

La interpretaddn geongtrica del nétodo de la secante se
muestra en la Fig. 7, donde se aproximan la&sasmediante
rectas que cortan al eje de las abscisas e intersecan al po-
linomio. En este caso se interpola linealmente el polinomio
con la recta secante (furdei lineal) que une dos puntos del
polinomio (xo, f(z0)) ¥ (z1, f(z1)) € interseca al eje de las
abscisas en,, ver Fig. 7. Con el valor de la funmn enz,,
es decirf(x2) se construye una nueva recta secante, se iden-
tifica la intersec@n con el polinomio e identificando el valor
de la abscisa correspondiente a ese punto, se ohtigriel
proceso se repite hasta estar tan cerca déacamo se de-
Seb.

Se puede observar que tambieste ratodo se aproxima
en menos pasos a laizaque el nétodo de bisecbn y por lo
tanto es computacionalmentégbptimo.

Para utilizar este &todo se deben especificar los puntos
del intervalo inicial, adei@s el valor de la funéin en esos
puntos y en los que se utilicen, es decir que se requiere esen-
cialmente la misma cantidad de informatique en bisec-
cion.

3.5. Ejemplo

En la reacdn considerada er2(1.3 anteriormente, la Ta-

usando esta exprési de manera iterativa, la nueva aproxi- bla IX muestra la aproxima@gh sucesiva a una de ladces
macbn esz; 1, que se obtiene prolongando la secante hasthuscadas.

intersecar el eje de las abscisas, ver la Fig. 7 y su explicaci

En todos los casos se utilizl valor des = 1 x 107 y se

El método de la secante siempre converge a partir de valoresleccionaron los siguientes valores para iniciar las rutinas,

iniciales cercanos a laia

con ayuda de la gfica del polinomio presentada en la Fig. 3:

Rev. Mex. Fis. E20010212



8 H. G. LAGUNA, S. J. C. SALAZAR, Y R. P. SAGAR

TABLA IX. lteraciones de los diferentestodos para el ejemplo presentado en la subsed2il.3).

Nimero de Bisecoin Secante Newton-Raphson
iteracon () [ai, bi] Tit1 Zi

1 [ 0.0000000, 0.0500000] 0.0126848 0.0131029
2 [ 0.0000000, 0.0250000] 0.0132940 0.0133387
3 [ 0.0125000, 0.0250000] 0.0133387 -

4 [0.0125000, 0.0187500] - -

5 [ 0.0125000, 0.0156250] - -

6 [ 0.0125000, 0.0140625] - -

7 [0.0132813, 0.0140625] - -

8 [0.0132813, 0.0136719] - -

9 [0.0132813, 0.0134766] - -

10 [0.0132813, 0.0133789] - -

11 [ 0.0133301, 0.0133789] - -

12 [0.0133301, 0.0133545] - -

13 [0.0133301, 0.0133423] - -

14 [ 0.0133362, 0.0133423] - -

15 [0.0133362, 0.0133392] - -

16 [0.0133377, 0.0133392] - -

17 [ 0.0133385, 0.0133392] - -

18 [0.0133385, 0.0133389] - -

19 [0.0133387, 0.0133389] - -

20 [0.0133387, 0.0133388] - -

= Método de bisecén con intervalo inicialag, by] = Y el caso que se discdtien que las concentraciones ini-
[0.0, 0.1]. ciales de los reactivos sen= b = 0.1 y no hay amoniaco
presente, es deair= 0.0. Los datos de este problema se pre-

= Método de secante con puntos iniciales = 0.0 y sentan esqueaticamente en la Tabla I1I.

Tr1 = 0.1.

1. Graficar la funddn. Si no es posible usar un grafica-
dor, es posible utilizar Google tecleando la funrcen
el buscador, en este caso:

1.2%(0.1 - X) * (0.1 - 3*x)"3 - (2*x)"2

= Método de Newton-Raphson cep = 0.0.

Se puede observar que la convergencia debiio de bi-
seccon es la nas lenta, pues le toma 20 pasos encontrar el
valor de la réz con la preci€in deseada, en contraste con la

rapidez de convergencia de secante, que alcanzézla ta
tercera iteracin, y Newton-Raphson que eSramas épido.
Cabe sBalar que el imero de iteraciones depende dmde
se empieza el proceso iterativo.

4. Algoritmo para encontrar las raices

En esta secbn se presentan los pasos a seguir para calcular
las concentraciones al equilibrio de una reacaumica. Se

utilizara un programa en Fortran de logtodos de bisecon

y secante, que estdisponible para su uso en la liga que se

proporciona.

Se utilizad como ejemplo la readm de formadn del
amoniaco, Ec.@). De manera que el polinomio cuyasags
se quiere encontrar éstlado por la Ecl9).

Se observa algo como lo que se muestra en la Fig. 8.

Se puede utilizar el mouse para mover lafiga 0 am-
pliar las regiones.

. A partir de la géfica anterior, se puede definir el inter-

valo en el que se encuentran lagces. En este ejem-
plo, se podma tomar (1,1) 6 (—0.5,0.5)6 (—0.3,0.5).
Se necesita esta informaai en el punto siguiente.

3. En la liga |https://onlinegdb.com/

DLIuIgLCY | se encuentra el programa de Fortran,
se ejecuta con el bon “Run” en la parte superior (in-
dicado con la flecha en la Fig. 9) y debe proporcionarse
la informacbn de la reacéin qumica.

Despies de escribir cada dato solicitado, se debe pre-
sionar la tecla “Intro”.
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Google

Q Todos [ Imagenes ¢ Shopping

1.24(0.1-x) (0.1-3*X)"3 - (2*x)"2 X &

@ Noticias  Q Maps : Mas

Cerca de 454,000 resultados (0.49 segundos)

Gréafico de 1.2%(0.1-x)*(0.1-3*x)"3-(2*x)"2

x: 0.646733687 y: 2.41533773

Herramientas

a los programas que pueden usarse de una forma muy senci-
lla'y practica, ascomo un conjunto de pasos que@uen la
blusqueda de dichasicas.

Apéndice A

En este apndice se presenta un caso en que el programa de la
seccon anterior no encuentra laseas del polinomio, pues-

to que tiene un cero doble. A pesar de quéaseiuy dificil
reproducir en el laboratorio las concentraciones iniciales pro-
puestas, debido a la cantidad de cifras significativas, @&
objetivo es mostrar que se tiene un polinomio del que no se
pueden obtener lasices por medio del algoritmo anterior, se

puede utilizar el programa de Newton-Raphson que se pro-
porciona.
Las concentraciones iniciales que se consideraon
a = 0.3, b = 0.14347454237699156, y ¢ = 0.0 M. Si se
G ks > aplica el algoritmo anterior se obser&ague el programa no
' cowon FNCLANGE puede encontrar las dosicas de la izquierda de la&fica.
DIMENSION DROOT(30),DROOTS(30),DRO0OTSS(30)
e Rl D) Esto persiste(@n si se disminuye el tarfia de los intervalos
MO DCO, 5P, O KOFP sucesivos de las Figs. 4y 5. Esto es porque en estas condicio-
nes la réz del polinomio que conduce a las concentraciones
en equilibrio correctas es un cero doble.
Un cero doble se presenta cuando el polinomio toca el eje
de las abscisas pero no lo cruzagfgramente se ve como en
la Fig. 10. Debido a lo anterior, no es posible cumplir con
las condiciones que supone eétado de bisecbn y que se
ilustran gaficamente en la Fig. 4.

(UMBERTO LAGUNA GALINDO &

Last modified: 9/6/2022 15:59:33

¢, g
READC*, INR

Google

1.2%(0.3 - x) * (0.14347454237699156 - 3*x)"3 - (2*x)"2 X 4 Q

Q Todos [&) Imégenes (@ Noticias [) Videos @ Maps i Mas Herramientas

FIGURE 9. Vista de la interfaz de uno de los programas de Fortran e de 7 esdiados (041 sequndcd)
mencionados en el dculo. La flecha indica el boh con que se Grafico de 1.2%(0.3-x)"(0.143475-3"x)"3-(2"x)"2
puede iniciar la ejecuon. il

x:0.242544628  y: -0.249055357

4. Recolecabn y aralisis de resultados.0® las concen-
traciones positivas y reales tienen significaidoc.

5. Se puede utilizar este procedimiento para calcular las a)
concentraciones al equilibrio de cualquier reanci
guimica con hasta siete productos y siete reactivos.  Google

1.2%(0.3 - x) * (0.14347454237699156 - 3*x)"3 - (2*x)"2 X !a Q

Q Todos [ Imgenes @ Noticias () Videos @ Maps i Més Herramientas

Cerca de 7 resultados (0.41 segundos)

5. Conclusiones Grafico de 1.2%(0.3-x)*(0.143475-3*x)"3-(2*x)"2

Poder utilizar nétodos nuraricos iterativos para la soluri
de ecuaciones polinomiales de orden mayor que dos ayud:

+ 0006
10
- 0005

0.004

Xx:0.969075726  y: 131920573

a ampliar la gama de ejemplos que pueden utilizarse en los
cursos de dumica khasica al calcular el equilibrio dunico
aplicando la constante de equilibrio. El uso de un grafica- T
dor facilita utilizar dichos ratodos por parte de estudiantes R A

de los primeros cursos de licenciatura, pues permite ubical b)
las zonas en que se encuentran lases En este trabajo se Figure 10. a) Gifica del polinomio con las condiciones discuti-
presentaron de manera detallada tré&auos nuréricos de  das. b) Una ampliabh de la reghn donde se presenta el cero doble,
blsqueda de faes de una ecudm y se prove§ el acceso que es el que aparece a valorescdeas negativos.
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10 H. G. LAGUNA, S. J. C. SALAZAR, Y R. P. SAGAR

Si bien en este caso no se trata de un cero doblétianal ecuacbn que corresponde a una re@ccgumica con hasta
co, porgue no puede escribirse la fuorticomo un producto siete productos y hasta siete reactivos. Se requiriorma-
de dos cuaditticas, una de las éales es el cuadrado de un cibn de la gafica de la Fig. 10 para darle el punto de inicio.
binomio, § se trata de un cero doble para cualquier efectde debe tratar con diferentes puntos de inicio para encontrar
numeérico. cada una de laszes.

El aprepdizaje _importante €s gue, como se ha discutido, Alternativamente, se poidr utilizar el nétodo de secan-
todos los netodos tienen fortalezas y debilidades que los hafe programado en esta lilfatps://onlinegdb.com/

cen complementarios, por ello es tan importante estudiarlo)'i4pyIpY6t En este caso tamé hay que utilizar la @fica
y aprender varios de ellos. '

. , de la Fig. 10 para especificar los puntos con los cuales iniciar
En este caso, se puede utilizar el programa detom el proceso
do de Newton-Raphson que &sen la liga https: )

/lonlinegdb.com/tbiJXcHMZ para encontrar esas  LOs ddigos esin disponibles haciendo una solicitud a
raices. Con este programa es posible calcular lassale una |0s autores.

i. En los polinomios de segundo grado tenemos la expmesi 5. J. J. Baeza-Baeza, M. C. Gina&lvarez-Coque, Systematic
x1,2 = (—=b=£ vb? — 4ac)/2a para calcular andlcamente las Approach To Calculate the Concentration of Chemical Species
raices, no obstante para los polinomios de tercer grado y cuar-  in Multi-Equilibrium Problems,). Chem. Edu¢88(2011) 169,
to grado existen expresiones cerradas algo complicadas que se |https://doi.org/10.1021/ed100784v

conocen comodrmulas de Cardano y #te. 6. A. Raviolo, Using a Spreadsheet Scroll Bar to Solve Equi-
1. T.L.Brown, H. E. Lemay Jr., B. E. Bursten, C. J. Murphy, P. M. librium ConcentrationsJ. Chem. Edu¢.89 (2012) 1411,
Woodward, Qimica. La ciencia central. 12a edici, Pearson https://doi.org/10.1021/ed3002144

Education, Mexico, 2014. 7. E. Weltin, A Numerical Method To Calculate Equilibrium Con-
2. R. Chang, Qimica. 7a edidn, McGraw Hill, México, 2002. centrations for Single-Equation Systends,Chem. Educ.68

3. E. E. Stone. Complex Chemical Equilibria. Application of (1991) 486https://doi.org/10.1021/ed068p486
Newton-Raphson method to solve non-linear equatidn, 8. G. Colonna, A. D’Angola, A hierarchical approach for fast
Chem. Edug. 43 (1966) 241, https://doi.org/10. and accurate equilibrium calculatioomp. Phys. Comm.
1021/ed043p241 163 (2004) 177 |nttps://doi.org/10.1016/j.cpc.

4. R.N. Mioshi, C. L. do Lago, An equilibrium simulator for mul- 2004.08.004
tiphase equilibria based on the extent of reaction and Newton-9. A. L. Magalhes, Introducing Iterative Methods to Undergra-
Raphson method with globally convergent strategy (SEQEx2),  duate Chemistry Students A Spreadsheet-Based Approach,
Anal. Chim. Acta334(1996) 27 1https://doi.org/10. J. Chem. Edu¢.97 (2020) 1908 https://doi.org/10.
1016/S0003-26/0(96)00342-X 1021/acs.jchemed.0c00252
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