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Mı́nimos cuadrados para la calibracíon en reconstruccíon
3D mediante proyeccíon de franjas
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En sistemas de medición de superficies mediante la técnica de corrimiento de fase con proyección de franjas, la calibración del sistema
es una parte esencial para determinar la relación entre la fase obtenida y la altura real del objeto. En este trabajo, presentamos un análisis
mateḿatico detallado del modelo de calibración lineal. La deducción del esquema de mı́nimos cuadrados, requerido para la estimación, se
plantea de forma intuitiva empleando la teorı́a subyacente en análisis nuḿerico. El ḿetodo de calibración es aplicado a la superficie de un
objeto 3D obteniendo resultados favorables.

Descriptores:Perfilometŕıa; ańalisis de franjas; medición 3D; ḿınimos cuadrados.

In surface measurement systems using the phase shift technique with fringe projection, the calibration of the system is an essential part to
determine the relationship between the phase obtained and the real height of the object. In this work, we present a detailed mathematical
analysis of the linear calibration model. The deduction of the least squares scheme, required for the estimation, arises intuitively using the
underlying theory in numerical analysis. The calibration method is applied to the surface of a 3D object obtaining favorable results.
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1. Introducción

Las t́ecnicas de proyección de franjas han sido usadas pa-
ra medicíon tridimensional (3D) de superficies de objetos en
varias aplicaciones, tales como: inspección en ĺıneas de pro-
duccíon, conservación digital de objetos, ingenierı́a inversa y
visión rob́otica [1,2]. Su popularidad se ha debido a la posibi-
lidad de tener un amplio campo de adquisición de iḿagenes
3D, aśı como al hecho de ser una técnica no invasiva y que
no requiere contacto del objeto. Recientemente, el interés por
estas t́ecnicas de proyección de franjas se ha incrementado
debido a que muestran una mejor y más ŕapida tecnoloǵıa de
captura y proyección de iḿagenes, ofreciendo una alta posi-
bilidad de medicíon de perfiles 3D en tiempo real.

La técnica consiste en proyectar un patrón de franjas so-
bre la superficie del objeto a digitalizar, el cual se adquiere
mediante una ćamara CCD desde otra dirección. Los patro-
nes de franjas adquiridos están modulados por la topografı́a
de la superficie del objeto, es decir, estos tienen la informa-
ción 3D de la superficie. En general se proyectan y adquieren
una secuencia de patrones de franjas corridos en fase. A partir
de estos se recupera un mapa de fase, de ahı́, que la metodo-
loǵıa empleada para reconstruir la fase a partir de los patrones

adquiridos se conocen como métodos de corrimiento de fase
[3-7].

El método de calibración utilizado para determinar el ma-
peo entre el mapa de profundidad (mm) y la distribución de
fase (radianes) es esencial para medir objetos. Estas técnicas
se agrupan en cuatro categorı́as: el primero consiste en la me-
dición de los paŕametros geoḿetricos del sistema de proyec-
ción [8]. La medicíon de estos parámetros es manual, y por
tanto con precisión no tan alta para hacer mediciones con-
fiables en la superficie. Otro ḿetodo, considerado heurı́stico
[9,10], utiliza redes neuronales para determinar la relación
fase-altura. Requiere una gran base de datos y no se garantiza
encontrar eĺoptimo global. Sin embargo, se ha reportado una
alta resolucíon espacial. Partiendo delárea de visíon compu-
tacional, se tiene otro grupo de métodos que utilizan diferen-
tes herramientas de calibración como cuadrı́culas, un plano
de nube de puntos y otros objetos con profundidades cono-
cidas [11-13]. Otras aproximaciones para calibrar y obtener
la relacíon entre la fase-altura se basa en modelos matemáti-
cos [14-16]. En particular, estas técnicas tienen en coḿun el
uso de un plano de referencia móvil, se coloca en diferentes
posiciones equidistantes y nos permite obtener información
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redundante para poder estimar los parámetros del modelo ma-
temático empleando ḿınimos cuadrados.

En este trabajo, mostramos la deducción mateḿatica por-
menorizada del esquema de calibración lineal para un per-
fil ómetro con proyección de franjas. Esta caracterización del
sistema experimental nos permite realizar mediciones 3D de
objetos empleando una cámara y un proyector. La función de
mapeo -calibración- nos permite transformar a unidades mi-
limétricas el objeto reconstruido por la técnica de corrimien-
to de fase en proyección de franjas. El ḿetodo de ḿınimos-
cuadrados requerido para la estimación del modelo lineal, se
plantea en forma intuitiva y mostrando con claridad los pasos
necesarios para el planteamiento del estimador. El procedi-
miento se aplićo a datos reales obteniendo resultados favora-
bles.

2. Marco teórico

Un sistema de reconstrucción tridimensional basado en pro-
yeccíon de patrones de franjas sinusoidales se ilustra en la
Fig. 1. La configuracíon del sistema consiste en una compu-
tadora personal para generar y procesar los patrones de fran-
jas. Un proyector digital (DLP, digital light projector) que es
usado para proyectar los patrones de franjas, una cámara de
alta resolucíon (CCD Charge-Coupled Device) que se emplea
para capturar los patrones de franjas modulados en fase por
la superficie del objeto y un plano de referencia para calibra-
ción.

En perfilometŕıa por proyeccíon de franjas (FPP, Fringe
projection profilometry), el ḿetodo de corrimiento de fase
ha sido extensamente adoptado para la medición de superfi-
cies y formas tridimensionales. El procedimiento consiste en
proyectar una secuencia de patrones de franjas sinusoidales
corridas en fase sobre la superficie del objeto bajo prueba y
adquirir los patrones deformados o modulados por la superfi-
cie del objeto. Mateḿaticamente los patrones adquiridos los
podemos modelar como

FIGURE 1. Configuracíon de un sistema de reconstrucción tridi-
mensional mediante proyección de franjas.

Ik(x, y) = a(x, y) + b(x, y)

× cos [2πf (x) + ϕ (x, y)− δk] , (1)

conk = 1, 2, ..., N , dondea(x, y) es la iluminacíon de fon-
do,b(x, y) es la amplitud de modulación,f corresponde a la
frecuencia espacial del patrón de franjas,ϕ(x, y) es la fase
relacionada al perfil del objeto medido, yδk son los corri-
mientos de fase conocidos.

Considerando corrimientos igualmente espaciados2π/3,
con un ḿınimo de tres iḿagenes de patrones de franjas pro-
yectados y capturados, podemos determinar la faseϕw para
cada pixel(x, y) mediante la expresión anaĺıtica [17]

ϕw(x, y)= arctan

[ √
3 [I1 (x, y)−I3 (x, y)]

2I2 (x, y)−I1 (x, y)−I3 (x, y)

]
, (2)

la fase obtenida se encuentra envuelta en el intervalo
[−π, +π). Por lo tanto, es necesario desenvolver la fase para
convertir la fase a un rango continuo expresado en unidades
de radianes [18]. Para tener un sistema que pueda ser utili-
zado para medir con precisión objetos reales -expresando la
altura en miĺımetros- se requiere de un proceso de calibración
fase-altura.

3. Calibración modelo-lineal

En la literatura es conocido el marco teórico para obtener
la aproximacíon lineal del sistema empleando la configura-
ción geoḿetrica del sistema [8]. Sin embargo, este enfoque
es impŕactico de realizar debido a la dificultad de medir con
exactitud las variables del sistemaóptico. En este trabajo se-
guiremos un enfoque ḿas intuitivo, el objetivo es determinar
el mismo modelo empleando conceptos básicos del ańalisis
numérico.

La calibracíon consiste en determinar una relación que
mapea la fase expresada en radianes a un mapa de fase en
mm (miĺımetros):ϕmm = F (ϕrad), esta funcíon puede ser
tan compleja como una red-neuronal artificial o bien como
un mapeo lineal [10,16]. En ambos casos se obtienen resulta-
dos similares.

En la Fig. 2 se muestra el arreglo experimental para ca-
librar el sistema y determinar la función F . El sistema solo
tiene un grado de libertad inscrito sobre el eje-z, esto nos per-
mitirá obtener muestras para poder efectuar la calibración. Se
desarrollaŕa la idea principal de forma paulatina para irnos
acercando al concepto de mı́nimos cuadrados.

Considere lo siguiente: al inicio del arreglo se tiene colo-
cado un cero fı́sico, es decir, se define un punto de partida, se
proyectan y se adquieren una secuencia de patrones de fran-
jas. Si desplazamos sobre el eje-z una cierta distanciah (por
ejemplo5 mm), y volvemos a proyectar una secuencia de pa-
trones de franjas, lo que se espera es que el incremento en la
fase fuese proporcional a dicha distancia

h ≈ ∆ϕ, (3)
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FIGURE 2. Arreglo experimental para la calibración de un sistema
de medicíon tridimensional.

donde el diferencial de la fase corresponde a∆ϕ (x, y) =
ϕR (x, y) − ϕ0 (x, y), siendoϕR (x, y) la fase inicial obte-
nida a partir del plano de referencia desplazado yϕ0 (x, y)
la fase con respecto al plano de referencia. Esta propuesta es
válida en el contexto de una respuesta lineal del sistema: al
introducir un incremento en la señal de entrada se obtiene un
incremento en la señal de salida.

Con este par de datos podemos establecer nuestra primera
ecuacíon de mapeo

h = k∆ϕ, (4)

donde la constantek es llamada la constante de proporciona-
lidad. Al tener solo un dato de calibración, el rango de me-
dición es reducido y se tiene una alta sensibilidad al ruido.
Para mejorar la estimación dek, emplearemos dos medicio-
nes, para ello desplazamos en dos posiciones el sistema de
calibracíon obteniendo

{(h1, ∆ϕ1) , (h2, ∆ϕ2)} , (5)

considerando que ambas mediciones son proporcionales a
una constante, se obtienen las expresiones

h1 = k∆ϕ1, h2 = k∆ϕ2, (6)

con estas expresiones podemos introducir el concepto de
error. Toda medicíon de un sistema fı́sico contiene necesa-
riamente un error, este tipo de error tiene por lo general, una
distribucíon gaussiana o ruido aleatorio con media cero y des-
viación est́andar conocida. De esta forma podemos establecer
lo siguiente

e1 = k∆ϕ1 − h1, e2 = k∆ϕ2 − h2, (7)

de las expresiones anteriores, elúnico paŕametro desconoci-
do es la constantek, de esta manera queremos determinar un
valor dek tal que produzca el error ḿınimo. Esto lo podemos
expresar como

e1 + e2, (8)

esta ecuación no representa en sı́ misma una funcíon valida
para optimizar. Para ello, recurrimos a elevar al cuadrado ca-
da elemento

min
{
e2
1 + e2

2

}
, (9)

obteniendo aśı una funcíon a optimizar que tiene un sólo va-
lor mı́nimo y diferenciable.

Para determinar el valor dek óptimo, utilizamos lo apren-
dido en Ćalculo: elóptimo de una función cuadŕatica se ob-
tiene derivando:

de2
1

dk
= 2 (k∆ϕ1 − h1)∆ϕ1, (10)

de2
2

dk
= 2 (k∆ϕ2 − h2)∆ϕ2, (11)

despejando e igualando a cero se obtiene

k =
h1∆ϕ1 + h1∆ϕ2

∆ϕ2
1 + ∆ϕ2

2

, (12)

con ello, obtenemos un valor para la constante de proporcio-
nalidad que eśoptima en el sentido de ḿınimos cuadrados.

Hasta ahora, hemos realizado la estimación de k em-
pleando un par de mediciones. Para incrementar el rango de
medicíon, es necesario utilizar una cantidad mayor de datos
que caracterizan mejor al sistema, e incrementa la precisión
de la estimacíon. En lo subsecuente emplearemos explı́ci-
tamente las coordenadas espaciales(x, y) en cada variable,
y expondremos el esquema de estimación considerandon-
puntos. En la Fig. 2, el plano de referencia se desplaza a lo
largo del eje-z, a distintas posiciones igualmente espaciadas,
las cuales a-priori conocemos, es decir,h1, h2, ..., hn. En ca-
da posicíon, reconstruimos el mapa de fase para el plano de
referencia -ver Ec. (2)- y obtenemos los distintos diferencia-
les ∆ϕ1, ∆ϕ2, ..., ∆ϕn. Con este conjunto de mediciones,
podemos establecer la ecuación a minimizar en el sentido de
mı́nimos cuadrados

U (k (x, y)) =
N∑

i=1

(k (x, y)∆ϕi (x, y)− hi (x, y))2 , (13)

FIGURE 3. Perfiles de mapa de fase obtenido para cada posición del
plano de referencia, son empleados para la estimación dek(x, y).
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FIGURE 4. Mapa obtenido con la distribución del factor de conver-
siónk(x, y) para la calibracíon.

FIGURE 5. a) Fotograf́ıa de la semiesfera; b) patrones de franjas
proyectados sobre el objeto; c) objeto calibrado con unidades en
milı́metros; y d) sección de corte vertical del objeto calibrado.

siguiendo el procedimiento anterior, podemos minimizar la
función con respecto del parámetro desconocidok(x, y): de-
rivando e igualando a cero obtenemos

k (x, y) =
∑N

i=1 ∆ϕi (x, y) hi (x, y)∑N
i=1 ∆ϕ2

i (x, y)
. (14)

La constantek(x, y) es bidimensional y es el factor de escala
que nos permite mapear la fase obtenida en radianes a una
escala real expresada en milı́metros:ϕmm = kϕrad. En sis-
temas de medición ópticos, el desplazamiento sobre el eje-z
debe ser mayor a la altura máxima del objeto a medir.

Cabe resaltar que el modelo de calibración lineal tiene
una exactitud similar a esquemas de calibración no-lineales
para un rango de medición moderado(0− zmáx/2). Confor-
me el rango de medición crece, la exactitud del modelo lineal
decrece hasta en un 30 % de error en promedio [15]. A pe-
sar de esta inexactitud del método, el modelo de calibración
lineal es aplicable cuando el objeto de medición tiene dimen-
siones moderadas. Además, es un ḿetodo sencillo que nos

proporciona un primer acercamiento a este tópico de estudio
y sienta las bases para comprender esquemas de calibración
más complejos.

4. Resultados experimentales

En esta sección, mostramos los resultados obtenidos del
método de calibración, aśı como la aplicacíon a un objeto
real. Para ello, utilizamos un proyector LCD comercial (mo-
delo PJD7820, ViewSonic) con una resolución máxima de
1920 × 1280 ṕıxeles. Las iḿagenes fueron adquiridas em-
pleando una ćamara de 8 bits (modelo DCU 224C, Thorlabs),
con una resolución de1280 × 1024 pı́xeles. Se definió un
ángulo de vista deθ = 12 grados; ver Figs. 1 y 2 para una
representación gŕafica del arreglo experimental.

A fin de verificar experimentalmente el proceso de ca-
libración, realizamos el procedimiento descrito previamente
para 11 posiciones del plano de referencia, con intervalos de
5 mm entre cada una, ver Fig. 2. En cada posición recons-
truimos el mapa de fase a partir de una secuencia de patrones
adquiridos. En particular, se proyectaron patrones de franjas
con un perfil de intensidad sinusoidal y con un periodo de
24 ṕıxeles. En la Fig. 3 se despliega un corte transversal de
los 11 planos reconstruidos. En esta se puede apreciar que
los datos contienen ciertas imperfecciones que son causadas
por el ruido en las observaciones. Sin embargo, se observa un
paralelismo entre cada renglón de datos.

Con base a los datos mostrados anteriormente, podemos
estimar el factor de escalak(x, y) que corresponde al factor
de conversíon del ḿetodo de calibración, ver Fig. 4. El rango
de los datos es cercano a un valor constante, se aprecia una
cierta inclinacíon la cual es ocasionada por la falta de para-
lelismo entre la ćamara y la base del plano. Este resultado es
consistente con lo reportado en otros trabajos [8,12,14].

Como segundo experimento, consideremos medir una se-
miesfera de poliestireno, cuyo diámetro es de aproximada-
mente 110 mm y una altura de 50 mm. Para este propósito,
proyectamos un conjunto de patrones de franjas sinusoida-
les para recuperar el mapa de fase del objeto. En la Fig. 5
mostramos nuestros resultados principales. Las Figs. 5a) y b)
muestran la fotografı́a de semiesfera como objeto de prueba
y el patŕon de franjas adquirido, respectivamente. La Fig. 5c)
muestra la fase recuperada como mapa de intensidad, sobre
este conjunto de datos ya se aplicó el procedimiento de ma-
peo para calibrar la fase del objeto. Finalmente, en la Fig. 5d)
se muestra la sección transversal vertical del mapa de fase de
5c). El valor ḿaximo promedio de medición en el centro de
la semiesfera fue de 50.76 mm, mostrando una diferencia de
1.52 % con respecto a la altura real.

5. Conclusiones

En este trabajo, analizamos el método de calibración lineal
para un perfiĺometro basado en proyección de franjas. Se rea-
lizó un desarrollo intuitivo y conciso para la deducción del
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esquema de ḿınimos-cuadrados requerido para la estimación
del paŕametro del modelo. Esta caracterización del sistema
experimental nos permite realizar mediciones 3D de objetos
empleando una cámara y un proyector. El procedimiento de
calibracíon lineal se implementó y prob́o en un perfiĺometro

de proyeccíon de franjas. La calibración se aplićo a una se-
miesfera de poliestireno, con una altura nominal de 50 mm.
El error de medicíon fue de 1.52 %, lo que demuestra la via-
bilidad del procedimiento de calibración.
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