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Minimos cuadrados para la calibracon en reconstruccon
3D mediante proyecobn de franjas
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En sistemas de med@ de superficies mediante lechica de corrimiento de fase con proyéccie franjas, la calibragn del sistema
es una parte esencial para determinar la réfaentre la fase obtenida y la altura real del objeto. En este trabajo, presentam@agisia an
matenatico detallado del modelo de calibranilineal. La deducéin del esquema deimimos cuadrados, requerido para la estifacse
plantea de forma intuitiva empleando la ieosubyacente en alisis nungrico. El netodo de calibradin es aplicado a la superficie de un
objeto 3D obteniendo resultados favorables.

Descriptores: Perfilometfa; arélisis de franjas; medion 3D; minimos cuadrados.

In surface measurement systems using the phase shift technique with fringe projection, the calibration of the system is an essential part t
determine the relationship between the phase obtained and the real height of the object. In this work, we present a detailed mathematice
analysis of the linear calibration model. The deduction of the least squares scheme, required for the estimation, arises intuitively using the
underlying theory in numerical analysis. The calibration method is applied to the surface of a 3D object obtaining favorable results.
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1. Introduccion adquiridos se conocen comceindos de corrimiento de fase
3-7].
Las €cnicas de proyedmn de franjas han sido usadas pa—[ ]
ra medicon tridimensional (3D) de superficies de objetos en  El método de calibraéin utilizado para determinar el ma-
varias aplicaciones, tales como: inspéccen Ineas de pro- peo entre el mapa de profundidad (mm) y la distribnaie
duccbn, conservadn digital de objetos, ingenierinversay fase (radianes) es esencial para medir objetos. Estaicas
vision rokbtica [1,2]. Su popularidad se ha debido a la posibi-se agrupan en cuatro cate@: el primero consiste en la me-
lidad de tener un amplio campo de adquisicide imagenes dicion de los paametros geoktricos del sistema de proyec-
3D, as como al hecho de ser unachica no invasiva y que cion [8]. La medicon de estos pametros es manual, y por
no requiere contacto del objeto. Recientemente, eléatpor  tanto con precigin no tan alta para hacer mediciones con-
estas écnicas de proyeden de franjas se ha incrementado fiables en la superficie. Otroatodo, considerado héstico
debido a que muestran una mejor fisnapida tecnolo de  [9,10], utiliza redes neuronales para determinar la refaci
captura y proyecéin de indgenes, ofreciendo una alta posi- fase-altura. Requiere una gran base de datos y no se garantiza
bilidad de medidn de perfiles 3D en tiempo real. encontrar ebptimo global. Sin embargo, se ha reportado una
La técnica consiste en proyectar un patde franjas so- alta resoludn espacial. Partiendo datea de viin compu-
bre la superficie del objeto a digitalizar, el cual se adquierd¢acional, se tiene otro grupo deetodos que utilizan diferen-
mediante una&mara CCD desde otra diregni Los patro- tes herramientas de calibranicomo cuadculas, un plano
nes de franjas adquiridos astmodulados por la topogfaf de nube de puntos y otros objetos con profundidades cono-
de la superficie del objeto, es decir, estos tienen la informaeidas [11-13]. Otras aproximaciones para calibrar y obtener
cion 3D de la superficie. En general se proyectan y adquierda relacbn entre la fase-altura se basa en modelos nétem
una secuencia de patrones de franjas corridos en fase. A partios [14-16]. En particular, estaschicas tienen en cdm el
de estos se recupera un mapa de fase, gejab la metodo- uso de un plano de referencigwil, se coloca en diferentes
logia empleada para reconstruir la fase a partir de los patrongmsiciones equidistantes y nos permite obtener inforbmaci
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redundante para poder estimar losgraetros del modelo ma-
tematico empleando mimos cuadrados.

En este trabajo, mostramos la dedbeainateratica por- Ix(w,y) = a(z,y) + bz, y)
menorizada del esquema de calibéaclineal para un per- x cos 2 f (x) + ¢ (z,y) — O], 1)
filbmetro con proyecén de franjas. Esta caracterizacidel o
sistema experimental nos permite realizar mediciones 3D dePnk = 1,2, ..., N, dondea(z, y) es la iluminaddn de fon-
objetos empleando unamara y un proyector. La furm de 40, b(z, ) es la amplitud de modulam, f corresponde a la
mapeo -calibraéin- nos permite transformar a unidades mi-frecuencia espacial del patr de franjasy(z, y) es la fase
limétricas el objeto reconstruido por Ecnica de corrimien- rélacionada al perfil del objeto medido,dy son los corri-
to de fase en proyedm de franjas. El fitodo de rinimos- ~ Mientos de fase conocidos. _
cuadrados requerido para la estingexcilel modelo lineal, se Considerando corrimientos igualmente espaciados,
plantea en forma intuitiva y mostrando con claridad los paso§On un minimo de tres iragenes de patrones de franjas pro-
necesarios para el planteamiento del estimador. El proced/£ctados y capturados, podemos determinar lagaspara
miento se aplié a datos reales obteniendo resultados favorac@da pixelz, y) mediante la expresh anaitica [17]

bles. \/g[jl ($7y) _IS (x,y)]
2 (Jf, Z/) —I (a:,y) —1I ('Tvy)

la fase obtenida se encuentra envuelta en el intervalo

Un sistema de reconstruéci tridimensional basado en pro- [, +7T_)' Por lo tanto, es necesa}rio desenvolver la fas_e para
onvertir la fase a un rango continuo expresado en unidades

yeccbn de patrones de franjas sinusoidales se ilustra en [ ) : o
Fig. 1. La configuradin del sistema consiste en una Compu_de radianes [18]. Para tener un sistema que pueda ser utili-

tadora personal para generar y procesar los patrones de fr%fido para medir con predisi objetos reales -expresando la
jas. Un proyector digital (DLP, digital light projector) que es altura en milmetros- se requiere de un proceso de calibraci
usado para proyectar los patrones de franjas, ansaca de fase-altura.

alta resolud@n (CCD Charge-Coupled Device) que se emplea

para capturar los patrones de franjas modulados en fase p8t Calibracion modelo-lineal

la superficie del objeto y un plano de referencia para calibra- _ _ _
cion. En la literatura es conocido el marcadtiEo para obtener

En perfilometia por proyecdn de franjas (FPP, Fringe la aproximaddn lineal del sistema empleando la configura-
projection profilometry), el retodo de corrimiento de fase CiOn geongtrica del sistema [8]. Sin embargo, este enfoque
ha sido extensamente adoptado para la medide superfi- €S impactico de realizar debido a la dificultad de medir con
cies y formas tridimensionales. El procedimiento consiste efXactitud las variables del sisterbptico. En este trabajo se-
proyectar una secuencia de patrones de franjas sinusoida/@diremos un enfoque as intuitivo, el objetivo es determinar
corridas en fase sobre la superficie del objeto bajo prueba§ mismo modelo empleando concepté@sioos del aalisis
adquirir los patrones deformados o modulados por la superfAUMTerico.

cie del objeto. Matefaticamente los patrones adquiridos los L@ calibracén consiste en determinar una refacique
podemos modelar como mapea la fase expresada en radianes a un mapa de fase en

mm (milimetros): .., = F(vrad), €sta fundn puede ser
- tan compleja como una red-neuronal artificial o bien como
Zy G ’g = Proyector un mapeo lineal [10,16]. En ambos casos se obtienen resulta-

, (@

ow(x,y)=arctan [
2. Marco tedrico

dos similares.

—————————— —d . 7 En la Fig. 2 se muestra el arreglo experimental para ca-
PRy librar el sistema y determinar la fuidei F'. El sistema solo
tiene un grado de libertad inscrito sobre el gjesto nos per-
mitira obtener muestras para poder efectuar la calibna8e
desarrollad la idea principal de forma paulatina para irnos
acercando al concepto ddémmos cuadrados.

Considere lo siguiente: al inicio del arreglo se tiene colo-
cado un ceroisico, es decir, se define un punto de partida, se
proyectan y se adquieren una secuencia de patrones de fran-
jas. Si desplazamos sobre el ejena cierta distancia (por

v i ejemplo5 mm), y volvemos a proyectar una secuencia de pa-
0 A B Plano de referencia X trones de franjas, lo que se espera es que el incremento en la
fase fuese proporcional a dicha distancia
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FIGURE 1. Configuracbn de un sistema de reconstriaeitridi-
mensional mediante proyeéci de franjas. h = Ay, )
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obteniendo dsuna funcon a optimizar que tiene uk va-
lor minimo y diferenciable.

Para determinar el valor debptimo, utilizamos lo apren-
dido en Glculo: eloptimo de una fundin cuadatica se ob-
tiene derivando:

de?
hy
de?
M, chj =2 (kAps — hy) Aps, (11)
z
OI—X | despejando e igualando a cero se obtiene
FIGURE.Z’. Arr_eglo experimental para la calibréci de un sistema B hiApr + hiAps
de mediobn tridimensional. — x5 (12)
Api + Aps

donde el diferencial de la fase correspondé&@(z,y) = )
or (2,y) — o (z,y), siendogr, (z,y) la fase inicial obte-  €ON ello, obter)emos un valor para la f:qnstante de proporcio-
nida a partir del plano de referencia desplazada Yz, ) nalidad que eéptima en el sentido deimimos cuadrados.

la fase con respecto al plano de referencia. Esta propuesta es Hasta ahora, hemos realizado la estiroacide £ em-
valida en el contexto de una respuesta lineal del sistema: &leando un par de mediciones. Para incrementar el rango de
introducir un incremento en la&al de entrada se obtiene un medicin, es necesario utilizar una cantidad mayor de datos

incremento en la $@l de salida. que caracterizan mejor al sistema, e incrementa la poecisi
Con este par de datos podemos establecer nuestra primél@ la estimadn. En lo subsecuente emplearemos iexpl
ecuacbn de mapeo tamente las coordenadas espacigles) en cada variable,
h = kAo, 4) y expondremos el esquema de estirdactonsiderande:-

. puntos. En la Fig. 2, el plano de referencia se desplaza a lo
donde la constantees llamada la constante de proporciona- . L - ; .
. oo largo del ejez, a distintas posiciones igualmente espaciadas,
lidad. Al tener solo un dato de calibraqi, el rango de me- . '

las cuales a-priori conocemos, es dekir,hs, ..., h,,. En ca-

dicion es reducido y se tiene una alta sensibilidad al ruidoda osicbn. reconstruimos el mapa de fase para el plano de
Para mejorar la estimam dek, emplearemos dos medicio- P ' P P P

- : referencia -ver Ec. (2)- y obtenemos los distintos diferencia-
nes, para ello desplazamos en dos posiciones el sistema gde . .

. . : es Ay1, Ay, ..., Ap,. Con este conjunto de mediciones,
calibracbn obteniendo

podemos establecer la ecu@atia minimizar en el sentido de

{(h1,Ap1), (ha, Ap2)}, (5)  minimos cuadrados

considerando que ambas mediciones son proporcionales a N

una constante, se obtienen las expresiones U (k(z,y)) = Z (k (x,9) Ap; (z,y) — hi (,9))*, (13)
hi = kAp1, ha = kA, (6) =

con estas expresiones podemos introducir el concepto de
error. Toda mediéin de un sistemdidico contiene necesa-
riamente un error, este tipo de error tiene por lo general, una
distribucibn gaussiana o ruido aleatorio con media cero y des-
viacion esandar conocida. De esta forma podemos establecer
lo siguiente

=
e1 = kAp1 — hi, ex = kApy — ho, (7) S30p

de las expresiones anteriores{iaico paametro desconoci-
do es la constante, de esta manera queremos determinar un
valor dek tal que produzca el errorimimo. Esto lo podemos
expresar como

€1 + €2, (8) o : L P
esta ecuadin no representa e misma una fundin valida 2 =R . . " W
para optimizar. Para ello, recurrimos a elevar al cuadrado ca-
da elemento FIGURE 3. Perfiles de mapa de fase obtenido para cada jposii
min {e% + e%} , (9) plano de referencia, son empleados para la estonaigk (z, ).
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proporciona un primer acercamiento a esgdo de estudio
y sienta las bases para comprender esquemas de cdlibraci
mas complejos.

3.15
3 4. Resultados experimentales
é?—'-ﬂﬁ- En esta secbn, mostramos los resultados obtenidos del
= método de calibradin, a$ como la aplicadn a un objeto
X > real. Para ello, utilizamos un proyector LCD comercial (mo-
delo PJD7820, ViewSonic) con una resolrcimaxima de
Cel e i 1920 x 1280 pixeles. Las imgenes fueron adquiridas em-
EDE\\ /“‘?.uf 1000 pleando una@mara de 8 bits (modelo DCU 224C, Thorlabs),
LU a0 con una resoluéin de1280 x 1024 pixeles. Se defidi un
200 k\\//jw A angulo de vista dé = 12 grados; ver Figs. 1y 2 para una
Biox | pixe! ] o o Ejey [ pixel] representacdin grafica del arreglo experimental.
FIGURE 4. Mapa obtenido con la distribuim del factor de conver- A fin de verificar experimentalmente el proceso de ca-
sion k(x, y) para la calibradn. libracion, realizamos el procedimiento descrito previamente

para 11 posiciones del plano de referencia, con intervalos de
'i|‘|||""":"' 1] i ' 5 mm entre cada una, ver Fig. 2. En cada peésigecons-
1
| .

truimos el mapa de fase a partir de una secuencia de patrones

Wi '|"||' | adquiridos. En particular, se proyectaron patrones de franjas
_ !E1|| con un perfil de intensidad sinusoidal y con un periodo de
24 pixeles. En la Fig. 3 se despliega un corte transversal de
los 11 planos reconstruidos. En esta se puede apreciar que
los datos contienen ciertas imperfecciones que son causadas
por el ruido en las observaciones. Sin embargo, se observa un

paralelismo entre cada reidgl de datos.

3

a

40 =
éJ Ef; Con base a los datos mostrados anteriormente, podemos
z ‘%m estimar el factor de escaldx, y) que corresponde al factor
i g de convergin del netodo de calibradin, ver Fig. 4. El rango

de los datos es cercano a un valor constante, se aprecia una
c) d) " xaslpixels] cierta inclinacdn la cual es ocasionada por la falta de para-

) _ ~lelismo entre la@mara y la base del plano. Este resultado es
FIGURE 5. a) Fotograifa de la semiesfera; b) patrones de franjas ¢gnsistente con lo reportado en otros trabajos [8,12,14].
proyectados sobre el objeto; ¢) objeto calibrado con unidades en Como segundo experimento, consideremos medir una se-
milimetros; y d) secéin de corte vertical del objeto calibrado. miesfera de poliestireno, cuyodietro es de aproximada-

siguiendo el procedimiento anterior, podemos minimizar lanente 110 mm y una altura de 50 mm. Para esteqsion
funcion con respecto del pametro desconocidb(z,y): de-  Proyectamos un conjunto de patrones de franjas sinusoida-

rivando e igualando a cero obtenemos les para recuperar el mapa de fase del objeto. En la Fig. 5
N mostramos nuestros resultados principales. Las Figs. 5a) y b)

k(z,y) = 2i=1 ?v%' (. y) hi (2, y). (14) ~ Mmuestran la fotogréd de semiesfera como objeto de prueba

Sois Ap? (z,y) y el patibn de franjas adquirido, respectivamente. La Fig. 5c¢)

- . muestra la fase recuperada como mapa de intensidad, sobre
La constanté(z, y) es bidimensional y es el factor de escala : - L
este conjunto de datos ya se aplied procedimiento de ma-

g:(?a?;?ezleretgfe;naa(‘jzez; ﬁmﬁfgs_o;temda ke; ra?zlinse;z a uBgo para calibrar la fase del objeto. Finalmente, en la Fig. 5d)
Pmm = rad- -

L, . . se muestra la sed@nm transversal vertical del mapa de fase de
temas de medibn opticos, el desplazamiento sobre el gje-

. . ) 5¢). El valor maximo promedio de median en el centro de
debe ser mayor a la alturaaxima del objeto a medir. . . .
L : la semiesfera fue de 50.76 mm, mostrando una diferencia de
Cabe resaltar que el modelo de caliboaciineal tiene

una exactitud similar a esquemas de calilimaaio-lineales 1.52% con respecto a la altura real.

para un rango de med@i moderadd0 — z,4x/2). Confor-

me el rango de median crece, la exactitud del modelo lineal 5. Conclusiones

decrece hasta en un 30 % de error en promedio [15]. A pe-

sar de esta inexactitud deletodo, el modelo de calibrdm  En este trabajo, analizamos ebtondo de calibraéin lineal
lineal es aplicable cuando el objeto de mefficiene dimen-  para un perfdmetro basado en proyebaide franjas. Se rea-
siones moderadas. Adés es un @todo sencillo que nos lizd un desarrollo intuitivo y conciso para la deductidel
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de proyecdn de franjas. La calibragn se aplié a una se-

del pametro del modelo. Esta caracterizatidel sistema miesfera de poliestireno, con una altura nominal de 50 mm.
experimental nos permite realizar mediciones 3D de objetoEl error de medidin fue de 1.52 %, lo que demuestra la via-
empleando unaamara y un proyector. El procedimiento de bilidad del procedimiento de calibraxi.

calibracbn lineal se implementy protb en un perfibmetro
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