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En este trabajo se muestran soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOS) obtenidas mediante el uso de dos paquetes simbólicos:
Symbolic Math Toolbox

TM
(Matlab) y SymPy (Python). Las instrucciones básicas para obtener soluciones de ambos paquetes son explica-

das paso a paso, mediante un grupo de ejemplos provenientes de un curso tradicional de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se incluyen
ecuaciones diferenciales que se resuelven con métodos tales como: variables separables, ecuaciones lineales, coeficientes indeterminados,
variacíon de paŕametros, series de potencias, transformada de Laplace y soluciones numéricas. Mediante el ćomputo simb́olico realizado
con estos paquetes es posible obtener la solución de sistemas lineales, ası́ como la visualizacíon del campo de direcciones de una ecuación
diferencial o de un sistema no lineal de ecuacioines diferenciales. El aporte de este trabajo es proveer al lector con una guı́a pŕactica que le
permite iniciar el estudio de las ecuaciones diferenciales asistido por Symbolic Math Toolbox

TM
o SymPy. Entre los beneficios del uso de

estas herramientas computacionales en las prácticas de docencia y/o aprendizaje se muestra como el uso de cómputo simb́olico o nuḿerico,
nos ahorra esfuerzo en el cómputo de ćalculos tediosos; permitiendo enfocar la atención en ideas y conceptos importantes como: la relación
entre el modelo mateḿatico y su contraparte fı́sica, comportamiento asintótico y ańalisis cualitativo de las soluciones.
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This paper shows solutions of ordinary differential equations (EDOS) obtained by using two symbolic packages: Symbolic Math Toolbox
TM

(Matlab) and SymPy (Python). The basic instructions to obtain solutions of both packages are explained step by step, through a group of
examples from a traditional ordinary differential equations course. Differential equations that are solved with methods such as: separable
variables, linear equations, indeterminate coefficients, variation of parameters, power series, Laplace transform, and numerical solutions are
included. By means of the symbolic computation carried out with these packages it is possible to obtain the solution of linear systems, as
well as the visualization of the direction field of a differential equation or of a non-linear system of differential equations. The contribution of
this work is to provide the reader with a practical guide that allows him to start the study of differential equations assisted by Symbolic Math
Toolbox

TM
or SymPy. Among the benefits of using these computational tools in teaching and/or learning practices, it is shown how the use

of symbolic or numerical computation saves us effort in computing tedious calculations; allowing to focus attention on important ideas and
concepts such as: the relationship between the mathematical model and its physical counterpart, asymptotic behavior and qualitative analysis
of the solutions.
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1. Introducción

Recientemente ha crecido el interés por incorporar herra-
mientas computacionales a las prácticas de docencia e in-
vestigacíon. Desde calculadoras gráficas [1] hasta paquetes
de algebra computacional tales como: Maple, Mathematica,
Matlab, Maxima, SageMath y SymPy [2], han dado motivo
a la publicacíon de obras que abordan la fı́sica, el ćalculo
diferencial, elálgebra lineal, y en particular las ecuaciones
diferenciales con el apoyo de Maple [3] , Mathematica [4] y
Matlab [5, 6]. Cabe resaltar que estos tres paquetes son co-
merciales y de uso privativo (licencias educativas con un pro-
medio de 200 d́olares) por lo que en general, su uso en Lati-
noaḿerica est́a restringido a personas o instituciones que pue-
den adquirir las licencias. Por otra parte Maxima, SageMath
y Sympy son de acceso libre (filosofı́a de software libre) lo
que las convierten en atractivas opciones para ser utilizadas
en las practicas de docencia e investigación.

Entre los trabajos previos que buscan incoorporar el uso
de paquetes computacionales en la enseñanza de las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, podemos mencionar el de Loza-
daet al. [7] quienes realizaron una revisión sisteḿatica de la
literatura en las metodologı́as para enseñar y aprender ecua-
ciones diferenciales ordinarias. En su revisión identifican una
transicíon de la ensẽnanza tradicional hacia un enfoque cuali-
tativo y nuḿerico con ḿetodos interactivos, modelación y el
uso de la tecnologı́a. Enfatizan la importancia de la participa-
ción del estudiante en la construcción de su propio aprendi-
zaje. Amangeldievna [8] considera que para motivar las acti-
vidades de aprendizaje de los estudiantes se deben organizar
los temas de estudio en una forma visual e interactiva. Bran-
di y Garcia [9] buscan motivar a los alumnos de ingenierı́a
mediante problemas para ser modelados con ecuaciones di-
ferenciales ordinarias. Aquı́ el problema elegido por el alum-
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no debe ser explorado para crear un modelo que será resuel-
to mediante herramientas computacionales (preferentemente
de uso libre). Por otra parte Coelhoet al. [10] muestran el
uso de un paquete diseñado con Wolfram Mathematica que
implementa de forma interactiva cuatro modelos de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, ası́ el alumno puede variar los
paŕametros y observar los cambios en las soluciones analı́ti-
cas y en sus representaciones gráficas. Kwon [11] aborda los
esfuerzos por adaptar la Educación Mateḿatica Reaĺıstica a
los cursos de ecuaciones diferenciales ordinarias.ésta teoŕıa
se enfoca en una reinvención guiada a trav́es de una mate-
matizacíon de las estrategias informales de solución de los
alumnos y sus interpretaciones mediante sus experiencias en
el contexto de problemas reales. Concluyen que en los re-
cientes esfuerzos para reformar los contenidos de los cursos
de ecuaciones diferenciales se ha incrementado el uso de la
tecnoloǵıa por computadora para incluir el análisis cualitativo
y las soluciones nuḿericas. Con respecto al análisis cualita-
tivo y el uso de un software dinámico, Guerreroet al. [12]
concluyen que a los estudiantes les resulta significativa la re-
presentacíon gŕafica de las soluciones y esto les permite inter-
pretar y recuperar información a partir del estudio del campo
de direcciones. En lo que concierne a la visualización y ańali-
sis gŕafico de las soluciones, en sus trabajos Kwon [13], Ha-
bre [14], Peres [15] y West [16] reportan la gran utilidad de
las visualizaciones de las trajectorias en el plano fase ası́ co-
mo las soluciones en series de tiempo, lo cual permite anali-
zar comportamientos importantes aún cuando las soluciones
anaĺıticas no existan.

En este trabajo se presenta el uso de symbolic Matlab
toolbox (Matlab versíon 2022b) y SymPy (versión Python
3.8.5) para la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Estos paquetes son herramientas didácticas valiosas, ya que
adeḿas de proveer de visualizaciones y cómputo simb́olico
cuentan con funciones especı́ficas para la solución anaĺıtica y
numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias (dsolve). El
objetivo de este trabajo es brindar al lector una introducción
práctica a los comandos básicos de Matlab y Sympy para el
estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias (edos) y pre-
sentar mediante varios ejemplos, algunas de las ventajas de la
aplicacíon de estos paquetes a la enseñanza de las ecuaciones
diferenciales ordinarias. Este trabajo es en cierta forma, una
complementación de anteriores trabajos donde se resolvieron
ecuaciones diferenciales ordinarias con Maple y Mathemati-
ca [17], aśı como maxima [18]. Por ello, se abordó el mismo
conjunto de ejemplos representativos proveniente de un cur-
so cĺasico de ecuaciones diferenciales ordinarias. El trabajo
se organiza de la siguiente manera: en la Sec. 2 se describe la
sintaxis de los comandos básicos para la solución simb́olica
de EDOS en Matlab y SymPy; en la Sec. 3 se presenta me-
diante una serie de ejemplos, el uso de estos comandos para
resolver EDOS, a la vez se agregan cuestionamientos y co-
mentarios dirigidos a iniciar la reflexión de los instructores y
estudiantes sobre algunos temas importantes y finalmente, en
la Sec. 4 presentan conclusiones a este trabajo.

2. Comandos b́asicos para resolver ecuaciones
diferenciales en Symbolic toolbox matlab y
Simpy

En esta sección mostramos el uso de algunos comandos bási-
cos para resolver de forma simbólica ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en Symbolic toolbox Matlab y SymPy. La
herramienta Symbolic Toolbox Matlab provee una lista ex-
tensiva de funciones para la manipulación simb́olica de ex-
presiones y ecuaciones. El cálculo simb́olico y la manipula-
ción anaĺıtica, pueden combinarse con los métodos nuḿeri-
cos para hallar soluciones con la ventaja de olvidarse de los
manipulaciones algebraicas engorrosas y enfocándose en los
puntos importantes de la implementación nuḿerica.

Originalmente la herramienta Symbolic Toolbox Matlab
usaba el paquete de cómputo Maplesoft symbolic para reali-
zar las operaciones simbólicas y pasaba el resultado a Matlab.

FIGURE 1. Symbolic toolbox ejemplos para resolver ecuaciones
diferenciales del Help Center Matlab.

FIGURE 2. Página de documentación de SymPy 1.8, para resolver
de forma simb́olica ecuaciones diferenciales ordinarias.

Rev. Mex. Fis. E20020209



RESOLVIENDO ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON SYMBOLIC MATH TOOLBOX
TM

. . . 3

Actualmente, a partir de 2008 la Symbolic Toolbox de Matlab
usa el sistema de cómputo algebraico Mupad. En la Fig. 1 se
muestra la ṕagina de internet de Help Center Matlab [19] con
algunos ejemplos del uso de dsolve para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias.

En la Fig. 2, vemos la ṕagina de documentación y refe-
rencias a funciones para la solución simb́olica de ecuaciones
diferenciales ordinarias con SymPy de Python [20]. Ambos
programas cuentan con una función llamada dsolve la cual
permite resolver de forma simbólica ecuaciones diferenciales
ordinarias.

2.1. El comando dsolve en Symbolic toolbox matlab

Para resolver con Matlab usamos dsolve con la sintaxis:

S = dsolve(eqn)
S = dsolve(eqn,cond)
S = dsolve(___,Name,Value)
[y1,...,yN] = dsolve(___)

Los argumentos de entrada soneqn , la cual es una ecua-
ción simb́olica,cond es una expresión para la condición ini-
cial, Name,Value es una pareja de argumentos para definir
opciones de solución. Por ejemplo: ’ExpansionPoint’ (punto
donde se centra una solución en serie de potencias), ’Igno-
reAnalyticConstraints’ (realizar simplificaciones), ’Implicit’
(hallar soluciones implı́citas), etc. Mientras que las salidas
son:S, y1, \ldots ,yN , las cuales representan la o las
soluciones obtenidas. Sidsolve no puede hallar una solu-
ción de la ecuación diferencial, manda un mensaje de salida
advirtiendo de ello.

2.2. El comando dsolve en SymPy Python

Para resolver con SymPy usamos dsolve con la sintaxis:
sympy.solvers.ode.dsolve(eq,func=None,

hint=’default’,simplify=True,ics=None,
xi=None, eta=None,x0=0,n=6,**kwargs) . A
continuacíon explicamos brevemente los argumentos de en-
trada,eq es una ecuación simb́olica (puede ser definida como
Equality , o una expresión igualada a cero). Dondef(x)
es una funcíon de una variable cuya derivada aparece en
la ecuacíon diferencial, en la gran mayorı́a de casos no es
necesario definirla pues se autodecta en la expresión de la
ecuacíon simb́olica. hint es el ḿetodo de solución que el
usuario desea que dsolve use para resolver la ecuación di-
ferencial. Podemos usarclassify_ode(eq, f(x))
para obtener todas las posibles ayudas o sugerencias de
los métodos usados para resolver la ecuación diferencial.
simplify permite simplificar el resultado usando la función
odesimp() . xi y eta son las funciones infinitesimales
de la ecuacíon diferencial (son los infinitesimales del punto
de transformaciones de Lie para las cuales la ecuación dife-
rencial es invariante). Cuando no se especifican son calcula-
das autoḿaticamente por la función infinitesimals() .
Denotamos porics las condiciones iniciales en la forma
{f(x0): x1, f(x).diff(x).subs(x, x2): x3} .
x0 es el punto alrededor del cual la solución en serie de po-
tencias seŕa calculada. Donden nos da el exponente hasta el
cual la solucíon en serie de potencias será calculada.

3. Ejemplos de solucíon de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

En esta sección mostramos ćomo usar el comando dsolve en
software Matlab o Symply para resolver diferentes tipos de
problemas que se representan con ecuaciones diferenciales
ordinarias. Denotamos con>> el prompt de Matlab y con
>>> el prompt de python.

1. Ecuacíon loǵıstica:

dp

dt
= ap− bp2, p(0) = p0. (1)

El problema de valor inicial para la ecuación loǵıstica es ampliamente usado como un modelo crecimiento poblacional.
Dondea y b son los coeficientes vitales de la población p(t) y p0 es la poblacíon inicial. Iniciamos resolviendo con Matlab,
para ello con el comando syms definimos variables simbólicas para los parámetrosa, b, p0 y la funciónp(t):
>>syms a b p0 p(t)
A continuacíon, definimos la ecuación diferencial (ecuación simb́olica) y la condicíon inicial:
>>ode = diff(p,t)= =a*p-b*p*p;
>>cond = p(0) = = p0;
y usamos dsolve para resolver la ecuación diferencial con su condición inicial:
>>ySol(t) = dsolve(ode,cond) obtenemos ası́:
ySol(t)=-(a*(tanh (atanh((a-2*b*p0)/a)-(a*t)/2))-1 ))/(2*b)
Definimos ahora los valores de los parámetrosa, b y diferentes condiciones iniciales:
>>b=0.0001; a=0.03;p0=5;y1=subs(ySol(t));
p0=6;y2=subs(ySol(t));p0=7;y3=subs(ySol(t))
Note quesubs se usa para substituir los valores de los parámetros en la solución y ahora procedemos a graficar nuestros
resultados.
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>>t=0:200;plot(t,subs(y1),t,subs(y2),t,subs(y3))
>>xlabel(’tiempo t’);ylabel(’poblacion p(t)’)

Veamos ahora ćomo se resuelve con SymPy:
Primeramente importamos la librerı́a SymPy a Python,
>>> import sympy as sp
Definimos las variables independiente y dependiente ası́ como los paŕametros de forma simbólica:
>>>t=sp.symbols(’t’)
>>>p=sp.Function(’p’)
>>>a=sp.symbols(’a’)
>>>b=sp.symbols(’b’)
>>>p0=sp.symbols(’p0’)
Ahora definimos la ecuación diferencial y la resolvemos con la condición inicial usando dsolve:
>>>ode=sp.Eq(sp.Derivative(p(t),t)-a*p(t)+b*p(t)*p(t),0)
>>>sol = sp.dsolve(ode,p(t),ics={p(0):p0})
Obteniendo aśı la solucíon:
Eq(p(t), a*exp(a*(t + log(b*p0/(-a + b*p0))/a))/
(b*(exp(a*(t + log(b*p0/(-a + b*p0))/a)) - 1)))
Definimos a continuación los valores de a, b y p0, y evaluamos las respectivas soluciones (una para cada condición inicial):
>>>constants={a:0.03,b:0.0001,p0:5}
>>>sol1=sol.subs(constants)
>>>constants={a:0.03,b:0.0001,p0:6}
>>>sol2=sol.subs(constants)
>>>constants={a:0.03,b:0.0001,p0:7}
>>>sol3=sol.subs(constants)

La función lambdify permite definir una función a partir de la expresión simb́olica:
>>>func1 = sp.lambdify(t,sol1.rhs,’numpy’)
>>>func2 = sp.lambdify(t,sol2.rhs,’numpy’)
>>>func3 = sp.lambdify(t,sol3.rhs,’numpy’)

A continuacíon, importamos los ḿodulosscipy, matplotlib y pyplot para graficar nuestras soluciones:
>>>import scipy
>>>tt = scipy.arange(0,200,1)
>>>pp1 = func1(tt)
>>>pp2 = func2(tt)
>>>pp3 = func3(tt)
>>>import matplotlib as mpl
>>>import matplotlib.pyplot as plt
>>>plt.plot(tt,pp1,’r’,tt,pp2,’b’,tt,pp3,’g’)
>>>plt.xlabel(’tiempo t’)
>>>plt.ylabel(’Poblacion p(t)’)
>>>plt.show()

En la Fig. 3 mostramos las soluciones obtenidas con Matlab y Python.
Para extender el análisis del modelo, en este ejemplo podrı́amos utilizar las gŕaficas de las soluciones obtenidas para

diferentes valores de los parámetros y aśı mostrar relaciones entre la parte fı́sica del modelo y su contraparte matemática
representada por la ecuación diferencial. Planteamientos tales como: ¿Cómo se comportan las soluciones cuando t tiende
a infinito?, ¿para diferentes valores iniciales se cortan las diferentes soluciones? ¿Cómo se comportan las soluciones si el
paŕametroa es mucho menor queb? ¿y sib es mucho menor quea? ¿Cúal es la interpretación f́ısica de estos parámetros? Para
ilustrar, la Fig. 4 obtenida con Matlab nos muestra comportamientos diferentes de las soluciones para diferentes valores de los
paŕametrosa y b, si a >>> b tenemos crecimiento exponencial, mientras que sib >> a tenemos decaimiento hiperbólico.

Cabe mencionar que SymPy (Python) cuenta con las funcionesclassify_ode y checkodesol . Estas funciones son
de gran utilidad desde el punto de vista didáctico. La primera de ellas nos da una clasificación del tipo de ecuación diferencial
y con ello, el ḿetodo que podrı́a usarse para resolverla, mientras que la segunda verifica si una función propuesta es solución
de la ecuacíon diferencial. Veamos cómo funcionan estas funciones, para ello usamos el caso particular de la ecuación loǵıstica

Rev. Mex. Fis. E20020209
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FIGURE 3. Gráficas de las soluciones de la ecuación loǵıstica para tres condiciones iniciales diferentes obtenidas con Matlab y Sympy.

FIGURE 4. Comportamientos diferentes de las soluciones para diferentes valores de los parámetrosa y b.

previamente definida:>>> classify_ode(ode)
(separable, Bernoulli, 1st_power_series, lie_group,
separable_Integral, Bernoulli_Integral)
Como observamos, la función anterior nos recomienda algunos de los métodos que podrı́amos usar como ayudas (hints) para
resolver esta ecuación. Por otra parte:
>>> sol=dsolve(ode,p(t))
>>> sol

p(t) =
aea(C1+t)

B(ea(C1+t) − 1)

>>> checkodesol(ode,sol)
(True, 0)
Esta funcíon nos permite verificar que la solución obtenida satisface a la ecuación diferencial (el resultado de la ejecución es
True). Note que si definimos una función usando solo el denominador de nuestra solución:
>>>C1=sp.symbols(’C1’)
>>>sol1=b*(exp(a*(C1+t))-1)

Rev. Mex. Fis. E20020209
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>>>sol1 b*(exp(a*(C1 + t)) - 1)
>>> checkodesol(ode,sol1)
(False, b*(a + b**2*(1 - exp(a*(C1 + t)))**2))
Tal función no es solución pues NO SATISFACE la ecuación diferencial (el resultado de la ejecución es False).

2. Ecuacíon de Lagrange:

y = 2xy′ + log(y′). (2)

Para resolver con Matlab usamos:
>>syms x y(x)
>>ode2 = y==2*x*diff(y,x)+log(diff(y,x)) ;
>>sol2(x) = dsolve(ode2)
y obtenemos:
sol2(x) =
log(((4*C1*x + 1)ˆ(1/2) - 1)/(2*x)) + (4*C1*x + 1)ˆ(1/2) - 1
log(-((4*C1*x + 1)ˆ(1/2) + 1)/(2*x)) - (4*C1*x + 1)ˆ(1/2) - 1

Mientras que para resolver con Python usamos:
>>>from sympy import *
>>>import sympy as sp
>>>x=sp.symbols(’x’)
>>>y=sp.Function(’y’)
>>>ode2=sp.Eq(log(sp.Derivative(y(x),x))+2*x*sp.Derivative(y(x),x)-y(x),0)
>>>sol2 = sp.dsolve(ode2,y(x))
Para obtener:
Eq(C1-y(x)-log(LambertW(2*x*exp(y(x))) + 2) + LambertW(2*x*exp(y(x))),0)
Note que la solución est́a dada en t́erminos de la función de lambert W(z), la cual se define como la función inversa de wexp(w).

En este ejemplo podrı́amos graficar curvas soluciones para diferentes valores del parámetro C1, cuestionamientos tales
como ¿hay curvas soluciones que corten el eje x? ¿hay curvas que corten el eje y? nos permiten motivar el dominio de existencia
de las soluciones.

De esta forma, las siguientes instrucciones en Matlab:

C1=[-20,-15,-10,-5,0,5,10,15,20];
hold on
for i=1:9
y=log(((4*C1(i)*x + 1).ˆ(1/2) - 1)./(2*x)) + (4*C1(i)*x + 1).ˆ(1/2) - 1;
plot(x,y,’LineWidth’,2)

FIGURE 5. Curvas integrales para la ecuación de Lagrangey = 2xy′ + log(y′).

Rev. Mex. Fis. E20020209
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end
legend(’C1=-20’,’C1=-15’,’C1=-10’,’C1=-5’,’C1=0’,’C1=5’,’C1=10’,’C1=15’,’C1=20’)
grid on

permiten obtener curvas integrales para diferentes valores del parámetro C1. La Fig. 5 producida por los comandos anteriores
en Matlab, muestra algunas curvas integrales de la ecuación de Lagrange. Con ayuda de la gráfica podemos contestar algunos
de los cuestionamientos anterioremente expresados.

3. Resonancia:

y′′ + 16y = 8 sen(4t), y(0) = 1, y′(0) = 0. (3)

Este problema de valor inicial para una ecuación de segundo orden, no homogénea puede resolverse por el método del anulador
y coeficientes indeterminados:
Resolvemos con Matlab:
>>syms t y(t)
>>Dy = diff(y);
>>ode = diff(y,t,2) +16*y== 8*sin(4*t);
>>cond1 = y(0) == 1;
>>cond2 = Dy(0) == 0;
>>conds = [cond1 cond2];
>>ySol(t) = dsolve(ode,conds);
Para obtener la solución:
ans =
cos(4*t)+(3*sin(4*t))/16-sin(12*t)/16- cos(4*t)*(t-sin(8*t)/8)
Y ahora graficamos con:
>>tt=0:.1:10;
>>plot(tt,subs(ySol(tt)))
>>xlabel(‘t’);ylabel(‘y’);grid on;

Para resolver con Python:
>>>from sympy import *
>>>import sympy as sp
>>>t=sp.symbols(‘t’)
>>>y=sp.Function(‘y’)
>>>ode3=sp.Eq(sp.Derivative(y(t),t,t)+16*y(t)-8*sin(4*t),0)
Resolvemos la ecuación diferencial:
>>>sol3 = sp.dsolve(ode3,y(t))
para obtener:
Eq(y(t), C2*sin(4*t) + (C1 - t)*cos(4*t))
Vamos ahora a definir las condiciones iniciales y substituirlas en la solución:
>>>const=sp.solve([sol3.rhs.subs(t,0)-1, sol3.rhs.diff(t,1).subs(t,0)-0])
>>>C1, C2 = sp.symbols(’C1,C2’)
>>>sol3=sol3.subs(const)
Definimos una funcíon a partir de la solución simb́olica obtenida:
>>>func1 = sp.lambdify(t,sol3.rhs,’numpy’)
>>>import scipy
>>>xx = scipy.arange(0,10,.1)
>>>yy1 = func1(xx)
Y graficamos con los comandos:
>>>import matplotlib as mpl
>>>import matplotlib.pyplot as plt
>>>plt.plot(xx,yy1,’r’)
>>>plt.xlabel(’tiempo t’)
>>>plt.ylabel(’y(t)’)
>>>plt.show()
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FIGURE 6. Gráficas de las soluciones de la Ec. (3) obtenidas con Matlab y Python.

La Fig. 6 muestra las soluciones obtenidas con Matlab y Python para este problema.
Con este ejemplo podemos cuestionar el comportamiento de la solución cuando t tiende a infinito. Ḿas áun podŕıamos

resolver:
y′′ + 16y = 8 sen(wt), y(0) = 1, y′(0) = 0

para diferentes valores dew = 3, 3.25, 3.75, 4.0 y motivar el concepto de resonancia haciendoénfasis en la influencia del
modelo mateḿatico (paŕametrow) sobre el modelo fı́sico (oscilaciones crecientes). La frecuencia de la fuente o agente externo
coincide con la frecuencia natural del sistema esto produce que las amplitudes de la solución crezcan en tiempo.

4. Ecuacíon de tercer orden:

y′′′ − y′′ − y′ + y = g(t). (4)

Notamos que esta ecuación no homoǵenea tiene como fuente una función cualquiera g(t):
Para resolver en Matlab usamos:
>>syms t y(t) g(t)
>>ode4 = diff(y(t),t,3)-diff(y(t),t,2)-diff(y(t),t)+y(t)== g(t);
>>pretty(dsolve(ode4))
para obtener:

/ /
| exp(t) g(t) |/ exp(-t) (g(t)+ 2t g(t)\

exp(-t) | ----------- dt+exp(t)||------------------------|dt+
/ 4 / \ 4 /

C1 exp(t) + C3 exp(-t)+

/
| exp(-t) g(t)

t exp(t) | ------------ dt + C2 t exp(t)
/ 2

La expresíon anterior se torna un poco difı́cil de leer; para mejorar los formatos de salida de expresiones matemáticas, Matlab
cuenta con la herramienta Live Editor [21]. La Fig. 7 nos muestraésta herramienta en comparación con la salida tradicional en
terminal.

Podemos notar que los términos que aparecen multiplicados por las constantes C1,C2,C3 corresponden a la solución general
de la ecuacíon homoǵenea asociada, mientras que los términos (integrales de función resolvente multiplicada por la fuente)
que contienen ag(t) corresponden a una solución particular de la ecuación no homoǵenea.
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FIGURE 7. Entorno Live Editor Matlab.

Para resolver con Python usamos:
>>>from sympy import *
>>>import sympy as sp
>>>t=sp.symbols(‘t’)
>>>y=sp.Function(‘y’)
>>>g=sp.Function(‘g’)
>>>ode4=sp.Eq(sp.Derivative(y(t),t,3)-sp.Derivative(y(t),t,t)-
sp.Derivative(y(t),t)+y(t)-g(t),0)
>>>sol4 = sp.dsolve(ode4,y(t))
Obteniendo aśı la solucíon
Eq(y(t), (C1 + Integral(g(t)*exp(t), t)/4)*exp(-t)
+ (C2 + t*(C3 + Integral(g(t)*exp(-t), t)/2) -
Integral((2*t + 1)*g(t)*exp(-t), t)/4)*exp(t)) .

La expresíon anterior, obtenida con Python en modo terminal se muestra un tanto difı́cil de leer. Externo a Python pode-
mos instalar y usar Spyder, un entorno de desarrollo integrado y multiplataforma de código abierto (IDE) para programación
cient́ıfica en el lenguaje Python [22].

En la Fig. 8 se presenta como es el entorno spyder, y esto permite mejorar la salida de expresiones matemáticas, haciendo
con esto ḿas f́acil su lectura y comprensión.

Dejando todo el ćalculo engorroso al paquete simbólico podemos enfocarnos a resolver el problema con diferentes condi-
ciones iniciales y motivar con ello la introducción de funcíon de Green para un problema de valor inicial, más áun experimentar
con diferentes fuentes externas g(t) y observar el efecto que producen sobre las soluciones.

FIGURE 8. Entorno spyder donde las expresiones matemáticas lucen un formato ḿas f́acil de leer y comprender.
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FIGURE 9. Soluciones linealmente independientes de la ecuación de Cauchyx4y(4)(x) + 6x3y(3)(x) + 9x2y′′(x) + 3xy′(x) + y(x) = 0.

5. Una ecuacíon homoǵenea de Cauchy-Euler de cuarto orden:

x4y(4)(x) + 6x3y(3)(x) + 9x2y′′(x) + 3xy′(x) + y(x) = 0. (5)

En Matlab:
>>syms x y(x)
>> ode5 =xˆ4* diff(y(x),x,4)+6*xˆ3*diff(y(x),x,3)+
9*xˆ2*diff(y(x),2)+3*x*diff(y(x),x)+y(x)==0;
>> dsolve(ode5)
Para obtener:
C4*cos(log(x))+C2*sin(log(x))+C3*cos(log(x))*log(x)+ C1*sin(log(x))*log(x)

Mientras que en python usamos:

>>>from sympy import *
>>>import sympy as sp
>>>x=sp.symbols(’x’)
>>>y=sp.Function(’y’)
>>>ode5=sp.Eq(x**4*sp.Derivative(y(x),x,4)+6*x*x*x*sp.Derivative(y(x),x,3)+
9*x**2*sp.Derivative(y(x),x,2)+3*x*sp.Derivative(y(x),x)+y(x),0)
>>>sol5 = sp.dsolve(ode5,y(x))
Para obtener:
Eq(y(x),C3*sin(log(x))+C4*cos(log(x))+ (C1*sin(log(x))+C2*cos(log(x)))*log(x))

La literatura nos dice que un método de solución de las ecuaciones de Cauchy Euler implica la substitucióny = xn.
En Python podemos usar:
>>>n=sp.symbols(’n’)
>>>eq=simplify(ode5.subs(y(x),x**n))
>>>factor(eq)

Para obtener la ecuación auxiliarxn(n2 + 1)2, esta expresión nos permite enfocarnos en las relación que guardan las
expresiones de la solución y las ráıces de la ecuación auxiliar (ráıces complejas repetidas). Como una práctica de laboratorio
de ćomputo se puede pedir a los alumnos usar la transformación t = log(x) y mostrar como mediante cómputo simb́olico se
reduce la ecuación diferencial a una ecuación de coeficientes constantes.

La Fig. 9 obtenida con Matlab, muestra las cuatro soluciones linealmente independientes.

6. Un problema de valor inicial con deltas de Dirac como fuentes:

y′′(t)− 4y′(t) + 4y(t) = 3δ(t− 1) + δ(t− 2), y(0) = 1, y′(0) = 1. (6)

En Matlab usamos:
>>syms t y(t)
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>>Dy = diff(y);
>>ode6 =diff(y(t),2)-4*diff(y(t),t)+4*y(t)==3*dirac(t-1)+dirac(t-2);
>>cond1 = y(0) == 1;
>>cond2 = Dy(0) == 1;
>>conds = [cond1 cond2];
>> ySol(t) = dsolve(ode6,conds);
y obtenemos:
exp(2*t)-t*exp(2*t)-exp(2*t)*(3*heaviside(t-1)*exp(-2)+2*heaviside(t-2)*exp(-4))+
t*exp(2*t)*(3*heaviside(t-1)*exp(-2)+heaviside(t-2)*exp(-4))

Por otra parte en Python resolvemos con:
>>>from sympy import *
>>>import sympy as sp
>>>t=sp.symbols(‘t’)
>>>y=sp.Function(‘y’)
>>>ode6=sp.Eq(sp.Derivative(y(t),t,2)-4*sp.Derivative(y(t),t)+
4*y(t),3*DiracDelta(t-1)+DiracDelta(t-2))
>>>sol6 = sp.dsolve(ode6)
>>>constants=solve([sol6.rhs.subs(t,0)-1,sol6.rhs.diff(t,1).subs(t,0)-1])
>>>sol6.subs(constants)
y obtenemos
Eq(y(t), (t*(exp(-4)*Heaviside(t-2)+3*exp(-2)*Heaviside(t-1)-1)-
2*exp(-4)*Heaviside(t-2) - 3*exp(-2)*Heaviside(t-1)+1)*exp(2*t)).

Note que este tipo de ecuación diferencial requiere para su solución, la t́ecnica de transformada de Laplace (incluida en
el comando dsolve). En este ejemplo, y a manera de práctica de laboratorio de cómputo, podriamos pedir a los alumnos
experimentar moviendo las fuentes Delta(t− t0) para diferentes valores det0 y observar el efecto que causa en las soluciones.

7. Sistema masa-resorte:

mx′′(t) + ke−αtx(t) = 0. (7)

La ecuacíon anterior modela un resorte envejecido donde la constante decae con el tiempo. En Matlab usamos:
>>syms a m k t y(t)
>>ode7 =m*diff(y(t),2)+k*exp(-a*t)*y(t)==0;
>>dsolve(ode7)

Para obtener:
C1*besselj(0, (2*exp(-(a*t)/2)*(k/m)ˆ(1/2))/a)+
C2*bessely(0, -(2*exp(-(a*t)/2)*(k/m)ˆ(1/2))/a)

Mientras que en python usamos:
>>>from sympy import *
>>>import sympy as sp
>>>t=sp.symbols(’t’)
>>>y=sp.Function(’y’)
>>>m=sp.symbols(’m’)
>>>k=sp.symbols(’k’)
>>>a=sp.symbols(’a’)
>>>ode7=sp.Eq(m*sp.Derivative(y(t),t,t)+k*exp(-a*t)*y(t),0)
>>>sol7 = sympy.dsolve(ode7,y(t))
para obtener la ecuación:
Eq(y(t),C2*(k**2*t**4*exp(-2*a*t)/(24*m**2)-k*t**2*exp(-a*t)/(2*m)+1) +
C1*t*(-k*t**2*exp(-a*t)/(6*m) + 1) + O(t**6))

En este ejemplo hemos obtenido la solución expresada mediante funciones de Bessel (respuesta dada por Matlab) ası́ como
en serie de potencias (respuesta dada por Python). Note que mediante el uso de gráficas podŕıamos analizar la relación del
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modelo mateḿatico ( constante del resorte ) y el comportamiento de las soluciones. Para ello, basta con graficar las soluciones
para diferentes valores del parámetro alfa y k fijo.

8. Problema de valor inicial para un sistema de ecuaciones lineales:

x′(t) = 3x(t)− 18y(t), x(0) = 0, (8)

y′(t) = 2x(t) + 9y(t), y(0) = 1. (9)

En Matlab resolvemos con:
>>syms t x(t) y(t)
>> ode1 = diff(x) == 3*x -18*y;
>>ode2 = diff(y) == 2*x + 9*y;
>>odes = [ode1; ode2]
>>cond1 = x(0) == 0;
>>cond2 = y(0) == 1;
>>conds = [cond1; cond2];
>> [xsol(t),ysol(t)] = dsolve(odes,conds)
y graficamos con:
>> t=0:0.01:4;
>> subplot(2,1,1)
>> plot(t,subs(xsol(t)),t,subs(ysol(t)))
>> xlabel(’tiempo t’)
>> legend(’x’,’y’)
>>subplot(2,1,2)
>>plot(subs(xsol(t)),subs(ysol(t)))
>>xlabel(’x’)
>>ylabel(’y’)

En Python resolvemos con:
>>>from sympy import *
>>>import sympy as sp
>>>t = sp.symbols(’t’)
>>> x, y = sp.symbols(’x y’, cls=Function)
>>> eqs = [Eq(x(t).diff(t), 3*x(t)-18*y(t)), Eq(y(t).diff(t),2*x(t)+9*y(t))]
>>> sol8=dsolve(eqs, [x(t), y(t)])
Para obtener la solución:
[Eq(x(t), (-18*C1*cos(3*sqrt(3)*t) - 18*C2*sin(3*sqrt(3)*t))*exp(6*t))
Eq(y(t), (C1*(-3*sqrt(3)*sin(3*sqrt(3)*t) + 3*cos(3*sqrt(3)*t)) +
C2*(3*sin(3*sqrt(3)*t) + 3*sqrt(3)*cos(3*sqrt(3)*t)))*exp(6*t))]
Ahora substituyendo las condiciones iniciales obtenemos la solución particular>>>C1, C2 = sp.symbols(’C1,C2’)
>>>constants = solve((sol8[0].subs(t,0).subs(x(0),0),
sol8[1].subs(t,0).subs(y(0),1)),{C1,C2})
>>>xsoln = expand(sol8[0].rhs.subs(constants))
>>>ysoln = expand(sol8[1].rhs.subs(constants))
Y graficamos con:
>>>import scipy
>>>tt=scipy.arange(0,4,0.01)
>>>funcxt=sp.lambdify(t,xsoln,’numpy’)
>>>funcyt=sp.lambdify(t,ysoln,’numpy’)
>>>xt=funcxt(tt)
>>>yt=funcyt(tt)
>>>import matplotlib as mpl
>>>import matplotlib.pyplot as plt
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FIGURE 10.Gráficas de las soluciones del sistema lineal de ecuaciones diferenciales obtenidas con Matlab y SymPy.

>>>fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(2)
>>>fig.suptitle(’’)
>>>ax1.plot(tt,xt,tt,yt)
>>>ax1.set(xlabel=’tiempo t’)
>>>ax1.legend([’x(t)’, ’y(t)’])
>>>ax2.plot(xt, yt)
>>>ax2.set(xlabel=’x’,ylabel=’y’)
>>>plt.show()
La Fig. 10 nos muestra las gráficas de las soluciones de este sistema (x, y como funciones det) aśı como la curva paraḿetrica
(x(t), y(t)) definida por la solución del sistema lineal. La curva paramétrica parte del punto (0,1) girando en dirección contraria
a las manecillas del reloj y alejándose del punto de partida, este modelo podrı́a representar el movimiento de una partı́cula
en el plano, comparando ası́ el comportamiento anteriormente descrito con su contraparte matemática donde las soluciones
involucran sinusoidales (giros) y exponenciales con exponente positivo (curva alejándose del punto de partida).

9. Ecuacíon de Airy:

y′′(t)− ty(t) = 0. (10)

Con Matlab resolvemos ası́:
>>syms t y(t)
>>ode9 = diff(y,t,2)-t*y == 0;
>>dsolve(ode9)
Para obtener una solución donde aparecen las funciones de Airy
C1*airy(0, -(t*(1 + 3ˆ(1/2)*1i))/2) + C2*airy(2, -(t*(1 + 3ˆ(1/2)*1i))/2)
podemos adeḿas hallar una solución en serie de potencias, por ejemplo tomamos condiciones iniciales en:
>>Dy = diff(y);
>> cond1 = y(0) == 1;
>> cond2 = Dy(0) == 1;
>>conds = [cond1 cond2];
>>sol9(t) = dsolve(ode9,conds);
>> simplify(taylor(sol9, t, 0))
Para obtener una solución en serie de potencias centradas en cero:
tˆ4/12 + tˆ3/6 + t + 1 O bien tomar condiciones iniciales en:
>>cond1 = y(1) == 1;
>>cond2 = Dy(1) == 1;
>>conds = [cond1 cond2];
>>sol9(t) = dsolve(ode9,conds,’ExpansionPoint’,1);
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Para obtener una solución en serie de potencias centradas en 1:
t + (t - 1)ˆ2/2 + (t - 1)ˆ3/3 + (t - 1)ˆ4/8 + (t - 1)ˆ5/24
Veamos ahora como se hace esto en python:
>>>from sympy import *
>>>import sympy as sp
>>>t = sp.symbols(’t’)
>>>y=sp.Function(’y’)
>>>ode9=sp.Eq(sp.Derivative(y(t),t,t)-t*y(t),0)
>>sol9=dsolve(ode9,y(t))
Obtenemos ası́ una solucíon que incluye funciones de Airy
Eq(y(t), C1*airyai(t) + C2*airybi(t))
vamos ahora a hallar una solución en series de potencias centradas en cero:
>>>sols9 = sp.dsolve(ode9,hint=’2nd_power_series_ordinary’)
>>>constants=solve([sols9.rhs.subs(t,0)-1,sols9.rhs.diff(t,1).subs(t,0)-1])
>>>ysol=expand(sols9.rhs.subs(constants))
Y aśı obtenemos:
1 + t + t**3/6 + t**4/12 + O(t**6)
calculemos ahora una solución en series de potencias centradas ent = 1:
>>>s9=simplify(series(sol9.rhs,t,1))
>>>constants=solve([s9.subs(t,1)-1,s9.diff(t,1).subs(t,1)-1])
>>>ss9=s9.subs(constants)
>>>simplify(series(ss9,t,1,6))
Para obtener:
(t-1)**2/2+(t-1)**3/3+(t-1)**4/8 +(t-1)**5/24 +
t*airyaiprime(1)*airybi(1)/(airyaiprime(1)*airybi(1)-airyai(1)*airybiprime(1)) -
t*airyai(1)*airybiprime(1)/(airyaiprime(1)*airybi(1) - airyai(1)*airybiprime(1))+
O((t-1)**6,(t,1))

Ambos paquetes cuentan con las funciones de Airy, en este ejemplo hemos obtenido la solución en t́erminos de estas funcio-
nes aśı como sus expresiones en series de potencias. En general no siempre es posible resolver una ecuación con coeficientes
variables, este ejemplo permite motivar una introducción a las soluciones alrededor de puntos ordinarios, donde en algunos
casos, es láunica alternativa para obtener una solución.

La Fig. 11 obtenida con Matlab, nos muestra dos solucionesy1 y y2 de la ecuacíon de Airy obtenidas condsolve que
satisfaceny1(0) = 0, y′1(0) = 1, y2(0) = 1, y′2(0) = 0. Podemos notar que para t negativo las soluciones se comportan
como las soluciones oscilantes dey′′ + y = 0, mientras que para t positivo se comportan como las soluciones exponenciales
dey′′ − y = 0.

FIGURE 11.Soluciones de la ecuación de Airy.
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FIGURE 12.Gráficas de los campos de direcciones de una ecuación diferencial obtenidas con Matlab y Python.

10. Campo de direcciones de una ecuación diferencial:

x′(t) = e−t − 2x(t). (11)

Para graficar en Matlab el campo de direcciones de una ecuación diferencial, definimos primero una malla y usamos el coman-
do quiver.
>>[x,y]=meshgrid(-2:0.3:3,-2:.3:3);
>>quiver(x,y,x,exp(-x)-2*y)
>>xlabel(’x’)
>>ylabel(’y’)
>>grid on
>>axis tight

Veamos ahora como se grafica el campo de direcciones usando python:>>>import numpy as np
>>>import matplotlib as mpl
>>>import matplotlib.pyplot as plt
>>>x,y = np.meshgrid(np.linspace(-2,3,15),np.linspace(-2,3,15))
>>>plt.quiver(x,y,x,np.exp(-x)-2*y)
>>>plt.grid(’on’)
>>>plt.xlabel(’x’)
>>>plt.ylabel(’y’)
>>>plt.show()
En la Fig. 12 mostramos los campos de direcciones obtenidos tanto con Matlab como con Python.

Ambos paquetes permiten la visualización del campo de direcciones, de esta manera podemos realizar análisis cualitativos
de las soluciones. La solución por computadora nos permite responder las siguientes preguntas ¿qué trayectoria seguirı́a una
part́ıcula colocada en un punto (x0, y0) bajo la accíon del campo de direcciones?

Más áun, con el apoyo de las gráficas podemos motivar el comportamiento asintótico de las soluciones con cuestionamien-
tos tales como: ¿cuál es el comportamiento de las curvas soluciones cuandot tiende a infinito? ¿depende este comportamiento
de la condicíon inicial elegida?

11. Un sistema no lineal (depredador -presa):

x′(t) = x(t)(1− x(t)− y(t)), (12)

y′(t) = y(t)(0.75− 0.5x(t)− y(t)). (13)
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Las ecuaciones de Lotka-Volterra son un par de ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales que se usan para describir
dinámicas de sistemas biológicos en el que dos especies interactúan, una como presa y otra como depredador.

En este ejemplo adeḿas de visualizar las curvas integrales del sistema, vamos a analizar de forma analı́tica los puntos
cŕıticos y clasificarlos (como nodos inestables, asintóticamente estable o puntos silla).

Con Matlab:

>>[x,y] = meshgrid(-0.5:0.01:1.5);
>>u = x.*(1-x-y);
>>v = y.*(0.75-0.5*x-y);
>>l = streamslice(x,y,u,v);
>>X0=[0 0 1 0.5];
>>Y0=[0 0.75 0 0.5];
>>hold on
>>plot(x0,Y0,’ro’,’MarkerFaceColor’,’r’)
>>xlabel(’X’);ylabel(’Y’);
>>title(’Plano fase para un sistema no lineal’)
>>grid on;axis tight

Ahora resolvemos para hallar los puntos criticos:

>>S=solve([x*(1-x-y)==0,y*(.75-0.5*x-y)==0],[x,y])
>> [S.x(1) S.y(1)]

ans =

[0, 0]

>> [S.x(2) S.y(2)]

ans =

[1, 0]

>> [S.x(3) S.y(3)]

ans =

[0, 3/4]

>> [S.x(4) S.y(4)]

ans =

[1/2, 1/2]

Calculamos el jacobiano:
>>ja=jacobian([x*(1-x-y),y*(.75-0.5*x-y)],[x,y])
Y a continuacíon los valores propios del jacobiano evaluado en los puntos crı́ticos:

>> eig(subs(ja, [x, y], [S.x(1),S.y(1)]))

ans =

3/4
1

>> eig(subs(ja, [x, y], [S.x(2),S.y(2)]))

ans =
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-1
1/4

>> eig(subs(ja, [x, y], [S.x(3),S.y(3)]))

ans =

-3/4
1/4

>> eig(subs(ja, [x, y], [S.x(4),S.y(4)]))

ans =
- 2ˆ(1/2)/4 - 1/2

2ˆ(1/2)/4 - 1/2

Veamos ahora como se realizan los mismos cálculos pero con Python: Para graficar las curvas soluciones:

>>>from pylab import *
>>>nodos = np.array([[0, 0, 1, 0.5], [0, 0.75, 0, 0.5]])
>>>xlabel(‘X’)
>>>ylabel(‘Y’)
>>>title(’Plano Fase para un sistema no lineal’)
>>>plot(nodos[0], nodos[1], ‘ro’)
>>>xvalues,yvalues=meshgrid(arange(-.5,1.5,0.001), arange(-0.5,1.5,0.001))
>>>xdot = xvalues*(1-xvalues-yvalues)
>>>ydot = yvalues*(0.75-0.5*xvalues-yvalues)
>>>streamplot(xvalues, yvalues, xdot, ydot)
>>>grid();
>>>show()

Hallamos ahora de forma analı́tica los puntos crı́ticos:

>>>import sympy as sp
>>>x, y = sp.symbols(’x y’)
>>>pts=sp.solve([x*(1-x-y),y*(0.75-0.5*x-y)],{x,y})
>>> pts[0]
{x: 0.0, y: 0.0}
>>> pts[1]
{x: 0.0, y: 0.750000000000000}
>>> pts[2]
{x: 0.500000000000000, y: 0.500000000000000}
>>> pts[3]
{x: 1.00000000000000, y: 0.0}

Calculamos la matriz Jacobiana del sistema:

>>>X=sp.Matrix([x*(1-x-y),y*(0.75-0.5*x-y)])
>>>Y=sp.Matrix([x,y])
>>>A=X.jacobian(Y)

Evaluamos ahora la matriz Jacobiana en los puntos crı́ticos y calculamos los valores propios para clasificar los puntos crı́ticos:

>>> A.subs(pts[0]).eigenvects()
[(0.750000000000000, 1, [Matrix([
[ 0],
[1.0]])]), (1.00000000000000, 1, [Matrix([
[1.0],
[ 0]])])]
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FIGURE 13.Gráficas de los curvas soluciones del sistema no lineal depredador presa obtenidas con Matlab (izquierda) y Python.

A.subs(pts[1]).eigenvects()
[(-0.750000000000000, 1, [Matrix([
[ 0],
[1.0]])]), (0.250000000000000, 1, [Matrix([
[-2.66666666666667],
[ 1.0]])])]

A.subs(pts[2]).eigenvects()
[(-0.853553390593274, 1, [Matrix([
[1.4142135623731],
[ 1.0]])]), (-0.146446609406726, 1, [Matrix([
[-1.4142135623731],
[ 1.0]])])]

A.subs(pts[3]).eigenvects()
[(-1.00000000000000, 1, [Matrix([
[1.0],
[ 0]])]), (0.250000000000000, 1, [Matrix([
[-0.8],
[ 1.0]])])]

La Fig. 13 nos muestra curvas integrales (trayectorias que seguirı́a una part́ıcula bajo el efecto del campo de direcciones
definidas por el lado derecho del sistema diferencial), las curvas convergen en (0.5,0.5) pues se trata de un nodo asintóticamente
estable, las curvas divergen de (0,0) que es un nodo inestable, mientras que los puntos (0,0.75) y (1,0) son puntos silla ya que
hay curvas que se acercan y se alejan de ambos puntos. En este ejemplo los cálculos analı́ticos son corroborados con los gráficos
obtenidos haciendo ḿas clara la interpretación de puntos estables, inestables y puntos silla.

12. Problema de valor inicial para una ecuacíon no lineal (solucíon numérica):

y′(t) = sen(y2(t)), y(0) = 1. (14)

En este caso en particular, la función dsolve en ambos paquetes no produce una solución, por ejemplo al usar Matlab obtenemos:

>> syms t y(t)
>>ode = diff(y,t) == sin(yˆ2);
>>dsolve(ode,y(0) == 1)
Warning: Unable to find symbolic solution.
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ans =

[ empty sym ]

Como observamos no encontramos una solución anaĺıtica. Sin embargo, áun podemos usar las opciones con que cuentan ambos
paquetes para obtener soluciones numéricas.
Con Matlab escribimos:

>>V = odeToVectorField(ode);
>>F = matlabFunction(V,’vars’,{’t’,’Y’});
>>sol = ode45(F,[0 5],1);
>>x = linspace(0,5,100);
>>y = deval(sol,x,1);
>>plot(x,y)

Para resolver con Python:

>>> import numpy as np
>>> from scipy.integrate import odeint
>>> import matplotlib.pyplot as plt
>>> sin = np.sin

Definimos ahora la función que define el lado derecho de la ecuación diferencialdy/dt = f(y, t)
>>> def model(y,t):
... dydt=sin(y*y)
... return dydt
...
>>> y0 = 1
>>> t=np.linspace(0,20)

Resolvemos nuḿericamente con odeint:

>>> y=odeint(model,y0,t)
>>> plt.plot(t,y)
>>> plt.xlabel(’time’)
>>> plt.ylabel(’y(t)’)
>>> plt.show()

La Fig. 14 nos muestra las soluciones numéricas obtenidas con Matlab y Python para esta ecuación diferencial no lineal de
primer orden.

FIGURE 14.Gráficas de la soluciones numéricas de un problema de valor inicial para una ecuación diferencial no lineal obtenidas con Matlab
y Python.
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Este ejemplo muestra que aun cuando dsolve no pue-
da proporcionarnos una solución anaĺıtica, todav́ıa en ambos
programas podemos hallar una solución nuḿerica. Cuando
resolvemos de forma nuḿerica debemos tener presente que la
exactitud de nuestra aproximación puede verse afectada por
las distintas fuentes de errores locales, globales y la estabili-
dad de la solución. En este ejemplo podemos cuestionar a los
alumnos acerca del comportamiento de la solución cuando t
tiende a infinito aśı como śı este comportamiento depende de
la condicíon inicial elegida.

4. Conclusíon

A lo largo de este trabajo hemos mostrado el uso de los
comandos b́asicos dsolve (para hallar soluciones analı́ticas),
ode45 y odeint (para hallar soluciones numéricas) para re-
solver ecuaciones diferenciales ordinarias. Nuestro objetivo
principal es proporcionar al lector una guı́a pŕactica que le
permita iniciar el estudio de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias apoýandose en los paquetes simbólicos Symbolic
Toolbox Matlab y SymPy Python. Quedan claramente ex-
puestas las conveniencias e incomodidades de usar uno u otro
paquete en función de la brevedad o extensión de los coman-
dos utilizados para obtener o representar las soluciones, y no
en funcíon del tiempo de ćomputo requerido para obtener-
las. La calidad de los gráficos y la sint́axis de la programa-
ción son muy similares en ambos paquetes. A diferencia de
Matlab, en Python es necesario importar las librerı́as que se
desean usar (por ejemplo numpy, simpy, matplotlib, etc) esto
podria ser considerado como una incomodidad o desventa-
ja por algunos usuarios. Desde el enfoque didáctico, es una
ventaja de Sympy (Python) sobre Matlab el contar con las
funcionesclassify_ode y checkodesol . Sin embar-
go consideramos que la mayor ventaja de Python es el hecho
de ser de uso libre, ya que si bien un estudiante de licen-
ciatura o postgrado puede aprender a usar Matlab durante su
vida estudiantil bajo el permiso de la licencia institucional,
a su egreso como profesionista se enfrenta con el hecho de
que la gran mayorı́a de las empresas no compran software
comercial y prefieren uso de software libre. Se han resaltado
algunas de las ventajas del uso de estos paquetes de cómputo
simbólico para calcular y simplificar expresiones, ası́ como,
sus opciones gráficas para fortalecer la enseñanza de concep-
tos importantes. El conjunto de ejemplos, cuestionamientos,
aśı como comentarios incluidos son limitados. Sin embargo,
pueden tomarse como punto de partida para que el lector inte-
resado pueda escribir en Matlab y Python sus propios ejem-
plos (de acuerdo a súarea de inteŕes), aśı como proyectos
didácticos para utilizar en clase y en tareas asignadas.

La resolucíon de problemas reales aplicados a la inge-
nieŕıa con ecuaciones diferenciales presenta un reto tanto pa-

ra los estudiantes, como para los profesores en el proceso de
ensẽnanza-aprendizaje-evaluación.

El proceso de modelización mateḿatica con los progra-
mas Matlab o Python fomenta el aprendizaje y comprensión
de los conceptos matemáticos, permite seguir una metodo-
loǵıa, motivar a los j́ovenes, y representa una herramienta pa-
ra prepararlos de manera adecuada en elámbito profesional.
Además, los proyectos de trabajo en equipo cumplen con las
competencias disciplinares y las competencias genéricas al
elaborar modelos, resolver problemas, generar gráficas, dis-
cutir, analizar, interpretar los resultados obtenidos, y argu-
mentar sus conclusiones con el lenguaje matemático. En la
misma ĺınea, los estudiantes pueden responder preguntas del
tipo ¿qúe pasaŕıa si . . . ? con una ḿınima programación.

Es de gran acierto enriquecer el contenido temático de
los cursos de ecuaciones diferenciales ordinarias incluyendo
el uso de paquetes computacionales para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias [23–25]. Todo el esfuerzo que debe
realizar el instructor para elegir ejemplos, ejercicios y proyec-
tos de clase adecuados a los conceptos que se desee enseñar,
se veŕa recompensado con la comprensión de conceptos im-
portantes por parte de los alumnos [26–29].

Como trabajos a futuro podemos mencionar el uso de es-
tos paquetes para crear interfaces gráficas para usuario (don-
de puede variar los parámetros de las ecuaciones y visualizar
los cambios en las soluciones obtenidas) ası́ como sistemas
de autoevaluación de conocimientos en lı́nea mediante pre-
guntas de opción múltiple. El objetivo de la autoevaluación
es proporcionar al estudiante una evaluación y entrenamien-
to para comprobar si un determinado tema del o los cursos
que atiende ya lo conoce y lo comprende. De esta manera el
alumno cuenta con un diagnóstico de sus fortalezas y debili-
dades en determinados saberes [30]. Más áun, recientemente,
investigadores han demostramos que una red neuronal pre-
entrenada en texto y afinada en código, resuelve los proble-
mas del curso de matemáticas, explica las soluciones y gene-
ra preguntas en un nivel humano (aquı́ Python es usado para
generar gŕaficas y resolver ecuaciones). Estoúltimo abre la
posibilidad de desarrollar asistentes automatizados que guien
de manera individual a los alumnos en los procesos de apren-
dizaje [31].

Podemos concluir que Python es una excelente opción,
ya que adeḿas de ser un lenguaje de programación inter-
pretado, dińamico, multiplataforma y de libre acceso, sus li-
breŕıas Sympy, Scipy y Numpy le proporcionan capacidades
que le permiten estar a la par con paquetes comerciales de
cómputo simb́olico y nuḿerico como Maple, Mathematica y
Matlab. Esto explica el reciente surgimiento de publicaciones
que abordan las ecuaciones diferenciales [32] y los métodos
numéricos usando Python [33–35].
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