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En este trabajo se presenta un estudio teórico detallado sobre los modos propios electromagnéticos localizados en una capa dieléctrica que
est́a rodeada por medios dieléctricos semi-infinitos. La relación de dispersión y la distribucíon de campo electromagnético de los modos
propios localizados se calcularon y se analizaron aplicando el formalismo de la matriz de transferencia. Para el estudio de este sistema se
emplearon las polarizaciones lineales de la luz s y p. En ambos casos, existe un número infinito de modos propios localizados cuando la
permitividad de la capa dieléctrica tiene signo positivo y es mayor que la permitividad del medio circundante. Por el contrario, cuando la
permitividad de la capa dieléctrica es negativa, solo hay un modo propio electromagnético localizado. Estóultimo ocurreúnicamente para
el caso de polarización p. El espectro de este modo propio localizado depende no solo del signo negativo de la permitividad de la capa, sino
tambíen de la diferencia entre el valor absoluto de la permitividad de la capa y la permitividad del medio adyacente. Además, se discute la
simetŕıa de los modos propios electromagnéticos localizados.

Descriptores:Ensẽnanza de la fı́sica; electromagnetismo; ondas localizadas.

The localized electromagnetic eigenmodes in a dielectric slab, sandwiched between two semi-infinite dielectric media, are theoretically
studied. The transfer matrix formalism is applied for deriving the dispersion relation and electromagnetic field distribution of the localized
eigenmodes for both s and p polarization of light. There is an infinite number of localized eigenmodes when the permittivity of the slab has
positive sign in either s or p polarization. The latter occurs if the permittivity of the slab is greater than the permittivity of the surrounding
media. In contrast, when the slab has negative permittivity there is just one localized electromagnetic eigenmode only for the p-polarization.
In his case, the spectrum of the localized eigenmode is determined not only by the negative sign of the slab permittivity, but also by the
difference between the permittivity absolute value for the slab and the permittivity of the surrounding medium. In addition, the symmetry of
the localized electromagnetic eigenmodes is discussed.
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1. Introducción

La propagacíon de ondas electromagnéticas en diferentes me-
dios es un tema de gran importancia en la electrodinámica.
Uno de los problemas fundamentales consiste en estudiar la
propagacíon de ondas electromagnéticas a trav́es de una capa
que est́a rodeada por los lados izquierdo y derecho de dife-
rentes medios. Un gran número de artı́culos y libros de tex-
to analizan este problema modelo porque se pueden estudiar
anaĺıticamente diferentes propiedades electromagnéticas. Por
ejemplo, la transmisión, la reflexíon, la absorcíon, las ondas
electromagńeticas propias, etcétera.

En el problema modelo existe un caso especial de on-
das electromagńeticas propias que tienen un comportamien-
to inusual. Tal comportamiento consiste en que dichas ondas
pueden propagarse dentro de la capa y son evanescentes en
los medios que rodean a la capa. Por lo anterior, estos modos
propios se llamanmodos propios electromagnéticos localiza-
dos.

Para conocer ḿas acerca de las ondas localizadas se pue-
den consultar algunos libros como [1,2] que estudian de ma-
nera general y hacen una revisión hist́orica sobre este tema.
En estos libros [1, 2] se mencionan diferentes técnicas expe-

rimentales que se han empleado para generar y medir ondas
localizadas.

El libro [1] tiene un caṕıtulo donde comenta los prime-
ros trabajos en que se utilizó el t́ermino onda localizada. En
este libro se abordan desde caracterı́sticas generales de las
ondas localizadas hasta sus aplicaciones en diferentesáreas
de la f́ısica como aćustica, mećanica yóptica por mencionar
algunas.

En el libro [2] se lleva a cabo un análisis detallado sobre la
teoŕıa y los experimentos de ondas localizadas, y hace men-
ción de las posibles aplicaciones en diferentesáreas como
óptica, medicina o el desarrollo de comunicaciones seguras.
Tambíen tiene un caṕıtulo dedicado a ondas monocromáticas
localizadas en cristales fotónicos.

Uno de los ḿetodos ḿasútiles para resolver problemas
de propagación de ondas es el de la matriz de transferencia.
En el libro [3] se estudia en detalle este formalismo y se apli-
ca a diferentes problemas modelo. En particular, uno de sus
caṕıtulos contiene la deducción y estudio de los coeficien-
tes de transmisión y reflexíon de una capa dieléctrica rodeada
por un dieĺectrico. Ah́ı, se analiza el caso en que ambos tienen
permitividad eĺectrica y permeabilidad magnética constantes,
y se aborda el tema de los modos propios localizados dentro
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de la capa dieléctrica. Sin embargo, solo se calcula la relación
de dispersíon para el caso de polarización s y no profundiza
en el ańalisis de los modos propios localizados. En contraste,
en el presente artı́culo se estudian en detalle tanto la polari-
zacíon s como la p.

De acuerdo con los trabajos [4–8] los modos electro-
magńeticos localizados también se pueden excitar y propagar
en capas de superconductores laminados de alta temperatura
cŕıtica cuya respuesta electromagnética, en el rango de fre-
cuencias de terahertz (THz), se describe con el tensor de per-
mitividad para un medio anisótropo uniaxial. Al incremen-
tar la frecuencia de la onda, el valor principal de este ten-
sor, correspondiente a la dirección perpendicular a los planos
superconductores, cambia de signo negativo a positivo en la
frecuencia de plasma de Josephson. En la referencia [4] se
demostŕo que en la geometrı́a de polarizacíon p y de planos
superconductores internosparalelosa las superficies de la ca-
pa, existen dos ramas de ondas de superficie, una por debajo
de la frecuencia de plasma de Josephson, mientras que la otra
aparece por encima deésta. Adeḿas, existe un conjunto dis-
creto de modos de guı́a de onda con campos electromagnéti-
cos oscilando a lo largo del espesor de la capa y decayendo
exponencialmente hacia afuera de la capa superconductora.
La estructura del espectro de los modos propios depende del
cociente entre las constantes dieléctricas del medio externo
y del medio aislante que separa los planos superconductores.
Los modos electromagnéticos propios pueden excitarse me-
diante el uso de la técnica de reflexión total atenuada, dando
lugar a la supresión total de la reflexíon especular. Si la ca-
pa se encuentra entre dos medios con unı́ndice de refracción
alto, la excitacíon de los modos localizados es acompañada
de un incremento notable en la transmisión (feńomeno cono-
cido como frustracíon de la reflexíon total interna), ası́ como
de una pequẽna absorcíon que es debida a las pérdidas de
enerǵıa [6]. En los trabajos [7, 8] se aplicó el método de la
matriz de transferencia para estudiar la relación de disper-
sión y la excitacíon de modos electromagnéticos localizados
en una capa con planos internos superconductoresperpendi-
cularesa sus superficies. Para este estudio, se utilizó tambíen
una t́ecnica de excitación basada en el rompimiento de la re-
flexión total interna mediante el uso de dos prismas. Se de-
mostŕo que las curvas de dispersión de los modos localizados
son amońotonas y su excitación resonante da lugar a absor-
ción total y a la supresión de la reflexíon especular.

El estudio del acoplamiento resonante de modos electro-
magńeticos localizados con diferentes cuasipartı́culas en he-
teroestructuras de materiales sólidos es un tema de gran in-
teŕes actualmente. Ası́, por ejemplo, en los trabajos [9–11]
y en las referencias ahı́ citadas se ha estudiado el acopla-
miento de ondas electromagnéticas localizadas con excitones
(parejas de electrón y hueco ligados) dentro de microcavida-
des semiconductoras cuánticas. Dichas microcavidades están
formadas por una capa dieléctrica o semiconductora que con-
tiene un pozo cúantico semiconductor y es cubierta por dos
espejos de Bragg. La microcavidad se puede diseñar tal que
las frecuencias propias de los modos electromagnéticos lo-

calizados coincidan con las frecuencias propias de los ex-
citones y, como resultado, se logre un acoplamiento fuerte
entre los modos electromagnéticos de la cavidad y los exci-
tones confinados en el pozo cuántico. El acoplamiento fotón-
excitón fuerte tambíen se observa en microcavidades forma-
das por capas laterales de metal [12]. En el caso de microca-
vidades semiconductoras con pozo cuántico en presencia de
un campo magńetico cuantizante, recientemente se ha pre-
dicho un acoplamiento fuerte entre magnetoexcitones confi-
nados y los modos electromagnéticos localizados [13]. En la
referencia [14], se consideró una capa de semiconductor ubi-
cada entre dos prismas separados por dos pelı́culas ya sea de
dieléctrico o de metal. Los espectros de reflexión, transmisíon
y abosrcíon para tal sistema en un campo magnético cuanti-
zante mostraron una estructura resonante asociada con la ex-
citación de modos electromagnéticos localizados en la capa
semiconductora que están fuertemente acoplados a los mag-
netoexcitones confinados. Cabe mencionar que en esteúltimo
trabajo, los ćalculos de las relaciones de dispersión aśı como
los espectrośopticos se llevaron a cabo con el método de la
matriz de transferencia. Adicionalmente, se demostró que el
régimen de acoplamiento fuerte entre magnetoexciontes y los
modos electromagnéticos localizados se logra incluso cuan-
do las ondas están d́ebilmente localizadas, es decir, cuando la
capa dieĺectrica dentro de la microcavidad es rodeada por un
medio dieĺectrico de menor permitividad.

El presente trabajo tiene un objetivo educativo: profun-
dizar en el estudio de los modos propios electromagnéticos
localizados en una capa dieléctrica usando el formalismo de
la matriz de transferencia. Aquı́, se analiza el caso ḿas simple
de este problema fundamental que consiste en suponer que la
capa y los medios que la rodean son medios dieléctricos con
permitividad eĺectrica y permeabilidad magnética constantes
(Sec. 2). Tambíen, se supone que los medios a la izquierda y
a la derecha de la capa tienen la misma permitividad eléctri-
ca y permeabilidad magnética, es decir, la capa dieléctricac
est́a inmersa dentro de un medio dieléctricob. En las Secs.
3 y 4, se obtienen las relaciones de dispersión de las ondas
localizadas en la capa c para polarización s y polarizacíon
p, respectivamente. Ambas relaciones de dispersión son v́ali-
das para cualesquiera valores de permitividad y permeabili-
dad del mediob y la capac. Para el ańalisis detallado de los
modos propios localizados la permitividad del mediob se fija
con signo positivo tanto en polarización s como en polariza-
ción p. Mientras que la permitividad eléctrica de la capac era
positiva, o bien, negativa. En el caso donde las permitividades
del mediob y la capac son positivas, existe un número infini-
to de modos propios localizados. Lo anterior no depende de
la polarizacíon y ocurre si se cumple la condición de que la
permitividad de la capac sea mayor que la permitividad del
mediob. El ańalisis de los modos propios localizados es simi-
lar en ambas polarizaciones. Por el contrario, cuando la per-
mitividad del mediob es positiva y la de la capac es negativa
ambas polarizaciones dan diferentes resultados. Para el caso
de polarizacíon s se observa que no existen modos propios lo-
calizados en la capac. Pero el caso de polarización p es ḿas
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sofisticado. En polarización p existe un modo propio electro-
magńetico localizado que tiene un espectro muy complicado.
Esto porque el espectro depende también del signo de la di-
ferencia entre el valor absoluto de la permitividad de la capa
c y la permitividad del mediob. Todo el ańalisis correspon-
diente se muestra en este trabajo educativo. Finalmente, se
estudia la simetrı́a de los modos propios localizados: en po-
larizacíon s con respecto al campo eléctrico y en polarización
p con respecto al campo magnético. Los resultados generales
de nuestra investigación se pueden encontrar en el Resumen.

Creemos que este trabajo puede serútil para estudiantes
de licenciatura o posgrado, ası́ como j́ovenes investigadores
en elárea de F́ısica, particularmente hispanohablantes, en vir-
tud de que está escrito en español.

2. Formulación del problema

El sistema de estudio consiste de una capa dieléctricac de es-
pesordc rodeada por un medio dieléctricob como se muestra
en la Fig. 1. La porcíon de dieĺectricob que est́a a la izquier-
da de la capa dieléctricac se denota porbL, mientras que la
porción de dieĺectricob que se encuentra a la derecha de la
capa dieĺectricac se etiqueta porbR.

Debido a lo anterior se forman dos interfaces planas entre
la capac y el medio circundanteb. El sistema de coordenadas
se escoge tal que el ejex es perpendicular a las interfaces y el
eje z es paralelo a ambas interfaces planas. De acuerdo con
la eleccíon del sistema de coordenadas, que se muestra en la
Fig. 1, la primera interfaz está al inicio de la capac enx = 0
y se denota comointerfaz izquierda(bL|c). La segunda inter-
faz est́a al final de la capac enx = dc y se denomina como
interfaz derecha(c|bR).

En los mediosb y dentro de la capac el campo electro-
magńetico se modela mediante ondas electromagnéticas pla-
nas. En el mediobL a partir de una onda plana que incide

FIGURA 1. Capa dieĺectrica,c, rodeada por un medio dieléctrico,b.

en la interfaz izquierda(bL|c) con amplitudB+
L y una onda

plana reflejada por la interfaz izquierda(bL|c) con amplitud
B−

L . Naturalmente la onda con amplitudB+
L se denomina on-

da incidente y la onda cuya amplitud esB−
L se denomina on-

da reflejada. Dentro de la capac el campo electromagnético
consiste de la superposición de dos ondas electromagnéticas
planas con amplitudesC+ y C−. De manera similar al me-
dio bL, en el mediobR se tienen las ondas electromagnéticas
planas incidente y reflejada en la interfaz derecha(c|bR) con
amplitudesB−

R y B+
R respectivamente. Todas estas ondas se

observan en la Fig. 1.
Los mediosbL y bR tienenpermitividad eĺectrica εb y

permeabilidad magńeticaµb. Mientras que la placac posee
permitividad eĺectricaεc y permeabilidad magńeticaµc. Las
permitividadesεb y εc aśı como las permeabilidadesµb y µc

son constantes. Elnúmero de ondaen los mediosbL y bR se
denota porkb. En la capac el número de ondase representa
por kc. La permitividad eĺectrica y permeabilidad magnética
se relacionan con el número de onda en cada medio mediante
las ecuaciones,

εb, µb, kb =
√

k2εbµb − k2
z , (1a)

εc, µc, kc =
√

k2εcµc − k2
z , con

k = ω/c. (1b)

Aqúı, kz es la componente del vector de onda tangencial a
las interfaces,ω es la frecuencia de la onda electromagnética
plana yc es la velocidad de la luz.

El campo electromagnético en los mediosbL, c y bR obe-
dece las ecuaciones de Maxwell. Como en los medios no
existen corrientes eléctricas, las ecuaciones de Maxwell tie-
nen la siguiente forma general

∇× ~E = −1
c

∂ ~B

∂t
, (2a)

∇× ~H =
1
c

∂ ~D

∂t
, (2b)

∇ · ~B = 0, (2c)

∇ · ~D = 0. (2d)

La Ec. (2a) se llamaley de Faraday. La ley de Faraday re-
laciona el rotacional delcampo eĺectrico ~E con la deriva-
da parcial respecto del tiempo de lainduccíon magńetica ~B.
La ecuacíon que relaciona el rotacional delcampo magńetico
~H con la derivada parcial respecto del tiempo deldesplaza-
miento ~D se conoce comoley de Amp̀ere-Maxwell(2b). La
Ec. (2c) se conoce como ley de inexistencia de monopolos
magńeticos o ley de Gauss para el magnetismo. Finalmen-
te la Ec. (2d) se denominaley de Gauss. Adicionalmente, el
campo eĺectrico ~E y vector desplazamiento~D, aśı como, el
campo magńetico ~H e induccíon magńetica ~B se relacionan
seǵun las ecuaciones

~D = ε ~E, ~B = µ ~H. (3)
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Como no existen densidades superficiales de corriente el
campo electromagnético debe ser continuo al atravesar las in-
terfaces(bL|c) y (c|bR). Esto significa que existen dos condi-
ciones de frontera, a saber, la continuidad de las componentes
tangenciales a las interfaces de los vectores~E y ~H,

~Et = continuo, ~Ht = continuo. (4)

Estas condiciones de frontera deben satisfacerse tanto en la
interfaz izquierda(bL|c) enx = 0 como en la interfaz dere-
cha(c|bR) enx = dc.

En el caso de ondas electromagnéticas planas se estudian
dos polarizaciones lineales independientes y de tal modo fun-
damentales, a saber, polarización s y polarizacíon p. Se cono-
ce como polarización s el caso cuando el campo eléctrico es
orientado en la dirección perpendicular al plano de inciden-
cia. El plano de incidencia es el plano que contiene al vector
normal a la superficie radiada y al vector de propagación de la
onda. La polarización s tambíen se conoce como polarización
TE (Transversal Eléctrica). De acuerdo con la Fig. 1 el plano
de incidencia es el planoxz y para el caso de polarización s
el campo eĺectrico est́a en la direccíon del ejey.

Por el contrario, si ocurre que el campo magnético
est́a orientado en la dirección perpendicular al plano de in-
cidencia se conoce como polarización p ó polarizacíon TM
(Transversal Magńetica). De acuerdo con la Fig. 1, en el caso
de polarizacíon p el campo magńetico est́a en la direccíon del
ejey.

Las ondas electromagnéticas planas, en general, se escri-
ben como ondas con polarización s, como ondas con polari-
zacíon p o como ondas con una combinación de ambas polari-
zaciones. Por esto es suficiente analizar ambas polarizaciones
por separado como se presenta a continuación.

3. Polarizacíon s

Primero se considera un campo electromagnético mono-
cromático de frecuenciaω con polarizacíon s. En este caso,
el campo eĺectrico ~E est́a en la direccíon del ejey. Mientras
que, el campo magnético ~H tiene componentes en las direc-
ciones de los ejesx y z. La forma del campo eléctrico~E y del
campo magńetico ~H corresponde a una onda electromagnéti-
ca plana que se propaga a lo largo de la capac, es decir en la
direccíon positiva del ejez,

~E(x, z, t) =
(
0, Ey(x), 0

)T

exp(ikzz − iωt), (5a)

~H(x, z, t) =
(
Hx(x), 0,Hz(x)

)T

exp(ikzz − iωt). (5b)

El supeŕındiceT en las expresiones anteriores y en adelan-
te indica la operación de transposición del vector renglón.
Es decir, el campo eléctrico ~E y el campo magńetico ~H son
vectores columna pero se escriben como vector renglón trans-
puesto para una mejor presentación.

Debido a la presencia de la capac es conveniente definir
tres intervalos a lo largo del ejex. El primero est́a a la iz-
quierda de la capa−∞ < x 6 0 en el mediobL. El segundo

est́a a lo ancho de la capac en0 6 x 6 dc. El tercero est́a a
la derecha de la capadc 6 x < ∞ en el mediobR. En ca-
da uno de los intervalos anteriores los campos eléctrico ~E y
magńetico ~H son de la forma presentada en las Ecs. (5).

Los medios a la izquierdabL y a la derechabR de la capa
se denotaŕan porb indistintamente. Cuando sea necesario es-
pecificar a que medio se refiere, si al de la izquierda o al de
la derecha, usaremos los subı́ndicesL y R respectivamente.

Como se menciońo anteriormente el campo electro-
magńetico en los mediosbL, c y bR obedece las ecuaciones
de Maxwell (2) para un medio sin corriente eléctrica. A par-
tir de la ley de Faraday (2a) se encuentra la relación entre el
campo eĺectrico ~E y la induccíon magńetica ~B.

Primero, el rotacional del campo eléctrico ~E tiene com-
ponentes enx y z. La componentex es proporcional a la
derivada parcial respecto dez de la componenteEb,c

y (x) del
campo eĺectrico. La componentez es proporcional a la deri-
vada parcial de la componenteEb,c

y (x) del campo eĺectrico
respecto dex. Segundo, dado que los campos eléctrico ~E y
magńetico ~H dependen del tiempo de manera armónica (5),
la derivada parcial respecto del tiempo es proporcional a la
frecuenciaω. Se sigue que la derivada parcial respecto del
tiempo de la inducción magńetica ~B tambíen es proporcio-
nal a la frecuenciaω. Por lo anterior el rotacional del campo
eléctrico ~E y la derivada parcial respecto del tiempo de la
induccíon magńetica ~B se escriben como

∇× ~Eb,c =

(
− ikzE

b,c
y (x), 0,

dEb,c
y (x)
dx

)T

× exp(ikzz − iωt), (6a)

−1
c

∂ ~Bb,c

∂t
= ikµb,c

(
Hb,c

x (x), 0,Hb,c
z (x)

)T

× exp(ikzz − iωt). (6b)

Al igualar las Ecs. (6) se obtiene explı́citamente la forma de
las componentesx y z del campo magńetico ~Hb,c(x) en los
mediosb y la placac. En donde, la componenteHb,c

x (x) del
campo magńetico en el mediob o en la capac es proporcio-
nal a la componenteEb,c

y (x) del campo eĺectrico. Mientras
que la componenteHb,c

z (x) es proporcional a la derivada de
la componenteEb,c

y (x) respecto dex. Esto es

Hb,c
x (x) =

−kz

kµb,c
Eb,c

y (x), (7a)

Hb,c
z (x) =

1
ikµb,c

dEb,c
y (x)
dx

. (7b)

De manera similar, a partir de la ley de Ampère-Maxwell
(2b) se obtiene otra relación entre las componentes del cam-
po magńetico ~H y la componente del campo eléctrico ~E. La
componentey del rotacional del campo magnético es igual a
la derivada parcial respecto dez de la componenteHb,c

x (x),
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menos la parcial respecto dex de la componenteHb,c
z (x).

La derivada parcial del desplazamiento eléctrico respecto del
tiempo es proporcional a la frecuenciaω debido a la depen-
dencia arḿonica de los campos (5). Lo anterior se escribe
como

∇× ~Hb,c =

(
0, ikzH

b,c
x (x)− dHb,c

z (x)
dx

, 0

)T

× exp(ikzz − iωt), (8a)

1
c

∂ ~Db,c

∂t
= −ikεb,c

(
0, Eb,c

y (x), 0

)T

× exp(ikzz − iωt). (8b)

Igualando la componentey de las expresiones (8) y simplifi-
cando se llega a la ecuación

ikzH
b,c
x (x)− dHb,c

z (x)
dx

= −ikεb,cE
b,c
y (x). (9)

Luego, sustituyendo la forma explı́cita de las componentes
Hb,c

x (x) y Hb,c
z (x) del campo magńetico (7) en la igual-

dad (9) se obtiene la ecuación de onda para la componente
Eb,c

y (x) del campo eĺectrico
(

d2

dx2
+ k2

b,c

)
Eb,c

y (x) = 0. (10)

En donde, el ńumero de ondakc dentro de la capac est́a da-
da por la Ec. (1b). El número de ondakb en los mediosb es
imaginario y de la forma

kb = iκb con κb =
(
k2

z − k2µbεb

)1/2
> 0, (11)

observe que a partir de esta transformaciónκb es de valor real
y positivo.

El campo eĺectrico en las tres regiones del espacio debe
cumplir con la ecuación de onda (10). Adeḿas, las compo-
nentes del campo magnético tienen la forma presentada en las
Ecs. (7). Por tanto, es necesario conocer como se relacionan
estos campos en las interfaces del sistema. Esta relación se
deriva a partir de las condiciones de frontera (4) de las ecua-
ciones de Maxwell. Las condiciones de frontera de las ecua-
ciones de Maxwell (4) implican la continuidad de las compo-
nentes tangenciales a las interfaces del sistema de los campos
eléctrico y magńetico. Las componentes del campo eléctri-
co y magńetico tangenciales a las interfaces sonEb,c

y (x) y
Hb,c

z (x) respectivamente.
A partir de la ecuación de onda (10) y de la Ec. (7b) se

obtienen las componentesEb,c
y (x) de los campos eléctricos y

las componentesHb,c
z (x) de los campos magnéticos respec-

tivamente. Las componentes tangenciales de los campos en
las regiones a la izquierda de la capa, dentro de la capac y a
la derecha de la capa, tienen la forma siguiente

EbL
y (x) = B+

L exp(ikbx) + B−
L exp(−ikbx), (12a)

HbL
z (x) =

kb

kµb

[
B+

L exp(ikbx)−B−
L exp(−ikbx)

]
, (12b)

en el medio izquierdobL, donde−∞ < x 6 0

Ec
y(x) = C+ exp(ikcx) + C− exp(−ikcx), (12c)

Hc
z(x) =

kc

kµc

[
C+ exp(ikcx)− C− exp(−ikcx)

]
, (12d)

en la capac, donde0 6 x 6 dc

EbR
y (x) = B+

R exp
(
ikb[x− dc]

)

+ B−
R exp

(− ikb[x− dc]
)
, (12e)

HbR
z (x) =

kb

kµb

[
B+

R exp
(
ikb[x− dc]

)

−B−
R exp

(− ikb[x− dc]
)]

, (12f)

en el medio derechobR, dondedc 6 x < ∞.

Debido a que el ńumero de ondakb es una cantidad ima-
ginaria (11), la onda con amplitudB+

L decrece de izquierda
a derecha, mientras que la onda con amplitudB−

L decrece de
derecha a izquierda. De manera similar, la onda con ampli-
tudB+

R decrece hacia la derecha y la onda con amplitudB−
R

decrece hacia la izquierda.
Ahora bien, evaluando las componentes tangenciales

Eb,c
y (x) del campo eĺectrico yHb,c

z (x) del campo magńeti-
co (12) en las interfaces(bL|c) enx = 0, (bR|c) enx = dc

y aplicando las condiciones de frontera se obtienen las ecua-
ciones que relacionan las amplitudes de las ondas en las tres
regiones del espacio dadas por

Ec
y(0) = EbL

y (0) → C+ + C− = B+
L + B−

L , (13a)

Hc
z(0) = HbL

z (0) → C+ − C−

=
µckb

µbkc

[
B+

L −B−
L

]
, (13b)

en la interfaz(bL|c) dondex = 0,

EbR
y (dc) = Ec

y(dc) →
B+

R + B−
R = C+ exp(ikcdc) + C− exp(−ikcdc), (13c)

HbR
z (dc) = Hc

z(dc) →

B+
R −B−

R =
µbkc

µckb

[
C+ exp(ikcdc)

− C− exp(−ikcdc)
]
, (13d)

en la interfaz(c|bR) dondex = dc.
Las relaciones (13a) y (13b) corresponden a la interfaz

(bL|c) para el campo eléctrico y magńetico respectivamen-
te. Se reescriben en la forma de la matriz de transferencia
siguiente

(
C+

C−

)
= M̂ (bc)

(
B+

L

B−
L

)
. (14)
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La matrizM̂ (bc) se llama matriz de transferencia. Esta ma-
triz describe la transferencia de ondas a tráves de la interfaz
(bL|c), espećıficamente desde el mediobL hasta la capac.
Esta relacíon transforma la amplitudB+

L de la onda incidente
y la amplitud de la onda reflejadaB−

L que est́an en la interfaz
(bL|c) del lado izquierdo, en la amplitud incidenteC− y la
amplitud de la onda reflejadaC+ del lado derecho de la inter-
faz (bL|c) como puede verse en la Fig. 1. La forma explı́cita
de la matriz de transferenciâM (bc) es

M̂ (bc) =
1
2




1 +
µckb

µbkc
1− µckb

µbkc

1− µckb

µbkc
1 +

µckb

µbkc


 ,

det M̂ (bc) = µckb/µbkc. (15)

Las Ecs. (13c) y (13d) se reescriben en forma de la ma-
triz de transferencia para la segunda interfaz de una forma
más complicada

(
B+

R

B−
R

)
= M̂ (cb)M̂ (c)

(
C+

C−

)
. (16)

Esta relacíon contiene las matrices de transferenciaM̂ (c) y
M̂ (cb). La matriz de transferenciâM (c) es responsable de la
propagacíon libre de las ondas dentro de la capac. Espećıfi-
camente desde el lado derecho de la interfaz(bL|c) hasta el
lado izquierdo de la interfaz(c|bR). Es una matriz diagonal.
Los elementos diagonales de la matriz representan el despla-
zamiento de fasekcdc que adquiere la onda al pasar por la
capac de espesordc.

M̂ (c) =
(

exp(ikcdc) 0
0 exp(−ikcdc)

)
,

det M̂ (c) = M
(c)
11 M

(c)
22 −M

(c)
12 M

(c)
21 = 1. (17)

Ya que su determinantedet M̂ (c) vale uno, la matrizM̂ (c) es
unimodular. Luego, la matriz de transferenciaM̂ (cb) tiene la
forma siguiente

M̂ (cb) =
1
2




1 +
µbkc

µckb
1− µbkc

µckb

1− µbkc

µckb
1 +

µbkc

µckb


 ,

det M̂ (cb) = µbkc/µckb. (18)

La matriz M̂ (cb) describe la transferencia de las ondas a
través de la interfaz(c|bR). Espećıficamente desde la capa
c hasta el medio derechobR. La matrizM̂ (cb) tiene la mis-
ma estructura que la matriẑM (bc). Ambas matrices pueden
obtenerse una a partir de la otra, mediante el remplazo de los
ı́ndicesb ↔ c. Adeḿas, son inversas una de la otra

M̂ (cb) = M̂ (bc)−1
. (19)

Se sigue que, al sustituir la primera relación de transferencia
(14) que corresponde a la interfaz(bL|c), en la segunda rela-
ción de transferencia (16) que pertenece a la interfaz(c|bR),

se obtiene la relación de transferencia total de una onda a
través del sistema(bL|c|bR).

(
B+

R

B−
R

)
= M̂ (T )

(
B+

L

B−
L

)
, (20a)

M̂ (T ) = M̂ (cb)M̂ (c)M̂ (bc). (20b)

Esta relacíon transforma las amplitudes de las ondas inciden-
teB+

L y reflejadaB−
L del lado izquierdo de la interfaz(bL|c)

en las amplitudes de las ondas incidenteB−
R y reflejadaB+

R

del lado derecho de la interfaz(c|bR). La matriz de trans-
ferencia totalM̂ (T ) (20b) es resultado del producto de tres
matrices. Los elementos de la matriẑM (T ) son

M
(T )
11 = cos(kcdc) + α+ sen(kcdc), (21a)

M
(T )
12 = α− sen(kcdc), (21b)

M
(T )
21 = −α− sen(kcdc), (21c)

M
(T )
22 = cos(kcdc)− α+ sen(kcdc), (21d)

en donde

α± ≡ 1
2

(
µbkc

µcκb
∓ µcκb

µbkc

)
, α2

− − α2
+ = 1. (22)

Como la matriz de transferencia totalM̂ (T ) proviene del pro-
ducto de las matriceŝM (cb), M̂ (c) y M̂ (bc) su determinante
es igual a uno. Esto se ve directamente de quedet M̂ (cb) =
1/ det M̂ (bc) y de que la matrizM̂ (c) es unimodular. Por tan-
to el producto de los tres determinantes es igual a uno

det M̂ (T ) = det M̂ (cb) det M̂ (c) det M̂ (bc) = 1. (23)

A partir de la relacíon de transferencia total (20) se escri-
ben las ecuaciones que relacionan las amplitudes de las ondas
externas a la capac

B+
R = M

(T )
11 B+

L + M
(T )
12 B−

L , (24a)

B−
R = M

(T )
21 B+

L + M
(T )
22 B−

L . (24b)

Para que existan ondas localizadas en la capac debe cumplir-
se que las amplitudes de las ondas incidentes a las interfaces
sean iguales a cero. Esto esB+

L = 0 y B−
R = 0. Lo anterior

se debe a que las ondas no deben propagarse en la dirección
perpendicular a las interfaces y las ondas con amplitudesB+

L

y B−
R no tienden a cero conformex → ∓∞ respectivamente.
De acuerdo con lo anterior, la Ec. (24a) toma la forma

siguiente

B+
R = M

(T )
12 B−

L . (25)

Esto significa que la amplitud de la ondaB+
R en la interfaz

derecha(c|bR) es directamente proporcional a la amplitud
de la ondaB−

L en la interfaz izquierda(bL|c). Asimismo la

Rev. Mex. Fis. E21020220
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Ec. (24b) proporciona la condición para la existencia de on-
das localizadas en la capac con polarizacíon s. Esta condición
es

M
(T )
22 = 0. (26)

Escribiendo la forma explı́cita del elemento de matrizM (T )
22

(21d) en la condicíon (26) se obtiene la relación de dispersión
de las ondas localizadas con polarización s dentro de la capa
c

cot(kcdc) = α+, (27)

conα+ para polarizacíon s dado en la Ec. (22).
La relacíon de dispersión (27) es una f́ormula general que

contiene 4 paŕametros,µb, µc, κb, kc y la dependencia de es-
tos paŕametros podrı́a ser muy complicada. Por lo que resulta
muy dif́ıcil de analizar. Sin embargo una restricción que debe
recordarse es que el número de ondakb (11) es imaginario
con κb de valor positivo. El resto de los parámetrosµb, µc

y kc pueden tener valores cualesquiera. Por simplicidad se
consideraŕa que las permeabilidadesµb y µc son de valores
reales y constantes. Se analizarán los casos cuando el número
de ondakc (1b) en la capac es imaginario y real. Ası́ como
las condiciones necesarias para la existencia de la solución a
la relacíon de dispersión (27) en los casos antes mencionados.

3.1. El número de ondakc es imaginario

Primero se considera que el número de ondakc es imaginario.
Entonceskc se reescribe como

kc = iκc con κc = (k2
z − k2εcµc)1/2 > 0. (28)

Debido a esta transformación κc es de valor real y positivo.
Comokc es imaginario los factoresα± tambíen se vuelven
imaginarios. Los factoresα± se reescriben en la siguiente
forma

α± = iα̃± con α̃± =
1
2

(
µbκc

µcκb
± µcκb

µbκc

)
, (29)

en donde es posible ver queα̃± es una cantidad real.
Por todo lo anterior es evidente que el elemento de ma-

triz M
(T )
12 (21b) aśı como la relacíon de dispersión (27) cam-

bian. En la definicíon (21b) del elemento de matrizM (T )
12 la

función seno se transforma según la identidadsen(iκcdc) =
i senh(κcdc). Mientras que en la relación de dispersión (27)
la función cotangente se modifica de acuerdo con la identi-
dadcot(iκcdc) = −i coth(κcdc). Aśı, el elemento de matriz
M

(T )
12 y la relacíon de dispersión cuando el ńumero de onda

kc es imaginario en verdad son

M
(T )
12 = −α̃− senh(κcdc), (30)

coth(κcdc) = −α̃+. (31)

El lado izquierdo de la relación de dispersión (31) siempre
es positivo ya que el argumento de la función cotangente hi-
perb́olica es real y positivo. Entonces para que exista una so-
lución a la ecuación de dispersión (31) es necesario que el

lado derecho sea positivo también. Esto implica quẽα+ debe
ser negativo. Comoκb y κc son positivos, para quẽα+ sea de
valor negativo las permeabilidadesµb y µc deben tener sig-
nos opuestos. Es decir, que alguna de las permeabilidadesµb

o µc tiene que ser negativa.
No obstante, este caso no se analizará en detalle porque se

consideraŕanúnicamente medios no magnéticos es decir que
µb = µc = 1. Bajo esta suposición, la relacíon de dispersión
(31) no tiene solucíon.

3.2. El número de ondakc es real

Ahora se considera el caso cuando el número de ondakc

(1b) es real. Para simplificar un poco el análisis los medios
b y la placac se supondŕan medios no magnéticos, es decir,
µb = µc = 1. Los ńumeros de ondakb (11) y kc (1b) se
reescriben como

kb = iκb donde κb =
(
k2

z − k2εb

)1/2
, (32a)

kc =
(
k2εc − k2

z

)1/2
. (32b)

Como ya se mencionó κb y kc (32) son de valores reales. Por
tanto los t́erminos dentro de la raı́z deκb y kc (32) son mayo-
res o iguales a cero. Esto origina que el número de ondakz

est́e restringido dentro del siguiente intervalo

k2εb < k2
z < k2εc. (33)

Como puede verse en la Ec. (1b) debido a su definición k2

es de valor real. Se considera que la permitividadεc es real y
positiva para quek2

z sea de valor real.
Note que la parte izquierda de la desigualdad (33) se sa-

tisface autoḿaticamente si la permitividadεb es negativa. En
ese caso el ńumero de ondakb aún es imaginario,

kb = iκb con

κb = (k2
z + k2|εb|)1/2 si εb < 0. (34)

Dado queκb y kc son reales la relación de dispersión conser-
va la forma presentada en la Ec. (27). Nuevamente ocurre que
tanto el lado izquierdo como el lado derecho de la relación de
dispersíon (27) pueden ser de signo positivo o negativo. Por
lo que la ecuación de dispersión (27) con εb negativa pue-
de tener solución. Sin embargo, este caso no se estudiará en
detalle porque estamos interesados en queεb sea positiva.

Aśı que ahora se supone que la permitividadεb es posi-
tiva. De acuerdo con la desigualdad (33) se observa que la
permitividadεb del mediob tiene que ser menor que la per-
mitividadεc de la capac,

0 < εb < εc. (35)

A partir de las definiciones (32) se demuestra queκb es
una funcíon mońotonamente creciente respecto dekz. Ocurre
que κb crece desde cero hasta alcanzar su valor máximo
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κb = k
(máx)
c cuandokc = 0. De manera similar,kc decrece

mońotonamente respecto dekz. Espećıficamentekc decrece
desde su valor ḿaximo k

(máx)
c , que ocurre cuandoκb = 0,

hasta cero. Por tantok(máx)
c es el valor ḿaximo posible deκb

y kc,

k(máx)
c = k

√
εc − εb, (36a)

k2
c + κ2

b = k2 (εc − εb) , (36b)

0 6κb 6 k(máx)
c , 0 6 kc 6 k(máx)

c , (36c)

κb = 0, kc = k(máx)
c , si kz = k

√
εb, (36d)

κb = k(máx)
c , kc = 0, si kz = k

√
εc. (36e)

Además si se sustituye la Ec. (36a) en (36c) se obtiene el in-
tervalo correspondiente dondeκb y kc como funciones dek
est́an restringidos

0 6 κb(k) 6 kz

√
(εc − εb)/εc, (37a)

0 6 kc(k) 6 kz

√
(εc − εb)/εb. (37b)

Ahora que ha finalizado el análisis de los ńumeros de onda
kb y kc (32) se prosigue con el análisis de la relacíon de dis-
persíon.

En este caso el elemento de matrizM
(T )
12 y la ecuacíon de

dispersíon tienen la forma presentada en la Ecs. (21b) y (27)
respectivamente. Tanto el elemento de matrizM

(T )
12 (21b) co-

mo la relacíon de dispersión (27) se reescriben a continuación
con la forma explı́cita de los factoresα± (22) luego de con-
siderar medios no magnéticos

M
(T )
12 = α− sen(kcdc), α− =

1
2

(
kc

κb
+

κb

kc

)
, (38)

cot(kcdc) = α+, α+ =
1
2

(
kc

κb
− κb

kc

)
. (39)

Observe que el lado izquierdo de la relación de disper-
sión (39) puede ser de valor tanto positivo como negativo.
Además no existe restricción sobre el signo deα+. Entonces,
en principio la relacíon de dispersión (39) tiene solucíon.

FIGURA 2. Solucíon gŕafica de la relación de dispersión (39).

En la Fig. 2 se muestra la solución gŕafica de la relación
de dispersíon (39) para diferentes valores deα+ como fun-
ción dekcdc. Las curvas en color azul corresponden a la fun-
ción períodica cot(kcdc) del lado izquierdo de la ecuación
de dispersíon (39). Como el periodo decot(kcdc) es igual a
π se observan 4 curvas en la Fig. 2. Las curvas en colores
cian, verde, magenta, naranja y rojo representanα+ del lado
derecho de la relación de dispersión (39). En estas curvas el
términoκbdc/π enα+ se fijó en valores iguales a 0.025, 0.25,
2.5, 25 y 250 respectivamente. Las soluciones de la relación
de dispersíon (39) se encuentran en los puntos de intersección
entre la curva que representa aα+ y las curvas que represen-
tan acot(kcdc). Cada curva paraα+ tiene un ńumero infi-
nito de intersecciones con las curvas de la función períodica
cot(kcdc). De la Fig. 2 se sigue que la relación de dispersión
(39) tiene un ńumero infinito de soluciones porque hay un
número infinito de intersecciones. No obstante, en la Fig. 2
solo se aprecian unas cuantas intersecciones.

Por otro lado, la relación de dispersión (39) puede pre-
sentarse también como

kcdc = πn + arccot(α+), n = 0, 1, 2, ... (40)

De esta manera es posible ver que la relación de dis-
persíon en verdad tiene un número infinito de soluciones
k = kn(kz). Por tal motivo, existe un ńumero infinito de
ondas electromagnéticas localizadas dentro de la placac. Pa-
ra enumerar cada onda localizada se utilizará el enteron y a
cada una de estas ondas se le llama modo electromagnéti-
co localizado o modo propio electromagnético localizado.
Cada modo propio electromagnético localizado está descrito
por su correspondiente curva de dispersión o curva espectral
k = kn(kz). Note que la forma (40) de la ecuacíon de disper-
sión contiene la función arccot(α+) que por su definición es
una funcíon mońotona que disminuye desdeπ hasta0. Mien-
tras queα+ es una funcíon que aumenta desde−∞ hasta∞
y que vale cero cuandokc = κb,

−∞ < α+ =
1
2

(
kc

κb
− κb

kc

)
< ∞,

α+ = 0 si kc = κb. (41)

Ahora que se ha considerado que las permitividadesεb y εc

son positivas (35) se puede reescribir la condición (33) con
respecto dek. Por tanto de acuerdo con la desigualdad (33)
el espectrok = kn(kz) de las ondas localizadas con relación
de dispersíon (40) est́a dentro del intervalo

k = kz/
√

εc 6 k = kn(kz) 6 k = kz/
√

εb. (42)

Esto significa que el espectrok = kn(kz) de las ondas locali-
zadas en la capac se halla entre las lı́neas de luzk = kz/

√
εc

y k = kz/
√

εb.
Por otra parte, de la relación de dispersión (40) es posi-

ble ver que para cadan dado se halla una solución si kcdc

est́a dentro del intervalo

πn 6 kcdc 6 π(n + 1). (43)
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Esto proporciona una condición complementaria a la condi-
ción (42) para lan-ésima curva de dispersión una vez que se
fija el valor del enteron. De esta condición se ve que la n-
ésima curva espectralk = kn(kz) est́a confinada dentro del
intervalo

k = k(r)
n (kz) 6 k = kn(kz) 6 k = k

(r)
n+1(kz). (44)

En la expresíon anteriork(r)
n (kz) representa el borde izquier-

do que delimita el intervalo en donde está confinada lan-ési-
ma curva de dispersión,

k(r)
n (kz) =

√
(πn/dc)

2 + k2
z

/√
εc. (45)

Mientras quek(r)
n+1(kz) representa el borde derecho que deli-

mita el intervalo (44). En concordancia con la definición (45)
paran = 0 se tienek(r)

0 (kz) = kz/
√

εc. Adeḿas, seǵun la
condicíon (44) debe existir un valor umbral a partir del que
inicia la n-ésima curva de dispersión k = kn(kz) cuandon
toma valores diferentes de cero.

Por tanto se han obtenido dos condiciones independien-
tes para el espectrok = kn(kz) de las ondas localizadas con
relacíon de dispersión (40) dadas por las Ecs. (42) y (44). La
primera condicíon (42) indica que todas las curvas espectra-
lesk = kn(kz) est́an dentro de dos lı́neas de luz. La segunda
(44) manifiesta que para cadan dado la curvak = kn(kz)
est́a dentro del intervalo delimitado pork = k

(r)
n (kz) (45) y

su correspondientek = k
(r)
n+1(kz) .

En la Fig. 3 se muestra parte de las curvas espectrales
k = kn(kz) etiquetadas por el enteron que fueron obtenidas
por solucíon nuḿerica de la relación de dispersión (40). Ca-
da espectro de la Fig. 3 pertenece a una onda diferente. Todas
las curvas de dispersiónk = kn(kz) est́an entre las dos lı́neas
de luz dadas pork = k

(r)
0 (kz) = kz/

√
εc y k = kz/

√
εb tal

como lo indica la condición impuesta en (42). Las ĺıneas de
luz, k = k

(r)
0 (kz) = kz/

√
εc y k = kz/

√
εb son las rectas en

color violeta y azul respectivamente.

FIGURA 3. Espectrok = kn(kz) de las ondas localizadas en la ca-
pac con relacíon de dispersión (40). Se uśo queεb = 1 y εc = 13.

Las curvas espectrales que se aprecian en la Fig. 3 corres-
ponden ak = k0(kz), k = k1(kz), k = k2(kz), k = k3(kz)
y k = k4(kz) en colores rojo, verde, cian, magenta y naranja
respectivamente. Se observa que todas las curvas espectrales
comienzan a lo largo de la lı́nea de luzk = kz/

√
εb. La curva

k = k0(kz) inicia en el origen del sistema de coordenadas e
incrementa a lo largo de la lı́nea de luzk = kz/

√
εb. Sin em-

bargo, para las curvas espectrales conn 6= 0 se observa que
existe un umbral. Estas curvas espectrales comienzan a partir
del umbral justo sobre la lı́nea de luzk = kz/

√
εb e incre-

mentan conformekz aumenta pero se mantienen por debajo
de la ĺınea de luz. El umbral para cada curvak = kn(kz) con
n 6= 0 se muestra en lı́nea punteada. El resto de las lı́neas
violeta representan los bordes de los intervalos en donde
k = kn(kz) est́a confinada de acuerdo con la condición (44).

Las curvas de dispersión k = kn(kz) mostradas en la
Fig. 3 corresponden plenamente a las condiciones (42) y (44).
Ya que como se observa en la Fig. 3 las curvas espectrales
k = kn(kz) est́an entre las lı́neas de luzk = k

(r)
0 = kz/

√
εc

y k = kz/
√

εb. Adicionalmente, cada curva de dispersión
k = kn(kz) se encuentra entre las curvask = k

(r)
n (kz) (45)

y k = k
(r)
n+1(kz).

3.2.1. Aśıntota del inicio del espectro

En el inicio del espectrokc es cercano a su valor máximo
k

(máx)
c (36a) y seǵun la Ec. (36d) κb est́a cerca de su valor

mı́nimo, es decir,κb es pequẽno. Luego,κb es mucho menor
quekc entonces de acuerdo con el análisis hecho anterior-
mente el factorα+ es positivo, tiende a infinito y se puede
aproximar como

α+ ≈ kc/2κb si κb/kc ¿ 1. (46)

Debido a lo anterior, basta considerar solo el primer término
de la representación en serie de la función arcocotangente,
a saber, arccot(kcdc) ≈ 1/α+. Gracias a esto la relación de
dispersíon (40) se presenta como

kcdc ≈ πn + 2
κb

kc
, n = 0, 1, 2, . . . . (47)

Comoκb es pequẽno, el segundo término de la ecuación an-
terior es menor queπn. Por lo que es posible sustituirkc por
su valor ḿaximok

(máx)
c dado en la Ec. (36a) y obtener la si-

guiente expresión

k ≈ πn

dc
√

εc − εb
+

2κb

(εc − εb)kdc
, n = 0, 1, 2, . . . . (48)

Esta ecuación muestra como dependek deκb. No obstante,
tambíen tiene dependencia den por eso es necesario consi-
derar esta dependencia cuandon = 0 y cuandon 6= 0 por
separado. Ya quen = 0 es una curva especial, para este ca-
so en la parte derecha de la Ec. (48) solo se tiene el segundo
término y por ende ya solo existe dependencia del parámetro
κb.
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3.2.2. Modo cero,n = 0

Se denomina modo cero al modo electromagnético localiza-
do conn = 0. Evidentementek = k0(kz) es la curva de
dispersíon del modo cero. En esta situación de acuerdo con
la Ec. (48) en el inicio de esta curva de dispersión es v́alida
la expresíon

(kdc)
2 ≈ 2

(εc − εb)
κbdc. (49)

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad (49) y sus-
tituyendo la definicíon (32a) deκb se obtiene la ecuación

(kdc)
2 ≈ (kzdc)

2

εb
− (εc − εb)

2

4εb
(kdc)

4
. (50)

La solucíon en la primera aproximación de esta ecuación es
kdc ≈ kzdc/

√
εb, que al ser usada en el término de cuarto

orden enkdc se llega a la ası́ntota

k = k0(kz) ≈ kz√
εb

{
1− (εc − εb)

2

8ε2
b

(kzdc)
2

}

si
(εc − εb)

2

4ε2
b

(kzdc)2 ¿ 1. (51)

De acuerdo con la Fig. 3 se ve que la curva de dispersión
k = k0(kz) del modo cero está bien descrita por la ası́ntota
(51). En particular cuando esta curva espectral inicia se en-
cuentra muy cerca de la lı́nea de luzk = kz/

√
εb y conforme

kzdc aumenta se aleja lentamente de la lı́nea de luz permane-
ciendo por debajo de ella y siguiendo la ası́ntota (51).

3.2.3. Umbral de las curvas espectrales conn 6= 0

Existe un valor umbral a partir del que inicia lan-ésima curva
de dispersíonk = kn(kz) para los casos conn 6= 0. A partir
de la Ec. (48) se tiene que el segundo término del lado de-
recho es pequeño en comparación con el primero, por eso se
puede considerar como una pequeña perturbacíon. Despúes,
al sustituir la primera aproximación k ≈ πn/(dc

√
εc − εb)

en el segundo término del lado derecho se llega a la ecuación

k ≈ πn

dc
√

εc − εb
+

2
πn
√

εc − εb

(
k2

z − k2εb

)1/2
,

n = 1, 2, 3, . . . . (52)

De acuerdo con esta ecuación se aprecia que el umbral de
la n-ésima curva de dispersión se obtiene de escribirk =
kz/

√
εb para luego encontrar el valor explı́cito dek,

k − k(cr)
n ≈ 2

πn
√

εc − εb

√
k2

z −
(
k

(cr)
z

)2

,

n = 1, 2, 3, . . . , (53)

donde los valoresk(cr)
z y k

(cr)
n del umbral de lan-ésima curva

espectral son

k(cr)
z = k(cr)

n

√
εb =

πn

dc

√
εb

εc − εb
,

k(cr)
n =

πn

dc
√

εc − εb
=

k
(cr)
z√
εb

, n = 1, 2, 3, . . . . (54)

Es posible ver que el umbral en verdad es un punto de inter-
seccíon entre la ĺınea de luzk = kz/

√
εb y el borde izquierdo

k = k
(r)
n (kz) del intervalo (44) donde est́a confinada lan-ési-

ma curva espectral. Este umbral se encuentra en la lı́nea de
luz k = kz/

√
εb como se observa en la Fig. 3. Además el

valor del umbral obtenido mediante solución nuḿerica de la
relacíon de dispersión (39) coincide con el valor deducido en
la expresíon (54).

3.2.4. La mitad del espectro en dondeα+ = 0

Ahora bien, como se mencionó anteriormente el factorα+

aumenta de−∞ a∞ entonces lamediade los valores posi-
bles deα+ corresponde al caso dondeα+ = 0. De acuerdo
con la Ec. (41) α+ = 0 si kc = κb, de la Ec. (36b) se deriva
que

kc = κb = k
√

(εc − εb)/2. (55)

A partir de la definicíon (32a) deκb, o bien de la definicíon
(32b) dekc se llega a la expresión

kz = k
√

(εb + εc)/2. (56)

Luego, gracias a la relación de dispersión (40) y debido que
α+ = 0 la función arccot(α+) = π/2, se tiene

kcdc = π(n + 1/2). (57)

Sustituyendo el valor dekc de la expresíon (55) en la ecua-
ción anterior y usando la igualdad (56) se obtienen los valores
dekz y k de la mitad del espectro

kz =
π(n + 1/2)

dc

√
εc + εb

εc − εb
,

k =
π(n + 1/2)

dc

√
2

εc − εb
. (58)

Los valores (58) satisfacen la condición α+ = 0 que de
acuerdo con nuestro análisis corresponde a la media de los
valores posibles para el parámetroα+, por lo que cuandokz

y k toman los valores de la expresión (58) nos encontramos
en lamitadde lan-ésima curva espectral.

3.2.5. Aśıntota del espectro para1 ¿ κbdc

Por otra parte, analicemos el caso cuando1 ¿ κbdc. Este ca-
so es contrario al caso cerca del inicio del espectro. Entonces
esta vezkc es mucho menor queκb. Por lo que de acuerdo
con el ańalisis hecho el factorα+ tiende a menos infinito y se
puede aproximar como

α+ ≈ −κb/2kc si kc/κb ¿ 1. (59)
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Debido queα+ < −1 es suficiente usar la representación en
serie de la funcíon arccot(α+) hasta el primer t́ermino en el
que apareceα+, es decir arccot(α+) ≈ π +1/α+. Entonces,
la relacíon de dispersión (40) se presenta como

kcdc ≈ π(n + 1)− 2
kc

κb
, n = 0, 1, 2, . . . . (60)

Gracias a quekc ¿ κb se puede despreciar el término cua-
drático dekc en la Ec. (36b) y por endeκb tiende a su
valor máximo k

(máx)
c . Luego comokc ¿ κb y a su vez

κb 6 k
(máx)
c (36c) el segundo t́ermino del lado derecho de

la Ec. (60) se puede ver como una perturbación pequẽna. En-
tonces al sustituir la solución de la primera aproximación, a
saberkc ≈ π(n + 1)/dc, en el segundo término del lado de-
recho de la Ec. (60) se llega a la expresión

kc ≈ π(n + 1)
dc

(
1− 2

kdc
√

εc − εb

)
,

n = 0, 1, 2, . . . . (61)

Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuación anterior y
seǵun la definicíon (32b) dekc se obtiene la ecuación

k
√

εc≈
{(

π(n+1)
dc

)2 (
1− 2

kdc
√

εc−εb

)2

+k2
z

}1/2

,

n = 0, 1, 2, . . . . (62)

A partir de la Ec. (62) se encuentra la ası́ntota deseada

k ≈ k
(r)
n+1(kz)





1− 4 [π(n + 1)/dc]
2

εc dc

[
k

(r)
n+1(kz)

]3√
εc − εb





1/2

,

si

(
2

εc kdc
√

εc − εb

)2

¿ 1, n = 0, 1, 2, . . . . (63)

La aśıntota (63) muestra que a medida que aumentakzdc el
segundo t́ermino dentro de las llaves del lado derecho tien-
de a cero y entonces la curva espectral tiende al borde dere-
cho k = k

(r)
n+1(kz) del intervalo (44) donde est́a confinada

la n-ésima curva espectral. Es posible apreciar este compor-
tamiento en la Fig. 3 dado que conforme aumentakzdc las
curvas de dispersión mostradas tienden por debajo al borde
derechok = k

(r)
n+1(kz).

Además, gracias a la Fig. 3 es posible ver que lan-ésima
curva de dispersión k = kn(kz) inicia en el borde izquier-
do k = k

(r)
n (kz) y a medida que aumentakzdc se encuentra

por encima de este borde. Pero por otro lado se mantiene por
debajo del borde derechok = k

(r)
n+1(kz) en perfecta concor-

dancia con lo predicho teóricamente por el intervalo (44).
Finalmente es posible probar que las tres curvas que limi-

tan a lan-ésima curva de dispersión, es decir,k = kz/
√

εc,
k = k

(r)
n (kz) y k = k

(r)
n+1(kz) se aproximan una a la otra

cuandokz →∞.

3.2.6. Simetŕıa de los modos propios localizados

Ahora bien, analicemos la distribución del campo eléctrico
Ey(x) de los modos propios localizados. Las amplitudes de
ondaC+, C− y B+

R se escriben en términos de la amplitud
B−

L gracias a que las amplitudesB+
L y B−

R son nulas. Lo an-
terior se logra usando las relaciones de transferencia (14) y
(24), la Ec. (25) y la relacíon de dispersión (26). Debido a es-
to la distribucíon (12) del campo eĺectricoEy(x) se reescribe
como

EbL
y (x) = B−

L exp(κbx), (64a)

en el medio izquierdobL, donde−∞ < x 6 0;

Ec
y(x) = B−

L

{
cos (kcx) +

κb

kc
sen (kcx)

}
, (64b)

en la capac, donde0 6 x 6 dc,

EbR
y (x) = B−

L M
(T )
12 exp

(− κb[x− dc]
)
, (64c)

en el medio derechobR, dondedc 6 x < ∞.
Como se puede apreciar en la interfaz izquierda(bL|c)

dondex = 0 las Ecs. (64a) y (64b) son iguales. Adeḿas,
ocurre queM

(T )
12 es igual al t́ermino entre llaves de la

Ec. (64b) cuandox = dc,

M
(T )
12 ≡ α− sen(kcdc)

= cos (kcdc) +
κb

kc
sen (kcdc) . (65)

Para probar esto debe sumarse y restarse el término
(κb/2kc) sen(kcdc) en la definicíon (38) deM

(T )
12 . Despúes

sustituyendo la definición de α−, desarrollando y reagru-
pando se obtiene el términoα+ sen(kcdc). Gracias a la re-
lación de dispersión (39) es posible reemplazar el término
α+ sen(kcdc) por cos(kcdc) y llegar al resultado (65). De lo
anterior se ve que en la interfaz derecha(c|bR) dondex = dc

las Ecs. (64b) y (64c) son iguales. Entonces es claro que las
Ecs. (64) autoḿaticamente cumplen las condiciones de fron-
tera.

Por otro lado, para completar la descripción de la distri-
bución del campo eléctricoEy(x) es muy importante conocer
la forma que adquiere el elemento de matrizM

(T )
12 (38) pa-

ra losn modos propios localizados. En verdad,M
(T )
12 (38) es

igual a la unidad sin es par y a menos la unidad sin es impar,

M
(T )
12 = α− sen (πn + arccot[α+]) = (−1)n. (66)

Para demostrar esto se sustituye la ecuación de dispersión
(40) en el argumento de la función seno de la definición (38)
del elemento de matrizM (T )

12 . Luego se desarrolla la función
seno de la suma que aparece en el argumento. Es preciso no-
tar que al desarrollar la función seno de la suma se obtiene
un t́erminocos(πn) que es igual a(−1)n. Despúes, se usan
las relaciones entre funciones trigonométricas y funciones
trigonoḿetricas inversas. Finalmente, aplicando la relación
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FIGURA 4. Distribución del campo eléctricoEy(x)/B−
L (64) del

modo propio localizadon = 0. Se uśo quekzdc/π = 0.5 y
kdc/π = 0.1931.

FIGURA 5. Distribución del campo eléctricoEy(x)/B−
L (64) del

modo propio localizadon = 1. Se uśo quekzdc/π = 0.5 y
kdc/π = 0.3564.

α2
− − α2

+ = 1 para factoresα±, se obtiene que el elemento
de matrizM (T )

12 es igual a(−1)n.
Como consecuencia de la Ec. (66) el campo eĺectrico de

la onda en las interfaces derecha(c|bR) e izquierda(bL|c) tie-
ne valores iguales siempre quen sea par. En contraste, cuan-
do n es impar el campo eléctrico en las interfaces tiene la
misma magnitud, pero signo opuesto. Por lo que, la distribu-
ción (64) del campo eĺectricoEy(x) es siḿetrica paran par o
bien antisiḿetrica cuandon es impar. De manera que los mo-
dos propios conn par son siḿetricos y los modos propios con
n impar son antisiḿetricos con respecto del campo eléctrico.

A continuacíon en las Figs. 4 y 5 se muestra la for-
ma de dos modos propios localizados dentro de la capac,
uno siḿetrico y uno antisiḿetrico. Se escogió el valor de
kzdc/π = 0.5. De acuerdo con la Fig. 3 parakzdc/π = 0.5
existen dos modos propios localizados, a saber,n = 0 y

n = 1. A n = 0 le correspondekdc/π = 0.1931. Paran = 1
le compete el valorkdc/π = 0.3564.

En la Fig. 4 se muestra la distribución de campo eléctrico
Ey(x)/B−

L (64) del modo propio localizadon = 0. Debido
a quen es par,M (T )

12 = 1 en la Ec. (64c). Como se obser-
va en la Fig. 4 la distribución Ey(x)/B−

L (64) es ḿaxima en
el centro de la capac, disminuye en las interfaces(bL|c) y
(c|bR) hasta decaer en los medios izquierdobL y derechobR.
De modo que la distribuciónEy(x)/B−

L (64) es siḿetrica. En
las Ecs. (64) se consideŕo B−

L positivo.
De la Fig. 4 se ve que la primera derivada de la distri-

bución (64) del campo eĺectricoEy(x)/B−
L es continua en

las interfaces izquierda(bL|c) y derecha(c|bR). Por tanto, de
acuerdo con la Ec. (7b) la componente tangencialHz(x) del
campo magńetico tambíen es continua en las interfaces. Esto
gracias a que el factor que multiplica a la primera derivada
del campo eĺectricoEy(x)/B−

L tiene el mismo valor en el
mediob y en la capac porque los medios son no magnéticos
µb = µc = 1. Es interesante notar que, por la misma razón, la
componente normalHx(x) (7a) del campo magńetico que es
proporcional al campo eléctricoEy(x) tambíen es continua
en las interfaces.

En la Fig. 5 se grafićo la distribucíon de campo eléctri-
co Ey(x)/B−

L (64) del modo propio localizadon = 1. Da-
do quen es impar,M (T )

12 = −1 en la Ec. (64c). Como se
observa en la Fig. 5 la distribución Ey(x)/B−

L (64) es anti-
simétrica, tal que disminuye desde su valor máximo cerca de
la interfaz(bL|c), se anula en el centro de la capac y toma
su valor ḿınimo cerca de la interfaz(c|bR). Como se ve las
amplitudes deEy(x)/B−

L en las interfaces, izquierda(bL|c)
y derecha(c|bR), tienen la misma magnitud. Además en los
medios izquierdobL y derechobR el campoEy(x)/B−

L (64)
decrece hasta anularse conforme se aleja de la capac. Se con-
sideŕo B−

L positivo en las expresiones (64).
De manera ańaloga al modo propio siḿetrico con respec-

to al campo eĺectrico, de la Fig. 5 se observa que la pri-
mera derivada de la distribución (64) del campo eĺectrico
Ey(x)/B−

L es continua en las interfaces izquierda(bL|c) y
derecha(c|bR). Por tanto, como ya se mencionó, las compo-
nentesHx(x) y Hz(x) (7) del campo magńetico son conti-
nuas en las interfaces.

Como complemento a las Figs. 4 y 5, se muestra la
dinámica temporal de la parte real del campo eléctrico
~E(x, z, t) descrito por las Ecs. (5a) y (64) evaluadas a di-
ferentes valores del tiempot de los modos propios siḿetrico
n = 0 y antisiḿetricon = 1, respectivamente. Los paneles
(a) de las figuras corresponden al tiempot = 0. Los paneles
(b) se obtuvieron con el tiempot = T/4, dondeT = 2π/ω
es el periodo de la onda electromagnética. El campo eléctrico
en los paneles (c) se realiza para el tiempot = T/2. El panel
(d) corresponde al tiempot = 3T/4. Cuando se completa el
periodo ent = T la parte real del campo eléctrico ~E(x, z, t)
coincide nuevamente con la mostrada en los paneles (a). Co-
mo se ve en las Figs. 6 y 7 el campo eléctrico ~E(x, z, t) se
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FIGURA 6. Parte real del campo eléctrico ~E(x, z, t) (5a), (64) del modo propio localizadon = 0: a) corresponde al tiempot = 0, b)
t = T/4, c) t = T/2, d) t = 3T/4. Se uśo quekzdc/π = 0.5 y kdc/π = 0.1931.

propaga oscilando dentro de la capac y decae en los medios
izquierdobL y derechobR.

Finalmente, analicemos brevemente la simetrı́a del cam-
po magńetico de los modos propios localizados de polari-
zacíon s. De acuerdo con la relación (7a), la componente
magńeticaHx(x) transversal a las interfaces, es proporcio-
nal a laúnica componente eléctricaEy(x) dada por la distri-
bución (64). En consecuencia, sus simetrı́as coinciden: para
números propiosn pares, tantoEy(x) comoHx(x) resultan
ser siḿetricos en funcíon de la coordenadax, mientras que
paran impares son antisiḿetricos. Por el contrario, la com-
ponente magńeticaHz(x) longitudinal a las interfaces y pro-
porcionada por la Ec. (7b), est́a directamente asociada con

la primera derivada deEy(x). Por lo tanto, la simetrı́a de la
componente magnéticaHz(x) debe ser opuesta a la simetrı́a
del campo eĺectricoEy(x): el campo siḿetricoEy(x) da lu-
gar al campo antisiḿetrico Hz(x) paran pares y viceversa
para ńumeros propiosn impares.

4. Polarizacíon p

Ahora se considera un campo electromagnético mono-
cromático de frecuenciaω cuando su componente eléctrica~E
resulta estar en el plano de propagación (x, z), mientras que
su componente magnética ~H est́a orientada en la dirección
normal al este plano. Esta es la geometrı́a de polarizacíon p o
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FIGURA 7. Parte real del campo eléctrico ~E(x, z, t) (5a), (64) del modo propio localizadon = 1: a) corresponde al tiempot = 0,
b) t = T/4, c) t = T/2, d) t = 3T/4. Se uśo quekzdc/π = 0.5 y kdc/π = 0.3564.

bien polarizacíon TM (Transversa Magńetica). En polariza-
ción p, el campo eléctrico ~E tiene dos componentes, una que
es paralela al ejex y la otra se dirige a lo largo del ejez. Por
el contrario, el campo magnético ~H solo tiene componente
y. Los campos eléctrico y magńetico se presentan como una
onda plana que se propaga en la dirección positiva del ejez,

~E(x, z, t) =
(
Ex(x), 0, Ez(x)

)T

exp(ikzz − iωt), (67a)

~H(x, z, t) =
(
0,Hy(x), 0

)T

exp(ikzz − iωt). (67b)

La capac divide el espacio en tres regiones. La primera está a
la izquierda de la capac en el mediobL que ocupa el interva-

lo −∞ < x 6 0. La segunda región es la capac que est́a en
0 6 x 6 dc. La tercera regíon est́a a la derecha de la capa
c en el mediobR ocupando el intervalodc 6 x < ∞. En
cada una de las regiones el campo electromagnético obedece
las ecuaciones de Maxwell (2) para un medio dieléctrico sin
densidades de carga ni de corriente eléctrica.

Para denotar a los mediosb se usaŕan los sub́ındicesL,
para el mediobL a la izquierda de la capa, yR para el medio
bR a la derecha de la capa. Si no es necesario especificar de
qué mediobR o bL se habla, entonces se usará b indistinta-
mente.
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A partir de la ley de Amp̀ere-Maxwell (2b) se obtiene
la relacíon entre las componentesEx(x) y Ez(x) del campo
eléctrico (67a) con la componenteHy(x) del campo magńeti-
co (67b). Al efectuar el ćalculo del rotacional del campo
magńetico se ve que tiene componentes enx y z. La compo-
nentex es directamente proporcional a la componenteHy(x)
del campo magńetico (67b). La componentez es directamen-
te proporcional a la derivada de la componenteHy(x) del
campo magńetico (67b) respecto dex.

Por otro lado, la derivada parcial respecto del tiempo del
desplazamiento eléctrico es proporcional a la frecuenciaω,
ya que los campos~E y ~H dependen del tiempo de manera
armónica (67). Por lo anterior se tiene

∇× ~Hb,c =

(
− ikzH

b,c
y (x), 0,

dHb,c
y (x)
dx

)T

× exp(ikzz − iωt), (68a)

1
c

∂ ~Db,c

∂t
= −ikεb,c

(
Eb,c

x (x), 0, Eb,c
z (x)

)T

× exp(ikzz − iωt). (68b)

Igualando las Ecs. (68a) y (68b) se obtienen las componentes
Ex(x) y Ez(x) del campo eĺectrico (67a) en t́erminos de la
componenteHy(x) del campo magńetico (67b).

Eb,c
x (x) =

kz

kεb,c
Hb,c

y (x), (69a)

Eb,c
z (x) = − 1

ikεb,c

dHb,c
y (x)
dx

. (69b)

Por otra parte, según la ley de Faraday (2a) el rotacional
del campo eĺectrico es igual a menos la derivada parcial res-
pecto del tiempo de la inducción magńetica dividida entre la
velocidad de la luzc. Debido a la dependencia armónica en
el tiempo de los campos~E y ~H (67), la derivada parcial res-
pecto det es proporcional a la frecuenciaω. Mientras tanto,
el rotacional del campo eléctrico es proporcional a las deri-
vadas parciales del campo eléctrico ~E respecto dez y x. Por
consiguiente, el rotacional del campo eléctrico y la derivada
parcial de la inducción magńetica respecto del tiempo son

∇× ~Eb,c =

(
0, ikzE

b,c
x (x)− dEb,c

z (x)
dx

, 0

)T

× exp(ikzz − iωt), (70a)

−1
c

∂ ~Bb,c

∂t
= ikµb,c

(
0, Hb,c

y (x), 0

)T

× exp(ikzz − iωt). (70b)

Luego entonces, igualando las Ecs. (70a) y (70b) se obtiene
la ecuacíon

ikzE
b,c
x (x)− dEb,c

z (x)
dx

= ikµb,cH
b,c
y (x). (71)

Sustituyendo la forma explı́cita de las componentesEb,c
x (x)

y Eb,c
z (x) (69) del campo eĺectrico se llega a la ecuación de

onda para la componenteHb,c
y (x) del campo magńetico que

tiene la forma
(

d2

dx2
+ k2

b,c

)
Hb,c

y (x) = 0. (72)

En dondekc est́a dado por la Ec. (1b). Mientras que en los
mediosb el número de ondakb es imaginario y tiene la forma

kb = iκb donde κb =
(
k2

z − k2µbεb

)1/2
> 0, (73)

note queκb es una cantidad real y positiva.
Ahora bien, las condiciones de frontera (4) de las ecuacio-

nes de Maxwell implican la continuidad de las componentes
tangenciales de los campos eléctrico y magńetico. Esto gra-
cias a que no existen densidades de corriente ni de carga en
las interfaces. Debido a lo anterior es necesario conocer la
forma de las componentes tangenciales a las interfaces. A sa-
ber, las componentesHb,c

y (x) de los campos magnéticos y
Eb,c

z (x) de los campos eléctricos. A partir de la ecuación de
onda (72) y de la Ec. (69b) las componentes tangenciales de
los campos en las regiones a la izquierda de la capa, en el
mediobL, en la capac y a la derecha de la capa en el medio
bR son

HbL
y (x) = B+

L exp(ikbx) + B−
L exp(−ikbx), (74a)

EbL
z (x)=− kb

kεb

[
B+

L exp(ikbx)−B−
L exp(−ikbx)

]
, (74b)

en el medio izquierdobL, donde∞ < x 6 0;

Hc
y(x) = C+ exp(ikcx) + C− exp(−ikcx), (74c)

Ec
z(x) = − kc

kεc

[
C+ exp(ikcx)− C− exp(−ikcx)

]
, (74d)

en la capac, donde0 6 x 6 dc;

HbR
y (x) = B+

R exp
(
ikb[x− dc]

)

+ B−
R exp

(− ikb[x− dc]
)
, (74e)

EbR
z (x) = − kb

kεb

[
B+

R exp
(
ikb[x− dc]

)

−B−
R exp

(− ikb[x− dc]
)]

, (74f)

en el medio derechobR, dondedc 6 x < ∞.
Dado que el ńumero de ondakb (73) es una cantidad pu-

ramente imaginaria, la onda con amplitudB+
L decrece de iz-

quierda a derecha. Mientras que la onda con amplitudB−
L de-

crece de derecha a izquierda. De manera similar a las ondas
en el mediobL, la onda reflejada con amplitudB+

R decrece a
la derecha y la onda incidente con amplitudB−

R decrece a la
izquierda. La onda con amplitudC+ se propaga de izquierda
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a derecha dentro de la capac y la onda con amplitudC− se
propaga de derecha a izquierda dentro de la capac.

Las componentes tangenciales de los campos eléctricos
y magńeticos deben ser continuas en las interfaces entre los
mediosb y la capac. Esto implica evaluar las Ecs. (74) en
x = 0 y x = dc. Al evaluar las componentes tangenciales de
los campos magńeticos y eĺectricos en las interfaces(bL|c),
(c|bR) y aplicando la condición de continuidad, se obtienen
las siguientes ecuaciones

Hc
y(0) = HbL

y (0) → C+ + C− = B+
L + B−

L , (75a)

Ec
z(0) = EbL

z (0) → C+ − C−

=
εckb

εbkc

[
B+

L −B−
L

]
(75b)

en la interfaz(bL|c) en dondex = 0;

HbR
y (dc) = Hc

y(dc) →
B+

R + B−
R = C+ exp(ikcdc) + C− exp(−ikcdc), (75c)

EbR
z (dc) = Ec

z(dc) →

B+
R −B−

R =
εbkc

εckb

[
C+ exp(ikcdc)

− C− exp(−ikcdc)
]
, (75d)

en la interfaz(c|bR) en dondex = dc.
Las relaciones (75a) y (75b) corresponden a la continui-

dad de las componentes tangenciales de los campos en la in-
terfaz(bL|c). Relacionan las amplitudes en el mediobL con
las amplitudes dentro de la capac y se pueden escribir en la
forma de la matriz de transferencia mediante(

C+

C−

)
= M̂ (bc)

(
B+

L

B−
L

)
. (76)

La matrizM̂ (bc) describe la transferencia de ondas en la inter-
faz (bL|c). Espećıficamente desde el mediobL hasta la capa
c, transforma las amplitudes de las ondas incidente y refleja-
daB+

L y B−
L que est́an del lado izquierdo de la interfaz(bL|c)

en las amplitudes de ondaC+ y C− que est́an del lado de-
recho de la interfaz(bL|c) dentro de la capac. La matriz de
transferenciaM̂ (bc) es

M̂ (bc) =
1
2




1 +
εckb

εbkc
1− εckb

εbkc

1− εckb

εbkc
1 +

εckb

εbkc


 ,

det M̂ (bc) = εckb/εbkc. (77)

En cambio, las Ecs. (75c) y (75d) corresponden a la con-
tinuidad de las componentes tangenciales de los campos en la
interfaz(c|bR). Reescritas en la forma de la matriz de trans-
ferencia tienen una forma ḿas complicada. Esta relación se
escribe mediante el producto de dos matrices y es

(
B+

R

B−
R

)
= M̂ (cb)M̂ (c)

(
C+

C−

)
. (78)

La matriz de transferenciâM (c) es responsable de la propa-
gacíon libre de las ondas dentro de la capac. Espećıficamente
desde el lado izquierdo de la interfaz(bL|c) hasta el lado de-
recho de la interfaz(c|bR). Es una matriz diagonal y unimo-
dular. Los elementos de la diagonal representan el desplaza-
miento de fasekcdc que adquiere la onda al pasar por la capa
c. La matrizM̂ (c) es unimodular y tiene la forma siguiente

M̂ (c) =
(

exp(ikcdc) 0
0 exp(−ikcdc)

)
,

det M̂ (c) = M
(c)
11 M

(c)
22 −M

(c)
12 M

(c)
21 = 1. (79)

En la Ec. (78) la matriz de transferenciâM (cb) describe la
transferencia de las ondas a través de la interfaz(c|bR), es-
pećıficamente desde la capac hasta el medio derechobR. La
matrizM̂ (cb) tiene la misma estructura que la matriz de trans-
ferenciaM̂ (bc). Ambas matrices pueden obtenerse una a par-
tir de la otra mediante el reemplazo de losı́ndicesb ↔ c.
Tambíen las matricesM̂ (bc) y M̂ (cb) son matrices inversas
una de la otra.

M̂ (cb) =
1
2




1 +
εbkc

εckb
1− εbkc

εckb

1− εbkc

εckb
1 +

εbkc

εckb


 ,

det M̂ (cb) = εbkc/εckb. (80)

Al sustituir la relacíon de transferencia (76) de la interfaz
(bL|c) en la relacíon de transferencia (78) de la interfaz
(c|bR) se obtiene la relación de transferencia total de una on-
da a tŕaves del arreglo(bL|c|bR) dada por

(
B+

R

B−
R

)
= M̂ (T )

(
B+

L

B−
L

)
, (81a)

M̂ (T ) = M̂ (cb)M̂ (c)M̂ (bc), (81b)

con las matriceŝM (bc), M̂ (c) y M̂ (cb) dadas por las ecuacio-
nes (77), (79) y (80) respectivamente. La relación de transfe-
rencia (81a) transforma las amplitudes de las ondas incidente
y reflejadaB+

L y B−
L , que est́an en el mediobL, en las am-

plitudes de onda incidente y reflejadaB−
R y B+

R , que est́an
en el mediobR, pasando a trav́es de la capac. La matriz de
transferencia total̂M (T ) se calcula efectuando el producto de
las tres matrices como lo indica la Ec. (81b). De manera que
los elementos de la matriẑM (T ) son

M
(T )
11 = cos(kcdc) + α+ sen(kcdc), (82a)

M
(T )
12 = α− sen(kcdc), (82b)

M
(T )
21 = −α− sen(kcdc), (82c)

M
(T )
22 = cos(kcdc)− α+ sen(kcdc), (82d)

Rev. Mex. Fis. E21020220
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en donde

α± ≡ 1
2

(
εbkc

εcκb
∓ εcκb

εbkc

)
, α2

− − α2
+ = 1. (83)

Puesto que los medios a la izquierda y a la derecha de la capa
c son iguales, la matriz de transferencia totalM̂ (T ) es unimo-
dular.

det M̂ (T ) = det M̂ (cb) det M̂ (c) det M̂ (bc) = 1. (84)

A partir de las relaciones de la matriz de transferencia
M̂ (T ), las amplitudes de las ondas del lado derecho de la ca-
pa c est́an relacionadas con las amplitudes de las ondas del
lado izquierdo de la capac mediante las siguientes ecuacio-
nes

B+
R = M

(T )
11 B+

L + M
(T )
12 B−

L , (85a)

B−
R = M

(T )
21 B+

L + M
(T )
22 B−

L . (85b)

Para que existan ondas localizadas dentro de la capac, de-
be cumplirse que la onda incidente del lado izquierdo de la
interfaz(bL|c) y la onda incidente del lado derecho de la in-
terfaz(c|bR) sean iguales a cero. Esto esB+

L = 0 y B−
R = 0.

Ya que las ondas no deben propagarse en la dirección per-
pendicular a las interfaces y las ondas con amplitudesB+

L y
B−

R no tienden a cero conformex → ∓∞ respectivamente.
Por lo anterior, la Ec. (85a) que conecta las amplitudes de las
ondas en las interfaces adquiere la forma

B+
R = M

(T )
12 B−

L . (86)

Además, a partir de (85b) se tiene que la condición para que
existan ondas localizadas en la capac es

M
(T )
22 = 0, (87)

que da la relación de dispersión de las ondas. Note que las
ecuaciones (86) y (87) para polarizacíon p coinciden con las
ecuaciones (25) y (26) para polarizacíon s. Por tanto es im-
portante concluir que (86) y (87) son ecuaciones generales
para la existencia de ondas electromagnéticas localizadas en
la capac, es decir que estas condiciones son generales por-
que no dependen de la polarización. Sin embargo, para cada
polarizacíon s o p, los factoresα± que se encuentran en la
definición de los elementos de matrizM (T )

12 y M
(T )
22 tienen

una forma particular.
De la condicíon general (87) se obtiene la relación de dis-

persíon de las ondas localizadas dentro de la capac, para po-
larizacíon p la ecuacíon de dispersión es

cot(kcdc) = α+, (88)

conα+ dado en la Ec. (83).
La relacíon de dispersión (88) es una f́ormula general que

contiene 4 paŕametrosεb, εc, κb y kc. La dependencia de es-
tos paŕametros puede ser muy complicada. Luego entonces,
resulta muy dif́ıcil de analizar. Sin embargo, cabe resaltar que

para que existan modos localizados dentro de la capac el
número de ondakb tiene que ser imaginario (73) mientras
que el ńumero de ondakc puede ser tanto real como imagi-
nario.

A continuacíon se analizarán los casos cuandokc es ima-
ginario y cuando es real. En contraste con el caso de pola-
rización s, estudiado anteriormente, se verá que la relacíon
de dispersíon (88) puede tener solución para ambos casos.
Además, las pemitividades del mediob y de la capac pueden
ser tanto positivas como negativas.

Por simplicidad, de aquı́ en adelante se considerará que
los mediosb y c son no magńeticos, o bienµb = µc = 1.
Esto para simplificar un poco el análisis de la relacíon de dis-
persíon (88) limitando el ńumero de paŕametros disponibles
para variar. De esta manera los parámetros que variararán son
los valores de las permitividadesεb del mediob y εc de la ca-
pac.

4.1. Capac con permitividad εc negativa

En este caso se considera que las permitividades eléctricas
del mediob y la capac son de valores reales y constantes. La
permitividadεb del mediob se considera positiva y la permi-
tividad εc de la capac se considera negativa. Por lo que el
número de ondakc en la capac es imaginario, entonceskb

(73) y kc (1b) para el mediob y la placac son

kb = iκb, κb =
(
k2

z − k2εb

)1/2
> 0, k 6 kz/

√
εb; (89)

kc = iκc, κc = (k2
z + k2|εc|)1/2 > 0. (90)

Mientras que los factoresα± (83) son

α± = −iα̃±, α̃± ≡ 1
2

(
εbκc

|εc|κb
± |εc|κb

εbκc

)
. (91)

Por lo anterior, es posible reescribir el elemento de ma-
triz M

(T )
12 (82b), que conecta a las amplitudesB−

L y B+
R en

la ecuacíon (86), y la relacíon de dispersión (88) como

M
(T )
12 = α̃− senh(κcdc), (92)

coth(κcdc) = α̃+. (93)

Note que el lado izquierdo de la relación de dispersión (93)
es positivo para cualesquiera valores deκc y dc, de igual for-
ma el t́erminoα̃+ del lado derecho es positivo ya que los 4
paŕametros que contieneεb, |εc|, κb y κc son positivos. Por
lo que, en principio puede existir una solución a la ecuación
de dispersíon (93).

Por otra parte, las amplitudesC+, C− y B+
R se expre-

san en t́erminos de la amplitudB−
L a partir de las relaciones

de transferencia (76) y (81), la expresíon (86) y la relacíon de
dispersíon (87). De lo anterior, la distribución (74) del campo
magńeticoHy(x) es

HbL
y (x) = B−

L exp(κbx), (94a)
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en el medio izquierdobL, donde−∞ < x 6 0;

Hc
y(x) = B−

L

{
cosh(κcx)− |εc|κb

εbκc
senh(κcx)

}
, (94b)

en la capac, donde0 6 x 6 dc;

HbR
y (x) = B−

L M
(T )
12 exp

(− κb[x− dc]
)
, (94c)

en el medio derechobR, dondedc 6 x < ∞.
Como es posible ver en la interfaz izquierda(bL|c) cuan-

do x = 0 las Ecs. (94a) y (94b) son iguales. En la misma
manera gracias a la definición (92) y a la relacíon de disper-
sión (93) es muy simple mostrar que el término entre llaves
de la Ec. (94b) es igual aM (T )

12 cuandox = dc,

M
(T )
12 = cosh(κcdc)− |εc|κb

εbκc
senh(κcdc). (95)

Esto se prueba a partir de expresar el coseno hiperbólico y el
seno hiperb́olico de acuerdo con su definición en t́erminos de
la función exponencial y después se sustituye la relación de
dispersíon (93). De lo anterior es posible ver que automáti-
camente se cumple la condición de frontera para el campo
magńetico en la interfaz derecha(c|bR) en dondex = dc.
Por tanto, las Ecs. (94) como debe ser cumplen las condicio-
nes de frontera.

Ahora bien, la definicíon de la funcíon cotangente hi-
perb́olica en t́erminos de la función exponencial transforma
la única relacíon de dispersión (93) en dos relaciones de dis-
persíon diferentes

exp(−κcdc) = ±κcdc − η

κcdc + η
, (96)

donde aparece un parámetro nuevoη que se define como

η ≡ |εc|
εb

κbdc. (97)

Por consiguiente, tenemos dos relaciones de dispersión que
significan dos ondas diferentes para cada relación de disper-
sión.

Adicionalmente, las relaciones de dispersión (96) se pue-
den presentar en otra forma equivalente

±(κcdc + η)2 exp(−κcdc) = (κcdc)2 − η2. (98)

Esta forma eśutil para algunos ćalculos posteriores. También
usando las definiciones (89), (90) y (97) el lado derecho de la
Ec. (98) se expresa como

(κcdc)2−η2=
|εc|
εb

(εb+|εc|)
{

(kdc)2− (kzdc)2

εred

}
. (99)

Aqúı surge una nueva caracterı́stica de gran importanciaεred

que llamamospermitividad eĺectrica reducidaque se define
por

εred =
εb|εc|
|εc| − εb

. (100)

Es relevante que la permitividadεred puede ser positiva o ne-
gativa. Si el valor absoluto de la pemitividadεc es mayor que
la permitividadεb, entoncesεred seŕa positiva, de lo contrario
seŕa negativa. Por esto, para cada onda debemos considerar
dos casos cuandoεred sea positiva o negativa, ya que, estas
dos ondas tienen espectros diferentes dependientes del signo
deεred.

4.1.1. Onda siḿetrica con respecto al campo magnético

Primero se considera la onda con relación de dispersión

exp(−κcdc) =
κcdc − η

κcdc + η
. (101)

En este caso el elemento de matrizM
(T )
12 es igual a la unidad.

Para demostrar esto, de acuerdo con su definición expresamos
la función seno hiperb́olico en la igualdad (92) en t́erminos
de la funcíon exponencial. Después se sustituye la relación de
dispersíon (101) y se obtiene el resultado antes mencionado

M
(T )
12 =

1
4

(
εbκc

|εc|κb
− |εc|κb

εbκc

)

×
(

κcdc + η

κcdc − η
− κcdc − η

κcdc + η

)
= 1. (102)

Como consecuencia de la Ec. (102), el campo magńetico de
la onda en las interfaces izquierda(bL|c) y derecha(c|bR)
tiene valores iguales. Esto significa que la distribución (94)
del campo magńetico Hy(x) es siḿetrica. Por lo anterior,
esta onda se llama onda simétrica con respecto del cam-
po magńetico. En este caso, suponiendo queB−

L es positi-
vo, dentro de la capac la distribucíon de campo magnético
Hy(x) decae hacia el centro de capac y es ḿaxima en las
interfaces izquierda(bL|c) y derecha(c|bR) como se observa
en la Fig. 8.

FIGURA 8. Distribución del campo magńeticoHy(x)/B−
L (94) de

la onda siḿetrica con respecto al campo magnético. Se uśo que
εb = 2 y |εc| = 3.
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A partir de la Fig. 8 se observa que la primera derivada de
la distribucíon (94) del campo magńeticoHy(x) es disconti-
nua en las interfaces izquierda(bL|c) y derecha(c|bR). Esto
podŕıa ocasionar que la componente tangencialEz(x) (69b)
del campo eĺectrico fuese discontinua también, contradicien-
do aśı las condiciones de frontera generales (4). Sin embargo,
la componenteEz(x) (69b) del campo eĺectrico es continua
en las interfaces(bL|c) y (c|bR). Lo anterior se debe al fac-
tor que multiplica a la primera derivada del campo magnético
Hy(x) en la Ec. (69b). Como las permitividades del mediob
y la capac son de valores diferentes el factor que multiplica a
la derivada del campo magnéticoHy(x) en la ecuacíon (69b)
es diferente en el mediob y en la capac. En verdad, ocurre
que este factor compensa exactamente el valor de la discon-
tinuidad de las derivadas del campo magnéticoHbL

y (x) a la
izquierda de la capa,Hc

y(x) en la capa yHbR
y (x) a la derecha

de la capa en las interfaces(bL|c) y (c|bR). Sin embargo, por
la misma raźon, la componente normalEx(x) (69a) del cam-
po eĺectrico que es proporcional al campo magnéticoHy(x)
tiene una discontinuidad de salto en las interfaces.

Además, como la distribución (94) del campo magńetico
Hy(x) es siḿetrica su primera derivada con respecto dex es
antisiḿetrica. Por tanto, la componente longitudinalEz(x)
(69b) del campo eĺectrico es antisiḿetrica. Por el contrario,
la componente transversalEx(x) (69a) del campo eĺectrico
y el campo magńeticoHy(x) son proporcionales. En conse-
cuencia, sus simetrı́as coinciden.

Debido a que la derivada de la función exponencial res-
pecto deκcdc es negativa, el lado izquierdo de la relación de
dispersíon (101) decrece a medida que aumentaκcdc. Mien-
tras que, la derivada del lado derecho de la relación de disper-
sión (101) es positiva y la funcíon aumenta conforme aumen-
taκcdc. Por tanto existe un punto de intersección entre ambas
curvas y por ende una solución. Más áun, la solucíon siem-
pre existe para cualquier valor positivo del parámetroη, o
bien,0 6 η < ∞. La Fig. 9 presenta la solución gŕafica de
la relacíon de dispersión (101). La curva azul es la función
exp(−κcdc) y la curva roja corresponde a la función del lado

FIGURA 9. Solucíon gŕafica de la relación de dispersión (101).

derecho de (101). La solucíon de la ecuación de dispersión
(101) est́a en el punto de intersección de ambas curvas.

Ahora bien, el lado izquierdo de la relación de dispersión
(101) es positivo para cualesquiera valores deκc y dc. Por lo
tanto, para que exista un solución de la relacíon de dispersión
(101) el lado derecho tiene que ser positivo. De lo anterior
se deduce que la condición necesaria para la existencia de la
solucíon de la relacíon de dispersión (101) es

η < κcdc ⇒ η2 < (κcdc)
2 ⇒ k2

z/εred < k2. (103)

Como es posible ver, esta condición depende del signo de la
permitividad eĺectrica reducidaεred. Por esto como se men-
ciono anteriormente debemos considerar dos casos cuando
εred sea positiva y negativa por separado.

4.1.2. Permitividad eléctrica reducidaεred negativa

Primero analicemos el caso cuando el valor absoluto de la
permitivididadεc es menor que la permitividadεb, y por tan-
to la permitividad eĺectrica reducidaεred es negativa.

εc < 0 < |εc| < εb ⇒ εred < 0. (104)

Como puede verse, la condición necesaria (103) para la exis-
tencia de la solución de la relacíon de dispersión (101) se sa-
tisface autoḿaticamente porque el lado izquierdo siempre es
negativo y el lado derecho siempre es positivo. Gracias a es-
to, la solucíon k = ks(kz) de la relacíon de dispersión (101)
como funcíon dekz solo tiene la restricción impuesta por la
Ec. (89), es decir que estará dentro del intervalo

0 6 k = ks(kz) 6 k = kz/
√

εb. (105)

En la Fig. 10 se presenta el espectro de la onda simétrica
k = ks(kz) obtenido por solución nuḿerica de la relación de
dispersíon (101). Como se predijo anteriormente el espectro
est́a dentro del intervalo de la Ec. (105).

FIGURA 10. Espectrok = ks(kz) de la ecuacíon de dispersión
(101) para el caso deεred (104) negativa. Se uśo que εb = 2,
|εc| = 1.
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4.1.3. Inicio y fin del espectro

Cuando se considerak = 0, los ńumeros de ondaκb (89) y
κc (90) son iguales, a saber,κb = κc = kz. Por lo que la
relacíon de dispersión (101) se reescribe como

kz (1 + |εc|/εb) exp (−kzdc) = kz (1− |εc|/εb) . (106)

Es evidente que la Ec. (106) tiene dos soluciones. La primera
es la solucíon trivial

kz = k = 0. (107)

El punto (107) corresponde con el inicio de la curva espectral
como se observa en la Fig. 10. La segunda solución, en donde
kz 6= 0, es

0 < k(e)
z dc = ln

(
1 + |εc|/εb

1− |εc|/εb

)
, k(e)dc = 0. (108)

Como se puede apreciar la expresión (108) indica que este
punto est́a a la derecha del inicio del espectro. Es posible ob-
servar este punto en la Fig. 10 como el final del espectro.
Además, el valor del punto final del espectro obtenido me-
diante el ćalculo nuḿerico coincide con el valor predicho por
la expresíon (108).

4.1.4. Aśıntota de la solucíon cerca del inicio del espectro

Veamos ahora como se comporta la solución cerca del ini-
cio del espectro, o bien, cuandokzdc es pequẽno. A partir de
las definiciones (89), (90) se infiere que los parámetrosκbdc,
κcdc tambíen son pequẽnos y por consiguienteη (97) es pe-
quẽno,

kzdc ¿ 1 ⇒ kdc ¿ 1, κbdc ¿ 1,

κcdc ¿ 1, η ¿ 1. (109)

Entonces, es suficiente desarrollar la relación de dispersión
(101) hasta segundo orden de los parámetros pequẽnosκcdc

y η. De esta manera se llega a la igualdad

η ≈ (κcdc)
2
/2. (110)

Luego, de acuerdo con las definiciones de los parámetrosκb

(89), κc (90) y η (97) la expresíon (110) se reformula como

κbdc ≈ εb + |εc|
|εc| · (kzdc)2

2
− (κbdc)2

2
. (111)

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad (111) y
agrupando los términos semejantes, se llega a la equivalen-
cia

k≈ kz√
εb

{
1−1

4

[
εb + |εc|
|εc| kzdc− (κbdc)2

kzdc

]2
}1/2

. (112)

Puesto que se trabaja hasta segundo orden de los parámetros
pequẽnos (109) se puede despreciar el segundo término den-
tro de los corchetes de la expresión (112). Como resultado se
deduce que la ası́ntota del espectro cerca del inicio es

k ≈ kz√
εb

{
1− (εb + |εc|)2

8|εc|2 (kzdc)
2

}

si
(εb + |εc|)2

4|εc|2 (kzdc)
2 ¿ 1. (113)

Observe que esta ası́ntota es congruente con el intervalo (105)
que confina la solución. De acuerdo con la Fig. 10 se aprecia
que el comportamiento del espectrok = ks(kz) se descri-
be bien con la ası́ntota (113). Espećıficamente cerca del ini-
cio del espectro la solución est́a muy cerca de la lı́nea de luz
k = kz/

√
εb y a medida quekzdc aumenta se aleja de la lı́nea

de luz manteníendose por debajo de ella tal como lo indica la
expresíon (113) de la aśıntota cerca del inicio del espectro.

4.1.5. Aśıntota del espectro cerca de su fin

En la Fig. 10 se observa que el espectro tiene su fin en los
valores (108), k = k(e) = 0 y kz = k

(e)
z . Analicemos la so-

luciónk = ks(kz) cerca del fin del espectro, es decir, cuando
kzdc se aproxima al punto final (108) del espectro. Siendo
esto, la diferencia entre los parámetrosk(e)

z dc y kzdc es pe-
quẽna, y por consiguientekdc es pequẽno tambíen,

0 <
(
k(e)

z − kz

)
dc ¿ 1 ⇒ kdc ¿ 1. (114)

En consecuencia de la condición (114) los paŕametrosκb

(89), κc (90) y η (97) se reescriben como

κb ≈ kz

(
1− 1

2
k2

k2
z

εb

)
, κc ≈ kz

(
1 +

1
2

k2

k2
z

|εc|
)

,

η ≈ |εc|
εb

kzdc

(
1− 1

2
k2

k2
z

εb

)
. (115)

Sustituyendo la forma de los parámetros (115) en la relacíon
de dispersíon (101) se consigue la expresión

exp
(
−kzdc

[
1 +

1
2

k2

k2
z

|εc|
])

≈ 1− |εc|/εb

1 + |εc|/εb

(
1 + |εred|k

2

k2
z

)
. (116)

Aplicando la funcíon logaritmo en ambos lados de la igual-
dad (116) y teniendo en cuenta que los parámetros (114) son
pequẽnos se obtiene una expresión que incluye el valor final
(108) del espectro,

kzdc

(
1 +

1
2

k2

k2
z

|εc|
)
≈ k(e)

z − |εred|k
2

k2
z

. (117)

Resolviendo la Ec. (117) con respecto ak, aplicando la apro-
ximación entre los paŕametros (114) llegamos a la ası́ntota
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deseada

k ≈ k
(e)
z√
|εred|

(
1 +

1
2

εb − |εc|
εb

k(e)
z dc

)−1/2

×
√(

k
(e)
z − kz

)
dc . (118)

Esta aśıntota describe como se comporta el espectrok =
ks(kz) cerca de su fin. Gracias a esta ası́ntota se obtiene de
manera analı́tica quek

(e)
z (108) es realmente el fin del es-

pectro. Esto se ve a partir del término del radicando ya que
cuandokz = k

(e)
z se tiene quek = 0 que corresponde a los

valores (108) del punto final del espectro.

4.1.6. Permitividad eléctrica reducidaεred positiva

En este caso se considera que el valor absoluto de la permi-
tividad εc de la capac es mayor que el valor de la permitivi-
dadεb del medio externob. En consecuencia la permitividad
eléctrica reducidaεred es positiva,

εc < 0 < εb < |εc| ⇒ 0 < εb < εred. (119)

Debido a que la permitividad eléctrica reducidaεred es posi-
tiva, la condicíon necesaria (103) para la existencia de la so-
luciónk = ks(kz) de la relacíon de dispersión (101) impone
una nueva restricción. Anteriormente no se tenı́a esa restric-
ción porque la permitividad eléctrica reducidaεred era ne-
gativa y la condicíon necesaria (103) se satisfaćıa autoḿati-
camente. Las condiciones (89) y (103) confinan la solucíon
k = ks(kz) dentro del intervalo siguiente

k = kz/
√

εred < k = ks(kz) 6 k = kz/
√

εb. (120)

En la Fig. 11 se presenta el espectro de la onda simétrica
k = ks(kz) obtenido mediante solución nuḿerica de la rela-
ción de dispersión (101). Como previamente se predijo el es-
pectro est́a confinado dentro del intervalo de la Ec. (120) que
se representa gráficamente en la Fig. 11 mediante las rectas
de luzk = kz/

√
εb y k = kz/

√
εred.

4.1.7. Aśıntota de la solucíon para el inicio del espectro

Obśervese que cerca del inicio del espectro los cálculos he-
chos en el caso anterior para parámetros pequẽnos (109) son
independientes del signo de la permitividad eléctrica reduci-
daεred. De modo que son v́alidos tanto para la permitividad
εred negativa como positiva. Por eso cerca del inicio la ecua-
ción (113) es la aśıntota del espectrok = ks(kz).

4.1.8. Aśıntota de la solucíon paraκcdc − η ¿ 1

Ahora bien, analicemos la soluciónk = ks(kz) cuando la di-
ferencia entre los parámetrosκcdc y η es pequẽna. Es f́acil
probar que si los parámetrosκcdc y η son iguales la so-
lución de la relacíon de dispersión (101) es la ĺınea de luz
k = kz/

√
εred,

κcdc = η ⇒ k = kz/
√

εred. (121)

Para el ańalisis cuando la diferencia entre los parámetros
κcdc y η es pequẽna se requiere estudiar el caso donde la
solucíonk = ks(kz) tiende a la ĺınea de luzk = kz/

√
εred,

0 <κcdc − η ¿ 1 ⇒
0 <kdc − kzdc/

√
εred¿ 1. (122)

Con esto en mente, a partir de la Ec. (98) podemos presentar
la relacíon de dispersión en la forma

(κcdc)2 − η2 ≈ 4(κcdc)2 exp(−κcdc)
∣∣∣
k = kz/

√
εred

. (123)

Gracias a la Ec. (99) se llega a la expresión

(kdc)
2 ≈ (kzdc)

2

εred

{
1

+
4 εred

εb + |εc| exp(−kzdc

√
|εc|/εb)

}
. (124)

Resolviendo la ecuación (124) con respecto ak se consigue
la aśıntota deseada

k ≈ kz√
εred

{
1 +

2εred

εb + |εc| exp(−kzdc

√
|εc|/εb)

}

si 1 ¿ kzdc

√
|εc|/εb. (125)

Como se ve en la Fig. 11, el espectrok = ks(kz) tiende por
arriba a la ĺınea de luzk = kz/

√
εred conformekzdc aumen-

ta, tal como lo indica la ası́ntota (125).

Las aśıntotas (113) y (125) corresponden completamente
a la regíon (120) donde existe la soluciónk = ks(kz) de la re-
lación de dispersión (101) en el caso cuando la permitividad
eléctrica reducidaεred (119) es positiva.

FIGURA 11. Espectrok = ks(kz) de la onda siḿetrica en el caso
deεred (119) positiva. Se uśo queεb = 2, |εc| = 3 y εred = 6.
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4.1.9. Dińamica de la transformación del espectro de la on-
da siḿetrica

Como se analiźo anteriormente se tienen dos casos diferentes
en el espectro de la onda simétrica. Estos espectros corres-
ponden al caso cuando la permitividad eléctrica reducida es
negativa, o bien, cuando es positiva. Los espectros se presen-
tan en las Figs. 10 y 11 respectivamente.

Examinemos como es la dinámica de la transformación
del espectro de la onda simétrica de la Fig. 10 al de la Fig. 11.
Se fija el valor de la permitividadεb del mediob y se vaŕıa
el valor de la permitividadεc de la capac. Iniciemos con
|εc| < εb, en este caso el espectro se presenta en la Fig. 10.
Como consecuencia de que el valor absoluto de la permiti-
vidad εc es menor que el valor de la permitividadεb el lo-
garitmo en la expresión (108) es positivo y por ende existe
un punto final del espectro. A medida que el valor absoluto
de la permitividadεc tiende al valor deεb nos aproximamos
enkzdc por la izquierda al punto final del espectro (108) que
se aprecia en la Fig. 10. Cuando|εc| = εb el fin del espec-
tro est́a en el infinito de acuerdo con la expresión (108) y
tambíen la permitividad eĺectrica reducidaεred (100) tiende a
infinito. Esto significa que cuando|εc| = εb el espectro de la
Fig. 10 coincide con el ejekzdc ya que se tiene quek = 0
para cualquier valor dekz. Pero cuandoεb < |εc| la permi-
tividad eĺectrica reducida es positiva, aparece la recta de luz
k = kz/

√
εred y el espectro ya no coincide con el ejekzdc si-

no que se transforma en el espectro presentado en la Fig. 11.
En otras palabras, es posible visualizar que el espectro descri-
to en la Fig. 10 cambia como si rotásemos el eje de las abcisas
kzdc en unángulo indicado por la lı́nea de luzk = kz/

√
εred,

tal que el espectro queda entre esa lı́nea de luz y la lı́nea de
luz k = kz/

√
εb como lo indica la condición (120). Tam-

bién ocurre que el fin del espectro se corre tendiendo hacı́a el
infinito, es decirkzdc →∞, en donde de acuerdo con las de-
finiciones (89), (90) y (97) se tiene queκcdc = η, cambiando
al espectro mostrado en la Fig. 11.

4.1.10. Onda antisiḿetrica con respecto al campo magnéti-
co

Esta vez se considera la onda con relación de dispersión

exp(−κcdc) =
η − κcdc

η + κcdc
. (126)

En consecuencia el elemento de matrizM
(T )
12 ahora es igual

a menos uno. Esto se prueba de manera semejante al caso
de la onda siḿetrica. Conforme a la definición se expresa la
función seno hiṕerbolico en la igualdad (92) en t́erminos de
la función exponencial y luego se usa la relación de disper-
sión (126),

M
(T )
12 =

1
4

(
εbκc

|εc|κb
− |εc|κb

εbκc

)

×
(

η + κcdc

η − κcdc
− η − κcdc

η + κcdc

)
= −1. (127)

FIGURA 12. Distribución del campo magńetico Hy(x)/B−
L (94)

de la onda antisiḿetrica con respecto al campo magnético. Se
uśo queεb = 2 y |εc| = 3.

De la expresíon (127) resulta que el campo magnético de la
onda en las interfaces izquierda(bL|c) y derecha(c|bR) tiene
la misma magnitud, pero signos opuestos. Lo anterior sig-
nifica que la distribucíon (94) del campo magńetico Hy(x)
es antisiḿetrica. Por esta razón, la onda se llama onda anti-
simétrica con respecto del campo magnético. En este sentido,
suponiendo queB−

L sea positivo, dentro de la capac la distri-
bución de campo magnéticoHy(x) es ḿaxima positiva en la
interfaz izquierda(bL|c), disminuye hasta ser mı́nima negati-
va en la interfaz derecha(c|bR) con el mismo valor absoluto
como se muestra en la Fig. 12.

De manera similar al caso de onda simétrica con respecto
al campo magńetico, de la Fig. 12 se observa que la primera
derivada de la distribución (94) del campo magńeticoHy(x)
es discontinua en las interfaces izquierda(bL|c) y derecha
(c|bR). Sin embargo, como ya se demostró la componente
tangencialEz(x) (69b) del campo eĺectrico es continua en
las interfaces. Esto gracias al factor que multiplica a la pri-
mera derivada del campo magnético Hy(x) en la ecuacíon
(69b) que compensa exactamente el valor de la discontinui-
dad. Por la misma razón, la componente normalEx(x) (69a)
del campo eĺectrico que es proporcional al campo magnético
Hy(x) tiene una discontinuidad de salto en las interfaces.

Más áun, debido que la distribución (94) del campo
magńeticoHy(x) es antisiḿetrica y su primera derivada con
respecto dex es siḿetrica, la componente transversalEx(x)
(69a) del campo eĺectrico es antisiḿetrica, mientras que la
componente longitudinalEz(x) (69b) es siḿetrica.

De acuerdo con la relación de dispersión (126) la función
exponencial del lado izquierdo ası́ como la funcíon del lado
derecho tienen su ḿaximo global enκcdc = 0 tal que en
este punto ambas funciones son iguales a uno. Si la función
del lado derecho de la relación de dispersión (126) decae ḿas
rápido que la funcíon exponencial, las curvas que representan
a las funciones no se intersecan puesto que ambas funciones
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son mońotonas decrecientes respecto deκcdc. En este aspec-
to, la solucíon de la relacíon de dispersión (126) solo puede
existir cuando la derivada del lado izquierdo de la Ec. (126)
es menor que la derivada del lado derecho. De esta manera
la función del lado derecho de la relación de dispersión (126)
decae ḿas lento que la función exponencial y existe una in-
terseccíon entre las curvas correspondientes. Es posible ver
esta condicíon a partir de las derivadas de la función expo-
nencial y del lado derecho de la relación de dispersión (126)
evaluadas en el ḿaximoκcdc = 0. Como consecuencia, para
la existencia de la solución a la relacíon de dispersión (126),
se requiere que el parámetroη sea mayor que dos,

2 < η ⇒ kdc
√

εb <

√
(kzdc)2 − 4ε2

b/|εc|2. (128)

Esta condicíon se cumple a la derecha de la hipérbola

kdc
√

εb =
√

(kzdc)2 − 4ε2
b/|εc|2. (129)

En la Fig. 13 se muestra la solución gŕafica de la relación
de dispersíon (126). La curva azul representa la función
exp(−κcdc), las curvas cian, verde y roja son la función del
lado derecho de la Ec. (126) con η < 2, η = 2 y 2 < η
respectivamente. Como es posible ver de la Fig. 13 la solu-
ción de la ecuación de dispersión (126) solo existe cuando el
paŕametroη es mayor a dos. En ese caso se tiene una inter-
seccíon entre la curva de la función exponencial y la función
del lado derecho de la relación de dispersión (126).

Por otra parte, como el lado izquierdo de la relación de
dispersíon (126) siempre es positivo, el lado derecho debe
ser positivo tambíen. De manera similar al caso de la onda
simétrica, la condicíon necesaria para la existencia de solu-
ción a la relacíon de dispersión (126) es

κcdc < η ⇒ (κcdc)
2

< η2 ⇒ k2 < k2
z/εred. (130)

Esta condicíon depende del signo de la permitividad eléctrica
reducidaεred. Por ende se deben considerar los casos cuando
εred es negativa y positiva por separado.

FIGURA 13.Solucíon gŕafica de la relación de dispersión (126).

4.1.11. Permitividad eléctrica reducidaεred negativa

Como se menciońo en el caso de la onda simétrica la per-
mitividad eĺectrica reducidaεred (100) es negativa cuando el
valor absoluto de la permitividadεc es menor que la permiti-
vidadεb tal como lo indica la expresión (104). Como conse-
cuencia no existen valores reales dek y kz que satisfagan la
condicíon necesaria (130). Por lo que en este caso la relación
de dispersíon (126) no tiene solucíon.

4.1.12. Permitividad eléctrica reducidaεred positiva

Ahora consideraremos que la permitividad eléctrica reducida
εred (100) es positiva. Como se mencionó anteriormente, es-
to se logra cuando el valor absoluto de la permitividadεc es
mayor que la permitividadεb, es decir, cuando se cumple la
desigualdad (119). En este caso, la condición necesaria (130)
para la existencia de la soluciónk = ka(kz) de la relacíon de
dispersíon (126) da como resultado la restricción

k = ka(kz) < k = kz/
√

εred. (131)

Esta restriccíon se ãnade a la condición (128) sobre el
paŕametroη que se cumple a la derecha de la hipérbola (129)
y cabe resaltar que directamente sobre la hipérbola (129) la
solucíon k = ka(kz) no existe. Por lo anterior, existe un va-
lor umbral a partir del que inicia el espectro de la solución
k = ka(kz). En la Fig. 14 se muestra el espectro de la onda
antisiḿetricak = ka(kz) obtenido por solución nuḿerica de
la relacíon de dispersión (126). Tal como se menciońo, el es-
pectrok = ka(kz) est́a a la derecha de la hipérbola (129) y
debajo de la lı́nea de luzk = kz/

√
εred como lo indican las

restricciones (128) y (131) respectivamente.

FIGURA 14. Espectrok = ka(kz) de la onda antisiḿetrica para el
caso deεred (119) positiva. La hiṕerbola obedece la ecuación (129).
Se uśo queεb = 2, |εc| = 3 y εred = 6.
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4.1.13. Umbral del inicio del espectro

Para calcular el valor umbral de la solución k = ka(kz) su-
ponemos quek = 0 y quekz est́a a la derecha de la hipérbola
(129). Como consecuencia, las proyecciones de los vectores
de ondaκb y κc son iguales, a saber,κb = κc = kz. Al susti-
tuir los valores de los parámetrosκb, κc y η en la relacíon de
dispersíon (126) se llega a la ecuación

exp(−kzdc) =
1− εb/|εc|
1 + εb/|εc| . (132)

De modo que, los valoresk y kz del umbral del espectro
k = ka(kz) son

k(cr)
z dc = ln

(
1 + εb/|εc|
1− εb/|εc|

)
, k(cr)dc = 0. (133)

Para verificar que el umbral en verdad está al lado derecho de
la hipérbola (129) se sustituyen los valores del umbral (133)
en la condicíon (128) para el paŕametroη, de donde se deriva
la desigualdad

2εb

|εc| < ln
(

1 + εb/|εc|
1− εb/|εc|

)
. (134)

Es posible probar que la desigualdad anterior se cumple en
este caso porque la permitividad eléctrica reducidaεred es
positiva, o bien, porque0 < εb/|εc| < 1. Por lo anterior es-
te punto en verdad está a la derecha de la hipérbola (129).
El punto umbral (133) se aprecia en la Fig. 14. Además, el
valor del umbral obtenido por la solución nuḿerica de la re-
lación de dispersión (126) coincide con el valor de la expre-
sión (133).

4.1.14. Aśıntota del espectro cerca del umbral

Analicemos la solución k = ka(kz) cerca del umbral (133).
Esto significa que al aproximarnos al punto umbral (133) la
diferencia entrekz y k

(cr)
z se vuelve pequẽna,

0 < (kz − k(cr)
z )dc ¿ 1 ⇔ kdc ¿ 1. (135)

Por esta raźon es posible escribir los parámetrosκb (89), κc

(90) y η (97) en la forma presentada en la ecuación (115).
Luego, al sustituir la forma (115) de los paŕametros en la re-
lación de dispersión (126) se obtiene la ecuación

exp
(
−kzdc

[
1 +

1
2

k2

k2
z

|εc|
])

≈ 1− εb/|εc|
1 + εb/|εc|

(
1− εred

k2

k2
z

)
. (136)

Tomando el logaritmo de la ecuación anterior y teniendo en
cuenta que los parámetros (135) son pequẽnos se llega a la
expresíon

(
kz−k(cr)

z

)
dc ≈ k2

k2
z

εred

(
1−1

2
|εc| − εb

εb
kzdc

)
. (137)

Finalmente, se resuelve la Ec. (137) respecto dek y se aplica
la aproximacíon entre los paŕametros (135) para obtener la
aśıntota del espectro cerca del valor umbral (133),

k ≈ k
(cr)
z√
εred

{
1− 1

2
|εc| − εb

εb
k(cr)

z dc

}−1/2

×
√(

kz − k
(cr)
z

)
dc. (138)

Note que el t́ermino entre llaves de la Ec. (138) es posi-
tivo gracias a que la permitividad eléctrica reducidaεred es
positiva. En otras palabras, gracias a que se cumple la desi-
gualdad

ln
(

1 + εb/|εc|
1− εb/|εc|

)
< 2

εb/|εc|
1− εb/|εc| . (139)

En particular, cuando1 − εb/|εc| ¿ 1 la desigualdad (139)
es equivalente a

ln
(

2
1− εb/|εc|

)
<

2
1− εb/|εc| . (140)

La condicíon anterior se satisface porque la función logarit-
mo siempre es menor que su argumento siéste es positivo.

4.1.15. Aśıntota del espectro paraη − κcdc ¿ 1

Ahora analicemos la solución k = ka(kz) cuando la dife-
rencia entre los parámetrosη y κcdc es pequẽna. De mane-
ra ańaloga al caso de la onda simétrica, el ańalisis cuando
la diferencia entre los parámetrosη y κcdc es pequẽna con-
siste en estudiar el caso cuandok tiende a la ĺınea de luz
k = kz/

√
εred. Pero esta vez desde valores por debajo de la

lı́nea de luzk = kz/
√

εred

0 < η − κcdc ¿ 1 ⇒
0 < kzdc/

√
εred− kdc ¿ 1. (141)

De modo que partiendo de la Ec. (98) es posible presentar la
relacíon de dispersión como

η2−(κcdc)2≈4(κcdc)2 exp(−κcdc)
∣∣∣
k=kz/

√
εred

. (142)

Mediante la ecuación (99) se obtiene la expresión

(kdc)
2 ≈ (kzdc)

2

εred

×
{

1− 4εred

εb + |εc| exp(−kzdc

√
|εc|/εb)

}
. (143)

Resolviendo la Ec. (143) respecto dek se llega a la expresión
de la aśıntota buscada

k ≈ kz√
εred

{
1− 2εred

εb + |εc| exp(−kzdc

√
|εc|/εb)

}

si 1 ¿ kzdc

√
|εc|/εb. (144)
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Nótese que esta ası́ntota es congruente con la restricción
(131) que delimita la solución k = ka(kz). En concordan-
cia con la Fig. 14 esta ası́ntota describe como se comporta
la solucíon k = ka(kz) cuando la diferencia de los paráme-
trosη y κcdc es pequẽna (141). De manera concreta, se tiene
que la solucíon k = ka(kz) se aproxima a la lı́nea de luz
k = kz/

√
εred desde valores por debajo de ella conforme

kzdc aumenta.
Las aśıntotas (138) y (144) son congruentes con el inter-

valo donde existe la soluciónk = ka(kz) que est́a delimitado
por la hiṕerbola (129) y la restriccíon (131) que correspon-
den al caso cuando la permitividad eléctrica reducidaεred es
positiva.

4.1.16. Dińamica de la desaparición del espectro de la on-
da antisiḿetrica

De acuerdo con el análisis previo solo se tiene un caso en el
espectro para la onda antisimétrica. Este espectro correspon-
de al caso donde la permitividad eléctrica reducida es positiva
y se presenta en la Fig. 14.

Veamos como es la dinámica de la desaparición del es-
pectro de la onda antisiḿetrica de la Fig. 14. Mantegamos fi-
jo el valor absoluto de la permitividadεc y variemos el valor
de la permitividadεb. En el casoεb < |εc| el espectro corres-
ponde al presentado en la Fig. 14. Como el valor absoluto de
la permitividadεc es mayor que el valor de la permitividadεb

el logaritmo de la expresión (133) es positivo y se encuentra
a la derecha de la hipérbola (129). Por ende el punto umbral
(133) se encuentra cercano a la hipérbola (129). A medida
que aumentamos el valor deεb aproxiḿandonos al valor de
|εc| el punto umbral (133) se recorre hacı́a valores lejanos res-
pecto de la hiṕerbola (129), es decir, se corre hacı́a la derecha
respecto del punto presentado en la Fig. 14. También ocurre
que tanto el espectro como la hipérbola (129) se recorren
haćıa la derecha pero el espectro se aleja cada vez más de
la hipérbola (129). Asimismo, la ĺınea de luzk = kz/

√
εred

se rota aproxiḿandose al ejekzdc. Cuandoεb = |εc| el um-
bral del espectro está en el infinito de acuerdo con la expre-
sión (133) y la lı́nea de luzk = kz/

√
εred coincide con el

ejekzdc de modo que el espectro de la solución k = ks(kz)
desaparece por completo.

4.2. Capac con permitividad εc positiva

Esta vez se considera que la permitividad eléctricaεc de la
placac es una constante real positiva. El número de ondakc

dentro de la capac se considera real,

kc = (k2εc − k2
z)1/2 ⇒ kz/

√
εc 6 k = ω/c. (145)

De acuerdo con las definiciones (89) y (145), κb y kc son de
valores reales. Luego entonces los términos dentro de la raı́z
deκb (89) y kc (145) tienen que ser mayores o iguales a cero.
Lo que significa que el ńumero de ondakz est́a restringido
dentro del intervalo

k2εb < k2
z < k2εc. (146)

Debido a su naturalezak2 (1b) es de valor real. Como la per-
mitividadεc es real y adeḿas positivak2

z es de valor real.
Por otro lado, observe que la parte izquierda de la desi-

gualdad (146) se satisface de manera automática cuando la
permitividadεb es negativa. En ese caso el número de onda
kb sigue siendo imaginario,

kb = iκb con κb = (k2
z + k2|εb|)1/2 paraεb < 0. (147)

Gracias a esto la relación de dispersión tiene la forma presen-
tada en la ecuación (88). Es claro que no existe restricción
sobre el signo del lado derecho ası́ como del lado izquierdo
de la relacíon de dispersión (88). Por tanto, en principio la
ecuacíon de dispersión (88) con εb negativa tiene solución.
No obstante, este caso no se analizará en detalle porque se
tiene inteŕes en que la permitividadεb sea positiva.

A continuacíon se analizará el caso cuando las permitivi-
dadesεb y εc son ambas positivas, que resulta ser muy similar
al caso estudiado en polarización s en la subsección 3.2. Su-
poniendo que la permitividadεb es positiva y de acuerdo con
la desigualdad (146) se tiene,

0 < εb < εc. (148)

Es decir que la permitividadεb es menor que la permitivi-
dadεc. Gracias a la definición (89) se prueba queκb es una
función mońotona creciente. Como se ve,κb crece desde ce-
ro hasta su valor ḿaximoκb = k

(máx)
c que se obtiene cuan-

do kc = 0. De manera ańaloga, de la definición (145) se ve
quekc es una funcíon mońotona decreciente respecto dekz.
En verdadkc decrece desde su valor máximok

(máx)
c , que se

obtiene cuandoκb = 0, hasta cero. Por lo anterior,k
(máx)
c

representa el valor ḿaximo que pueden tenerκb y kc,

k(máx)
c = k

√
εc − εb, (149a)

κ2
b + k2

c = k2 (εc − εb) , (149b)

0 6 κb 6 k(máx)
c , 0 6 kc 6 k(máx)

c , (149c)

κb = 0, kc = k(máx)
c , cuando kz = k

√
εb, (149d)

κb = k(máx)
c , kc = 0, cuando kz = k

√
εc. (149e)

Nótese que estas ecuaciones son iguales a las Ecs. (36) del ca-
so similar analizado en polarización s. Otras ecuaciones que
vienen a continuación se pueden comparar con las ecuacio-
nes correspondientes del caso estudiado en polarización s en
la Subsec. 3.2.

Una vez ḿas el elemento de matrizM (T )
12 y la relacíon

de dispersíon se representan como en las Ecs. (82b) y (88)
respectivamente, que se reescriben a continuación

M
(T )
12 = α− sen(kcdc),

α− =
1
2

(
εbkc

εcκb
+

εcκb

εbkc

)
, (150)

cot(kcdc) = α+,

α+ =
1
2

(
εbkc

εcκb
− εcκb

εbkc

)
. (151)
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El lado izquierdo de la relación de dispersión (151) toma va-
lores positivos aśı como negativos y el lado derecho puede
ser positivo o negativo. Por ende, es posible que exista una
solucíon a la ecuación de dispersión (151).

Como ya se mencionó antes, es posible apreciar que este
caso es muy similar al que se estudió anteriormente en polari-
zacíon s en donde las permitividadesεb y εc son ambas positi-
vas. Para ambas polarizaciones la relación de dispersión tiene
la misma forma presentada en la Ec. (151). Sin embargo, el
factor α+ tiene una forma diferente para cada polarización.
En polarizacíon sα+ es de la forma presentada en la Ec. (39).
Mientras que para la polarización p toma la forma mostrada
en la Ec. (151).

Por otro lado, es posible reescribir la relación de disper-
sión (151) como

kcdc = πn + arccot(α+), n = 0, 1, 2, . . . . (152)

De esta forma se puede ver que la relación de dispersión (152)
tiene un ńumero infinito de solucionesk = kn(kz). A dife-
rencia del caso anterior cuandoεc es negativo en donde se
vio que solo se tiene una solución en cada caso estudiado.
Para enumerar a las ondas localizadas se utilizará el ente-
ro n. Al igual que antes, a cada onda localizada se le lla-
ma modo electromagnético localizado o modo propio elec-
tromagńetico localizado y a cada modo le corresponde una
curva de dispersión k = kn(kz). Adeḿas, observe que la
función arccot(α+) es una funcíon mońotona que disminuye
desdeπ hasta0. En contrasteα+ es una funcíon que aumenta
de−∞ a∞,

−∞ < α+ =
1
2

(
εbkc

εcκb
− εcκb

εbkc

)
< ∞,

α+ = 0 si εbkc = εcκb. (153)

De acuerdo con la condición (146) el espectrok = kn(kz)
de las ondas localizadas con relación de dispersión (152)
est́a dentro del intervalo

k = kz/
√

εc 6 k = kn(kz) 6 k = kz/
√

εb. (154)

Es decir, el espectrok = kn(kz) de los modos propios
se halla entre dos lı́neas de luz dadas pork = kz/

√
εb y

k = kz/
√

εc.
Por otra parte como se puede apreciar de la relación de

dispersíon (152) para cada valor den se encuentra una solu-
ción cuandokcdc est́a dentro del intervalo

πn 6 kcdc 6 π(n + 1). (155)

Como se vío para polarización s, esto proporciona una condi-
ción complementaria a (154) para lan-ésima curva de disper-
sión. Tal que cuando se fijan la curva espectralk = kn(kz)
queda confinada dentro del intervalo

k = k(r)
n (kz) 6 k = kn(kz) 6 k = k

(r)
n+1(kz), (156)

dondek
(r)
n (kz) representa el borde izquierdo del intervalo y

se define como

k(r)
n (kz) =

√
(πn/dc)

2 + k2
z

/√
εc. (157)

De manera similark(r)
n+1(kz) representa el borde derecho del

intervalo (156) donde est́a la n-ésima curva de dispersión
k = kn(kz). De acuerdo con esta definición, paran = 0
se cumplek(r)

0 (kz) = kz/
√

εc. Adeḿas, a partir de la con-
dición (156) se sigue que existe un valor umbral que indica
donde inicia lan-ésima curva espectral para los casos cuando
n es distinto de cero.

En resumen, se han obtenido analı́ticamente dos condi-
ciones independientes que delimitan el espectrok = kn(kz)
de las ondas localizadas con relación de dispersión (152). La
primera condicíon (154) establece que todas las curvas espec-
tralesk = kn(kz) est́an entre dos lı́neas de luz. La segunda
condicíon (156) establece que dadon la curva de dispersión
k = kn(kz) est́a confinada dentro del intervalo delimitado
pork = k

(r)
n (kz) (157) y su correspondientek = k

(r)
n+1(kz).

En la Fig. 15 se muestra parte de las curvas espectra-
les k = kn(kz) enumeradas por el enteron que se obtu-
vieron mediante solución nuḿerica de la relación de disper-
sión (151). Las ĺıneas de luz,k = k

(r)
0 (kz) = kz/

√
εc y

k = kz/
√

εb son las rectas en color cian y azul respectiva-
mente. Las curvas espectrales que se aprecian en la Fig. 15
son k = k0(kz), k = k1(kz), k = k2(kz), k = k3(kz)
y k = k4(kz) en colores rojo, magenta, verde, naranja y
caf́e respectivamente. Se observa que todas las curvas espec-
trales comienzan a lo largo de la lı́nea de luzk = kz/

√
εb. La

curvak = k0(kz) inicia en el origen del sistema de coorde-
nadas e incrementa a lo largo de la lı́nea de luzk = kz/

√
εb.

Pero, para las curvas espectrales conn 6= 0 se aprecia que
existe un umbral. Estas curvas espectrales comienzan a par-
tir del umbral que está sobre la ĺınea de luzk = kz/

√
εb. El

umbral para cada curva espectralk = kn(kz) conn 6= 0 se

FIGURA 15. Espectrok = kn(kz) de las ondas localizadas en
la capac con relacíon de dispersión (152). Se uśo queεb = 2 y
εc = 6.
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muestra en lı́nea punteada. El resto de las lı́neas cian repre-
sentan las curvask = k

(r)
n (kz) (157).

Las curvas de dispersión k = kn(kz) mostradas en la
Fig. 15 corresponden totalmente a las condiciones (154) y
(156) que se obtuvieron analı́ticamente. Como se demos-
tró previamente, las curvas de dispersión k = kn(kz) est́an
dentro del intervalo (154) que se representa gráficamente
en la Fig. 15 mediante las rectas de luzk = kz/

√
εb y

k = k
(r)
0 = kz/

√
εc. Adeḿas, lan-ésima curva espectral

est́a dentro del rango establecido en la Ec. (156) representa-
do por las curvask = k

(r)
n (kz).

4.2.1. Aśıntota del inicio del espectro

Al considerar el inicio del espectro,kc est́a cerca de su valor
máximo (149a). Más áun, de acuerdo con la Ec. (149d) κb es
cercano a cero. Por tanto,εcκb es mucho menor que el pro-
ductoεbkc. Por lo anterior de acuerdo con nuestro análisis de
la relacíon de dispersión (152) el factorα+ tiende a infinito
y se puede aproximar como

α+ ≈ εbkc/2εcκb si εcκb/εbkc ¿ 1. (158)

Gracias a esto es suficiente considerar solo el primer térmi-
no de la representación en serie de la función arccot(α+), es
decir arccot(α+) ≈ 1/α+. En consecuencia, es posible pre-
sentar la relación de dispersión (152) como

kcdc ≈ πn + 2
εcκb

εbkc
, n = 0, 1, 2, . . . . (159)

Despúes, ya queκb es pequẽno el segundo término de la ecua-
ción anterior debe ser menor queπn. Es posible sustituirkc

por su valor ḿaximo dado en la Ec. (149a) y de esta manera
llegar a la expresión

k ≈ πn

dc
√

εc − εb
+

2εcκb

εb(εc − εb)kdc
,

n = 0, 1, 2, . . . . (160)

Esta ecuación describe como dependek del paŕametroκb. Sin
embargo, también depende den por eso podemos considerar
por separado todos los casos conn 6= 0 y el caso cuando
n = 0 aparte. Esto porquen = 0 es una curva especial: en
este caso no tenemos en la parte derecha de la Ec. (160) el
término que incluye aπ.

4.2.2. Modo cero,n = 0

Nuevamente llamamos modo cero a la onda electromagnética
localizada conn = 0 con curva de dispersión k = k0(kz).
En este caso, de acuerdo con la Ec. (160) paran = 0 cerca
del inicio de esta curva de dispersión se cumple

(kdc)
2 ≈ 2εc

εb (εc − εb)
κbdc. (161)

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad (161) y sus-
tituyendo la definicíon (89) deκb se llega a la siguiente ecua-
ción

(kdc)
2 ≈ (kzdc)

2

εb
− εb (εc − εb)

2

4ε2
c

(kdc)
4
. (162)

La solucíon de primera aproximación de la ecuación anterior
eskdc ≈ kzdc/

√
εb. Usando la primera aproximación en el

término de(kdc)
4 llegamos a la ası́ntota deseada

k = k0(kz) ≈ kz√
εb

{
1− (εc − εb)

2

8ε2
c

(kzdc)
2

}

si
(εc − εb)

2

4ε2
c

(kzdc)2 ¿ 1. (163)

De acuerdo con la Fig. 15 se aprecia que el comportamiento
del modo cerok = k0(kz) es bien descrito por la ası́nto-
ta (163). Cuando esta curva espectral inicia se encuentra muy
cerca de la lı́nea de luzk = kz/

√
εb y conformekzdc aumen-

ta se aleja lentamente de la lı́nea de luz manteniéndose por
debajo de ella tal como lo dicta la expresión (163).

4.2.3. Umbral de las curvas de dispersión conn 6= 0

Como se menciońo anteriormente existe un valor umbral
a partir del que inicia lan-ésima curva del espectro con
n 6= 0. De acuerdo con la Ec. (160) el segundo t́ermino
del lado derecho es pequeño comparado con el primero, por
ende se puede considerar como una pequeña perturbacíon.
Entonces, podemos sustituir en el segundo término del la-
do derecho de la Ec. (160) la primera aproximación que es
k ≈ πn/ (dc

√
εc − εb) y de esta manera se obtiene la si-

guiente ecuación

k ≈ πn

dc
√

εc − εb
+

2
πn

εc

εb
√

εc − εb

(
k2

z − k2εb

)1/2
,

n = 1, 2, 3, . . . . (164)

Gracias a esta ecuación se ve que el umbral de lan-ésima cur-
va del espectro se obtiene de tomark = kz/

√
εb y despúes

se halla el valor explı́cito dek

k − k(cr)
n ≈ 2

πn

εc

εb
√

εc − εb

√
k2

z −
(
k

(cr)
z

)2

,

n = 1, 2, 3, . . . . (165)

Por tanto, los valoresk(cr)
n y k

(cr)
z del umbral de lan-ésima

curva del espectro son

k(cr)
z = k(cr)

n

√
εb =

πn

dc

√
εb

εc − εb
,

k(cr)
n =

πn

dc
√

εc − εb
=

k
(cr)
z√
εb

, n = 1, 2, 3, . . . . (166)

Note que el umbral es también independiente de la polari-
zacíon de la onda electromagnética ya que se obtuvo este
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mismo resultado para el caso de polarización s (54). El um-
bral solo depende de los valores de las permitividades del
medio b y de la capac aśı como del espesor de la capadc

y del ńumeron. Es posible ver que el umbral es un punto
de interseccíon entre la ĺınea de luzk = kz/

√
εb y el bor-

de izquierdok = k
(r)
n del intervalo donde lan-ésima curva

espectral está confinada. Esto surge de los cálculos ya que
este umbral (165) inicia en la ĺınea de luzk = kz/

√
εb y

est́a por encima del borde izquierdok = k
(r)
n . A partir de

la Fig. 15 se observa que las curvas del espectrok = kn(kz)
conn = 1, 2, 3, . . . inician a partir del valor umbral (166) que
est́a sobre la ĺınea de luzk = kz/

√
εb en perfecta concordan-

cia con los intervalos de las Ecs. (154) y (156) que confinan
el espectrok = kn(kz). Adeḿas, el valor del umbral obteni-
do mediante la solución nuḿerica de la relación de dispersión
(151) coincide con el valor de la expresión (166).

4.2.4. La mitad del espectro en dondeα+ = 0

Por otro lado, de acuerdo con el análisis hecho anteriormente
el factorα+ va de−∞ a ∞ por lo que lamediade todos
los valores posibles deα+ se encuentra en el valorα+ = 0.
Seǵun la Ec. (153) α+ = 0 cuandoεbkc = εcκb, y sustitu-
yendo lo anterior en la Ec. (149b) se llega a

kc = kεc

√
εc − εb

ε2
b + ε2

c

. (167)

Gracias a la definición (145) dekc se obtiene la expresión

kz = k

√
εb ε2

c + εc ε2
b

ε2
b + ε2

c

. (168)

Dado queα+ = 0 la función arccot(α+) = π/2 y la relacíon
de dispersíon (151) se puede reescribir como

kcdc = π (n + 1/2) . (169)

Al sustituir la forma dekc de la expresíon (167) en la forma
de la relacíon de dispersión anterior se llega a los valores de
kz y k de la mitad del espectro

kz =
π (n + 1/2)

εcdc

√
εb ε2

c + εc ε2
b

εc − εb
,

k =
π (n + 1/2)

εcdc

√
ε2

b + ε2
c

εc − εb
. (170)

Los valores (170) satisfacen la condición α+ = 0 que seǵun
nuestro ańalisis corresponde a la media de los valores posi-
bles del paŕametroα+, cuandokz y k toman los valores de
la expresíon (170) estamos en lamitad de lan-ésima curva
espectral.

4.2.5. Aśıntota del espectro para1 ¿ κbdc

Por otro lado analicemos la ası́ntota de lan-ésima curva del
espectro cuandoκbdc es muy grande. Este caso es contra-
rio al primero que ya hemos considerado. Suponemos que de

acuerdo con la Ec. (149e) κb esta cerca de su valor máximo
tal queκb es mayor quekc. Se sigue que el productoεbkc es
mucho menor queεcκb. De acuerdo con nuestro análisis de
la relacíon de dispersión (152) el factorα+ tiende a menos
infinito y se puede aproximar como

α+ ≈ −εcκb/2εbkc si εbkc/εcκb ¿ 1. (171)

Como el factorα+ es negativo con valor absoluto mucho ma-
yor que la unidad, el cambio arccot(α+) ≈ π +1/α+ es ade-
cuado en la relación de dispersión (152) que en este caso se
reescribe en la forma

kcdc ≈ π(n + 1)− 2
εbkc

εcκb
, n = 0, 1, 2, . . . . (172)

Debido quekc es pequẽno comparado conκb, el segundo
término de la ecuación anterior es pequeño comparado con
π(n + 1), por lo que se puede considerar como una pertur-
bacíon pequẽna. Adeḿas, es posible sustituirκb por su valor
máximo (149a) y kc aproximar porkc ≈ π(n + 1)/dc en el
segundo t́ermino de la Ec. (172). Obtenemos

kc ≈ π(n + 1)
dc

(
1− εb

εc

2
kdc

√
εc − εb

)
,

n = 0, 1, 2, . . . . (173)

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad (173) y sus-
tituyendo la definicíon (145) dekc se deriva la expresión

k
√

εc ≈
{(

π(n + 1)
dc

)2 (
1− εb

εc

2
kdc

√
εc − εb

)2

+ k2
z

}1/2

, n = 0, 1, 2, . . . . (174)

A partir de la Ec. (174) se obtiene la ası́ntota buscada

k ≈ k
(r)
n+1(kz)





1− 4 [π(n + 1)/dc]
2

εc dc

[
k

(r)
n+1(kz)

]3√
εc − εb





1/2

,

si

(
2

εc kdc
√

εc − εb

)2

¿ 1, n = 0, 1, 2, . . . . (175)

De modo que cuando aumentamoskzdc el segundo t́ermi-
no dentro de las llaves en la ası́ntota (175) tiende a cero y por
tanto la curva tiende al borde derecho del intervalo (156) des-
de valores por debajo. Este comportamiento se puede apreciar
en la Fig. 15 ya que a medida quekzdc aumenta las curvas
de dispersíon conn = 0, 1, 2, 3 se aproximan a su respectivo
borde derechok = k

(r)
n+1(kz) desde valores por debajo.

Tambíen, es posible demostrar que las tres curvask =
kz/

√
εc, k = k

(r)
n (kz) y k = k

(r)
n+1(kz) que limitan a lan-

ésima curva de dispersión se aproximan una a la otra sikz

tiende a infinito.
Las aśıntotas (163) y (175) aśı como los valores umbra-

les (166) corresponden plenamente a la región (154) donde
est́a confinado el espectrok = kn(kz).
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4.2.6. Simetŕıa de los modos propios localizados

Ahora se analizará la distribucíon del campo magńetico
Hy(x) de los modos propios localizados. Gracias a que las
amplitudesB+

L y B−
R son iguales a cero, las amplitudes de

ondaC+, C− y B+
R se expresan en términos de la amplitud

B−
L a partir de la relación de transferencia (76) y la Ec. (86)

respectivamente. Debido a lo anterior la distribución (74) del
campo magńeticoHy(x) se reescribe como

HbL
y (x) = B−

L exp(κbx), (176a)

en el medio izquierdobL, donde−∞ < x 6 0;

Hc
y(x) = B−

L

{
cos (kcx) +

εcκb

εbkc
sen (kcx)

}
, (176b)

en la capac, donde0 6 x 6 dc,

HbR
y (x) = B−

L M
(T )
12 exp

(− κb[x− dc]
)
, (176c)

en el medio derechobR, dondedc 6 x < ∞.
Es f́acil notar que la distribución (176) de campo magńeti-

co Hy(x) es bastante similar a la distribución (64) de cam-
po eĺectrico Ey(x) estudiada en el caso de polarización s.
Además, se observa que en la interfaz izquierda(bL|c) donde
x = 0 las Ecs. (176a) y (176b) coinciden. Ḿas áun, se tiene
queM

(T )
12 es igual al t́ermino entre llaves de la Ec. (176b)

cuandox = dc,

M
(T )
12 = α− sen(kcdc)

= cos (kcdc) +
εcκb

εbkc
sen (kcdc) . (177)

Para probar esto, en la definición (150) deM
(T )
12 se suma y

se resta el t́ermino(εcκb/2εbkc) sen(kcdc). Despúes de sus-
tituir la expresíon expĺıcita deα−, desarrollar y reagrupar, se
obtiene el t́erminoα+ sen(kcdc). Este t́ermino se sustituye
por el t́erminocos(kcdc) que se obtiene de escribir la función
cotangente como el cociente de las funciones coseno y se-
no en la relacíon de dispersión (151). Aśı se llega finalmente
a la forma (177) de M

(T )
12 . Gracias a esto se aprecia que la

condicíon de frontera para el campo magnético en la interfaz
derecha(c|bR) dondex = dc se cumple autoḿaticamente.
Por esto las Ecs. (176) como debe ser cumplen las condicio-
nes de frontera.

Para completar la descripción de la distribucíon del cam-
po magńeticoHy(x) de los modos propios localizados es ne-
cesario saber a que es igualM

(T )
12 para cada modo propio. De

manera similar al caso con polarización s, se puede probar
que el elemento de matrizM (T )

12 es igual a la unidad sin es
par y a menos la unidad sin es impar,

M
(T )
12 = α− sen (πn + arccot[α+]) = (−1)n. (178)

Para mostrar esto se sustituye la ecuación de dispersión (152)
en el argumento de la función seno de la definición (150) del

elemento de matrizM (T )
12 . Luego se desarrolla la función se-

no de la suma que aparece en el argumento. Al desarrollar la
función seno de la suma se obtiene un términocos(πn) que
es igual a(−1)n. Despúes, se usan las relaciones entre fun-
ciones trigonoḿetricas y funciones trigonoḿetricas inversas,
aśı como la relacíon α2

− − α2
+ = 1 para factoresα±, a fin

de simplificar el coeficiente decos(πn). De esta manera se
obtiene que el elemento de matrizM

(T )
12 es igual a(−1)n.

En consecuencia de la Ec. (178) el campo magńetico de la
onda en las interfaces derecha(c|bR) e izquierda(bL|c) tiene
valores iguales siempre que elı́ndicen sea par. Mas, sin fue-
ra impar, el campo magnético en las interfaces tiene la misma
magnitud, pero signo opuesto. Por tanto, la distribución (176)
del campo magńeticoHy(x) es siḿetrica sin es par o anti-
simétrica sin es impar. Ergo, los modos propios cuyoı́ndice
n es par son siḿetricos y los modos propios cuyan es impar
son antisiḿetricos con respecto del campo magnético.

A continuacíon en las Figs. 16 y 17 se muestra la for-
ma de dos modos propios localizados dentro de la capac.
Uno siḿetrico y otro antisiḿetrico. Se escogieron los modos
localizados conn = 2 y n = 3 del caso mostrado en la
Fig. 15. An = 2 le corresponden los valoreskzdc/π = 6 y
kdc/π = 2.715. A n = 3 le tocan valores dekzdc/π = 7 y
kdc = 3.261. Para ambos modos se consideró que la ampli-
tudB−

L es positiva en las expresiones (176).
En la Fig. 16 se observa la distribución (176) del campo

magńetico Hy(x)/B−
L del modo propio localizadon = 2.

Como el ı́ndice n es par,M (T )
12 = 1 en las expresiones

(176c) y (177). En la Fig. 16 se ve que la distribución de
Hy(x)/B−

L es ḿınima en el centro de la capac, tiene dos
máximos siḿetricos cerca de las interfaces(bL|c) y (c|bR), y
decae en los medios izquierdobL y derechobR. Por lo que la
distribucíonHy(x)/B−

L (176) es siḿetrica.
En los recuadros pequeños dentro de la Fig. 16 se ve una

discontinuidad de salto de la primera derivada de la distribu-
ción (176) del campo magńetico Hy(x) en las interfaces

FIGURA 16. Distribución del campo magńeticoHy(x)/B−
L (176)

del modo propio localizadon = 2. Se uśo quekzdc/π = 6 y
kdc/π = 2.715.
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FIGURA 17. Distribución del campo magńeticoHy(x)/B−
L (176)

del modo propio localizadon = 3. Se uśo quekzdc/π = 7 y
kdc = 3.261.

(bL|c) y (c|bR). Esto, como ya se mencionó anteriormente
en el ańalisis de los modos propios simétrico y antisiḿetrico
en la Subsec.4.1, no implica que la componente tangencial
Ez(x) (69b) del campo eĺectrico sea discontinua en las in-
terfaces. Esto es debido a que el factor que multiplica a la
derivada del campo magnéticoHy(x) en la Ec. (69b) se en-
carga de compensar exactamente el valor de la discontinuidad
de la derivada en las interfaces(bL|c) y (c|bR). Sin embargo,
la componente normalEx(x) (69a) del campo eĺectrico que
es proporcional al campo magnéticoHy(x) tiene una discon-
tinuidad de salto en las interfaces gracias a diferentes valores
del coeficiente de proporcionalidad en la capac y en el medio
circundanteb.

En la Fig. 17 se grafićo la distribucíon (176) del campo
magńetico Hy(x)/B−

L del modo propio localizadon = 3.
En virtud de que el indicen es impar, la distribución de
Hy(x)/B−

L es antisiḿetrica porque el elementoM (T )
12 = −1

en las Ecs. (176c) y (177). Espećıficamente, dentro de la ca-
pa c el campo magnetico oscila, tiene dos valores máximos
positivos, dos valores ḿınimos negativos y tres ceros. Co-
mo se muestra los valores máximos y ḿınimos son de la
misma magnitud. También, los valores del campo magneti-
coHy(x)/B−

L , uno positivo en la interfaz izquierda(bL|c) y
el otro negativo en la interfaz derecha(c|bR), tienen la mis-
ma magnitud. Ḿas áun, en los medios izquierdobL y derecho
bR el campo magneticoHy(x)/B−

L , como se deduce de las
expresiones (176a) y (176c), decrece exponencialmente hasta
anularse conforme se aleja de la capac .

Una vez ḿas en los recuadros pequeños dentro de la
Fig. 17 se observa una discontinuidad de salto de la primera
derivada de la distribución (176) del campo magńeticoHy(x)
en las interfaces(bL|c) y (c|bR). Empero, como ya se ex-
plicó para el modo propio siḿetrico, la componente tangen-
cial Ez(x) (69b) del campo eĺectrico es continua en las inter-
faces. Por otro lado, la componente eléctrica normalEx(x)
(69a) que es proporcional al campo magnético Hy(x) tiene
una discontinuidad de salto en las interfaces.

Como complemento a las Figs. 16 y 17, en las Figs. 18 y
19 se grafićo la dińamica temporal de la parte real del campo
magńetico ~H(x, z, t) descrito por las Ecs. (67b) y (176) para
varios valores del tiempot de los modos propios siḿetrico
con indicen = 2 y antisiḿetrico conn = 3, respectiva-
mente. Los paneles (a) de las figuras corresponden al punto
temporal inicialt = 0. Los paneles (b) se obtuvieron con el
tiempot = T/4, dondeT = 2π/ω es el periodo de la onda
electromagńetica. El campo magnético en los paneles (c) se
realiza para el tiempot = T/2. Los paneles (d) corresponden
al tiempot = 3T/4. Cuando se completa el ciclo ent = T
la parte real del campo magnético ~H(x, z, t) coincide nueva-
mente con la mostrada en los paneles (a). Como se observa en
las Figs. 18 y 19 el campo magnético ~H(x, z, t) se propaga
oscilando dentro de la capac y decae en los medios izquierdo
bL y derechobR.

Con ayuda de las Ecs. (69), la simetŕıa del campo eléctri-
co del modo propio localizado de polarización p est́a direc-
tamente relacionado a la simetrı́a de su campo magnético.
De acuerdo con la relación (69a), la componente eléctrica
Ex(x) transversal a las interfaces, es proporcional a laúnica
componente magnéticaHy(x) dada por la distribución (176).
En consecuencia, sus simetrı́as coinciden: para números pro-
piosn pares, tantoHy(x) comoEx(x) resultan ser siḿetricos
en funcíon de la coordenadax, mientras que paráındicesn
impares son antisiḿetricos. Por el contrario, la componente
eléctricaEz(x) longitudinal a las interfaces y definida por la
Ec. (69b), est́a asociada con la primera derivada deHy(x).
Por lo tanto, la simetrı́a de la componente eléctricaEz(x)
debe ser opuesta a la simetrı́a del campo magńeticoHy(x):
el campo siḿetrico Hy(x) da lugar al campo antisiḿetrico
Ez(x) paraı́ndicesn pares y viceversa para números propios
n impares.

5. Resumen

Se estudiaron los modos propios electromagnéticos localiza-
dos en una capa dieléctrica rodeada por medios dieléctricos
semi-infinitos (vea la Fig. 1). A partir del formalismo de la
matriz de transferencia, se calculó anaĺıticamente la relación
de dispersíon y la distribucíon de campo electromagnético de
los modos localizados. Las polarizaciones lineales s y p, fun-
damentales para las ondas electromagnéticas, se analizaron
por seraparado. Un resultado importante que se obtuvo es que
las condiciones generales para la existencia de modos locali-
zados no dependen de su polarización [compare el conjunto
da las Ecs. (25) – (27) con las Ecs. (86) – (88)].

En el caso de polarización s se encontró que para
dieléctricos no magńeticos existe un ńumero infinito de mo-
dos localizados si se cumple que la permitividad de la capa
dieléctrica sea positiva y mayor que la permitividad del me-
dio circundante. Adeḿas, las curvas espectrales, presentadas
en la Fig. 3, que describen a los modos propios localizados se
encuentran entre dos lı́neas de luz que se obtienen a partir de
la permitividad de la capa dieléctrica y del medio circundan-
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MODOS ELECTROMAGŃETICOS LOCALIZADOS 31

FIGURA 18. Parte real del campo magnético ~H(x, z, t) (67b), (176) del modo propio localizadon = 2: a) corresponde al tiempot = 0, b)
t = T/4, c) t = T/2, d) t = 3T/4. Para este modo propiokzdc/π = 6 y kdc/π = 2.715.

te. Más áun, los modos propios tienen un valor umbral (54)
a partir del cual inician. Dicho valor está sobre la ĺınea de
luz del medio circundante. Este valor del umbral de los mo-
dos propios localizados se calculó anaĺıticamente y coincide
con el valor encontrado mediante la solución nuḿerica de la
relacíon de dispersión. Porúltimo, se estudío la simetŕıa de
los modos electromagnéticos localizados dependiente de su
númeron = 0, 1, 2, 3, . . .. Se observ́o que sin es par los mo-
dos propios son siḿetricos con respecto del campo eléctrico.
Por el contrario, cuandon es impar los modos propios son
antisiḿetricos. Estas propiedades de simetrı́a se ilustran en
las Figs. 4-7.

Para polarización p se encontraron dos tipos de modos lo-
calizados principalmente diferentes. El primero se debe a que
existe solucíon para la relación de dispersión cuando la per-
mitividad del medio circundante es positiva y la permitividad
de la capa dieléctrica es negativa. Cabe mencionar que en po-
larizacíon s la relacíon de dispersión no admite solución bajo
esta suposición acerca de las permitividades. No obstante, en
este caso ya no se tiene un número infinito de modos propios
localizados. Solamente hay un modo electromagnético loca-
lizado cuyo espectro es muy complicado (vea las Figs. 10, 11
y 14) ya que depende del signo de la diferencia entre el va-
lor absoluto de la permitividad de la capa dieléctrica y de la
permitividad del medio circundante. Lo que ocurre es que la
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FIGURA 19. Parte real del campo magnético ~H(x, z, t) (67b), (176) del modo propio localizadon = 3: a) corresponde al tiempot = 0, b)
t = T/4, c) t = T/2, d) t = 3T/4. Para este modo propiokzdc/π = 7 y kdc = 3.261.

relacíon de dispersión general (88) se divide en dos relacio-
nes de dispersión diferentes (96). Una de ellas corresponde
al modo propio localizado con el campo magnético siḿetri-
co (Fig. 8), mientras que la otra al campo magnético anti-
simétrico (Fig. 12). En el caso del modo localizado simétrico
existen dos subcasos que se determinan por el signo de una
caracteŕıstica de gran importanciaεred que se introdujo en la
Ec. (100) llamándola permitividad eléctrica reducida. Siεred

es negativa, el espectro del modo localizado simétrico que
se muestra en la Fig. 10 está acotado por la lı́nea de luz que
se obtiene a partir de la permitividad del medio circundante.
Además, existe un punto en el plano de fase (108) en don-
de termina el espectro de este modo localizado simétrico. El
cálculo anaĺıtico de este valor coincide con el valor númeri-

co encontrado mediante la solución nuḿerica de la relación
de dispersíon. Ahora bien, siεred es positiva la curva espec-
tral del modo localizado siḿetrico (vea la Fig. 11) está aco-
tada entre dos lı́neas de luz caracteristicas. Una se obtiene a
partir de la permitividad del medio circundante y la otra se
define por la permitividad reducidaεred. Al analizar el modo
localizado antisiḿetrico se encontró que existe solución a la
relacíon de dispersión de este modo solo siεred es positiva.
A diferencia del modo siḿetrico, el espectro del modo anti-
simétrico, presentado en la Fig. 14, inicia de un valor umbral
(133) y est́a por debajo de la lı́nea de luz definida porεred. Los
valores del umbral encontrados numérica y anaĺıticamente a
partir de la relacíon de dispersión coinciden.
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El segundo tipo de modos propios localizados con pola-
rización p es bastante similar al estudiado en polarización s.
Especificamente, existe solución para la relación de disper-
sión cuando la permitividad del medio circundante y la per-
mitividad de la capa dieléctrica son ambas positivas. Hay un
número infinito de modos electromagnéticos localizados si la
permitividad de la capa dieléctrica es mayor que la permitivi-
dad del medio circundante. También, ocurre que las curvas
espectrales que describen a los modos propios localizados
(véase la Fig. 15) se encuentran entre dos lı́neas de luz de-
finidas por la permitividad de la capa dieléctrica y del medio
circundante. Adeḿas, se encontró que el valor umbral de los
modos propios no depende de su polarización en virtud de
que las definiciones del umbral (166) para la polarización p
y (54) para la polarización s coinciden. Finalmente, se estu-
dió la simetŕıa de los modos electromagnéticos localizados.
Como puede verse de las Figs. 16–19, cuando el número de

modon = 0, 1, 2, 3, . . . es par los modos propios son simétri-
cos y sin es impar los modos propios son antisimétricos con
respecto del campo magnético.
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de Investigacíon y Estudios de Posgrado, Benemérita Uni-
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ponse of a layered high-temperature superconductor slab,Low
Temperature Physics44 (2018) 1272,https://doi.org/
10.1063/1.5078611 .
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Excitation of weak and strong guided waves in a semiconductor
slab and their strong coupling with confined magnetoexcitons,
Phys. Rev. B105 (2022) 245309,https://doi.org/10.
1103/PhysRevB.105.245309 .

Rev. Mex. Fis. E21020220

https://doi.org/10.1515/9781400835676�
https://doi.org/10.1515/9781400835676�
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.84.224512�
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.84.224512�
https://doi.org/10.1063/1.5078611�
https://doi.org/10.1063/1.5078611�
https://doi.org/10.1063/10.0001058�
https://doi.org/10.1063/10.0001058�
https://doi.org/10.1063/1.4977740�
https://doi.org/10.1063/1.4977740�
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.97.024510�
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.97.024510�
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.64.2499�
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.64.2499�
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.3314�
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.3314�
https://doi.org/10.1063/1.1517714�
https://doi.org/10.1063/5.0011533�
https://doi.org/10.1063/5.0011533�
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.105.245309�
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.105.245309�

