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En este trabajo se presenta un estudiwite detallado sobre los modos propios electrongtigns localizados en una capa éittica que

est rodeada por medios dégdtricos semi-infinitos. La relamn de dispergin y la distribucdbn de campo electromagtico de los modos

propios localizados se calcularon y se analizaron aplicando el formalismo de la matriz de transferencia. Para el estudio de este sistema ¢
emplearon las polarizaciones lineales de la luz s y p. En ambos casos, existmero nnfinito de modos propios localizados cuando la
permitividad de la capa diettrica tiene signo positivo y es mayor que la permitividad del medio circundante. Por el contrario, cuando la
permitividad de la capa diettrica es negativa, solo hay un modo propio electroretigm localizado. Estéltimo ocurrelinicamente para

el caso de polarizagn p. El espectro de este modo propio localizado depende no solo del signo negativo de la permitividad de la capa, sino
tambien de la diferencia entre el valor absoluto de la permitividad de la capa y la permitividad del medio adyacenés, Adatiscute la

simetiia de los modos propios electromagjoos localizados.

Descriptores: Enséianza de laisica; electromagnetismo; ondas localizadas.

The localized electromagnetic eigenmodes in a dielectric slab, sandwiched between two semi-infinite dielectric media, are theoretically
studied. The transfer matrix formalism is applied for deriving the dispersion relation and electromagnetic field distribution of the localized
eigenmodes for both s and p polarization of light. There is an infinite number of localized eigenmodes when the permittivity of the slab has
positive sign in either s or p polarization. The latter occurs if the permittivity of the slab is greater than the permittivity of the surrounding
media. In contrast, when the slab has negative permittivity there is just one localized electromagnetic eigenmode only for the p-polarization.
In his case, the spectrum of the localized eigenmode is determined not only by the negative sign of the slab permittivity, but also by the
difference between the permittivity absolute value for the slab and the permittivity of the surrounding medium. In addition, the symmetry of
the localized electromagnetic eigenmodes is discussed.
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1. Introduccion rimentales que se han empleado para generar y medir ondas
localizadas.
La propagadn de ondas electromagicas en diferentes me- El libro [1] tiene un cafiulo donde comenta los prime-

dios es un tema de gran importancia en la electédina. ros trabajos en que se utitizl ttrmino onda localizada. En

Uno de los problemas fundamentales consiste en estudiar éste libro se abordan desde cardstaras generales de las

propagadn de ondas electromagiiicas a traés de una capa ondas localizadas hasta sus aplicaciones en diferantes

que esh rodeada por los lados izquierdo y derecho de difede la fisica como aigstica, me&énica yoptica por mencionar

rentes medios. Un grarimero de aftulos y libros de tex- algunas.

to analizan este problema modelo porque se pueden estudiar gp el libro [2] se lleva a cabo un afisis detallado sobre la

analticamente diferentes propiedades electrorétigas. Por  teqfia y los experimentos de ondas localizadas, y hace men-

ejemplo, la transmisi, la reflexon, la absordn, las ondas  cjon de las posibles aplicaciones en difererétesas como

electromagaticas propias, eétera. optica, medicina o el desarrollo de comunicaciones seguras.
En el problema modelo existe un caso especial de orifambin tiene un capulo dedicado a ondas monocratitas

das electromagaticas propias que tienen un comportamien-localizadas en cristales fimticos.

to inusual. Tal comportamiento consiste en que dichas ondas Uno de los netodos mas Gtiles para resolver problemas

pueden propagarse dentro de la capa y son evanescentesg@propagaéin de ondas es el de la matriz de transferencia.

los medios que rodean a la capa. Por lo anterior, estos modes, e libro [3] se estudia en detalle este formalismo y se apli-

propios se llamamodos propios electromagticos localiza-  ca a diferentes problemas modelo. En particular, uno de sus

dos caftulos contiene la dedudm y estudio de los coeficien-
Para conocer &s acerca de las ondas localizadas se puedes de transmiéin y reflexbn de una capa diettrica rodeada

den consultar algunos libros como [1, 2] que estudian de mgor un dieéctrico. AH, se analiza el caso en que ambos tienen

nera general y hacen una redisihisbrica sobre este tema. permitividad ekctrica y permeabilidad magtica constantes,

En estos libros [1, 2] se mencionan diferentssicas expe- y se aborda el tema de los modos propios localizados dentro
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de la capa diéctrica. Sin embargo, solo se calcula larélaci calizados coincidan con las frecuencias propias de los ex-
de dispergin para el caso de polarizaais y no profundiza citones y, como resultado, se logre un acoplamiento fuerte
en el ailisis de los modos propios localizados. En contrasteentre los modos electromagficos de la cavidad y los exci-
en el presente ddulo se estudian en detalle tanto la polari- tones confinados en el pozoésico. El acoplamiento fon-
zacbn s como la p. exciton fuerte tamtén se observa en microcavidades forma-

De acuerdo con los trabajos [4-8] los modos electrodas por capas laterales de metal [12]. En el caso de microca-
magreticos localizados taméi se pueden excitar y propagar vidades semiconductoras con poz@utico en presencia de
en capas de superconductores laminados de alta temperatura campo maggtico cuantizante, recientemente se ha pre-
critica cuya respuesta electromégjoa, en el rango de fre- dicho un acoplamiento fuerte entre magnetoexcitones confi-
cuencias de terahertz (THz), se describe con el tensor de p#rados y los modos electromagitos localizados [13]. En la
mitividad para un medio aréropo uniaxial. Al incremen- referencia [14], se consideuna capa de semiconductor ubi-
tar la frecuencia de la onda, el valor principal de este tencada entre dos prismas separados por dasylas ya sea de
sor, correspondiente a la diregniperpendicular a los planos dieléctrico o de metal. Los espectros de rebexiransmisin
superconductores, cambia de signo negativo a positivo en jaabosrobn para tal sistema en un campo méiigo cuanti-
frecuencia de plasma de Josephson. En la referencia [4] g@ante mostraron una estructura resonante asociada con la ex-
demostb que en la geomét de polarizacin p y de planos citacion de modos electromagticos localizados en la capa
superconductores internparalelosa las superficies de la ca- semiconductora que ést fuertemente acoplados a los mag-
pa, existen dos ramas de ondas de superficie, una por deb#jetoexcitones confinados. Cabe mencionar que efikiste
de la frecuencia de plasma de Josephson, mientras que la otrabajo, los alculos de las relaciones de dispérsas como
aparece por encima dsta. Aderas, existe un conjunto dis- 10s espectro$pticos se llevaron a cabo con eétodo de la
creto de modos de gmde onda con campos electroméagin ~ matriz de transferencia. Adicionalmente, se denfogtre el
cos oscilando a lo largo del espesor de la capa y decayendégimen de acoplamiento fuerte entre magnetoexciontesy los
exponencialmente hacia afuera de la capa superconductorapdos electromagticos localizados se logra incluso cuan-
La estructura del espectro de los modos propios depende dé&d las ondas e&h cebilmente localizadas, es decir, cuando la
cociente entre las constantes dwticas del medio externo capa diekctrica dentro de la microcavidad es rodeada por un
y del medio aislante que separa los planos superconductorggedio dieéctrico de menor permitividad.

Los modos electromagticos propios pueden excitarse me-  El presente trabajo tiene un objetivo educativo: profun-
diante el uso de le&etnica de reflexin total atenuada, dando dizar en el estudio de los modos propios electroratigos
lugar a la supreén total de la reflexin especular. Si la ca- |ocalizados en una capa dietrica usando el formalismo de
pa se encuentra entre dos medios coimaiice de refracén  |a matriz de transferencia. Agse analiza el caso#s simple
alto, la excitaddn de los modos localizados es acofigda  de este problema fundamental que consiste en suponer que la
de un incremento notable en la transis{feromeno cono-  capa y los medios que la rodean son medio®dtetos con
cido como frustradn de la reflexdn total interna), dscomo  permitividad eéctrica y permeabilidad magtica constantes

de una pequ@a absordin que es debida a laglidas de (Sec. 2). Tamfin, se supone que los medios a la izquierda y
enerda [6]. En los trabajos [7, 8] se apticel metodo de la  a la derecha de la capa tienen la misma permitividadte+
matriz de transferencia para estudiar la rélacile disper- cay permeabilidad magtica, es decir, la capa désitricac

sion y la excitaddn de modos electromagticos localizados est inmersa dentro de un medio dietricob. En las Secs.

en una capa con planos internos superconducpmgmendi- 3y 4, se obtienen las relaciones de disgersie las ondas
cularesa sus superficies. Para este estudio, se didimbén  |ocalizadas en la capa ¢ para polaribacs y polarizadn

una &cnica de excitadbn basada en el rompimiento de la re- p, respectivamente. Ambas relaciones de disperson \ali-
flexion total interna mediante el uso de dos prismas. Se detas para cualesquiera valores de permitividad y permeabili-
mosto que las curvas de dispeeide los modos localizados dad del medid y la capac. Para el adlisis detallado de los
son amontonas y su excitadn resonante da lugar a absor- modos propios localizados la permitividad del megdse fija

cion total y a la supresi de la reflexdn especular. con signo positivo tanto en polarizaoi s como en polariza-

El estudio del acoplamiento resonante de modos electra@ion p. Mientras que la permitividadégdtrica de la capaera
magreticos localizados con diferentes cuasifgaitas en he-  positiva, o bien, negativa. En el caso donde las permitividades
teroestructuras de materialgsidos es un tema de gran in- del mediob y la capac son positivas, existe urimero infini-
terés actualmente. Aspor ejemplo, en los trabajos [9—11] to de modos propios localizados. Lo anterior no depende de
y en las referencias altitadas se ha estudiado el acopla-la polarizacdn y ocurre si se cumple la condici de que la
miento de ondas electromagjitas localizadas con excitones permitividad de la capa sea mayor que la permitividad del
(parejas de eledtn y hueco ligados) dentro de microcavida- mediob. El arélisis de los modos propios localizados es simi-
des semiconductoras@uticas. Dichas microcavidadesast lar en ambas polarizaciones. Por el contrario, cuando la per-
formadas por una capa déeltrica 0 semiconductora que con- mitividad del medid es positiva y la de la capees negativa
tiene un pozo cantico semiconductor y es cubierta por dosambas polarizaciones dan diferentes resultados. Para el caso
espejos de Bragg. La microcavidad se puedefidistal que de polarizadn s se observa que no existen modos propios lo-
las frecuencias propias de los modos electroraigos lo-  calizados en la capa Pero el caso de polarizéci p es nas
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sofisticado. En polariza@h p existe un modo propio electro- en la interfaz izquierdéb;, |c) con amplitudB; y una onda
magretico localizado que tiene un espectro muy complicadoplana reflejada por la interfaz izquierda, |c) con amplitud
Esto porque el espectro depende tanliel signo de la di- B; . Naturalmente la onda con amplitllfq* se denomina on-
ferencia entre el valor absoluto de la permitividad de la capaa incidente y la onda cuya amplitud B§ se denomina on-
¢y la permitividad del medid. Todo el a@lisis correspon- da reflejada. Dentro de la capal campo electromagtico
diente se muestra en este trabajo educativo. Finalmente, sensiste de la superpogici de dos ondas electromdiitas
estudia la simeta de los modos propios localizados: en po-planas con amplitudeS+ y C~. De manera similar al me-
larizacbn s con respecto al campaetrico y en polarizaéin  dio by, en el medidr se tienen las ondas electroméatoas
p con respecto al campo magito. Los resultados generales planas incidente y reflejada en la interfaz dereefia;) con
de nuestra investigam se pueden encontrar en el ResumenamplitudesB;, y B}, respectivamente. Todas estas ondas se
Creemos que este trabajo puedeigédpara estudiantes observan en la Fig. 1.
de licenciatura o posgrado,iaomo pvenes investigadores Los mediosby, y bg tienenpermitividad eéctricae;, y
en elarea de isica, particularmente hispanohablantes, en virpermeabilidad maggtica ;.,. Mientras que la placa posee
tud de que eétescrito en esjil. permitividad eéctricas. y permeabilidad magdsica.. Las
permitividades; y . as como las permeabilidades vy .
y son constantes. Blumero de ond&n los medio$;, y by se
2. Formulacion del problema denota potk,,. En la capa: el nimero de ondae representa
por k.. La permitividad edctrica y permeabilidad magtica

El sistema de estudio consiste de una cap&digtac de es-  sq relacionan con elmero de onda en cada medio mediante
pesord,. rodeada por un medio dégtricob como se muestra |55 ecuaciones

en la Fig. 1. La pordin de dieéctricob que esk a la izquier-

da de la capa diéttricac se denota pob;,, mientras que la b, Mo, Ky = \/k2epup — k2, (1a)
porcion de diekctricob que se encuentra a la derecha de la
capa diedctricac se etiqueta pai. €c, Mo, ke =+/k%ecpc — k2, con

Debido a lo anterior se forman dos interfaces planas entre k= w/e. (1b)

la capac y el medio circundanté. El sistema de coordenadas

se escoge tal que el ejees perpendicular a las interfaces y el Aqui, k. es la componente del vector de onda tangencial a
eje z es paralelo a ambas interfaces planas. De acuerdo cdas interfacesy es la frecuencia de la onda electroméiiza

la eleccon del sistema de coordenadas, que se muestra enggana yc es la velocidad de la luz.

Fig. 1, la primera interfaz estal inicio de la capaenx = 0 El campo electromaggtico en los mediok;,, ¢y br obe-

y se denota comimterfaz izquierdgb, |c). La segundainter- dece las ecuaciones de Maxwell. Como en los medios no
faz esh al final de la capaenz = d. y se denomina como existen corrientes ettricas, las ecuaciones de Maxwell tie-

interfaz derechdc|bg). nen la siguiente forma general
En los medio9 y dentro de la capa el campo electro- .
magréetico se modela mediante ondas electrongsigas pla- VxF— _}373 (2a)
nas. En el medié;, a partir de una onda plana que incide cot’
- 10D
3 VxH= T (2b)
Medio by, (e, ub) ACapac Medio bg (b, fib) V-B=0, (2c)
{Eeni) .
La Ec. Ré) se llamaley de Faradayla ley de Faraday re-
= laciona el rotacional detampo ekctrico E con la deriva-
Bi 7é 0 «— C — B, = da parcial respecto del tiempo deit@uccibn magréticaﬁ.
La ecuaddn que relaciona el rotacional delmpo magéatico
j \ H con la derivada parcial respecto del tiempo dietplaza-
mientoD se conoce comtey de Ampre-Maxwell(2b). La
Ec. (20) se conoce como ley de inexistencia de monopolos
= magreticos o ley de Gauss para el magnetismo. Finalmen-
= d, > te la Ec. l2d) se denomindey de GaussAdicionalmente, el
x=0 x=d, campo ekctrico E' y vector desplazamientd, as como, el
Interfaz Interfaz campo magatico H e induccén magiticaB se relacionan
(brfc)  (clbr) sedin las ecuaciones

FIGURA 1. Capa diekctrica,c, rodeada por un medio dédtrico,b. _ S _
D =¢cFE, B =puH. 3)
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Como no existen densidades superficiales de corriente ekt a lo ancho de la capeen0 < z < d.. El tercero est a
campo electromagatico debe ser continuo al atravesar las in-la derecha de la caph < = < oo en el mediobi. En ca-
terfaceg(b. |c) y (c|[br). Esto significa que existen dos condi- da uno de los intervalos anteriores los campésteto E y
ciones de frontera, a saber, la continuidad de las componentemgretico H son de la forma presentada en las ES. (
tangenciales a las interfaces de los vect(EeysH Los medios a la izquierda, y a la derechay, de la capa
) se denotan porb indistintamente. Cuando sea necesario es-
pecificar a que medio se refiere, si al de la izquierda o al de
Estas condiciones de frontera deben satisfacerse tanto enléaderecha, usaremos los sutlicesL y R respectivamente.
interfaz izquierd&gby |c) enz = 0 como en la interfaz dere- Como se menciagn anteriormente el campo electro-
cha(c|br) enz = d.. magretico en los medios;, ¢ y br obedece las ecuaciones
En el caso de ondas electromatinas planas se estudian de Maxwell 2) para un medio sin corrienteésitrica. A par-
dos polarizaciones lineales independientes y de tal modo funir de la ley de Faraday2é) se encuentra la reldmi entre el
damentales, a saber, polarizati y polarizadn p. Se cono- campo gbctricoE y la induccbn magréaticaé.
ce como polarizadin s el caso cuando el campéetrico es Primero, el rotacional del campoéetrico E tiene com-
orientado en la direcoin perpendicular al plano de inciden- ponentes e y z. La componenter es proporcional ala
cia. El plano de incidencia es el plano que contiene al vectoierivada parcial respecto dele la componenté?b ¢(x) del
normal a la superficie radiada y al vector de propa@ade la  campo ebctrico. La componente es propormonal a la deri-
onda. La polarizadin s tamb&n se conoce como polarizéni  vada parcial de la componen&f; ) del campo edctrico
TE (Transversal Ectrica). De acuerdo con la Fig. 1 el plano regpecto der. Segundo, dado que Ios camposattico £ y
de incidencia es el plane: y para el caso de polarizétis  magretico 7/ dependen del tiempo de manera énica 5),
el campo eictrico est en la direcdin del ejey. _ la derivada parcial respecto del tiempo es proporcional a la
Por el contrario, si ocurre que el campo mMAD  frecyenciaw. Se sigue que la derivada parcial respecto del
esh orientado en la direan perpendicular al plano de in- tiempo de la inducéin magiética 3 tambgn es proporcio-
cidencia se conoce como polarizawip 6 polarizachn TM  ng) 4 |a frecuencia. Por lo anterior el rotacional del campo
(Transversal Maggtica). De acuerdo con la Fig. 1, en el casogjactrico £ y la derivada parcial respecto del tiempo de la

de polarizadn p el campo maggtico esh en ladirecédndel  jnquccibn magética se escriben como
ejey.

Et = continuq Ht = continua

Las ondas electromagticas planas, en general, se escri- dEb* () T

ben como ondas con polarizanis, como ondas con polari- V x Ebe — ( — iszz,C(x)’ 0, y)
zacbn p o como ondas con una combir@atde ambas polari- dx
zaciones. Por esto es suficiente analizar ambas polarizaciones . .

A x exp(ik,z — iwt), (6a)
por separado como se presenta a contirfuaci

T
1 dBbe be

3. Polarizacbn s ¢ or ke (H (@), 0, H*()
Primero se considera un campo electron&igo mono- x exp(ik,z — iwt). (6b)

cromatico de frecuencia con polarizaddn s. En este caso,

el campo edctrico £ es en la direcdén del ejey. Mientras Al igualar las Ecs.6) se obtiene exptitamente la forma de
que, el campo magtico A tiene componentes en las direc- |as componentes y ~ del campo maggtico F”(z) en los
ciones de los ejesy =. La forma del campo éttricoE y del  mediosb y la placac. En donde, la componenté®<(z) del
campo mageUcoH corresponde a una onda electrom@in  campo magético en el medid o en la capa: es proporcio-
ca plana que se propaga a lo largo de la ecaes decirenla nal a la component&?-(z) del campo eictrico. Mientras
direccin positiva del eje;, que la component&®<(z) es proporcional a la derivada de

. T la componentds! ©(z) respecto de:. Esto es
E(z,z,t) = (O,Ey(ac),()) exp(ik,z — iwt), (5a)
-k,

. T HY(x) = —=E)° 7a

H(z,z,t) = (Hm(x),O,Hz(x)) exp(ik,z —iwt). (5b) 2@) = kppe Y (), (72)
El supeindiceT' en las expresiones anteriores y en adelan- be 1 dEf}’C(I)

o . . H)(z) = - — (7b)
te indica la operadin de transposion del vector rengin. z ikup,.  dr
Es decir, el campo éttricoE' y el campo magético H son
vectores columna pero se escriben como vector éertghns- De manera similar, a partir de la ley de Aatp-Maxwell
puesto para una mejor presentaci (2D) se obtiene otra relamn entre las componentes del cam-

Debido a la presencia de la capas conveniente definir po magre'ucoH y la componente del campogetricoE. La
tres intervalos a lo largo del eje El primero esh a la iz- componenteg del rotacional del campo magtico es igual a
quierda de la capaco < x < 0 en el medid;,. El segundo  la derivada parcial respecto dede la componentéf®<(z),
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menos la parcial respecto dede la componentd]?(z).

La derivada parcial del desplazamientécttico respecto del
tiempo es proporcional a la frecuenciadebido a la depen-
dencia arrnica de los campos). Lo anterior se escribe

como
de c T
V x H" = (o, ik, H>(z) — Z(Cﬂ),())
dz
x exp(ik,z — iwt), (8a)
19D !
’ _ . b,c
o = —tkep,c <O, E, (z), 0)
x exp(ik,z — iwt). (8b)

Igualando la componentgede las expresione8)y simplifi-
cando se llega a la ecuéai

dHY* (x)

o )
Luego, sustituyendo la forma exgpika de las componentes
Hb<(x) y Hb¢(x) del campo maggtico [7) en la igual-
dad ) se obtiene la ecuam de onda para la componente
E%<(x) del campo edctrico
2

< d + kic)

e (20)

En donde, el amero de ond&,. dentro de la capaesh da-
da por la Ec./1b). El nimero de ond#; en los medio® es
imaginario y de la forma

ik, HY(x) = —ikebchZ’c(x).

b,c _
E,¢(z) = 0.

ky =iKkp CON Ky = (k’z — kQ/J,bEb) /2 >0, (11)

observe que a partir de esta transforroaei, es de valor real
Yy positivo.

El campo ekctrico en las tres regiones del espacio debe

cumplir con la ecuaéin de ondal10). Adenas, las compo-
nentes del campo magtico tienen la forma presentada en las
Ecs. [(). Por tanto, es necesario conocer como se relacion
estos campos en las interfaces del sistema. Estagrlaei
deriva a patrtir de las condiciones de front&tpde las ecua-

ciones de Maxwell. Las condiciones de frontera de las ecua- Bg + B = C" exp(iked:) + C~ exp(—ikcd.)

ciones de Maxwell4) implican la continuidad de las compo-

nentes tangenciales a las interfaces del sistema de los campos H;

eléctrico y magetico. Las componentes del campéatti-
CO Yy magiitico tangenciales a las interfaces sl@@]c(:z) y
Hb%<(x) respectivamente.

A partir de la ecuaéin de onda0) y de la Ec.[7b) se
obtienen las component@vc(x) de los campos éttricos y
las componentefl () de los campos mag@ticos respec-

en el medio izquierdéy,, donde—oco < z < 0
Eg(z) = CT exp(ikex) + O exp(—ikex),

HE(x)

(12¢)

(&)

= ku(

[CJ“ exp(ik.z) — C~ exp(—ikcx)} , (12d)

en la capa, donde0 < x < d,.

ESR (z) = Bf; exp (iky[z — d.])

+ By, exp ( — ikylz — d.)), (12e)
br(g) = % {BE exp (iky[z — d.])
— By exp (— iks[z — dc])} : (12)

en el medio derechbg, donded, < = < .

Debido a que el imero de ond#; es una cantidad ima-
ginaria [L1), la onda con amplitud3; decrece de izquierda
a derecha, mientras que la onda con amplifjddecrece de
derecha a izquierda. De manera similar, la onda con ampli-
tud B}, decrece hacia la derecha y la onda con amplijid
decrece hacia la izquierda.

Ahora bien, evaluando las componentes tangenciales
E}<(x) del campo ddctrico y HY“(x) del campo mageti-
co (12) en las interfaceéby|c) enx = 0, (bgr|c) enx = d.
y aplicando las condiciones de frontera se obtienen las ecua-
ciones que relacionan las amplitudes de las ondas en las tres
regiones del espacio dadas por

ES(0)=El*(0) - Ct+C~ =B} +B;, (13a)
H(0) = HZ*(0) — C* = C~
- /Lckb +  p-
=t Bf - B, (13b)
&n lainterfazby,|c) dondex = 0,
bR — C
; (13¢)
br (de) = H;(d.) —
+ e ke oy ;
B Bp=11p [CF exp(iked.)
— O exp(—iked.), (13d)

en la interfazc|bgr) dondex = d..

tivamente. Las componentes tangenciales de los campos en |as relaciones(3g y (13b) corresponden a la interfaz

las regiones a la izquierda de la capa, dentro de la cgma

la derecha de la capa, tienen la forma siguiente
ESL (z) = B} exp(ikyr) + By exp(—ikpz), (12a)
ky

HY2) =

BY exp(ikyx) — B exp(—ikbx)} . (12b)

(br|c) para el campo éktrico y magetico respectivamen-

te. Se reescriben en la forma de la matriz de transferencia
siguiente

C+
c-

Bf

()
)= (5

(14)

( )

L
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La matriz M (®¢) se llama matriz de transferencia. Esta ma-

triz describe la transferencia de ondas&vés de la interfaz
(br|c), espedicamente desde el medig, hasta la capa.
Esta reladn transforma la amplitué;” de la onda incidente
y la amplitud de la onda reflejads; que esin en la interfaz
(br|c) del lado izquierdo, en la amplitud incidené vy la
amplitud de la onda reflejadat del lado derecho de la inter-
faz (by|c) como puede verse en la Fig. 1. La forma éciph
de la matriz de transferencid () es

ck ok
14 Helo oy Hel
M(bC) — 1 Mbkc ,U/bkc
2 peky T
1-— 1+
.ubkc ,U'bkc

det M) = ey / ppke. (15)

Las Ecs./13¢) y (130) se reescriben en forma de la ma-

triz de transferencia para la segunda interfaz de una forma

mas complicada

B a oy ey [ CT
—_ nyed) pyp(e)
( )—M M ( o- )

Bg
Esta reladn contiene las matrices de transferentid) y
M () La matriz de transferenci®/ () es responsable de la
propagadn libre de las ondas dentro de la cap&spetfi-
camente desde el lado derecho de la inteffazc) hasta el
lado izquierdo de la interfaiz:|br). Es una matriz diagonal.

S+

(16)

Los elementos diagonales de la matriz representan el desplg
zamiento de fasé.d. que adquiere la onda al pasar por la

capac de espesad...

O — (

det M1 = M M) — MM = 1.

exp(ikcd.)
0

0
exp(—iked.)

).

Ya que su determinantiet /() vale uno, la matri/ ) es
unimodular. Luego, la matriz de transferengié®) tiene la
forma siguiente

17

ke ke
. 1+ Kb 1— Moy
M(Cb) i ek ek
11— Mbkc 1+ ,U/bkc ’
,uck'b ,Ufckb

det M) = pyke/ pcks. (18)

La matriz M (<)
traves de la interfaZc|br). Espeéficamente desde la capa
¢ hasta el medio derechg;. La matriz M (<®) tiene la mis-

ma estructura que la matriZ (9. Ambas matrices pueden

J. G. MEDRANO, F. EREZ-RODRGUEZ Y N. M. MAKAROV

se obtiene la reladh de transferencia total de una onda a
través del sisteméy, |c|bR).

By \ _ vy (B
( By ) M B ) 20
NI = Nped (@) ) (200)

Esta reladn transforma las amplitudes de las ondas inciden-
te B} y reflejadaB; del lado izquierdo de la interfaay,|c)

en las amplitudes de las ondas incideBtg y reflejadaBE

del lado derecho de la interfdz|br). La matriz de trans-
ferencia totald/(T) (20K) es resultado del producto de tres
matrices. Los elementos de la mathi”) son

M) = cos(ked,) + vy sen(ked,), (21a)
MD) = a_ sen(k.d.), (21b)
M = —a_ sen(k.d.), (21c)
M) = cos(ked,) — vy sen(ked,), (21d)
en donde
ot = % (Zifzz ZZZ) ) a? — ozi =1 (22

Como la matriz de transferencia toi@I(T) proviene del pro-
ucto de las matrices/(<*), M1(<) y M) su determinante
es igual a uno. Esto se ve directamente dedjue\/ (") =
1/ det M) y de que la matri2/(¢) es unimodular. Por tan-
to el producto de los tres determinantes es igual a uno
det M) = det MY det M) det M) =1.  (23)
A partir de la reladdn de transferencia toté2Q) se escri-
ben las ecuaciones que relacionan las amplitudes de las ondas
externas a la capa
T T —
1 )BIT + M1(2)BL7

B} = M| (243)

By = M{P Bt + M} By (24b)
Para que existan ondas localizadas en la eajgde cumplir-
se que las amplitudes de las ondas incidentes a las interfaces
sean iguales a cero. EstoBg = 0y By = 0. Lo anterior

describe la transferencia de las ondas &g gebe a que las ondas no deben propagarse en la @irecci

perpendicular a las interfaces y las ondas con amplitiifes
y By no tienden a cero conforme— Foo respectivamente.
De acuerdo con lo anterior, la E24g toma la forma

obtenerse una a partir de la otra, mediante el remplazo de I%?guiente

indicesb < c. Ademas, son inversas una de la otra
NI = jpe™ (19)

Se sigue que, al sustituir la primera refatde transferencia
(14) que corresponde a la interfélz; |c), en la segunda rela-
cion de transferencid€) que pertenece a la interfézlbr),

Rev. Mex. Fis.

Bt =MD B;. (25)

Esto significa que la amplitud de la ond®; en la interfaz

derecha(c|br) es directamente proporcional a la amplitud
de la ondaB; en la interfaz izquierd@b; |c). Asimismo la
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MODOS ELECTROMAGNETICOS LOCALIZADOS

Ec. (24k) proporciona la condiéin para la existencia de on-
das localizadas en la capaon polarizadn s. Esta condién
es

M =o. (26)
Escribiendo la forma exfulita del elemento de matriMézT)
(210) en la condiddn (26) se obtiene la reladh de dispergin
de las ondas localizadas con polarizecs dentro de la capa
C

cot(k.d.) = ay, (27)

cona, para polarizadin s dado en la Ec2p).

La relacbn de dispersin (27) es unaérmula general que
contiene 4 paametrosyy, u., ky, k. Y la dependencia de es-
tos paametros poda ser muy complicada. Por lo que resulta
muy dificil de analizar. Sin embargo una restratigue debe
recordarse es que elimero de onda; (11) es imaginario
con k;, de valor positivo. El resto de los @anetrosuy, p.

y k. pueden tener valores cualesquiera. Por simplicidad se

consideraa que las permeabilidades y . son de valores
reales y constantes. Se anal@alos casos cuando gimero
de ondak. (1b) en la capa: es imaginario y real. Ascomo
las condiciones necesarias para la existencia de la éalaci

la relacbn de disperéin (27) en los casos antes mencionados.

3.1. Elnimero de ondak, es imaginario

Primero se considera que éimero de onda,. es imaginario.

Entoncesk.. se reescribe como
ke =ike cON ke = (k2 — k2eope)/? > 0. (28)

Debido a esta transformdxi . es de valor real y positivo.
Comok, es imaginario los factores. tambén se vuelven
imaginarios. Los factorea se reescriben en la siguiente
K,
ay == B2 £ Hekb

forma
( ) , (29)
2 \ HeBb  foke

en donde es posible ver gde es una cantidad real.

~ 1 (ke

con

a4 = i&i

7

lado derecho sea positivo taréhi Esto implica qué.. debe
ser negativo. Come; Y . SON positivos, para que,. sea de
valor negativo las permeabilidades y .. deben tener sig-
nos opuestos. Es decir, que alguna de las permeabiliggdes
0 . tiene que ser negativa.

No obstante, este caso no se anafizar detalle porque se
considerasn inicamente medios no magficos es decir que
iy = pe = 1. Bajo esta suposion, la relacdbn de dispersin
(32) no tiene soludn.

3.2. Elniimero de ondak. es real

Ahora se considera el caso cuando émero de onda:,
(1b) es real. Para simplificar un poco el&isis los medios
by la placac se supondin medios no magticos, es decir,
uy = pe = 1. Los mimeros de onda; (11) y k. (1b) se
reescriben como

ky = irkp donde ky = (kg - k25b) 12 )

)1/2

(32a)

(32b)

z

ke = (k%e. — k2

Como ya se mencidns, y k. (32) son de valores reales. Por
tanto los érminos dentro de latadex; y k. (32) son mayo-
res o iguales a cero. Esto origina que éhtero de ondé,
esk restringido dentro del siguiente intervalo
ke, < k2 < K?e.. (33)

Como puede verse en la E4bj debido a su definidin k2
es de valor real. Se considera que la permitiviglads real y
positiva para qué? sea de valor real.

Note que la parte izquierda de la desigualcz@) ée sa-
tisface autoriticamente si la permitividad, es negativa. En
ese caso elimero de onda, alin es imaginario,

ky = ikp, con

kp = (K2 + k)2 si g, <0 (34)

Por todo lo anterior es evidente que el elemento de mapado ques, Y k. son reales la relagih de disperéin conser-

triz MI(QT) (21b) as como la reladdn de disper$in (27) cam-
bian. En la definidn (21k) del elemento de matriMl(zT) la
funcion seno se transforma deyla identidaden(ix.d.) =
isenh(k.d.). Mientras que en la relamn de dispergin (27)

va la forma presentada en la E27). Nuevamente ocurre que
tanto el lado izquierdo como el lado derecho de la réladie
dispersbn (27) pueden ser de signo positivo 0 negativo. Por
lo que la ecuaéin de disperéin (27) con ¢, negativa pue-

la funcion cotangente se modifica de acuerdo con la identide tener soluéin. Sin embargo, este caso no se estadisr

dadcot(ik.d.) = —i coth(k.d.). Asi, el elemento de matriz
Ml(zT) y la relacbn de dispergin cuando el amero de onda

k. es imaginario en verdad son
MT) = —a_ senh(k.de.), (30)
coth(kede) = —@y. (31)

El lado izquierdo de la relaon de dispergéin (31) siempre
es positivo ya que el argumento de la funtcotangente hi-

detalle porque estamos interesados ensgeea positiva.

Asi que ahora se supone que la permitividgees posi-
tiva. De acuerdo con la desiguald&2B) se observa que la
permitividade;, del mediob tiene que ser menor que la per-
mitividad .. de la capa,

0<ep <ee. (35)

A partir de las definiciones3@) se demuestra que;, es

perblica es real y positivo. Entonces para que exista una satna funcon morbtonamente creciente respectdideOcurre
lucion a la ecuadin de dispergin (31) es necesario que el que x;, crece desde cero hasta alcanzar su valaximo
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wp = k™ cuandok, = 0. De manera similar;. decrece

monbtonamente respecto de. Espedficamentek, decrece
desde su valor aximo ﬁﬁmax), que ocurre cuandge, = 0,
hasta cero. Por tantg™ es el valor raximo posible dex;
y km

™ = ke, — &, (36a)
k2 4+ K2 =k? (e — &) (36b)
0 <rp K™, 0 < ke < K™, (36¢)

kp =0, ke=k"™ si k, =k, (36d)

iy = kM k=0, si k,=kye. (36€)

Ademas si se sustituye la E@36g) en [36¢) se obtiene el in-
tervalo correspondiente dondg y k. como funciones dé
esfin restringidos

0 < kp(k) < kan/(6c —€1)/Ecs (37a)
0 < ke(k) < ka/(ec — ) /ep. (37b)

Ahora que ha finalizado el atisis de los Gimeros de onda
ky Y k. (32) se prosigue con el afisis de la reladin de dis-
person.

En este caso el elemento de maMéQT) y la ecuadbn de
dispersbn tienen la forma presentada en la E@4L y (27)
respectivamente. Tanto el elemento de md\mg ) (21b) co-
mo la relacdbn de dispergin (27) se reescriben a continuaai
con la forma exptita de los factorea (22) luego de con-
siderar medios no magticos

1 (k.
MI(QT) = a_sen(k.d.), «a_ = 3 <f% + 'Zb) , (38)

N
+_2 Kp kc '

Observe que el lado izquierdo de la retatide disper-

cot(kede) = ay, (39)

sion (39) puede ser de valor tanto positivo como negativo.

Ademas no existe restrictn sobre el signo de, . Entonces,
en principio la reladn de dispergin (39) tiene soluadn.

—n=0 + n=1

/

n=2

cot(ked,

4"-1 o parakyd. /7 = 0.025
[ e —|

oy parakyd, /7 = 0.25

oy pararyd, /T = 2.5

., parakyd./m = 25

‘irw para kyd, /T = 250)

2
ked. /7

FIGURA 2. Solucbn gréfica de la reladin de dispersin (39).

En la Fig. 2 se muestra la soldai giafica de la relacin
de dispersin (39) para diferentes valores de, como fun-
cion dek.d... Las curvas en color azul corresponden a la fun-
cion perbdicacot(k.d.) del lado izquierdo de la ecudai
de dispergin (39). Como el periodo deot(k.d.) es igual a
m se observan 4 curvas en la Fig. 2. Las curvas en colores
cian, verde, magenta, naranja y rojo representamlel lado
derecho de la reladn de disperéin (39). En estas curvas el
terminok,d. /7 ena se fijo en valores iguales a 0.025, 0.25,
2.5, 25 y 250 respectivamente. Las soluciones de la talaci
de dispergin (39) se encuentran en los puntos de intersetci
entre la curva que representaa y las curvas que represen-
tan acot(k.d.). Cada curva para. tiene un fimero infi-
nito de intersecciones con las curvas de la fongerbdica
cot(k.d.). De la Fig. 2 se sigue que la relanide disperséin
(39) tiene un imero infinito de soluciones porque hay un
numero infinito de intersecciones. No obstante, en la Fig. 2
solo se aprecian unas cuantas intersecciones.

Por otro lado, la relaén de dispergéin (39) puede pre-
sentarse tambh como

k.d. = mn + arccota. ), n=20,1,2,... (40)

De esta manera es posible ver que la réladle dis-
persbn en verdad tiene undmero infinito de soluciones
k = kn(k.). Por tal motivo, existe un(mero infinito de
ondas electromagticas localizadas dentro de la plac®a-
ra enumerar cada onda localizada se utifizgrentera: y a
cada una de estas ondas se le llama modo electrdtiagn
co localizado o modo propio electromdagico localizado.
Cada modo propio electromagfito localizado edtdescrito
por su correspondiente curva de disp&msb curva espectral
k = k,(k.). Note que la forme40) de la ecuadin de disper-
sion contiene la fund@in arccofw ) que por su definiéin es
una funcoén morbtona que disminuye desaehasta). Mien-
tras quen. es una fundn que aumenta desdex hastaco
y que vale cero cuandq. = x,

< 1 kc Kp <
—o<ayr =< ——— 00
+ 2 Kp kc ’

ay =0 Si k. =rp. (41)

Ahora que se ha considerado que las permitividagese..
son positivasi35) se puede reescribir la condici (33) con
respecto de:. Por tanto de acuerdo con la desiguald38) (
el espectrd: = k,, (k) de las ondas localizadas con refaci
de dispergin (40) est dentro del intervalo

k:kz/\/agk:kn(kz)gk:kz/\/a

Esto significa que el espectko= k,, (k.) de las ondas locali-
zadas en la capase halla entre lagrieas de luz = k. /,/z;
y k= k./ /5

Por otra parte, de la relasi de dispergin (40) es posi-
ble ver que para cada dado se halla una soldsi sik.d.
esh dentro del intervalo

(42)

™ < kede < m(n+1). (43)
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Esto proporciona una condari complementaria a la condi- Las curvas espectrales que se aprecian en la Fig. 3 corres-
cion (42) para lan-ésima curva de dispetsi una vez que se ponden & = ko(k,), k = ki(k,), k = ko(k,), k = ks(k.)
fija el valor del entera:. De esta condién se ve que la n- y k = k4(k,) en colores rojo, verde, cian, magenta y naranja
ésima curva espectrél = k,,(k,) est confinada dentro del respectivamente. Se observa que todas las curvas espectrales
intervalo comienzan a lo largo de lankea de luz = k. /,/g,. Lacurva
k = ko(k,) inicia en el origen del sistema de coordenadas e
b=k (k) <k =hn(k) <k =k}, (k:).  (44)  incrementaa lo largo de linka de luz: — k./\/€p. Sin em-
B e o bargo, para las curvas espectrales aogt 0 se observa que

En la expresin anteriork,, (k. ) representa el borde izquier- exjste un umbral. Estas curvas espectrales comienzan a partir
do que delimita el intervalo en donde&@sbnfinada la-é€si-  §e| umbral justo sobre ldrea de luzk = k./,/z, e incre-

ma curva de dispern, mentan conformé. aumenta pero se mantienen por debajo
5 de la Inea de luz. El umbral para cada cukva: k,,(k.) con
kD (k) =/ (wn/de)” + k?/\/;c (45)  n # 0 se muestra eriflea punteada. El resto de lasdas

violeta representan los bordes de los intervalos en donde

Mientras quet”) , (k.) representa el borde derecho que deli-k = ki, (k.) est confinada de acuerdo con la condiici44).
mita el intervalold4). En concordancia con la definici (45) Las curvas de dispefsi k = k,(k,) mostradas en la
paran = 0 se tienek((f)(k:z) = k./\/z.. Adens, segn la  Fig. 3 corresponden plenamente a las condiciogs/((44).
condicbn (44) debe existir un valor umbral a partir del que Ya que como se observa en la Fig. 3 las curvas espectrales
inicia la n-ésima curva de dispefsi k = k,(k,) cuandon  k = k,(k.) esén entre lasiheas de luz = k(()r) =k./\/Ec
toma valores diferentes de cero. y k = k./\/e,. Adicionalmente, cada curva de dispérsi

Por tanto se han obtenido dos condiciones independien; — kngkz) se encuentra entre las cur/as= k,(f)(k;z) (45)
tes para el espectio= k, (k.) de las ondas localizadas con y . — kn:)_l(kz)-
relacbn de disperéin (40) dadas por las Ec42) y (44). La
primera condidn (42) indica que todas las curvas espectra-
lesk = k,,(k.) estn dentro de dosreas de luz. La segunda

(44) manifiesta que para cadadado la curv(d;: = kn(k:)  En el inicio del espectrd, es cercano a su valorarimo

esé dentro del mtervalo( (;Iehmltado per=kn'(k.) 45y (™9 (363 y sedin la Ec. 860) «, esh cerca de su valor

su correspondiente = k,, ., () . minimo, es decirx; es pequio. Luego;, es mucho menor
En la Fig. 3 se muestra parte de las curvas espectralefje k.. entonces de acuerdo con eladisis hecho anterior-

k = kn(k-) etiquetadas por el enterogue fueron obtenidas mente el factor., es positivo, tiende a infinito y se puede
por solucon nunerica de la relaéin de dispersin 40). Ca-  gproximar como

da espectro de la Fig. 3 pertenece a una onda diferente. Todas

las curvas de dispef®ik = k,, (k.) esén entre las dosreas oy & ke/2k si Ky ke < 1. (46)

de luz dadas pat = k" (k.) = k./ ey k = k./ /2 tal

como lo indica la condi¢in impuesta erid@). Las ineas de Debido a lo anterior, basta considerar solo el prireemtno

luz, k = k) (k) = k./\/ecY k = k./\/, son las rectas en de la representamn en serie de la fungn arcocotangente,

color violeta y azul respectivamente. a saber, arccot.d.) ~ 1/a,. Gracias a esto la reldm de
dispersbn (40) se presenta como

3.2.1. A#ntota del inicio del espectro

1.50

kcdczﬂn+2%, n=01,2.... (47)

1.25 c

Comok;, es pequio, el segundoérmino de la ecuaéh an-
terior es menor quen. Por lo que es posible sustituig por
su valor néximo k™ dado en la Ec/364) y obtener la si-
guiente expreséin

™ + 2Kyp
dC\/EC —&p (80 — Sb)kdc’

Esta ecuac¢in muestra como dependede ;. No obstante,
tambien tiene dependencia depor eso es necesario consi-
derar esta dependencia cuande= 0 y cuandon # 0 por
separado. Ya que = 0 es una curva especial, para este ca-
FIGURA 3. Espectrck = k, (k.) de las ondas localizadas en la ca- SO €n la parte derecha de la E48)(solo se tiene el segundo
pac con relacbn de dispergin (40). Se ué ques, = 1ye. = 13. término y por ende ya solo existe dependencia délmpatro

Rp.

0.50

ke ~ n=0,1,2,.... (48)

0.25

o©
~ b
a
LUBLENE B e B e e e e e e e e

o
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3.2.2. Modo cerop =0

Se denomina modo cero al modo electron&mo localiza-
do conn = 0. Evidentementé: = kq(k.) es la curva de
dispersbn del modo cero. En esta situagide acuerdo con
la Ec. 48) en el inicio de esta curva de dispénsies \alida
la expresbn

2

oo (49)

(kd.)? ~ Kpde.

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdapy( sus-
tituyendo la definidn (32¢) de x;, se obtiene la ecuam

(kde)Q _ (Ec - Eb)Q
Ep 4Eb

(kd.)? ~ (kd.)*.  (50)
La solucbn en la primera aproximam de esta ecuamn es
kd. ~ k.d./\/ey, que al ser usada en @rimino de cuarto

orden erkd,. se llega a la datota

{1_ (5c—€

8}

k.
Ve

k= ko(k.) ~

(ec — 8b)2

e (k.d.)* < 1.

si (51)

De acuerdo con la Fig. 3 se ve que la curva de dispersi
k = ko(k.) del modo cero eétbien descrita por la agota

(51). En particular cuando esta curva espectral inicia se en-

cuentra muy cerca de lanka de luz = k. /,/g;, y conforme
k.d. aumenta se aleja lentamente ddteeh de luz permane-
ciendo por debajo de ella y siguiendo larasta 51).

3.2.3. Umbral de las curvas espectrales eogt 0

Existe un valor umbral a partir del que iniciarleésima curva
de disperdink = k,,(k,) para los casos com # 0. A partir
de la Ec. 48) se tiene que el segunderimino del lado de-
recho es pequ® en comparabhn con el primero, por eso se
puede considerar como una pefjagerturbadin. Despés,
al sustituir la primera aproximam k& ~ 7wn/(d.\/e. — €p)
en el segundcérmino del lado derecho se llega a la ecanci

(k2 — k2,)"?,

b~ ™ n 2
- der/Ec —€p  TNAE. — €
n=1,2,3,.... (52)
De acuerdo con esta ecudeise aprecia que el umbral de
la n-ésima curva de dispetsi se obtiene de escribir =
k././e» paraluego encontrar el valor ekgto dek,

Bk~ 2 g2 (ké”"))z
" e —ep ¥ ° ’
n=1,23,..., (53
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donde los valores!” y k") del umbral de la-ésima curva
espectral son

€b

Eler) — p(er) _m
z n \/a dc €c — 6[)7

k(CT)

k,(cr) _ ™ _ Kz
n devee—ey, VG

Es posible ver que el umbral en verdad es un punto de inter-

seccon entre lainea de luz = k. /,/z;, y el borde izquierdo

=k (k) del intervalo/d4) donde est confinada lau-ési-

ma curva espectral. Este umbral se encuentra einda lde

luz k = k./,/g, como se observa en la Fig. 3. Adasel

valor del umbral obtenido mediante solicinurrérica de la

relacbn de dispergin (39) coincide con el valor deducido en

la expresbn (54).

n=1,23,.... (54)

3.2.4. Lamitad del espectro en donde = 0

Ahora bien, como se mencioranteriormente el facta .

aumenta de-co a oo entonces lanediade los valores posi-
bles dea corresponde al caso donde = 0. De acuerdo
con laEc.41) oy = 0 si k. = Ky, de la Ec.B6L) se deriva

que
kc = Rp = k\/ (&‘C — 81,)/2. (55)

A partir de la definiobn (32g) de x;, 0 bien de la definiéin
(32b) de k. se llega a la expre@n

k. =Fk\/(ep +c)/2. (56)

Luego, gracias a la relam de dispergin (40) y debido que
a4 = 0lafuncion arccota ) = 7/2, se tiene

ked. =m(n+1/2). (57)

Sustituyendo el valor d&. de la expregin (55) en la ecua-
cion anterior y usando la igualdaii) se obtienen los valores
dek, y k de la mitad del espectro

m(n+1/2) [e.+ e

kz = 5

d, e — Ep
k:’ﬂ'(n+1/2) [ 2 ' (58)

dc Ec—E&p

Los valores [§8) satisfacen la condioh o, = 0 que de
acuerdo con nuestro alisis corresponde a la media de los
valores posibles para el @anetroa.., por lo que cuandé,

y k toman los valores de la expréai(58) nos encontramos
en lamitad de lan-ésima curva espectral.

3.2.5. A#ntota del espectro para < xpd,

Por otra parte, analicemos el caso cuahéq x,d.. Este ca-

S0 es contrario al caso cerca del inicio del espectro. Entonces
esta vezk. es mucho menor que,. Por lo que de acuerdo
con el adlisis hecho el factat, tiende a menos infinito y se
puede aproximar como

oy ~ —ky/2k, Si ke/rp < 1. (59)
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Debido quen, < —1 es suficiente usar la representacen
serie de la fund@n arccofa. ) hasta el primeré&rmino en el
que aparece, es decir arccdtv ) ~ 7+ 1/a . Entonces,
la relacbn de dispergin (40) se presenta como

k.
kede ~m(n+1) —2—,
Kb

n=0,1,2,.... (60)
Gracias a qué,. < k; se puede despreciar értino cua-
dratico dek. en la Ec. 86k) y por endes, tiende a su
valor maximo kM | uego comok. < k&, Y @ SU vez
ky < k™ (360 el segundod@rmino del lado derecho de
la Ec. 60) se puede ver como una perturliatpequéa. En-
tonces al sustituir la solu@n de la primera aproximami, a
saberk. = w(n + 1)/d., en el segundcermino del lado de-

recho de la EclG0) se llega a la expresn

b m(n+1) . 2
°T . kdor/ec—ep /)
n=01,2,.... (61)

Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecbmaGinterior y
sedin la definicon (32k) de k. se obtiene la ecuamn

ky/ec~ { (W(Zﬂ))z (1

n=0,1,2,....

9 1/2
)+@} :

(62)

2
B kdg\/e.—ep

A partir de la Ec.[62) se encuentra la agota deseada

1/2
. 4 [n(n+1)/d.)?
b k) (k) {1 - — e U ,
cod: [W (k)] Ve ==
92 2
Si —_— 1 =0,1,2,.... (63
<6dec T_@) <1, n=012, (63)

La asntota 63) muestra que a medida que aumehid. el
segundoé&rmino dentro de las llaves del lado derecho tien

de a cero y entonces la curva espectral tiende al borde dere-

chok = kf[;zl(kz) del intervalo 44) donde est confinada
la n-ésima curva espectral. Es posible apreciar este comp

tamiento en la Fig. 3 dado que conforme aumentd. las

curvas de dispersn mostradas tienden por debajo al borde

derechak = k;n’;zl(kz).
Ademas, gracias a la Fig. 3 es posible ver quedasima

curva de disperén k = k,(k.) inicia en el borde izquier-

11
3.2.6. Simefia de los modos propios localizados

Ahora bien, analicemos la distribéci del campo éctrico
E,(z) de los modos propios localizados. Las amplitudes de
ondaC*,C~y Bg se escriben eretminos de la amplitud
B} gracias a que las amplitud@ﬁr y By sonnulas. Lo an-
terior se logra usando las relaciones de transfereddjay(
(24), la Ec. 25) y la relacbn de dispergin (26). Debido a es-

to la distribucén (12) del campo dctricoE, () se reescribe
como

EZL (x) = B} exp(kpx), (64a)
en el medio izquierdéy,, donde—oco < z < 0;
E,(x) = By {cos (kex) + :—: sen (k:cx)} , (64b)
en la capa, donde0 < z < d.,
E'r(z) = By MY exp (— myle —dc]),  (64c)

en el medio derechbr, donded, < z < co.

Como se puede apreciar en la interfaz izquiefiddc)
dondexr = 0 las Ecs.64¢) y (64k) son iguales. Ade@s,
ocurre queMl(gT) es igual al érmino entre llaves de la
Ec. 64k) cuandox = d..,

Ml(QT) = o_sen(k.d,)

L (kede) .

= k.d.
cos (ked.) + .

(65)
Para probar esto debe sumarse y restarseéshimo
(kb/2k.) sen(k.d.) en la definicon (38) de Mg). Despis
sustituyendo la definibh de «_, desarrollando y reagru-
pando se obtiene eétmino o sen(k.d.). Gracias a la re-
lacion de disperdéin (39) es posible reemplazar etrmino
ay sen(k.d.) porcos(k.d.) y llegar al resultadc@5). De lo
anterior se ve que en la interfaz dere¢hiar) dondexr = d,.

las Ecs.640) y (640 son iguales. Entonces es claro que las
Ecs. 64) autonaticamente cumplen las condiciones de fron-

tera.
Por otro lado, para completar la descr@gtide la distri-
bucion del campo éctricoE, () es muy importante conocer

olré forma que adquiere el elemento de maMﬁ) (398) pa-

ra losn modos propios localizados. En verdMl(QT) (38) es

igual a la unidad si es par y a menos la unidadrses impar,

MI(QT) = a_ sen (mn + arccofa]) = (—1)". (66)

dok = ki (k.) y a medida que aumentad. se encuentra Para demostrar esto se sustituye la ecmde dispersin
por encima de este borde. Pero por otro lado se mantiene p40) en el argumento de la furim seno de la definion (38)
debajo del borde derectio= £, (k.) en perfecta concor- del elemento de matriz/'?. Luego se desarrolla la furés
dancia con lo predicho éeicamente por el interval@té). seno de la suma que aparece en el argumento. Es preciso no-
Finalmente es posible probar que las tres curvas que limiar que al desarrollar la furfm seno de la suma se obtiene

tan a lan-ésima curva de dispetsi, es decirk = k./\/zc,  un trminocos(mn) que es igual ¢—1)". Despis, se usan

k= ky(f)(kz) yk = kgl(kz) se aproximan una a la otra las relaciones entre funciones trigon&micas y funciones
cuandok, — oo. trigononetricas inversas. Finalmente, aplicando la rélaci
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Medioby,
(=1, pp=1)
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Mediobr
(es=1,m=1)

N

n=0

z/d,.

FIGURA 4. Distribucion del campo éctrico £, (x)/B; (64) del
modo propio localizado: = 0. Se ué quek.d./m = 05y
kd./m = 0.1931.

2

1.5
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(e6=1, m=1)

Capac
(@ = 18)
(he=1)

Mediobp
(Eb =1, m= 1)

1
0.5
S
A
s
® 0
Lﬂb

-0.5

-1

15 ¢ 1

2 L 1 L L
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z/d,
FIGURA 5. Distribucion del campo éctrico £, (z)/B; (64) del
modo propio localizadov = 1. Se ué quek.d./m = 05y
kd./m = 0.3564.

o? — o = 1 para factores., se obtiene que el elemento
de matrizMg) esigual a—1)".

Como consecuencia de la E66] el campo dtctrico de
la onda en las interfaces derechfh ) e izquierdd by |c) tie-

n=1.An = 0le correspondéd./m = 0.1931. Paran = 1
le compete el valokd. /7 = 0.3564.

En la Fig. 4 se muestra la distribdcoi de campo élctrico
E,(x)/B; (64) del modo propio localizade = 0. Debido
a quen es par,Ml(QT) = 1 en la Ec.64c¢). Como se obser-
va en la Fig. 4 la distribubn E, (x)/B; (64) es maxima en
el centro de la capa, disminuye en las interfacd$; |c) y
(c|br) hasta decaer en los medios izquiebgdaoy derechd .

De modo que la distribuoh £, (x) /B, (64) es singtrica. En
las Ecs.|64) se considéy B, positivo.

De la Fig. 4 se ve que la primera derivada de la distri-
bucibn (64) del campo dctrico E,(x)/B; es continua en
las interfaces izquierd@, |c) y derech&c|br). Por tanto, de
acuerdo con la Ecb) la componente tangenciél, (x) del
campo magatico tambén es continua en las interfaces. Esto
gracias a que el factor que multiplica a la primera derivada
del campo dctrico E,(x)/B; tiene el mismo valor en el
mediob y en la capa porque los medios son no magitos
1y = e = 1. Es interesante notar que, por la mismaraa
componente normdl,(x) (7¢) del campo maggtico que es
proporcional al campo éttrico E,(z) tambin es continua
en las interfaces.

En la Fig. 5 se grafit la distribucon de campo élctri-
co E,(x)/B; (64) del modo propio localizade = 1. Da-
do quen es impar,Ml(QT) = —1 en la Ec. 64¢. Como se
observa en la Fig. 5 la distribum E, (x)/B; (64) es anti-
simétrica, tal que disminuye desde su valdimo cerca de
la interfaz (b |c), se anula en el centro de la capg toma
su valor minimo cerca de la interfag|br). Como se ve las
amplitudes de&, (z)/B; en las interfaces, izquierday, |c)

y derechdc|bg), tienen la misma magnitud. Adés en los
medios izquierdad;, y derechdy el campoE, (z)/ B}, (64)
decrece hasta anularse conforme se aleja de lacc&gecon-
side B, positivo en las expresione&4).

De manera amoga al modo propio sigtrico con respec-
to al campo dctrico, de la Fig. 5 se observa que la pri-
mera derivada de la distribdgi (64) del campo dctrico
E,(z)/By es continua en las interfaces izquielda|c) y
derechgc|br). Por tanto, como ya se mencimrias compo-
nentesH,(z) y H.(z) (7) del campo maggtico son conti-
nuas en las interfaces.

Como complemento a las Figs. 4 y 5, se muestra la

ne valores iguales siempre quesea par. En contraste, cuan- dinamica temporal de la parte real del campeéceico

do n es impar el campo éettrico en las interfaces tiene la

E(x, z,t) descrito por las Ecs5€) y (64) evaluadas a di-

misma magnitud, pero signo opuesto. Por lo que, la distribuferentes valores del tiemgade los modos propios sitrico

cion (64) del campo ddctricoE, () es singtrica para: par o

bien antisingtrica cuanda es impar. De manera que los mo-

dos propios com par son siragtricos y los modos propios con
n impar son antisir@tricos con respecto del campeéetrico.

n = 0y antisinetricon = 1, respectivamente. Los paneles
(a) de las figuras corresponden al tientpe 0. Los paneles
(b) se obtuvieron con el tiempo= T'/4, dondeT = 27 /w

es el periodo de la onda electrométioa. El campo élctrico

A continuachn en las Figs. 4 y 5 se muestra la for- €n los paneles (c) se realiza para el tiempo’/2. El panel
ma de dos modos propios localizados dentro de la eapa (d) corresponde al tiempo= 37'/4. Cuando se completa el

uno sinétrico y uno antisiratrico. Se escogi el valor de
k.d./m = 0.5. De acuerdo con la Fig. 3 patad./r = 0.5
existen dos modos propios localizados, a saber 0 y

periodo ent = T la parte real del campoédtrico E(x, z, t)
coincide nuevamente con la mostrada en los paneles (a). Co-
mo se ve en las Figs. 6y 7 el campéaticoE(z, z,t) se
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Medioby, Capac  Mediobg Medioby, Capac  Mediobg
4

3
05 &’
=
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1 = 1
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0 0
a) ! 0 1 2 b) -1 0 1 2
zid, z/d,
Medioby, Capac  Mediobg Medioby, Capac  Medioby
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-
-

3 mq
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g
¢ &
% 2 0 0
o
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R R
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z/d.

FIGURA 6. Parte real del campo @&trico £ (z, z, t) (5¢), (64) del modo propio localizade. = 0: a) corresponde al tiempo = 0, b)
t=T/4,¢c)t =T/2,d)t = 3T /4. Se ué quek.d./m = 0.5y kd./m = 0.1931.

propaga oscilando dentro de la capadecae en los medios la primera derivada d&, (). Por lo tanto, la simeia de la

izquierdoby, y derechdg. componente magicaH, (x) debe ser opuesta a la simatr
Finalmente, analicemos brevemente la sifaetiel cam- ~ del campo ectrico £, (x): el campo sirgtrico £, (x) da Iu-

po magttico de los modos propios localizados de polari-9ar aI,campo antisigtrico H. (z) paran pares y viceversa

zacbn s. De acuerdo con la relaadi (7g), la componente Para iMeros proplos impares.

magretica H, (x) transversal a las interfaces, es proporcio-

nal a latinica componente ettrical, (=) dada por la distri- 4. Polarizacion p

bucion (64). En consecuencia, sus simafr coinciden: para

nimeros propios pares, tantd, (z) comoH,(x) resultan ~ Ahora se considera un campo electron@@o mono-

ser singtricos en fundn de la coordenada, mientras que cromatico de frecuencia cuando su componentetetricalkl

paran impares son antisiétricos. Por el contrario, la com- resulta estar en el plano de propagadiz, z), mientras que

ponente maggticaH, («) longitudinal a las interfaces y pro- su componente magtica H es@ orientada en la diredm

porcionada por la Ecl76), est directamente asociada con normal al este plano. Esta es la geoii@etie polarizacin p o
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Mediob,  Capac  Mediobg Medio by  Capac Mediobg
. 1
S 0.5 05 .=
' 2
- =
= [
T2 0o ! Zo2 0 |
N on -
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1 05 05 &
0 -1 4
-1
a) z/d.
Medioby, Capac  Mediobg MediobL Capac  Mediobg
. 1 1
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o™ B, SN
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FIGURA 7. Parte real del campodtrico & (x, z, t) (58), (64) del modo propio localizada = 1: a) corresponde al tiempo= 0,
byt =T/4,c)t =T/2,d)t = 3T/4. Se u quek.d./m = 0.5y kd./m = 0.3564.

V]

bien polarizaddn TM (Transversa Maggiica). En polariza- lo —oo < z < 0. La segunda re@n es la capa que esh en
cibn p, el campo élctricoE tiene dos componentes, unaque0 < z < d.. La tercera redin esé a la derecha de la capa
es paralela al eje y la otra se dirige a lo largo del eje Por ¢ en el mediobr ocupando el intervald, < = < oo. En

el contrario, el campo magticoﬁ solo tiene componente cada una de las regiones el campo electroratigmobedece
y. Los campos éctrico y maghtico se presentan como una las ecuaciones de MaxweR)(para un medio diélctrico sin
onda plana que se propaga en la diréo@ositiva del eje;, densidades de carga ni de corrientctica.

T
E(z,z,t) = (Ex(:c),O, Ez(:c)) exp(itk,z —iwt), (67a)
Para denotar a los medidsse usan los suindicesL,
Fl(a:, 2t) = (07 H,(z), 0>T exp(ik.z — iwt). (67b) Ppara el medidy, alaizquierda de la capa,R para el medio
br ala derecha de la capa. Si no es necesario especificar de
La capac divide el espacio en tres regiones. La primeraast qué medioby 0 b;, se habla, entonces se usarindistinta-
laizquierda de la capaen el medid;, que ocupa el interva- mente.
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A partir de la ley de Ampre-Maxwell 2b) se obtiene  Sustituyendo la forma exjgita de las componentds’-©(x)
la relacbn entre las componenté, (z) y E.(x) del campo y E%¢(z) (69) del campo edctrico se llega a la ecudci de
eléctrico 67¢) con la component&,, (x) del campo maggti-  onda para la componenfégc(x) del campo maggtico que
co (67h). Al efectuar el @lculo del rotacional del campo tiene la forma
magrético se ve que tiene componentesenz. La compo- )
nenter es dlrec'fa_mente proporcional a la comp_onemz;éx) (d > C) HY(2) = 0. (72)
del campo maggtico 67k). La componente es directamen- dx? ' Y

te proporcional a la derivada de la componeftg(x) del _
campo magetico 67E) respecto de-. En dondek. est dado por la Ec/1fp). Mientras que en los

Por otro lado, la derivada parcial respecto del tiempo defnediosb el nimero de onda; es imaginario y tiene la forma
desplazamiento ettrico es proporcional a la frecuencia
ya que los campoE y H dependen del tiempo de manera  ky = i, donde ky = (kg — K mpep
armbnica 67). Por lo anterior se tiene

)2 >0, (73)

T note quex, es una cantidad real y positiva.
. ) dHY¢(x) . -~ : ;
V x B¢ = [ — ik HY(z),0, Y Ahora bien, las condiciones de frontedxde las ecuacio-
Y dz nes de Maxwell implican la continuidad de las componentes

tangenciales de los campogetrico y mag#tico. Esto gra-
cias a que no existen densidades de corriente ni de carga en
1 abe T las interfaces. Debido a lo anterior es necesario conocer la
il = —ikep. E:ZZ’C((E)’ 0, Eg’c(x) forma de las componentes tangenciales a las interfaces. A sa-
c ot ber, las componenteH,Z*C(x) de los campos magticos y

Eb¢(x) de los campos éttricos. A partir de la ecuami de
(68D) : :

onda 72) y de la Ec.|69L) las componentes tangenciales de
Igualando las Ecs68¢) y (68k) se obtienen las componentes los campos en las regiones a la izquierda de la capa, en el
E.(z)y E.(x) del campo éctrico 67¢) en €rminos de la mediob;, en la capa y a la derecha de la capa en el medio

x exp(ik,z — iwt), (68a)

x exp(ik,z — iwt).

componentdd, (z) del campo maggtico 67k). br soN
k
b,c o z b,c . _ .
Epf(x) = rsb,CHy (@), (692)  H':(z) = B} exp(ikyx) + By exp(—ikyz), (74a)
k
d}{hc br, ::__AJL + . - .
Ebe() = 1 () (69b) Ex(x) e [BL exp(tkyx)—B] exp( zkbac)}7 (74b)

ik’é‘b,C dx

Por otra parte, sém la ley de Farada2é) el rotacional  €n el medio izquierdér,, dondec < z < 0;
del campo dictrico es igual a menos la derivada parcial res-

pecto del tiempo de la indudsi magética dividida entre la  Hy (x) = C* exp(ikcx) + C™ exp(—ikcx), (74c)
velocidad de la luz. Debido a la dependencia abmca en k

el tiempo de los campaB y H (67), la derivada parcial res- ES(z) = — - c [C* exp(ik.r) — C~ exp(—ikcx)} . (74d)
pecto det es proporcional a la frecuenaia Mientras tanto, Ee

el rotacional del campo @ttrico es proporcional a las deri- gp |5 capa, donde) < = < d,;

vadas parciales del campdaetrico E' respecto de y x. Por

consiguiente, el rotacional del campeégtico y la derivada HY"(z) = B} exp (ikb[x —d ])
parcial de la inducéin magrética respecto del tiempo son Y R ¢

4Ebe(a) T + B exp ( — ikp[z — dc]), (74e)
V x B = | 0,ik, Ebe(z) — 2 g
% ( k=B (@) dx ER(z) = _k [BE exp (iky[z — d.])
ké‘b
x exp(ik,z — iwt), (70a) B exp ( iyl — ch:| ’ (749)
N T
1 6Bb’c . b.c .
ST = ikpp,c| 0, H,“(x),0 en el medio derechby, donded,. < = < co.
Dado que el imero de ond#; (73) es una cantidad pu-
x exp(ik,z — iwt). (70b)  ramente imaginaria, la onda con amplitBg decrece de iz-

quierda a derecha. Mientras que la onda con amplitpdle-

Luego entonces, igualando las ECZD3 y (70) se obtiene crece de derecha a izquierda. De manera similar a las ondas

la ecuacdn , en el medid, la onda reflejada con amplitugl, decrece a
dEbe . X
ik B () — Lz (z) — ik JHP(2), (71) !a dgrecha y la onda mmden?e con amplitig decrgce a la
dx Y izquierda. La onda con amplitud™ se propaga de izquierda
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a derecha dentro de la capg la onda con amplitud’~ se  La matriz de transferenci&/(©) es responsable de la propa-
propaga de derecha a izquierda dentro de la eapa gacbn libre de las ondas dentro de la capBspedficamente

Las componentes tangenciales de los campestragtos  desde el lado izquierdo de la interf@z, |c) hasta el lado de-
y magreticos deben ser continuas en las interfaces entre lagcho de la interfaZc|br). Es una matriz diagonal y unimo-
mediosb y la capac. Esto implica evaluar las Ecs/4) en  dular. Los elementos de la diagonal representan el desplaza-
x =0y x = d.. Al evaluar las componentes tangenciales demiento de fasé.d. que adquiere la onda al pasar por la capa
los campos maggticos y eéctricos en las interfacdé;|c), . La matriz)M(©) es unimodular y tiene la forma siguiente
(c|br) y aplicando la condiéin de continuidad, se obtienen

las siguientes ecuaciones 07O - ( exp(ik.d.) 0 )
HE(0) = HYH(0) — C* +C~ =B} +B;, (75) 0 exp(—ikede) )
ES(0) = EP(0) — CF — O~ det M€ = My M5 — My M =1, (79)
ck - . o .
=< k:b [BZ’ - BL} (75b)  En la Ec. [78) la matriz de transferencia/(“®) describe la
_ Ebfe transferencia de las ondas a #awe la interfaZc|br), es-
en lainterfaz bz |c) en donder = 0; pedficamente desde la capaasta el medio derectig;. La

b c matriz M (<®) tiene la misma estructura gue la matriz de trans-
H R(dc) = H (dc) — R (be) .
v v ferencian/ ). Ambas matrices pueden obtenerse una a par-
B} + B, = Ct exp(ik.d.) + C~ exp(—ik.d.), (75c) tir de la otra mediante el reemplazo de loslicesb «— c.
Tambien las matrices\/(*) y M (b)) son matrices inversas

ER(de) = E(d) — una de la otra.
ke )

Bf — By = 2 {c+ exp(iked,) evk evk

- ecke 1+ == 1-—=°

e — L ecki ek

- O~ exp(—ikcdc)}, (75d) 2 vk epke |’
1-— 1+
. 5ckb Eckb
en la interfazc|bg) en donder = d.. - (ch)

Las relacionesabg y (75k) corresponden a la continui- det M) = epke/ecks. (80)

dad de las componentes tangenciales de los campos en la in-
terfaz (by|c). Relacionan las amplitudes en el medljpcon Al sustituir la relacon de transferencia/€) de la interfaz
las amplitudes dentro de la cap® se pueden escribir enla (by|c) en la reladdn de transferencie78) de la interfaz

forma de la matriz de transferencia mediante (c|br) se obtiene la reladn de transferencia total de una on-
+ da a taves del arregl br) dada por
L
X B ~ o [ B
Lamatriz)M () describe la transferencia de ondas en la inter- < Bg ) =M ( Bi— > , (81a)
faz (br|c). Espetficamente desde el medig, hasta la capa R . o
¢, transforma las amplitudes de las ondas incidente y refleja- MT) = M) pp(@ pre), (81b)

daB; y B} que esin del lado izquierdo de la interféi;, |c)
en las ampli'tudes de onda™ y C~ que esin del Iadp de-  conlas matriced’ (v¢), N1 (©) y () dadas por las ecuacio-
recho de la interfagby |c) dentro de la capa. La matriz de  qg 77, (79 y (80) respectivamente. La reldri de transfe-

transferencial ") es rencia B1g) transforma las amplitudes de las ondas incidente
gcky —  echy y reflejadaB} y B}, que esin en el medid,,, en las am-
Ao — 1 epke epke plitudes de onda incidente y reflejady, y B}, que esin
_ ecky 14 ecky |’ en el mediobr, pasando a tra@s de la capa. La matriz de
epke epke transferencia total/(7) se calcula efectuando el producto de

las tres matrices como lo indica la EB1k). De manera que

M) = . 77 .
det eckv/eoke (77 los elementos de la matrie/ (") son
En cambio, las Ecs76¢) y (750) corresponden a la con-
tinuidad de las componentes tangenciales de los campos en la M1(1T) = cos(ked,) + as sen(ked,), (82a)
interfaz (c|br). Reescritas en la forma de la matriz de trans-
ferencia tienen una formaas complicada. Esta reléci se Ml(zT) = a_sen(k.d.), (82b)
escribe mediante el producto de dos matrices y es )
My’ = —a_sen(k.d.), (82c)
By, by e (€T p
< By > = MM ( Cc- ) ’ (78) Még) = cos(kcd.) — as sen(k.d.), (82d)
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en donde

1 é‘bkc
Ay = —
+ =35 +

(83)

Ebkc B

Eckp 9 2
> , a —ay =1
Eckp
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para que existan modos localizados dentro de la capla
nimero de ondd;, tiene que ser imaginari?/8) mientras
que el umero de ondé#, puede ser tanto real como imagi-
nario.

Puesto que los medios a la izquierda y a la derecha de la capa A continuacdn se analizam los casos cuandg es ima-

¢ son iguales, la matriz de transferencia tat&l”) es unimo-
dular.

det M) = det MY det M) det M) = 1.  (84)

ginario y cuando es real. En contraste con el caso de pola-
rizacion s, estudiado anteriormente, seavgue la reladin

de dispergin (88) puede tener solugh para ambos casos.
Ademas, las pemitividades del mediy de la capa pueden

ser tanto positivas como negativas.

A partir de las relaciones de la matriz de transferencia pg, simplicidad, de adten adelante se considesague
(T ; . ' L .
M), las amplitudes de las ondas del lado derecho de la C3s mediosh y ¢ son no magaticos, o bienu, = p. = 1.

pac esén relacionadas con las amplitudes de las ondas delg;q para simplificar un poco el @lisis de la reladin de dis-

lado izquierdo de la capamediante las siguientes ecuacio-

nes

(T)

Bh=MDBf + MY B;, (85a)

By = M Bf + M$2) By (85b)

Para que existan ondas localizadas dentro de la cape-

persbn (88) limitando el mimero de péametros disponibles
para variar. De esta manera losgraetros que variaran son
los valores de las permitividadesdel mediob y ¢, de la ca-
pac.

4.1. Capac con permitividad e. negativa

be cumplirse que la onda incidente del lado izquierdo de I&n este caso se considera que las permitividadsgriglas

interfaz(by|c) y la onda incidente del lado derecho de la in-

terfaz(c|br) sean iguales a cero. EstoB$ =0y By, = 0.
Ya que las ondas no deben propagarse en la daequér-
pendicular a las interfaces y las ondas con amplitugigs
Bp, no tienden a cero conforme — Foo respectivamente.

Por lo anterior, la Ecl85¢) que conecta las amplitudes de las

ondas en las interfaces adquiere la forma
Bt =M B;. (86)

Ademas, a partir deg5k) se tiene que la condi@n para que
existan ondas localizadas en la caps

M) =0, (87)

que da la relacin de dispergin de las ondas. Note que las

ecuacionesdg) y (87) para polarizadn p coinciden con las
ecuaciones?b) y (26) para polarizadn s. Por tanto es im-

portante concluir que8g) y (87) son ecuaciones generales

para la existencia de ondas electron&gras localizadas en

la capac, es decir que estas condiciones son generales por-
gue no dependen de la polarizati Sin embargo, para cada

polarizacbn s o p, los factorea. que se encuentran en la
definicion de los elementos de matdz(2) y M{1) tienen
una forma particular.

De la condicbn general87) se obtiene la relagn de dis-
persbn de las ondas localizadas dentro de la ecapara po-
larizacbn p la ecuadin de dispergin es

cot(ked.) = ay, (88)

conay dado en la Eclg3).
La relacbn de dispersin (88) es unaérmula general que

del mediob y la capac son de valores reales y constantes. La
permitividade;, del mediob se considera positiva y la permi-
tividad ¢, de la capac se considera negativa. Por lo que el
nimero de ondé,. en la capa: es imaginario, entonces,
(73) y k. (1b) para el medid y la placac son

Y250, k < k./\/E: (89)

(90)

kb = ilib, Ry = (kg - k2€b)

ke =ike, fe= (k? +K|e))/? > 0.

Mientras que los factores, (83) son
1
2
Por lo anterior, es posible reescribir el elemento de ma-

triz Mg) (821), que conecta a las amplitudéy y B}, en
la ecuaddn (86), y la relacon de dispersin (88) como

Epke

L = —i&i, &i

+ |€”'””> . (91)

leclky ~ epkc

MT) = a_ senh(k,d,), (92)

coth(k.d.) = ay. (93)
Note que el lado izquierdo de la relanide dispergin (93)

es positivo para cualesquiera valores«dg d.., de igual for-
ma el érminoa, del lado derecho es positivo ya que los 4
pa@metros que contiens, |e.|, kp Y K. SON positivos. Por
lo que, en principio puede existir una solcia la ecuadn

de dispergin (93).

Por otra parte, las amplitudé€st, C~ y B}, se expre-
san enérminos de la amplitu@; a partir de las relaciones
de transferenci&’€) y (81), la expreshn (86) y la relacbn de
dispersbn (87). De lo anterior, la distribuéin (74) del campo

contiene 4 p@&metros:,, <., kY k.. La dependencia de es- Magretico Hy (z) es
tos paémetros puede ser muy complicada. Luego entonces,

b o —_
resulta muy difcil de analizar. Sin embargo, cabe resaltar que Hyt (x) = B exp(rp),

(94a)
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en el medio izquierdéy,, donde—oo < = < 0;

Hy(z) = B {COSh(KCl‘) _ el senh(mcx)} , (94b)

EpKe
en la capa, donde0 < x < d,;
HSR (x) = BZMg) exp (— wplz —d]), (94c)

en el medio derechbr, donded,. < = < co.
Como es posible ver en la interfaz izquie(da|c) cuan-

J. G. MEDRANO, F. EREZ-RODRGUEZ Y N. M. MAKAROV

Es relevante que la permitividag.q puede ser positiva o ne-
gativa. Si el valor absoluto de la pemitividades mayor que

la permitividads;, entonces,.q Se@ positiva, de lo contrario

se@ negativa. Por esto, para cada onda debemos considerar
dos casos cuandney Sea positiva 0 negativa, ya que, estas
dos ondas tienen espectros diferentes dependientes del signho
de&‘red.

4.1.1. Onda siretrica con respecto al campo magito

doxz = 0 las Ecs.94¢ y (94k) son iguales. En la misma Primero se considera la onda con retexile dispergin

manera gracias a la definiti (92) y a la relacbn de disper-
sibn (93) es muy simple mostrar que @rtnino entre llaves
de la Ec.94K) es igual a2’ cuandar = d,,

_ |Ec|/‘fb

Ml(QT) = cosh(k.d.) senh(k.d;).  (95)

Evke
Esto se prueba a partir de expresar el coseno tifiecy el
seno hiperblico de acuerdo con su definici en €rminos de
la funcibn exponencial y desps se sustituye la reldri de
dispersdn (93). De lo anterior es posible ver que aui@tin

camente se cumple la condiai de frontera para el campo

magretico en la interfaz derech@|br) en dondexr = d..

Por tanto, las Ecs9d) como debe ser cumplen las condicio-

nes de frontera.
Ahora bien, la definién de la funddn cotangente hi-

ﬁcdc -
eXp(flicdc) = ﬁ—i—z

(101)

En este caso el elemento de maMﬁ) esigual a la unidad.
Para demostrar esto, de acuerdo con su defimekpresamos
la funcion seno hiperblico en la igualdad92) en €rminos
de la funcén exponencial. Desgs se sustituye la relaoi de
dispersbn (10]) y se obtiene el resultado antes mencionado

L[ evke lec|kb
12 4 |€C|I€b

EpRe
x (“Cdc 0 _ Bete = ”) 1 (102)
/icdc - 77 Hcdc + n

perkblica en érminos de la funéin exponencial transforma  Ccomo consecuencia de la E€0E), el campo maggtico de
la inica relacdn de dispersin (93) en dos relaciones de dis- |3 onda en las interfaces izquierda |c) y derecha(c|by)

persbn diferentes

exp(—ked.) = iw (96)

T kede + 1]
donde aparece un ganetro nuevay que se define como

lec|

€b

n= Kpde. (97)
Por consiguiente, tenemos dos relaciones de digpergie
significan dos ondas diferentes para cada retade disper-
sion.

Adicionalmente, las relaciones de dispérs(96) se pue-
den presentar en otra forma equivalente

i(“cdc + 77)2 exp(_ﬂcdc) = (’%cdc)2 - 772- (98)

Esta forma e#itil para algunosalculos posteriores. Tanén
usando las definicione89), (90) y (97) el lado derecho de la
Ec. 98) se expresa como

C kzdc 2
(ncdc)2—n2:E (ebtlee|) {(de)Q—()} . (99)
Ep Ered
Aqui surge una nueva caradtgica de gran importancig..q
gue llamamopermitividad eéctrica reducidaque se define
por

eblec| (100)

Ered = 71 _ -
lec| — e

tiene valores iguales. Esto significa que la distribno4)
del campo maggtico H,(z) es sinétrica. Por lo anterior,
esta onda se llama onda $trica con respecto del cam-
po magtico. En este caso, suponiendo gBg es positi-
vo, dentro de la capala distribucbn de campo magatico
H,(z) decae hacia el centro de capg es néxima en las
interfaces izquierdéy |c) y derechdc|br) como se observa
en la Fig. 8.

1.8 T T T T
16k Medioby, (‘Eva“z: ;) Mediobg |
: (e =2,y =1) (l: —1) (=2, =1)
141 &
121 b
1
= '
&
=08 5
T
0.6 1
04 b
02 1
0 L |
-3 2 1 0 1 2 3 4
z/d,

FIGURA 8. Distribucion del campo magico H, (z)/B; (94) de
la onda singtrica con respecto al campo magpoo. Se ud que
er =2V |ec| = 3.
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A partir de la Fig. 8 se observa que la primera derivada delerecho deX0]). La solucbn de la ecuadin de dispergin

la distribucbn (94) del campo maggtico H, (x) es disconti-
nua en las interfaces izquier@, |c) y derechgc|br). Esto
podiia ocasionar que la componente tangengiglz) (69b)
del campo dctrico fuese discontinua tan@ni, contradicien-
do a$ las condiciones de frontera generalé)s §in embargo,
la componente®, (x) (69k) del campo éctrico es continua
en las interfacegb; |c) y (c|br). Lo anterior se debe al fac-
tor que multiplica a la primera derivada del campo né&igo
H,(z) enla Ec.[69K). Como las permitividades del medio

(101) est en el punto de interseéci de ambas curvas.

Ahora bien, el lado izquierdo de la relaoide dispergin
(107) es positivo para cualesquiera valores«de d... Por lo
tanto, para que exista un sol@oide la reladin de dispergin
(101) el lado derecho tiene que ser positivo. De lo anterior
se deduce que la condici necesaria para la existencia de la
solucbn de la reladn de disperéin (10]) es

N < kede = 1% < (kede)® = k?/erea< k> (103)

y la capac son de valores diferentes el factor que multiplica a . " .
la derivada del campo magtico H,, () en la ecuadin (69E) Como es posible ver, esta condicidepende del signo de la

es diferente en el mediby en la capa. En verdad, ocurre permitividad eéctrica reducidaq. Por esto como se men-
que este factor compensa exactamente el valor de la discofi®"° anteriormente debemos considerar dos casos cuando

tinuidad de las derivadas del campo nﬁtj;l:DHgL (x)ala
izquierda de la capd/,;;(z) en la capa )H;)R (z) ala derecha
de la capa en las interfac@s, |c) y (¢|bgr). Sin embargo, por
la misma raén, la componente normal, (x) (69 del cam-
po ekctrico que es proporcional al campo méateo H, (z)
tiene una discontinuidad de salto en las interfaces.

Ademas, como la distribuén (94) del campo maggtico
H,(z) es singtrica su primera derivada con respectacdes
antisinetrica. Por tanto, la componente longitudirgl(z)
(69b) del campo dictrico es antisietrica. Por el contrario,
la componente transversal, (z) (69¢) del campo éctrico
y el campo magético H, (x) son proporcionales. En conse-
cuencia, sus siméss coinciden.

Debido a que la derivada de la fubni exponencial res-
pecto dex.d. es negativa, el lado izquierdo de la refacide
dispersbn (101) decrece a medida que aumenta,.. Mien-
tras que, la derivada del lado derecho de la rélade disper-
sion (101) es positiva y la fund@n aumenta conforme aumen-
tar.d.. Por tanto existe un punto de interséccentre ambas
curvas y por ende una soléci. Mas din, la solucbn siem-
pre existe para cualquier valor positivo del oaetron, o
bien,0 < 1 < co. La Fig. 9 presenta la solum giéfica de
la relacbn de dispergéin (10]). La curva azul es la funén
exp(—k.d.) Y la curvaroja corresponde a la futinidel lado
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p——
—
——
-

0.25

-0.25
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\,

N\,
IR N1 ENERE

~
N
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&
J’_
3

-1.0

0 0.25 0.50 0.75 1.0 1.25 1.50 1.75
K{ld(‘,
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FIGURA 9. Solucbn gréfica de la reladin de dispergin (107).

€red S€@ POsitiva y negativa por separado.

4.1.2. Permitividad éctrica reducidasq hegativa

Primero analicemos el caso cuando el valor absoluto de la
permitivididade,. es menor que la permitividag, y por tan-
to la permitividad etctrica reducidaeq €s negativa.

ee<0<|ec] <ep = era<0. (104)

Como puede verse, la condici necesarial03) para la exis-
tencia de la soluéin de la reladn de dispergin (101) se sa-
tisface autoraticamente porque el lado izquierdo siempre es
negativo y el lado derecho siempre es positivo. Gracias a es-
to, la solucon k = k(k,) de la reladdn de dispergin (101)
como funcon dek, solo tiene la restricén impuesta por la

Ec. (89), es decir que estadentro del intervalo

0<k=kk:) <k=k./\ /e

En la Fig. 10 se presenta el espectro de la ondétsica
k = ks (k) obtenido por soluéin nurérica de la relaéin de
dispersbn (101). Como se predijo anteriormente el espectro
esh dentro del intervalo de la ECLQE).

(105)

1.0

075} L7
L v ’r’
o -,
~5 05F .
=2 L \w\/
z e
L v
- T k= (k)
025 e
okl
0 0.25 0.50 0.75 100
€
k.d, kX d.

FIGURA 10. Espectrok = k,(k.) de la ecuadn de dispergéin
(101) para el caso dereq (104) negativa. Se Wsques, = 2,
lec| = 1.
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4.1.3. Inicioy fin del espectro Puesto que se trabaja hasta segundo orden de lasmptaps
_ ) pequéios (109 se puede despreciar el segunéortino den-
Cuando se considefa= 0, los mimeros de onda, (89 Y  tro de los corchetes de la expi@sil12). Como resultado se

ke (90) son iguales, a sabet, = k. = k.. Porlo que la  deduce que la &stota del espectro cerca del inicio es
relacbn de dispergin (101) se reescribe como

ko~ kz 1— (€b+|5c|)2 (k d)2
kz (1 + ‘€c|/€b) exp (_kzdc) = kz (1 — ‘€C|/Eb) . (106) \/5 8|€c|2 zlce
Es evidente que la E¢L0€) tiene dos soluciones. La primera C(ep + |ee])? 9
es la soludn trivial Si Tc'; (kod.)” < 1. (113)
k,=k=0. (107)  Observe que estaiasota es congruente con el intervel@E)

que confina la soluén. De acuerdo con la Fig. 10 se aprecia
El punto (LO7) corresponde con el inicio de la curva espectralque el comportamiento del espectro= k;(k.) se descri-
como se observa en la Fig. 10. La segunda soly@n donde be bien con la datota (L13). Espetficamente cerca del ini-
k., # 0, es cio del espectro la solumn esh muy cerca de ldnea de luz
k = k./\/e» y amedida qué.d. aumenta se aleja de iméa
0<£@d —In <1 + |€c|/€b> K©d, —0. (108) deluzmanteréindose por debajo de ella tal como lo indica la
= 1—lecl/en)’ ‘ expresbn (113 de la afntota cerca del inicio del espectro.

Como se puede apreciar la expéesil0€) indica que este 4.15. Asntota del espectro cerca de su fin

punto esi a la derecha del inicio del espectro. Es posible ob-

servar este punto en la Fig. 10 como el final del espectrcgn la Fig. 10 se observa que el espectro tiene su fin en los

Ademas, el valor del punto final del espectro obtenido me-aloresL08), k = k(©) =0y k, = k;)_ Analicemos la so-

diante el @lculo nunérico coincide con el valor predicho por |ycionk = k,(k.) cerca del fin del espectro, es decir, cuando

la expresdn (10€). k.d. se aproxima al punto finall0€) del espectro. Siendo
esto, la diferencia entre los ;éaanetrosk:ie)dc y k.d. es pe-

4.1.4. Antota de la soludin cerca del inicio del espectro  qudia, y por consiguientkd,. es pequio tambeén,

Veamos ahora como se comporta la sductcerca del ini- 0< (kgﬂ — k‘z) d.- <1 = kd.<1. (114)
cio del espectro, o bien, cuanélod,. es pequio. A partir de

las definiciones89), (90) se infiere que los pametros<,d,., En consecuencia de la condini (114) los padmetrosk,,
kcd. tambEn son pequos y por consiguientg (97) es pe-  (89), . (90) y n (97) se reescriben como

queio,

k <1 1k2€> k <1+1k2|€ |)
Kp ~ — =), kem =5leel ) s
hody < 1= kde <1, Rpde < 1, v 2k2" Uz
. 1 k2
hede <1, <L 109 Lol g, (1—%251,). (115)
b z

Entonces, es suficiente desarrollar la rélacdie dispersin
(101) hasta segundo orden de los @aetros pequ®sk..d.
y n. De esta manera se llega a la igualdad

Sustituyendo la forma de los @ametros/115) en la reladbn
de dispersin (101) se consigue la exprdsi

1k?
N~ (,l-;cdc)2 /2. (110) exp (—kzdc {1 + 2k2|sc|}>
Luego, de acuerdo con las definiciones de losupetross, 1—|ec|/ep k2
(89), k. (90) y 1 (97) la expresbn (110) se reformula como ~1 + |ec| /e 1+ |5f6d|/g : (116)

2 2
ey, 2 +lee|  (kade)?  (kpdec) . (111)
lec 2 2

Aplicando la funcdbn logaritmo en ambos lados de la igual-
dad (L1€) y teniendo en cuenta que los paretrosi{14) son

pequéios se obtiene una exprésique incluye el valor final
Elevando al cuadrado ambos lados de la igualddd)(y  (10€) del espectro,

agrupando los&rminos semejantes, se llega a la equivalen-
cia

k2

= (117)

1 k2
—_—— f’_t-j (e) J—
k.d. (1 + 2Kz |€C|) ky |€red]

1/2
k. 1 [ep+ lee )21’ ) _ .
k~ {1—4 [ b| | |k:zdc—('<;:d) ] } . (112) Resolviendo la EclI(17) con respecto &, aplicando la apro-
VED Ee 2Gc ximacion entre los p@metros114) llegamos a la dstota
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deseada Para el aalisis cuando la diferencia entre los paretros
JAC —1/2 ked. Y m €S pequBa se requiere estudiar el caso donde la
4
kge)dc>

)
| ‘ < solucbnk = k,(k.) tiende a lainea de luz = k. //zred,
V Ered
)

1
*3
0<ked,—n<K1l =
N (kge — k) de . (118) !
0 <kd, — k.do/\/Freq < 1. (122)

Esta amtota describe como se comporta el espeétre-

ks(k.) cerca de su fin. Gracias a estanasta se obtiene de Con esto en mente, a partir de la E@8)(podemos presentar
manera andica quekﬁf) (108) es realmente el fin del es- la relacbn de dispergin en la forma

pectro. Esto se ve a partir dériino del radicando ya que

lep — e

k ~
&b
X

cuandok, = k:ée) se tier_1e queé = 0 que corresponde a los (Hch)Q P 4(ncd,)2 exp(—ked) . (123)

valores[L0€) del punto final del espectro. k=k./\/ered

4.1.6. Permitividad éctrica reducidea,..q positiva Gracias a la Ec/99) se llega a la expre@n

En este caso se considera que el valor absoluto de la permi- (k.d )2

tividad ¢, de la capa: es mayor que el valor de la permitivi- (kd.)* ~ “{1

dade, del medio externd. En consecuencia la permitividad Ered

lectri ducid itiva, 4

electrica reducidaeq €S positiva L Aered exp(—kd, m)} (124)

ee<0<egy,<le] = 0<ep<ered (119) e+ el

Debido a que la permitividad @ttrica reducida,.q es posi- Resolviendo la ecuatn (124) con respecto & se consigue
tiva, la condicbn necesaridll03) para la existencia de la so- la asntota deseada
lucion k = k4 (k) de la reladdbn de dispersin (101) impone

una nueva restricon. Anteriormente no se temesa restric- ko~ k- {1 2ered ox }
., L. . ~ p(—k.de/|ec| /e
cion porque la permitividad ettrica reducida,., era ne- VEred b + |ec] (=hsdevlecl/e0)
ativa y la condidn necesarig103) se satisfa@ autonati- .
gatva y elo3 si 1< k.dev/e] /2. (125)

camente. Las condicione89) y (103 confinan la soludin

k = k4(k.) dentro del intervalo siguiente . )
Como se ve en la Fig. 11, el especkre= k;(k.) tiende por

k=k./\ered<k=ks(k.) <k=k./\/ep. (120) arribaalainea de luz = k./,/zeq conformek.d. aumen-
ta, tal como lo indica la &stota (125).

En la Fig. 11 se presenta el espectro de la ondéatsica )
Las adntotas/L13) y (125) corresponden completamente

k = k4(k,) obtenido mediante solum nunérica de la rela- o ; P
cion de dispersin (101). Como previamente se predijo el es- & 1aregon (12) donde existe la solugh k = k, (k) de lare-
pectro esi confinado dentro del intervalo de la EE2() que  l&cion de dispersin (101) en el caso cuando la permitividad
se representa gficamente en la Fig. 11 mediante las rectaglectrica reducidareq (119 es positiva.

deluzk =k./\/ev Y k = k./\/Erea- 15

4.1.7. A#ntota de la soludn para el inicio del espectro

Obsrvese que cerca del inicio del espectro lakglos he-
chos en el caso anterior para @aretros pequs (L0S) son 10}
independientes del signo de la permitividaélottica reduci- r
dae,.q. De modo que sonalidos tanto para la permitividad §0_751
ereq NEQAtiva como positiva. Por eso cerca del inicio la ecua- r
cion (119 es la amtota del espectrb = k4 (k). 05k

4.1.8. A#ntota de la soludn paraxk.d. —n < 1

Ahora bien, analicemos la soldti k& = &, (k) cuando la di- ] ]

ferenciaentre|OSp'ametrOSHcdcy1]eSpequﬁa. ES&C” oMo
. , . 0 025 050 0.75 1.0 1.25 150 1.75 2.0 225 25 275 3.0

probar que si los pametrosk.d. y n son iguales la so- k.d.

lucion de la reladin de dispergéin (101) es la inea de luz

k= k./\/Ered FIGURA 11.Espectrak = ks (k) de la onda siretrica en el caso

decred (119 positiva. Se us quesy, = 2, |ec| = 3 Y €red = 6.
kede =1 =k =k./\/red (121)
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2 T T T T

Mediob, <\f “‘pf ’;) Mediobp,
— — cl — — —
15F <5b =2, m= 1) (Hn — 1) (er=2, ;= 1)

4.1.9. Diramica de la transformadin del espectro de la on-
da singétrica

Como se analiz anteriormente se tienen dos casos diferentes 1k
en el espectro de la onda $irica. Estos espectros corres-

ponden al caso cuando la permitividaéatica reducida es |, 05}

negativa, o bien, cuando es positiva. Los espectros se preseri

tan en las Figs. 10 y 11 respectivamente. ~3
Examinemos como es la dimica de la transformatm T sl

del espectro de la onda sitnica de la Fig. 10 al de la Fig. 11.
Se fija el valor de la permitividad, del mediob y se vara 1T
el valor de la permitividad. de la capac. Iniciemos con

lec| < ep, €N este caso el espectro se presenta en la Fig. 10
Como consecuencia de que el valor absoluto de la permiti-
vidad e. es menor que el valor de la permitividagl el lo- -3
garitmo en la expre&n (10€) es positivo y por ende existe

un punto final del espectro. A medida que el valor absolutq:IGURA 12. Distribucion del campo magstico H, (z)/B; (94)
de la permitividack,. tiende al valor de;, nos aproxXimamos 4o |3 onda antisitrica con respecto al cam[;IO méag'ﬁo. Se
enk.d. por laizquierda al punto final del espectid®®) que  yg ques, = 2y |e.| = 3.

se aprecia en la Fig. 10. Cuanig| = ¢, el fin del espec-
tro est en el infinito de acuerdo con la expi@si(10€) y
tambin la permitividad @ctrica reducidaeq (100) tiende a
infinito. Esto significa que cuande.| = ¢, el espectro de la
Fig. 10 coincide con el ej&é.d. ya que se tiene que = 0
para cualquier valor d&,. Pero cuanda, < |e.| la permi-
tividad ekctrica reducida es positiva, aparece la recta de lu
k = k./\/ereay €l espectro ya no coincide con el &jgl,. si-

z/de

De la expresin (127) resulta que el campo magfico de la
onda en las interfaces izquier(lg, |c) y derechgc|bg) tiene

la misma magnitud, pero signos opuestos. Lo anterior sig-
nifica que la distribuén (94) del campo maggtico H,(z)

es antisingtrica. Por esta rén, la onda se llama onda anti-
§imétrica con respecto del campo magoo. En este sentido,

. suponiendo qués; sea positivo, dentro de la capéa distri-
no que se transforma en el espectro presentado en la Fig.

) X ) ucion de campo maggtico H, (x) es maxima positiva en la
En otras palabras, es posible y|§uallzar que.el espectro qescirrln'terfaz izquierddby, |¢), disminuye hasta serimima negati-
toenla F'g,' 10 car'nbl'a comosst a’ztemos elejedelas abcisas ; o, |5 interfaz derech@|br) con el mismo valor absoluto
k.d. en unangulo indicado por ldhea de luz = k. /\/Zreq: como se muestra en la Fig. 12

tal que el espectro queda entre désa4 de luz y laihea de o T o

luz k = k./\/& como lo indica la condiéin {120). Tam- De manera,§|mllar al caso de onda étnica con respecto
bien ocurre que el fin del espectro se corre tendiendmiec & campo magetico, de la Fig. 12 se observa que la primera
infinito, es decirk.d, — oo, en donde de acuerdo con las de-derivada de la distribuoh (94) del campo maggtico H,,(z)

finiciones 189), (90) y (97) se tiene que.d, = n, cambiando €S discontinua en las interfaces izquiedalc) y derecha
al espectro mostrado en la Fig. 11. (c|lbr). Sin embargo, como ya se demasta componente

tangencialE, (x) (69b) del campo éctrico es continua en
4.1.10. Onda antisiitrica con respecto al campo magir ~ 1as interfaces. Esto gracias al factor que multiplica a la pri-

co mera derivada del campo magito H,(z) en la ecuadn
(690 que compensa exactamente el valor de la discontinui-
Esta vez se considera la onda con réladle dispergin dad. Por la misma ram, la componente normal, (x) (69¢)
1 — Ked del campo dctrico que es proporcional al campo matjco
exp(—rede) = rﬁ;cdc (126)  H,(x) tiene una discontinuidad de salto en las interfaces.
cHc

Mas din, debido que la distribugnh (94) del campo
En consecuencia el elemento de mafvi¢;’ ahora es igual magrético H, (x) es antisingtrica y su primera derivada con
a menos uno. Esto se prueba de manera semejante al casgpecto de: es sinétrica, la componente transverda) (z)
de la onda siratrica. Conforme a la definioh se expresa la (69g del campo dictrico es antisifgtrica, mientras que la
funcion seno hiprbolico en la igualdadd?) en €rminos de  componente longitudind?, (=) (69L) es sinétrica.

la funcibn exponencial y luego se usa la refacie disper- De acuerdo con la relami de dispersin (12€) la funcion

sion (126), exponencial del lado izquierdoiasomo la funcbn del lado
u@ _ 1 [ ephe  leclky derecho tienen su ?mximo global e_nncdC = 0 tal que en
27 4 Ueolky  evkc este punto ambas funciones son iguales a uno. Si ladanci

del lado derecho de la reld@ci de dispergin (12€) decae ras
X <77 +ede 1= ’icdc> - 1. (127)  rapido que lafundn exponencial, las curvas que representan
N —kede 1+ Kede a las funciones no se intersecan puesto que ambas funciones
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son mordtonas decrecientes respectadé.. En este aspec- 4.1.11. Permitividad élctrica reducide,..q negativa

to, la solucon de la reladn de dispergin (12€) solo puede

eXiStir Cuando Ia derivada del |ad0 izquierdo de Ia. E.Q.EI Como se mencia’m en e| caso de |a Onda aﬁg[mica |a per-

es menor que la derivada del lado derecho. De esta manefgtividad ekctrica reducida,.q (L00) es negativa cuando el
la funcion del lado derecho de la relacide disperéin (126)  yvalor absoluto de la permitividag. es menor que la permiti-
decae ras lento que la fundn exponencial y existe una in- yjgade, tal como lo indica la expresn (104). Como conse-

tersecadn entre las curvas correspondientes. Es posible Vefyencia no existen valores realesidg k. que satisfagan la

esta condidn a partir de las derivadas de la funitiexpo-  condicbn necesariél30). Por lo que en este caso la retati
nencial y del lado derecho de la refacide dispersin (126)  de dispergin (12€) no tiene soludn.

evaluadas en el aximox.d. = 0. Como consecuencia, para
la existencia de la solui a la reladdn de dispergin (126),

se requiere que el pametror sea mayor que dos, 4.1.12. Permitividad élctrica reducidee,..q positiva

2<n = kdee < ) (k.do)? —4el/|e]?. (128
/ = \/( ) v/ le (128) Ahora consideraremos que la permitividaéatica reducida

Esta condidn se cumple a la derecha de ladripola ered (L00) es positiva. Como se mencidanteriormente, es-
to se logra cuando el valor absoluto de la permitividaés
kdc/ep = \/(lgzdc)2 —4e2/|e.|?. (129) mayor que la permitividady, es decir, cuando se cumple la

. o 3 desigualdadi19). En este caso, la condiri necesarial30)
En la Fig. 13 se muestra la soloai gafica de la relaén para la existencia de la solécik = k, (k) de la relacdn de

de disperdin (12€). La curva azul representa la fuboi  dispersbn (12€) da como resultado la restriéci
exp(—k.d.), las curvas cian, verde y roja son la fubtidel

lado derecho de la Ec12€) conn < 2,7 =2y 2 < n
respectivamente. Como es posible ver de la Fig. 13 la solu-
cion de la ecuaéin de dispergin (12€) solo existe cuando el
parametron es mayor a dos. En ese caso se tiene una inteEsta restricén se @ade a la condion (12€) sobre el
seccon entre la curva de la furfm exponencial y la funon ~ paametron que se cumple a la derecha de laémipla 29
del lado derecho de la relaci de dispersin (12€). y cabe resaltar que directamente sobre I&ittipla (29) la
Por otra parte, como el lado izquierdo de la redacie solucbn k = k,(k.) no existe. Por lo anterior, existe un va-
dispersbn (12€) siempre es positivo, el lado derecho debelor umbral a partir del que inicia el espectro de la sduaci
ser positivo tamkin. De manera similar al caso de la ondak = ka(k.). En la Fig. 14 se muestra el espectro de la onda
simétrica, la condidn necesaria para la existencia de solu-antisimétricak = &, (k.) obtenido por soluén nunerica de
cion a la reladin de dispergin (12€) es la relacbn de dispersin (12€). Tal como se mencidn el es-
pectrok = k,(k.) est a la derecha de la tephola 129) y
Kede <1 = (Kede)” <n? = k2 <k?/erea. (130)  debajo de laihea de luz: = k./+\/Zrea COMO lo indican las
restricciones12€) y (131) respectivamente.

k= ko(k.) < k = k./\/Zron (131)

Esta condidn depende del signo de la permitividadettica
reducidae,eq. Por ende se deben considerar los casos cuando

Ered €S Negativa y positiva por separado.
20 i 1
10§ ] 175f ]
KN ] C ]
BANS 1 15} 1
AN T N ]
0.75 C N\ ] 3 ]
r ] J1.25F g ]
L _ = C ]
050 F 1 = r o 1
. - ] 1.05 //',' ]
0.25F 075 F ]
L ] 05F 7 K ]
0 F R / ]
L ] 0251 e i b
: D<o A . i ]
0.25F - =92 ] o i e
N 1~ Fede e 5 0 05 10 A ' 20 25 30 35 40
- D — A ] Kd,  k.d,
opble e e 1
0 05 10 15 20 25 30 35 40 L
fiod, FIGURA 14.Espectrok = k. (k.) de la onda antisigtrica para el
caso deseq (119) positiva. La higrbola obedece la ecuéai (129).
FIGURA 13. Solucbn grafica de la relacin de dispergin (12€). Se u® ques, = 2, lec] = 3 Y €red = 6.

Rev. Mex. Fis. E21 020220



24 J. G. MEDRANO, F. EREZ-RODRGUEZ Y N. M. MAKAROV

4.1.13. Umbral del inicio del espectro Finalmente, se resuelve la E&3(}) respecto dé& y se aplica

la aproximaddn entre los parmetros|L{35) para obtener la

Para calcular el valor umbral de la solweik = k,(k.) SU-  adntota del espectro cerca del valor umbi83),
ponemos qué = 0y quek, est a la derecha de la Fépbola

(129. Como consecuencia, las proyecciones de los vectores fler) 1lec] — e (er) —1/2
de ondas, ¥ k. son iguales, a sabet, = k. = k.. Al susti- k=~ VEred 1= D) b kde
tuir los valores de los pametross;, s. Y n en la reladdn de
dispersbn (12€) se llega a la ecuatn y (k‘z B kgcr)) d.. (138)
kd,) — L cv/le 132 srmi i
exp(—kzdc) = 1+ /]| (132) Note que elé&rmino entre llaves de la E¢138) es posi-

tivo gracias a que la permitividadéadtrica reducida,.., es
De modo que, los valoreB y k. del umbral del espectro positiva. En otras palabras, gracias a que se cumple la desi-
k = kq(k,) son gualdad

1+ep/|ec 1+ep/lec ev/lec
ECd, = 1n ( . kCd.=0.  (133) In <2 . 139
1—¢p/|ecl 1—ep/lec 1—ep/lec] (139)

Para verificar que el umbral en verdadéesitlado derecho de  En particular, cuandd — ,/|e.| < 1 la desigualdacl39)
la hipérbola [129) se sustituyen los valores del umbiaB8g es equivalente a
en la condiddn (128) para el paaimetrorn, de donde se deriva

la desigualdad In ( 2 ) < 2 . (140)
1 —ep/lec] 1 —ep/lec]
25[7 ]. + 5b/‘€c| . . . p .
] In e/l ) (134)  La condicbn anterior se satisface porque la furciogarit-

Mo siempre es menor que su argumentess es positivo.
Es posible probar que la desigualdad anterior se cumple en
este caso porque la permitividackeldrica reducida,..; es  4.1.15. Amtota del espectro para — k.d. < 1
positiva, 0 bien, porqué < ¢;/le.| < 1. Por lo anterior es- ) » )
te punto en verdad és@ la derecha de la tépola 129,  Ahora analicemos la solum k= kq (k) cuando la dife-
El punto umbral 133 se aprecia en la Fig. 14. Adés, el ~€ncia entre los pametros) y #.d. s pequea. De mane-
valor del umbral obtenido por la soléti nunérica de lare- '@ aréloga al caso de la onda smica, el aalisis cuando
lacion de dispergin (12€) coincide con el valor de la expre- 1@ diferencia entre los pametros; y «.d. es pequea con-

sion (133). siste en estudiar el caso cuantddiende a lainea de luz
’ k = k././erea. Pero esta vez desde valores por debajo de la
4.1.14. Amtota del espectro cerca del umbral linea de luz: = -/ \/Ered
Analicemos la soluén k = k,(k.) cerca del umbral133). 0<n—kede <1 =
Esto significa que al aproximarnos al punto umbi&gd la 0 < kody//Ered — kde < 1. (141)

diferencia entrd:, y k{°”) se vuelve pequ,
De modo que partiendo de la E@8] es posible presentar la

0< (ks =k <1 & kd. < 1. (135 relacbn de dispergin como
Por esta rain es posible escribir los ganetross; (89), x. 2 (1 d)2rcd(re d)? —ed 142
(90) y n (97) en la forma presentada en la ec@acill5). 0= (Rede ) A(Rede)” exp(—red) k=Fk./\/Zred (142)
Luego, al sustituir la formal(LE) de los paametros en la re- Mediante | o (99 bt | , .
lacion de dispersin (12€) se obtiene la ecuami ediante la ecuaon (39) se obtiene la expre
2
1k2 kd. 2% (kzd()
€xXp <_I€ch l:l + 2k§|€c|:|> ( C) cred
4ered
1— c k2 el — .
calel (L B e c{1- e hdo /TR (149
1+ep/|ec k2

Resolviendo la Ecl143) respecto dé se llega a la expre@n

Tomando el logaritmo de la ecuéai anterior y teniendo en .
de la agtota buscada

cuenta que los pametros/135) son pequios se llega a la

) k, 2
expresbn b~ {1  2ereq exp(—kzdc\/M)}
2 leu — e V/Ered b + |ec]
TN L el —e _
(kz ks )dc 2 cred <1 2 & kzdc) - (37) si 1< k.dev/|ec|/e- (144)
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Notese que esta imgota es congruente con la restrimti  Debido a su naturalez& (1b) es de valor real. Como la per-
(131) que delimita la soluéin & = k,(k.). En concordan- mitividad .. es real y adeis positivak? es de valor real.

cia con la Fig. 14 esta adota describe como se comporta Por otro lado, observe que la parte izquierda de la desi-
la solucbn k = k,(k.) cuando la diferencia de los [gane- gualdad [14€) se satisface de manera auftiva cuando la
trosn y k.d. es pequia (14]). De manera concreta, se tiene permitividade, es negativa. En ese caso éinmero de onda
que la soludn k = k,(k,) se aproxima a laimea de luz &, sigue siendo imaginario,

k = k./\/ereq desde valores por debajo de ella conforme
k.d. aumenta.

Las agntotas (13€) y (144) son congruentes con el inter- Gracias a esto la relan de dispergin tiene la forma presen-
valo donde existe la solum & = k, (k) que esh delimitado  tada en la ecuadn (88). Es claro que no existe restrioci
por la higerbola [(29) y la restriccon (131) que correspon- sobre el signo del lado derechd asmo del lado izquierdo
den al caso cuando la permitividadetrica reducida,.; es  de la reladdn de dispergin (88). Por tanto, en principio la
positiva. ecuacbn de dispersin (88) con ¢, negativa tiene soluén.

No obstante, este caso no se anafizan detalle porque se
4.1.16. Diramica de la desaparion del espectro de la on- tiene inteés en que la permitividad, sea positiva.
da antisingtrica A continuacdn se analizdr el caso cuando las permitivi-

o . . dades,; y . son ambas positivas, que resulta ser muy similar
De acuerdo con el atisis previo solo se tiene un caso en el 5 5450 estudiado en polarizanis en la subsedm’3.2. Su-

espectro para la onda antisgitrica. Este espectro correspon- poniendo que la permitividad, es positiva y de acuerdo con
de al caso donde la permitividaceetrica reducida es positiva |5 desigualdadli4€) se tiene

y se presenta en la Fig. 14.

Veamos como es la dimica de la desaparan del es- 0<ep <eec. (148)
pectro de la onda antisgtrica de la Fig. 14. Mantegamos fi- Eg gecir que la permitividad, es menor que la permitivi-
jo el valor absoluto de la permitividad y variemos el valor dade.. Gracias a la definion (89) se prueba que; es una

de la permitividad,. En el casa, < |e.| el espectro corres-  fncion morbtona creciente. Como se v, crece desde ce-
ponde al presentado en la Fig. 14. Como el valor absoluto dg, hasta su valor &ximo Ky = J; () que se obtiene cuan-
la permitividace . es mayor que el valor de la permitividagd 4 k. = 0. De manera doga, de la definiéin (145 se ve
el logaritmo de la expredn (133 es positivo y se encuentra quek. es una fund@n morbtona decreciente reépectol@e

a la derecha de la hepbola (29). Por ende el punto umbral g, verdadk, decrece desde su valoraximo kéméX), que se
(133 se encuentra cercano a la &ipola [12S). A medida obtiene cuande:, — 0, hasta cero. Por lo anterigk (™
gue aumentamos el valor dg aproximandonos al valor de representa el valor aximo que pueden teneg, y k.

le.| el punto umbral133) se recorre hda valores lejanos res- ) ’

pecto de la hiprbola (129), es decir, se corre hicla derecha B = ky/e. — ey, (149a)
respecto del punto presentado en la Fig. 14. Tambicurre

ky = iky, conky = (k2 + k2|ey|)/? parag, < 0. (147)

2 2 _ 12 .
gue tanto el espectro como la &ipola 129) se recorren Ry +he =k (ec — &), (149D)
hada la derecha pero el espectro se aleja cada \&z e 0< kp <EM) 0k, < kM, (149c)
la hipérbola [29). Asimismo, lalnea de luz = k. /\/€eq ()
se rota aproxirandose al ejé&.d,. Cuandos;, = |e.| el um- ky =0, ke=Fk", cuando k,=k\/e, (149d)

bral del espectro esten el infinito de acuerdo con la expre- _(max) - _
sion (133 y la linea de luzk = k./,/z..q coincide con el ko =k, ke =0, cuando k. =kyE. (149€)
ejek,d. de modo que el espectro de la sobrck = ks (k) Notese que estas ecuaciones son iguales a las¥pde( ca-

desaparece por completo. so similar analizado en polarizéci s. Otras ecuaciones que
vienen a continuabn se pueden comparar con las ecuacio-
4.2. Capac con permitividad e positiva nes correspondientes del caso estudiado en polariza@n
) o la Subsec. 3.2.
Esta vez se considera que la pe.rmltlwdaelcaicaec de la Una vez nas el elemento de matriMl(QT) y la relacon
placac es una constante r_eal positiva. Eimero de onda. de dispersin se representan como en las E&2H y (88)
dentro de la capase considera real, respectivamente, que se reescriben a contidnaci
ke = (K%e. — k)Y? = k,/\ee <k=w/c. (145) MD = a_sen(kod,),
De acuerdo con las definicioné®S] y (145), sy y k. son de 1 /erk
, . . bRe Eckp
valores reales. Luego entonces lesninos dentro de lata a-=3 ( ) 5 (150)
Y . Eckb  Evke
dexy (89) Y k. (145) tienen que ser mayores o iguales a cero.
Lo que significa que elimero de onda, esh restringido cot(kede) = ay,
dentro del intervalo
oy = 1 (e _cem (151)
ke < k2 < ke.. (146) T2 \eeky  enke )
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El lado izquierdo de la relagn de dispersin (151) toma va- dondek,(f')(kz) representa el borde izquierdo del intervalo y

lores positivos dscomo negativos y el lado derecho puedese define como

ser positivo o negativo. Por ende, es posible que exista una

solucbn a la ecuaéin de dispergin (151). kO (k) =/ (7n/d.)* + kg/\/?p (157)
Como ya se mencidnantes, es posible apreciar que este

caso es muy similar al que se estudnteriormente en polari- pe manera Similak,(fll(kz) representa el borde derecho del

zacbn s en donde las permitividadesy . son ambas positi-  yiervalo (156 donde est la n-ésima curva de dispetsi
vas. Para ambas polarizaciones la réiade disperén tiene ;. _ kn(k‘z). De acuerdo con esta defirba, paran = 0

la misma forma presentada en la Et51). Sin embargo, el
factor o, tiene una forma diferente para cada polariaaci
En polarizadbn sa. es de la forma presentada en la I38)(
Mientras que para la polarizaci p toma la forma mostrada
en la Ec.15]).

Por otro lado, es posible reescribir la retatide disper-
sion (151) como

se cumpldc((f)(kz) = k./\/ec. Ademas, a partir de la con-
dicion (15€) se sigue que existe un valor umbral que indica
donde inicia lan-&sima curva espectral para los casos cuando
n es distinto de cero.

En resumen, se han obtenido atiehmente dos condi-
ciones independientes que delimitan el espectro k., (k)
de las ondas localizadas con re@acide dispergin (152). La
primera condidin (154) establece que todas las curvas espec-
tralesk = k,(k.) esn entre dosiheas de luz. La segunda
condicbn (15€) establece que dadola curva de disperén
k = k:n(kzg est confinada dentro del intervalo delimitado
pork = kT (k) (157) y su correspondiente = k,(lﬁl(kzz).

En la Fig. 15 se muestra parte de las curvas espectra-

k.d. = mn + arccofay), n=0,1,2,.... (152)

De esta forma se puede ver que la rédade dispersin (152)
tiene un imero infinito de solucionek = k., (k). A dife-
rencia del caso anterior cuandg es negativo en donde se
vio que solo se tiene una soldai en cada caso estudiado.

Para enumerar a las ondas localizadas se ufiliearente- Igs k= k".(kz) enunjgrada§ por el entemgue se_obtu-
ro n. Al igual que antes, a cada onda localizada se le "ay!?rop mediante soluon nunérica d%'f relaéin de disper-
ma modo electromagatico localizado o modo propio elec- SION (151). Las neas de luzk = ko '(k.) = k:/VEcy

tromagrético localizado y a cada modo le corresponde und’ = k=/\/E Son las rectas en color cian y a;ul respectiva-
curva de disperéh k = k,(k.). Ademas, observe que la mente. Las curvas espectrales que se aprecian en la Fig. 15
- n z) 1

funcion arccot ) es una fundn morbtona que disminuye  SONK = Ko(kz), k = ki(k:), k = ka(k2), k = ka(k:)

desder hasta). En contraster, es una fun@n que aumenta Y ¥ = ka(k:) en colores rojo, magenta, verde, naranja y
cafe respectivamente. Se observa que todas las curvas espec-

de—oo aoo, )
trales comienzan alo largo de la¢a de luZ = k. /,/s,. La
1 (epke  eckp curvak = ko(k,) inicia en el origen del sistema de coorde-
TS =5\t Sk 0, nadas e incrementa a lo largo deileel de luz = k. /./z.

Pero, para las curvas espectrales o 0 se aprecia que
existe un umbral. Estas curvas espectrales comienzan a par-
tir del umbral que eétsobre laihea de luz = k./,/z. El
umbral para cada curva especttak k, (k) conn # 0 se

ar =0 si epk. = eckp. (153)

De acuerdo con la condimi (14€) el espectrdk = k,,(k.)
de las ondas localizadas con refatide dispergin (152)
esh dentro del intervalo

20
1.75|
Es decir, el espectré = k,(k.) de los modos propios
se halla entre dodrieas de luz dadas pér = k./\/, Yy
k=k./\/ze.

Por otra parte como se puede apreciar de la i@ade
dispersbn (152) para cada valor de se encuentra una solu- ;
cion cuanddk.d. est dentro del intervalo 075 1

15F

kd./m
5

™ < kcdc < ﬂ'(n + 1) (155) OASE

0.25F

Como se W para polarizaéin s, esto proporciona una condi- :
cion complementaria d64) para lan-ésima curva de disper- S 6h i 4s 20 5 ab s oan
sion. Tal que cuando se fijala curva espectrat = k,,(k.) k.d./m

gueda confinada dentro del intervalo

FIGURA 15. Espectrok = k,(k.) de las ondas localizadas en
la capac con relacbn de dispergin (152). Se ué quee, = 2y
. = 6.

b=k (k) <k=ko(k.) <k =k (k),  (156)
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muestra enihea punteada. El resto de lasdas cian repre-
sentan las curvals = k:,(f)(kz) (1579).

Las curvas de dispet®i k = k,(k,) mostradas en la
Fig. 15 corresponden totalmente a las condiciodés)(y
(156) que se obtuvieron ariitamente. Como se demos-
tro previamente, las curvas de dispérsk = k,(k.) esén
dentro del intervalo/154) que se representa aficamente
en la Fig. 15 mediante las rectas de lkiz= k./\/c, ¥
k= k) = k./\/e.. Ademas, lan-ésima curva espectral
esh dentro del rango establecido en la E&6) representa-
do por las curvag = &\ (k.).

4.2.1. A#ntota del inicio del espectro

Al considerar el inicio del espectré, est cerca de su valor
maximo (1499. Mas din, de acuerdo con la EA49d x, es
cercano a cero. Por tante,x;, es mucho menor que el pro-
ductoey k... Por lo anterior de acuerdo con nuestralais de
la relacbn de dispergin (152) el factora. tiende a infinito
y se puede aproximar como

ay = epke/2ecky Si Eckip/Epke < 1. (158)
Gracias a esto es suficiente considerar solo el priéremit
no de la representamwi en serie de la funan arccofo . ), es

decir arccofa) = 1/a. En consecuencia, es posible pre-

sentar la relacin de dispersin (152) como

Eckbp

kede = mn + 2 e

, n=0,1,2,.... (159)
Despues, ya que, es pequio el segundcarmino de la ecua-
cion anterior debe ser menor que. Es posible sustituik,
por su valor raximo dado en la Ec1494 y de esta manera
llegar a la expresin

b~ ™ n 2e.Kp
T devee —ep | ev(ee —ep)kd,
n=01,2.... (160)

Esta ecuacin describe como depenéelel padmetrok;. Sin
embargo, tami@n depende de por eso podemos considerar
por separado todos los casos cor 0 y el caso cuando
n = 0 aparte. Esto porque = 0 es una curva especial: en
este caso no tenemos en la parte derecha de IdL&Q). €l
término que incluye &.

4.2.2. Modo cerop =0

Nuevamente llamamos modo cero a la onda electroétagn

localizada com = 0 con curva de dispesin & = ko(k.).
En este caso, de acuerdo con la A& paran = 0 cerca
del inicio de esta curva de dispéisise cumple
2e
kd,)? ~ ———kyd,. 161
(kd.) e —a)™ (161)

27

Elevando al cuadrado ambos lados de la iguald&d)fy sus-

tituyendo la definidn (89) dex,, se llega a la siguiente ecua-

cion

(kzd6>2 & (Ec - Eb)2
Eb 4e2

~
~

(kd.)® (kde)*.  (162)
La solucbn de primera aproximain de la ecuain anterior
eskd. ~ k.d.//e,. Usando la primera aproximaui en el

termino de(kd.)”* llegamos a la dstota deseada

kz (Ec - Eb)Q 2
k= ko(k,) ~ = L= g (had)
s (o) (kode)?
d)? < 1. (163)

2
4e2

De acuerdo con la Fig. 15 se aprecia que el comportamiento
del modo cerdk = kq(k.) es bien descrito por la &eo-
ta (163). Cuando esta curva espectral inicia se encuentra muy
cercade laihea de luz = k. /,/e, y conformek.d. aumen-
ta se aleja lentamente de laéa de luz manteandose por
debajo de ella tal como lo dicta la expr@si163).

4.2.3. Umbral de las curvas de dispdrmsiconn # 0

Como se mencidn anteriormente existe un valor umbral
a partir del que inicia lan-ésima curva del espectro con
n # 0. De acuerdo con la Ec160 el segundoé&rmino
del lado derecho es peduecomparado con el primero, por
ende se puede considerar como una peguyeerturbadn.
Entonces, podemos sustituir en el segunelonino del la-
do derecho de la Ec160) la primera aproximadin que es

k =~ mn/(d.\/e. — €p) Y de esta manera se obtiene la si-
guiente ecuadin
™ 2 € 2 2 \1/2
ke ——— + — ———— (k? -k
derv/Ec — €p + TN €pr/Ee — Ep ( i 6b) ’
n=123,.... (164)

Gracias a esta ecua@ci se ve que el umbral dedaésima cur-
va del espectro se obtiene de torkar k./,/c, y desp@s
se halla el valor exjptito dek

2 o 2
okl ~ 2 e 2 (gler)
" TN Ep\/Ec — Ep z ( ) ’
n=12,3,.... (165)

Por tanto, los valores' y k") del umbral de law-ésima
curva del espectro son

k(cr) _ k(cr) - @ €
z n \/5T dc €o — Eb’
kgcr)
gler) — T n=12.3,.... (166)

dov/Ee — & e

Note que el umbral es tanén independiente de la polari-
zacbn de la onda electromagtica ya que se obtuvo este
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mismo resultado para el caso de polaridacs 64). El um-  acuerdo con la Ecl149¢) «, esta cerca de su valoraximo
bral solo depende de los valores de las permitividades deal quex, es mayor qué.. Se sigue que el productgk. es
mediob y de la capa: ad como del espesor de la caga  mucho menor que.x,. De acuerdo con nuestro &@rsis de
y del nimeron. Es posible ver que el umbral es un puntola relacbn de disperéin (152) el factora, tiende a menos
de intersecdin entre lainea de luzk = k././, y el bor- infinito y se puede aproximar como

de izquierdok = kﬁf) del intervalo donde la-ésima curva
espectral eét confinada. Esto surge de loalaulos ya que
este umbralX65) inicia en la Inea de luzk = k./\/z, Y  Como el factorv,. es negativo con valor absoluto mucho ma-
esh por encima del borde izquierdo = LA partir de  yor que la unidad, el cambio arc¢at, ) ~ 7+ 1/a es ade-

la Fig. 15 se observa que las curvas del espéctrok,, (k. ) cuado en la relabn de disperéin (152) que en este caso se
conn = 1,2,3,...inician a partir del valor umbrall6€) que  reescribe en la forma

ay & —eckp/2epke Si epkefecky < 1. (171)

esh sobre laihea de luz = k. /. /e, en perfecta concordan- evke
cia con los intervalos de las Ec45¢) y (15€) que confinan kede  m(n+1) — 2 M=ol 172)

el espectrd: = k,,(k.). Ademés, el valor del umbral obteni- ] .
do mediante la soluéh nunérica de la relaéin de disperéin ~ Debido quek. es pequio comparado com;, el segundo
(151) coincide con el valor de la exprési (166). término de la ecuadh anterior es peqfie comparado con

m(n + 1), por lo que se puede considerar como una pertur-
4.2.4. La mitad del espectro en donﬂg =0 bacbn pequéa. Adenas, es pOSibIe sustitudt, por su valor
maximo (1499 y k. aproximar pork, ~ w(n + 1)/d. en el
Por otro lado, de acuerdo con eldisis hecho anteriormente segundoé&rmino de la Ec/172). Obtenemos
el factora va de—oo a co por lo que lamediade todos

los valores posibles de, se encuentra en el valar, = 0. ke ~ mn+1) (1 _ 2) ,
Sedin la Ec. 153 . = 0 cuandoeyk, = &.kyp, Y SUstitu- de €e kdey/ee — €
yendo lo anterior en la Ec149H) se llega a n=0,1,2,.... (173)

ko — ke €c — €p (167) Elevando al cuadrado ambos lados de la iguald@6)fy sus-

R = tituyendo la definidn (145) de k. se deriva la expreSn
Gracias a la definiéin (145) de k. se obtiene la expresn hE r(n+1)\° & 2 ?
2 2 ¢ dc Ee kdc\/Ec — E&p
A 168
= e24e2 (168) 1/2
. i} k2 =0,1,2,.... 174

Dado quex = 0 la funcion arccofa) = 7/2 y la relacbn * Z} » n=012 (174)

de dispersin (15]) se puede reescribir como

ked, = 7 (n+1/2). (169)

A partir de la Ec./174) se obtiene la astota buscada

1/2
Al sustituir la forma dek. de la expredin (167) en la forma (r) 4 [r(n+1)/d.)?
. : b : krky (k)1 — )
de la reladdbn de dispergin anterior se llega a los valores de n+ £ [0 3
k. y k de la mitad del espectro cde { i 2)} €c — Ep
2
_m(n+1/2) Jepelt+ece] si (2) <1, n=0,1,2,.... (175)
kz= cod, co—cp eckdon/e. — ep
De modo que cuando aumentaniggl. el segundo&rmi-
Lo T(n+1/2) Jef+ed (170) o dentro de las llaves en laiamta (L75) tiende a cero y por
€cde Ec—Ep tanto la curva tiende al borde derecho del intervagg) des-

de valores por debajo. Este comportamiento se puede apreciar

Los valores/170) satisfacen la condiéh oy = 0 que se@n en la Fig. 15 ya que a medida qiied, aumenta las curvas
nuestro aalisis corresponde a la media de los valores posi- 9. yaq qued.

. de disperdin conn = 0, 1, 2, 3 se aproximan a su respectivo
bles del paametroa.., cuandok, y k toman los valores de NS .
P o y borde dereché = k") (k) desde valores por debajo.

la expresbn (170) estamos en lanitad de lan-ésima curva L ntl

espectral. Tambén, es posible demostrar que las tres cuivas
ke Ee k= kS (k) y k = k), (k.) que limitan a lan-

4.2.5. Agntota del espectro para < ryd, ésima curva de dispefsi se aproximan una a la otra/si
tiende a infinito.

Por otro lado analicemos laiatota de lan-&sima curva del Las asntotas (163) y (175) ad como los valores umbra-

espectro cuanda,d. es muy grande. Este caso es contra-es [L6€) corresponden plenamente a la tegil54) donde
rio al primero que ya hemos considerado. Suponemos que @s& confinado el espectio= k., (k).
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4.2.6. Simefia de los modos propios localizados

Ahora se analizaér la distribucdbn del campo maggtico
H,(x) de los modos propios localizados. Gracias a que la
amplitudesB} y By son iguales a cero, las amplitudes de
ondaC*, C~ y B}, se expresan eretminos de la amplitud
B} apartir de la relaéin de transferenci&6) y la Ec. 86)
respectivamente. Debido a lo anterior la distrilbmo(/4) del
campo magético H, (x) se reescribe como

H;/’L (z) = B] exp(kpz), (176a)

en el medio izquierdéy,, donde—oo < = < 0;

Eckbp
Ebkc

Hy(r) = By, {COS (kex) + sen (kcx)} , (176Db)

en la capa, donde0 < x < d.,

HY(z) = B My exp (— mplz — d.]),  (176c)
en el medio derechbr, donded,. < = < co.

Es facil notar que la distribudin (17€) de campo magsti-
co Hy(x) es bastante similar a la distriboai (64) de cam-
po ekctrico E,(z) estudiada en el caso de polarizactis.
Ademas, se observa que en la interfaz izquiitddc) donde
x = 0las Ecs.[1769 y (176K coinciden. Mas din, se tiene
que Ml(QT) es igual al &rmino entre llaves de la Ec176b)
cuandar = d,,

Mg) = a_ sen(kd,)

Eckp

= cos (k.d.) +
€b

sen (k.d.) . a77)

C

Para probar esto, en la defirGai (150) de Ml(zT) se sumay

se resta el&@rmino (e.xp/2epk.) sen(k.d.). Despés de sus-
tituir la expresbn expicita dea_, desarrollar y reagrupar, se
obtiene el &rmino ay sen(k.d.). Este érmino se sustituye
por el &rminocos(k.d.) que se obtiene de escribir la fubni

cotangente como el cociente de las funciones coseno y se

no en la reladn de disperéin (151). Asi se llega finalmente
a la forma |L77) de Ml(QT). Gracias a esto se aprecia que la
condicbn de frontera para el campo magico en la interfaz
derecha(c|br) dondex = d. se cumple autoaticamente.
Por esto las Ecs1€) como debe ser cumplen las condicio-
nes de frontera.

Para completar la descrifei de la distribud@n del cam-
po magiético H, (x) de los modos propios localizados es ne-
cesario saber a que es igMg) para cada modo propio. De
manera similar al caso con polarizagis, se puede probar
gue el elemento de materzT) es igual a la unidad si es
par y a menos la unidad gsies impar,

M1(2T) = a_sen (mn + arccofa,]) = (-1)".  (178)
Para mostrar esto se sustituye la echiacie dispergin (152)
en el argumento de la furm seno de la definién (150) del

29

elemento de matriMl(QT). Luego se desarrolla la furam se-

no de la suma que aparece en el argumento. Al desarrollar la
funcibn seno de la suma se obtiene @mtinocos(nn) que

8s igual a—1)". Desps, se usan las relaciones entre fun-
ciones trigonoratricas y funciones trigono@tricas inversas,

ad como la reladn a? — % = 1 para factoresy, a fin

de simplificar el coeficiente deos(nn). De esta manera se
obtiene gque el elemento de matf\'ttg) esigual a—1)".

En consecuencia de la E&.1€) el campo maggtico de la
onda en las interfaces deredlat ) e izquierda(by |c) tiene
valores iguales siempre queietlicen sea par. Mas, si fue-
ra impar, el campo ma@tico en las interfaces tiene la misma
magnitud, pero signo opuesto. Por tanto, la distribu¢L 7€)
del campo maggtico H, (x) es singtrica sin es par o anti-
simétrica sin es impar. Ergo, los modos propios cuyalice
n €S par son sigtricos y los modos propios cuyaes impar
son antisingtricos con respecto del campo matco.

A continuacon en las Figs. 16 y 17 se muestra la for-
ma de dos modos propios localizados dentro de la eapa
Uno sinetrico y otro antisiratrico. Se escogieron los modos
localizados com = 2y n = 3 del caso mostrado en la
Fig. 15. An = 2 le corresponden los valorésd./7r = 6y
kd./m = 2.715. An = 3 le tocan valores d&.d./m =7y
kd. = 3.261. Para ambos modos se const@lque la ampli-
tud B, es positiva en las expresionds€).

En la Fig. 16 se observa la distriboai (L7€) del campo
magrético H,(z)/B; del modo propio localizade = 2.
Como elindice n es par,Ml(zT) 1 en las expresiones
(1769 y (177). En la Fig. 16 se ve que la distribaci de
H,(z)/B; es ninima en el centro de la capatiene dos
méaximos sinétricos cerca de las interfac@s, |c) ¥ (c|br), Y
decae en los medios izquiertlp y derechd . Por lo que la
distribucon H, (x)/B; (17€) es sinétrica.

En los recuadros peqfies dentro de la Fig. 16 se ve una
discontinuidad de salto de la primera derivada de la distribu-
cion (17€) del campo maggtico H,(x) enlas interfaces

T
Medioby, (EC“f"G‘)’ Mediobp,
=2, u=1 c =2, u=1 4
(es w=1) (e = 1) (e =2, m=1)
4 - -
2 - -
1
A n=2 J
N
s 0
=
= ) Interfaz (bg|c) Interfaz (c|bg)
1.1
4t ]
1 / \
-0.005 0 0.005 0.995 1 1.005
. L . .

x/d,.

FIGURA 16. Distribucibn del campo maggtico H, (x)/B; (176)
del modo propio localizade = 2. Se u$ quek.d./m = 6y
kd./m = 2.715.
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6f " Medioby (gz%; " Medioby A Como complemento a las Figs. 16 y 17, en las Figs. 18y

(o =2, =1) (e = 1) (e =2, m=1) 19 se grafiq la diramica temporal de la parte real del campo
4t i magretico H (z, z, t) descrito por las Ecs6Th) y (17€) para
ﬂ ” varios valores del tiempo de los modos propios sktrico
i con indicen = 2y antisinetrico conn = 3, respectiva-
_— mente. Los paneles (a) de las figuras corresponden al punto
J I 1 temporal inicialt = 0. Los paneles (b) se obtuvieron con el
S . tiempot = T/4 dondeT = 27r/ctj es el periodo de la onda
2L _— 1 electromagatica. El campo magatico en los paneles (c) se
& realiza para el tiempo= T/2. Los paneles (d) corresponden
4l / U U A al tiempot = 37'/4. Cuando se (lompleta elcicloen=T
— 12 la parte real del campo magjiico H (z, z, t) coincide nueva-
U g e L ¢ e mente con la mostrada en los paneles (a). Como se observa en
. : : : las Figs. 18 y 19 el campo maglico H (z, z,t) Se propaga
” i 2/d. oscilando dentro de la capy decae en los medios izquierdo
o L. B by y derechdp.
g'GURA 17. Dls_tnbucno_n del campo magico Hy(@)/B,, (179 Con ayuda de las Ec$9), la simetfa del campo élctri-
el modo propio localizade. = 3. Se ué quek.d./m = 7y . . L -
kd, = 3.261. co del modo propio localizado de polarizaweip esh direc-
tamente relacionado a la simetrde su campo magtico.
(brlc) y (c|br). Esto, como ya se mencioranteriormente  pe acuerdo con la relam 69, la componente éttrica
en el aalisis de los modos propios séftico y antisinétrico g (2) transversal a las interfaces, es proporcionaliiaa
en la Subse®.1, no implica que la componente tangencial componente magicaH, (z) dada por la distribuéin (17€).
E.(x) (690 del campo dictrico sea discontinua en las in- En consecuencia, sus sinias coinciden: paraimeros pro-
terfaces. Esto es debido a que el factor que multiplica a Ijosy, pares, tantdi, (z) comoE, (x) resultan ser sitricos
derivada del campo magtico H, (x) en la Ec./69K) se en- e funchn de la coordenada, mientras que parmdicesn
carga de compensar exactamente el valor de la discontinuid%pares son antisiatricos. Por el contrario, la componente
de la derivada en las interfac@g, ) y (c|[br). Sin embargo,  electricaF, (x) longitudinal a las interfaces y definida por la
la componente normal.. (x) (699 del campo dctrico que  Ec, (69F), est asociada con la primera derivada He(x).
es proporcional al campo magfico H, () tiene una discon-  por o tanto, la simeta de la componente @ttrica E, (z)
tinuidad de salto en las interfaces gracias a diferentes valorepe ser opuesta a la simatdel campo magtico H, (z):
del coeficiente de proporcionalidad en la cagaen el medio g campo sinatrico H, (z) da lugar al campo antisi@trico

circundante. o E. () paraindicesn pares y viceversa par@imeros propios
En la Fig. 17 se grafizla distribucon (17€) del campo ,, impares.

magretico H,(x)/B; del modo propio localizade. = 3.

En virtud de que el indicex es impar, la distribuéin de

H,(x)/Bj es antisinatrica porque el elemente(2’ = -1 5. Resumen

en las Ecs/176q y (177). Espetficamente, dentro de la ca-

pac el campo magnetico oscila, tiene dos valoresimos Se estudiaron los modos propios electronéigos localiza-

positivos, dos valores mimos negativos y tres ceros. Co- dos en una capa dsdtrica rodeada por medios dietricos

mo se muestra los valoresaximos y ninimos son de la semi-infinitos (vea la Fig. 1). A partir del formalismo de la

misma magnitud. Tamen, los valores del campo magneti- matriz de transferencia, se calgwnalticamente la reladin

co H,(x)/ By, uno positivo en la interfaz izquierda,|¢c)y ~ de dispersiny la distribucbn de campo electromagtico de

el otro negativo en la interfaz derechaby), tienen la mis-  10s modos localizados. Las polarizaciones lineales s y p, fun-

ma magnitud. Ms din, en los medios izquierdg, y derecho  damentales para las ondas electrongdigas, se analizaron

br el campo magneticé/, (x)/B;, como se deduce de las POr serapa_\rado. Un resultado importa_mte que se obtuvo es que

expresionesl(769 y (1769, decrece exponencialmente hastalas condiciones generales para la existencia de modos locali-

anularse conforme se aleja de la capa zados no dependen de su polaribacjcompare el conjunto
Una vez nas en los recuadros pedios dentro de la da las Ecs.25) — (27) con las Ecs.g6) — (88)].

Fig. 17 se observa una discontinuidad de salto de la primera En €l caso de polarizemn s se enconr que para

derivada de la distribuén (17€) del campo maggtico H, () dielectricos no maggticos existe unimero infinito de mo-

en las interfacesb; |c) y (c|br). Empero, como ya se ex- dos localizados si se cumple que la permitividad de la capa

plico para el modo propio si@trico, la componente tangen- dielectrica sea positiva y mayor que la permitividad del me-

cial E, () (695) del campo dictrico es continua en las inter- dio circundante. Ade@s, las curvas espectrales, presentadas

faces. Por otro lado, la componentéatica normalE, (z) en la Fig. 3, que describen a los modos propios localizados se

(699 que es proporcional al campo mégieo H,(r) tiene ~ €ncuentran entre domkas de luz que se obtienen a partir de
una discontinuidad de salto en las interfaces. la permitividad de la capa disttrica y del medio circundan-

L

Hy(z)/B
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FIGURA 18. Parte real del campo maifiico f (z, z, t) (67K), (17€) del modo propio localizada = 2: a) corresponde al tiempo= 0, b)
t=T/4,¢c)t =T/2,d)t = 3T /4. Para este modo propiod./m = 6y kd./m = 2.715.

te. Mas din, los modos propios tienen un valor umb/&d)( Para polarizaéin p se encontraron dos tipos de modos lo-
a partir del cual inician. Dicho valor é€ssobre laihea de calizados principalmente diferentes. El primero se debe a que
luz del medio circundante. Este valor del umbral de los moexiste soludn para la relaén de dispergin cuando la per-
dos propios localizados se calownalticamente y coincide mitividad del medio circundante es positiva y la permitividad
con el valor encontrado mediante la soutinunérica de la  de la capa diélctrica es negativa. Cabe mencionar que en po-
relacbn de dispergin. Porlltimo, se estudi la simetfa de  larizacibn s la reladin de dispergin no admite soluéin bajo
los modos electromag@ticos localizados dependiente de suesta suposiéin acerca de las permitividades. No obstante, en
nimeron = 0,1,2,3,.... Se obserd que sin es par los mo-  este caso ya no se tiene uimnero infinito de modos propios
dos propios son siétricos con respecto del campéetico.  localizados. Solamente hay un modo electrongtigo loca-
Por el contrario, cuanda es impar los modos propios son lizado cuyo espectro es muy complicado (vea las Figs. 10, 11
antisingetricos. Estas propiedades de sifi@eBe ilustran en y 14) ya que depende del signo de la diferencia entre el va-
las Figs. 4-7. lor absoluto de la permitividad de la capa éidtica y de la
permitividad del medio circundante. Lo que ocurre es que la
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FIGURA 19. Parte real del campo magfiico H (z, z, t) (67K), (17€) del modo propio localizada = 3: a) corresponde al tiempo= 0, b)
t="T/4,c)t =T/2,d)t = 3T /4. Para este modo propia.d./m = 7y kd. = 3.261.

relacbn de disperséin general/88) se divide en dos relacio- co encontrado mediante la soléwinunérica de la reladin
nes de dispersh diferentes/96). Una de ellas corresponde de dispergin. Ahora bien, skq4 €s positiva la curva espec-
al modo propio localizado con el campo mégoo sinetri-  tral del modo localizado sigétrico (vea la Fig. 11) eataco-

co (Fig. 8), mientras que la otra al campo méligo anti- tada entre dodheas de luz caracteristicas. Una se obtiene a
simétrico (Fig. 12). En el caso del modo localizado&irico  partir de la permitividad del medio circundante y la otra se
existen dos subcasos que se determinan por el signo de udefine por la permitividad reducidag. Al analizar el modo
caracteistica de gran importancigeg que se introdujo en la localizado antisiratrico se enconir que existe soludn a la
Ec. (100) llamandola permitividad élctrica reducida. Sieq relacbn de disperéin de este modo solo sjeq €S positiva.

es negativa, el espectro del modo localizadoésitno que A diferencia del modo sigtrico, el espectro del modo anti-
se muestra en la Fig. 10 asicotado por lamea de luz que simétrico, presentado en la Fig. 14, inicia de un valor umbral
se obtiene a partir de la permitividad del medio circundante(133) y est por debajo de lariea de luz definida pafeq. Los

Ademas, existe un punto en el plano de fa$6€) en don-  valores del umbral encontrados nerica y andticamente a
de termina el espectro de este modo localizad@sioo. EI  partir de la reladn de dispergin coinciden.
calculo anditico de este valor coincide con el valoimeri-
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El segundo tipo de modos propios localizados con polamodon = 0,1,2,3, ... es par los modos propios son itni-
rizacibn p es bastante similar al estudiado en polarimasi  cos y sin es impar los modos propios son antiéinicos con
Especificamente, existe solaai para la relaéin de disper- respecto del campo magtico.
sibn cuando la permitividad del medio circundante y la per-
m,|t|V|daq d.ella capa diéktrica son a,m.bas p03|t.|vas. Hay un Agradecimientos
nimero infinito de modos electromaagitos localizados si la

permitividad de la capa diettrica es mayor que la permitivi- - Este trabajo fue parcialmente apoyado por el Consejo Nacio-
dad del medio circundante. Targhi, ocurre que las curvas 3| de Ciencia y Tecnolég (CONACYT) y la Vicerrectdia
espectrales que describen a los modos propios localizad@g |nvestigadin y Estudios de Posgrado, Beréita Uni-
(véase la Fig. 15) se encuentran entre dioeds de luz de- grsidad Aubnoma de Puebla (VIEP, BUAP). J.G. Medra-
finidas por la permitividad de la capa dietrica y del medio g agradece: al CONACYT por la beca otorgada; al Dr. F.J.
circundante. Ade#@s, se encorrque el valor umbral de 10S  E|ores-Ruiz por la ayuda concedida durante la elabonae
modos propios no depende de su polariaan virtud de o5 calculos nunéricos y por compartir sus conocimientos en
que las definiciones del umbrdl@€) para la polariza@n p  gsta rama; 4xomo a la Dra S. &rez-Daz por sus trascen-

y (54) para la polarizadin s coinciden. Finalmente, se estu- gentales observaciones y todo el apoyo suministrado durante

dio la simetfa de los modos electromagficos localizados.  este trabajo. N.M. Makarov agradece al Dr. V.A. Yampol'skii
Como puede verse de las Figs. 16-19, cuanddieleto de  or sugitiles comentarios.
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