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La cinética gumica estudia las reaccionesimicas y sus mecanismos de re@cciEstos mecanismos se entienden como una secuencia de
pasos elementales para llevar a cabo la réacgtimica. En el presente trabajo se utiliza un modelo de cadenas de Markov aplicado al mo-
delado de reaccionesiquicas tales como: reacciones de primer y segundo orden, reacciones competitivas-paralelas, reacciones consecutiva
0 en serie y reacciones competitivas-consecutivas. Adicionalmente, se incluye una campigdas soluciones aifiétas y nunéricas de

cada una de las reacciones de iaserEn todos los casos se observa una buena concordancia entre los resultados empleando cadenas de
Markov, la soluobn nunerica y la soludn anaitica.

Descriptores: Reacciones dmicas; cadenas de Markov.

Chemical kinetics studies chemical reactions and their mechanisms. These kind of mechanisms are understood as a sequence of element:
steps to carry out the chemical reaction. In the present work, a Markov chain model is applied to the modeling of chemical reactions
such as 1st- and 2nd-order reactions, competitive-parallel reactions, consecutive or serial reactions, and competitive-consecutive reaction:
Additionally, a comparison of the Markov chain model with analytical and numerical solutions is included. In all cases, a good agreement is
observed between the results.
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1. Introduccion resto de este trabajo, se comportan como cadenas de Markov
(vea, por ejemplo, [1-4]).
A principios del siglo pasado el matético Ruso Andrey En el presente trabajo se relaciona lética qimica con

Markov creo una nueva rama de la eode la probabilidad el area estaastica por medio del modelo de cadenas de Mar-
conocida en nuestrosat como cadenas de Markov. La afi- KOV basado en los modelos propuestos en la literatura [5,6].
cion de este brillante mateitico por la poeis lo llevo a de-  S€ predice el comportamiento dimico de las reacciones
dicar horas de su vida a analizar los patrones de vocalesgHimicas y se ilustra la validez y versatilidad de los mode-
consonantes en el poema de Alexander Pushkin titulado “Ed9S Propuestos. Se analizan diferentes sistemas de reaccio-
gene Onegin”. El alisis que Markov desarrdiino llevo a ~ N€S qimicas y se comparan los resultados con las soluciones
una mejor apreciabn del poema de Pushkin, pefigpermi- ~ analticas y nunéricas del sistema.

tid que en la teda de probabilidad se pasara de estudiar even- Este manuscrito se encuentra organizado de la siguien-
tos aleatorios que son independientes eriti@ cadenas de te manera. En la Sec. 2. se presentan las definicioags b
eventos vinculados entre ellos, donde las predicciones del fitas de cibtica gimica como: ecuadn estequiorgtrica, ve-

turo solo dependen del estado presente de estas cadenas. Estédad de reacéin, ley de velocidades, y ley de la conser-
nuevo enfoque perméiel desarrollo de modelosas acer- vacion de la materia. En la Sec. 3 se realiza una breve in-
tados para distintos fémenos presentes en muclaasas de troduccdbn a las cadenas de Markov a tiempo discreto y se
la ciencia tales como bioldg, fisica, astronoia, astrofsica, realiza la formuladn del modelo. En la Sec. 4, se muestran
guimica, investigad@n de operaciones, econ@ancomunica- los resultados para el seguimiento de reaccionesigas ta-
ciones, redes inforaticas, etc. En ingeniir qumica, es po- les como: reacciones de primer y segundo orden, reacciones
sible usar cadenas de Markov para modelar reacciones-qu competitivas-paralelas, reacciones consecutivas o en serie y
cas. Una reacoin qumica es producida por colisiones entre reacciones competitivas-consecutivas. En todos los casos, los
especies de igual o distinta naturaleza. Estos procesos que iesultados obtenidos empleando cadenas de Markov se com-
volucran la colisbn de muchas pddulas requieren la udn  paran con las soluciones attiglas y las soluciones nuaricas

de nbleculas, lo cual, generalmente se produce de forma imde las ecuaciones diferenciales que describen las reacciones
predecible. Por lo tanto, las reaccione$ngigas pueden ser de inteés. Finalmente, en la Sec. 5 se presentan algunas con-
vistas como un proceso es&stico que, como veremos en el clusiones y perspectivas de este trabajo.



2 A. L. FLORES ROBLES, L. PERALTA, AND V. M. TREJOS

2. Reacciones gimicas ira disminuyendo con el tiempo al ir transfanmdose en pro-
ducto. La reladn entre velocidad y concentréci de reacti-

La qumica es el estudio de la materia y los cambios queyos (reactantes) y productos se conoce como ley de velocidad

ocurren en ella. Estos cambios se producen de forma complg-ecuadbn de velocidad.

ja e involucran muchos &s feromenos quedo la descrip-  Definicion 3. (Ley de velocidadgsPara una reacdn qumi-

cibn mea@nica de paftulas qimicas que se atraen o repelen ca en donde se involucraN reactivos,A;, As,...,Ax, se de-
en un determinado ambiente. La forma en la que int@aact fine |a ecuadn de velocidad como,

las partculas gimicas y ®mo modifican su comportamien- N
to o estructura, se conoce como interaocgumica. La in- _ ni

R i~ < v=k(N) ] Cu,
teraccdn gumica es una de los principales objetivos en el P
area de la qunica ya que proporciona inform&xci acerca de
la constitucbn y estructura de la materia [7,8]. Sin embargo
las teofas propuestas para analizar estas interacciones se
san ampliamente en resultados experimentales que recurr
a la teofa cirética qimica y la termodiamica para brindar

una descrip@n detallada del fe@dmeno experimental. reaccon. . .
L L : . Las concentraciones de los reactivos desaparecen durante
La cinética gimica se encarga de estudiar las velocida-

S . una reac@n gumica o las concentraciones de los productos

des alas que ocurre una rea@tgumicay el mecanismo por 4 PR P

. . . aparecen, sin embargo, en toda re@iecjlimica la masa total
el cual los reactivos se convierten en productos. Las reaccio- . .
L en el sistema permanece constante, es decir, la masa consu-
nes qimicas pueden entenderse como un proceso de cambio. . i
. . mida de los reactivos es igual a la masa de los productos al
o evolucbn de un reactivo para transformarse en una o va:. O L
. ) . A final de la reacdin gumica. Este principio se conoce como
rias sustancias mediante el reacomodo o redistibioude los

i . iy , ley de conservadn de la materia.

atomos y asdar paso a la formagn de nuevas métulas. y de c L. . .
" PR . . Definicion 4. (Ley de conservaéin de la materig Este prin-

La representadbn de una reacon gqumica medianteismbo-

P cipio establece que la masa no se crea ni se destruye y, que

los qumicos que muestra la forma en la que esta sucede :? L .
. L. P B a masa total de las sustancias involucradas en un cambio

denomina ecua6h estequioratrica o ecuadin qumica.

N ., L , fisico 0 qumico permanece constante.
Definicion 1. (Ecuacion estequioratrica) La ecuachbn este- q P
quionétrica es la forma convencional en la que se represen-
ta una reacadn quimica. En general dicha ecuani esdela 3. Cadenas de Markov
forma,

dondek(N) corresponde a la constante de velocidad asocia-

ng a la reaccbn del reactivo para el cual se esta conside-
do la ecuadn de velocidad( 4, es la concentraéin del

I-eésimo reactivo yi; es el orden de cada reactivé; en la

k Desde que en 1906 el matéatito ruso Andrey Markov intro-
aA +bB — cC +dD, @) dujo el concepto d€adenas de Markosstas se han converti-
dondek es la constante de velocidad,y B son los reacti- d0 €n una herramienta matatica bastantatil para modelar
vos,C'y D son los productos ¥, b, ¢, d son los coeficientes  distintos fedmenos isicos. Esta clase de procesos eastie
estequioratricos. cos permiten modelar eventos en los que se puede suponer

La ecuaddn estequiorétrica proporciona informagn ~ due para predecir el futur@® es necesario conocer el pre-

acerca de las sustanciasimicas que participan en una re- Sente. La definicin formal es la siguiente. _
accbn, sin embargo, poii sola no muestra suficiente infor- Definicion 5. Una cadena de Markov a tiempo discreto es

macbn para entender el mecanismo de la reatgimica, una familia de variables aleatoriaky, Y1, Y2, ..., Y, ..,
es decir, los pasos por los que se concluye. Por lo tanto, exi@€finidas en un mismo espacio de probabilidad, que satisfa-

ten otras formas de representarlas de tal forma que se pued@n 1a Propiedad de Markov, es decir,

entender cales son sus componentes. De laética qumi- P(Yi1 =j | Yo =i0, Y1 =i1,...,Ym = 1)
ca, se define la velocidad de redstique corresponde con la . '
velocidad de descomposixi o desapariéin de un reactivo o =P(Ypt1 =7 | Y = 1), )

la velocidad de formaon de un producto. ~ paratodoi, j,ig,i1,... € S, dondeS se denomina el espa-
Definicion 2. (Velocidad de reacén) Se define la veloci- g de estados de la cadena.

dad de reacdn, para cada reactivo y producto en la Et),( A la probabilidadP(Y,, 1 = j | V,, = i) = P;; se
como, le conoce como la probabilidad de tranéitia un solo paso
1dC. 1dCy  1dCe  1dCp de que _Ia_l cadena pase de! _estaécm estadoj. ITa igualdad
V= Tt b dt e dt dat (2)  (3) significa que la probabilidad de que el sistema o cade-

na al tiempom + 1 se encuentre en el estagmo depende
La cadena de igualdade®) fepresenta la velocidad con de toda la historia del proceso, siinicamente de en donde
la que desaparecen los reactivbsB y la velocidad de for- se encuentrésta en el tiempo inmediato anterior. Veamos el
macbn para los producto€ y D. Observe que las veloci- siguiente ejemplo tomado de la Ref. [9].
dades de read@n para los reactivos se encuentran con signdcjemplo 1. Tres nirds A, B y C se lanzan entre ellas una
negativo. El signo menos se refiere a que la concebmaci pelota. A siempre le lanza la pelota a B, B siempre le lanza
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la pelota a C y C lanza la pelota a B con probabilidag2.  Observe que estamos denotando €on N al numero de
SiY,, es la nila que tiene la pelota en eh—ésimo lanza- niveles que conforman al espacio de estados hasta llegar al
miento, entonces es claro qi€es una cadena de Markov nivel absorbentel. Una vez que una cadena de Markov al-
ya que quien lanza la pelota no esta influenciada por quiercanza un estado y se quedaéste por siempre, decimos que
previamente la téa. Aqu S = {A, B,C} este estado es absorbente, es dégiy,= 1. Desde el pun-

Las reacciones dmicas son producidas por la transfor- to de vista gimico se traduce como que la réolila4; se
macbn estructural y termodamica de dos o as especies ha transformado en un producto y, a menos que la r@acci
guimicas (denomiadas reactivos), en otras sustancias llamgtimica sea reversible, no hay tazpara cambiar a otro ni-
das productos. Dichas reaccionesnjgas se producen por vel, por tal motivoP,;; = 0 paratoda = 1,2,...,1.

el encuentro aleatorio de distintas allas de la naturale- El objetivo principal es modelar una reaei qumi-
za. En consecuencia, es posible modelar dichas reaccionega analizando las concentraciones de las sustancias-qu
traves de cadenas de Markov. En la siguiente $ecekpli-  cas involucradas, y en consecuencia, de las transiciones que

caremos este modelo el cual esta basado en las Refs. [1,10pcurren en la reactn. Entonces consideraremos una dis-
tribucibn de probabilidad iniciaky(0) = [¢;(0)], donde
3.1. Formulacibn del modelo ¢;(0) = P(Yy, = j) conj € S, adends note que,(0) = 0.
L , La primera transidin en el sistema se identifica con la distri-
Supongamos que en una reéecijumica se involucranV 1y ci6n de la variabl&; y se calcula como sigue
especies dmicas distintas, que se denotan pbr, conj =
1,2,..., N, entonces la ecudm estequioratrica del siste- d
ma es la siguiente, ¢;(1) = Piy(0,1)$:(0), j=1,2,.,1,d.
i=1

k
a1 Ay +azdz + - - +anvAy — Productos De igual manera obtenemos #a + 1-&sima transidin del

donde: representa la constante de velocidadson los coe- sistemag(m + 1) y cada entrada del vector se escribe por,

ficientes estequiogtricos yA; es lai-ésima sustancia ¢ui- d
ca. Es decir, la mékculaA; se encuentra en el nivélde un pj(m+1) = Z Pij¢i(m), j=1,2,...1,d. (5)
total ded niveles, pero al ser involucrada mediante reacciones i—1
elementales esta puede cambiar a un nivel distinto, por ejem- i ) o
plo al j. Por tanto, supondremos que la coléexile todas las Lo anterior es una consecuencia de la eaaaie
transiciones que la involucran forman una cadena de Marko"@Pman-Kolmogorov, la cual establece que para cuales-
cuyo espacio de estados®s= {1,2,...,d}. Es importan-  duléra enteros:, n > 0
te identificar cada posible especigimica involucrada en la
reaccon que servie como los niveleg, 2, ... ,d, o estados
de la cadena, y de tal manera que el sistema pueda ocupar
sblo estado desps de cada transim.

Dado que las probabilidades de transicglo dependen
deiy j, estas pueden ser arregladas en una ma&iricuya

Pm+n — ljmljn7

HBnde la potencia de la matriz de transion, es decirP"

indica las probabilidades de tranginide la cadena a pa-

sos. El lector interesado en la teorelacionada con las cade-
S " b nas de Markov puede consultar las Refs. [11-13], entre otros.
tj—esima entrad_a es la probaplhdad de tra@dﬂj. ESta  Eqte modelo de cadenas de Markov se aplica a las reaccio-
”?"".t,”z es conpmda como matriz de p.robabllldades de t,ranﬁes gumicas en donde las sustancias involucradas represen-
sicion 0 matriz de Ma_rkov. Para el sistema que reacciong, g estados de la cadena. Se puede suponer que las re-
quimicamente, la matriz queda determinada de la siguientge ;g gumicas satisfacen las propiedades para ajustarse

forma, a un modelo de cadenas de Markov simple considerando que
Py P - Py Py las cpncentraC|or1es de las sustanmas,sc.)n funciones aleatorias
Pyy Psy -+ Py Py del tiempo. Aderas, dado que la reaéti se encuentra en
] ] ) ] ] una determinada sustancia intermedia, la probabilidad de que
P=: : - : - (4) pase a otra sustancia intermediasicamente dependedel
Py Py - P, Py estado actual de la reabaiy no de todas las sustancias por
0 0O --- 0 1 las que ha pasado.

Notemos que esta matriz satisface dos propiedades, la primﬁ— Resultados
ra es que cada elemento de la matdk €s un fimero del '

intervalo[0, 1] y que los elementos de cada fila suman la uni€n esta secon aplicaremos el modelo presentado en la

dad, esto es, Sec. 3.1. Para este fin, analizaremos los siguientes tipos de
I reacciones gmicas: reacciones de primer y segundo orden,

Z Pj+Pg=1, i=12 .1 reacciones com.petltlvas-parqlglas, reacciones consecutivas o

= en serie y reacciones competitivas-consecutivas. llustraremos

Rev. Mex. Fis. E20020210
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el cambio en las concentraciones de reactivos y productgsara la segunda transici de la reacéin,

con respecto al tiempo en una re@ccgumica establecien-

do una soludn anaitica de las ecuaciones diferenciales or- 0.8 0.2

dinarias gque resultan de las ecuaciones de velocidad. Cuando ¢(2) = [0.8 0.2] x { 0 1 } = [0.64 0.36],
no sea posible resolver eigitamente estas ecuaciones re-

curriremos a su resolumi nunerica, Utlllzar_emos las cade- de manera recursiva se pueden obtener las concentraciones
nas de Markov para modelar el comportamiento de producto&ara las maculasA y B con respecto a cada trangioi A

y reactivos en Ifd reatn gumica. Elnalmente, en todos los lo largo de las iteraciones se puede observar una disnoimuci
casos las soluciones artalas y nungricas para cada uno de de la concentradn de la mocula A y un aumento de la

las reacciones estudiadas son presentadas eréetiqe A. concentradn de la mokculaB. La reacabn concluye cuan-

do la mokculaA se ha consumido por completo. En los casos
en que el sistema de ecuaciones diferenciales tiene &oluci

En las reacciones de primer orden se da un proceso media@Paltica el porcentaje de error se puede calcular como,

te el cual una m@culaA se transforma en una néalulaB
donde su ecua@n estequiorgtrica viene dada como,

AL
dondek; es la constante de velocidad de la reacciEn el
contexto de cadenas de Markov la reéocile primer orden
se resuelve coma;) denotamos &4 como la probabili-
dad de que la mékula A se convierta en la metula B,
1) denotamos las transiciones de la cadena de Markov co
¢(n) = [¢;(n)], la cual representa el estado de la re@ci
desp@s den transiciones, copi € Sy ¢;(n) = P(X,, = j).

4.1. Reacciones de primer orden

1
%error=— Y " |2 — 2} x 100,
Ba np k=1

dondenp son el imero de datos;$'y 2/®3 son las concen-

traciones del componeniecalculado empleando cadenas de

Markov y la expresin anaitica, respectivamente. El porcen-
mt8j9 de error de la cadena Markov con respecto a la soiuci

analtica dependéx del taméao de paso de la integraéei, At,

y de la magnitud de las constantes de velocidad de la reac-

Parat = 1 consideramos la constante de velocidad< 1,  ¢'O™-
entonces, En la Fig. 1 se muestra la concenté@tide A como fun-
Cpy —Cp =k, cion del tiempo¢. Se presenta la solum anaitica, la solu-

cion nunerica y la soludn empleando cadenas de Markov.
En esta figura se observa que para un faode paso en el
tiempo deAt =1y una constante de readnidek; = 0.1 el

donde suponemos que la constante de velocidacepre-
senta la probabilidad con la que decae la concerinade
la molecula A durante una unidad de tiempo y @rmino
(1 — k1) representa la probabilidad con la que la concentra-

cion de la makculaA permanece sin cambios. Ahora con- 1.4

LT | T
sideremos que la reaéei gumica es una cadena que puede L 5 '
tomar solo dos estados, es de6ir= {4, B} y cuya matriz sl S o xl‘ﬂ‘lz‘co |
de probabilidades de trangiai, P, es la siguiente, - i —— A

p_ 1— kAt klAt_ s ]

0 1 i |

Para el caso particular en ge =1, la moEculaA se con- 2081 k=0.1.A=10 @

vierte en la matculaB con una probabilidaé, la moEcula E{ | @’, |
A no reacciona con probabiliddd— %; y la mokeculaB se £l gz’/

convierte en la m@culaA con probabilidad cero o la con- = 06 - N

centracbn de la mokculaB permanece sin cambios con pro- i ,/% T

babilidad uno. Considerandg = 0.2 y las concentraciones 04 ,5%’ —

moleculares iniciales como la distribai inicial para la ca- L oo -

e
dena de Markov, de la forma, 02 & # Ty
- =0.01, At=1.0

6(0)=[1 0], £ & I

L L. , o — i — == _'—?_ _$_ 1 ﬂT

esto indica que la read@ se encuentra en la nealula A y 0 D 4 6 g

es posible conocer la concenti@tide cada mélcula involu- t

crada en la reacgn, es decir, el estado del sistema déspu
de cada transion. Para la primera transam basta con mul-

iplicar la distribucon inicial por la matrizP, tal que, inicial C4o = 1.0. Los paAmetros para los tres casos de estudio

B 0.8 02] fueron:i) k1 = 0.3, At = 0.01, i) k1 = 0.1, At = 1.0 y i)
¢(1)=[1 0] x {0 1 } =[08 02], ki = 0.01, At = 1.0.

FIGURE 1. Concentradn de la especigl como funcon del tiem-
po, t, para la reacéin A — B partiendo de una concentrani

Rev. Mex. Fis. E20020210
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porcentaje de error es de 1 ZZuando se alcanza un tiempo
de reacdn det = 8. Si disminuimos el valor de la cons- P = 1= kiCaAt kiCalt ]

tante de reacoin ak; = 0.01 mantenienda\¢ constante, el 0 1

error disminuye &.019 % al alcanzar el mismo tiempo de Nuevamente, para el caso particular de un faonde paso,
reaccon. Lo que nos indica que al fijar una escala de tiem-At =1, dos mokculas ded se convierten en la metulaB
po, At, constante, el porcentaje de error disminuye a medidaon una probabilida#; , la moEculaA no reacciona con pro-
que disminuimos el valor de la constante de reacéijo. De  babilidad,1 — k1, y la mokculaB se convierte en la métu-
la figura tambgn podemos observar que cuando aumentamdsa A con probabilidad cero, es decir, la concentadile la
el valor dek; = 0.3 y disminuimos el tam@ de pas\t moléculaB permanece sin cambios. Considerakge= 0.1
la concordancia con respecto a la sobincanaitica es muy vy la de la moéculaC4 =1.0, tenemos

buena reportando un error menor 0%94Como se puede ob-

servar en la Fig. 1y en cada una de las figuras del manuscrito, $(0)=[1 0],

nosotros no hemos indicado la unidades de las constantes de o - 3
reaccon, ks debido a queestas son independientes de IasIO cual |n_d|ca que la reacmh se er]cu_entra enla nwl:JIaA
unidades que se escojan para un intervalo de tiempo de &S p05|bl_ei_conocer la c_oncentm@e_A y B despis de
reaccon quimica. Por ejemplo, para una reaagide primer cada transidn. Para la primera transioi se tiene que
orden la constante de velocidad de la reaie@s del0® s—!

09 0.1
en un intervalo de tiempo de 1 nE)(? s) lo cual es quiva- p(1) =1 0] x [ 0 1 } =[09 o0.1],
lente ak = 0.1, pero en un intervalo de tiempo de 0.05 ns
entonces: = 0.05. para la segunda transici de la reacéin
4.2. Reacciones de segundo orden #(2) = [0,9 (),1] X [0'81 0'39} = [0.819 0.181] ,

Las reacciones de segundo orden se caracterizan por Seré‘é‘ manera recursiva se pueden obtener las concentraciones
sistema reaccionante de dos gmilas que pueden ser igua- P

les o diferentes y se combinan para producir una o varia?alra las mcﬂcqlasA Y B3 con respecto a cada transioi A
moleculas. o largo de las iteraciones se puede observar como la concen-
tracion A disminuye con el tiempa,

En la Fig. 2 se muestran los resultados de la sotuci
analtica, solucon nunérica y el nétodo de cadenas de Mar-
Para las reacciones de segundo orden considerando ambk¥ para la concentraon deA como funcén del tiempo. En

4.2.1. Reactivos iguales

reactivos iguales, se tiene, esta figura se observa que para valores altos de la constante
k1
2A — B 2.5 | T | T
dondek; es la constante de velocidad de la reancLa velo- r *_O_* fﬁi}iﬁle 7
cidad con la que desaparece una sustangiaiqa se asemeja 5 —— T

con la probabilidad con la que dicha sustancia se transforme

durante la reacdn. Veamos que para el caso de reacciones L
guimicas de segundo orden con reactivos iguales, la probabi-

lidad de formadn para la mdculaB, Pap, esta dada por ui

Pyp = k1C4. Es decir, la mdculaB se forma con proba- :

<

©)

bilidad distinta de cero de ambas raolilas de4; una parte k=0.1,At=1.0

de la moéculaB se forma de una cantidad transformada de = 3 »?e”*
la molécula A y la otra mitad se forma con la cantidad de o 8
sustancia transformada de la restanteéoola A. La pro- C 4 Qx,ﬂq/ i
babilidad de que la métulaA permanezca sin cambios es 05 ¢ {-" -
Pss = 1 — k1C4, que se obtiene de considerar el evento 3 -

k,=0.01, At=1.0 |

donde ninguna de las dos raollas ded se transformen en T
B. Por otra parte, la probabilidad de que la éwllaB per- A e e — R
manezca sin cambios ésya que gimicamenteB se reco- T2 4 6 8 10
noce como el producto de la reafeiy no necesitamos que L

cambie a otro estado, en consecuencia, la probabilidad de s UrE 2. Concentradin de la especigd como funcon del tiempo

B se convierta en la metulaA es nula. Como ya se men- ; para lareacén24 5 B partiendo de una concentréiinicial
ciond en la Sec. 3.1 el estaddde esta cadena de Markov es ¢, = 1.0. Los paametros para los tres casos de estudio fueron:
absorbente. La matriz de probabilidades de tramsiviene ;) k; = 0.5, A = 0.1,4) k1 = 0.1, A = 1.0y 44) k1 = 0.01,
dada como, A =1.0.
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6 A. L. FLORES ROBLES, L. PERALTA, AND V. M. TREJOS

de reacdn k; = 0.5 el disminuir el taméo de pasa\t = . T | ! [ ' ' '
0.1 mejora la concordancia de la solanicon cadenas de e iatkee
Markov con respecto a la soléei anaitica con un error me- T s-% Analitico

— = Numérico

nor 0.54%. Adicionalmente, se observa que para un fama
de paso en el tiempo d&t = 1 y una constante de readai
dek; = 0.1 el porcentaje de error es de 1%%Tuando se al-
canza un tiempo de reaéei det = 10. Si disminuimos el va-
lor de la constante de reabdaiak; = 0.01 mantenienda\t
constante el error disminuye a 0.042al alcanzar el mismo
tiempo de reacéin. Para un tani de pasot, constante, el
porcentaje de error disminuye a medida que disminuimos el ~
valor de la constante de reagoi La soluddbn anaitica para
esta reac@in se presenta en el Apdice A.

In(C,Cpy /C,, Cy)

(CAU - CB

4.2.2. Reactivos diferentes

Para las reacciones de segundo orden en donde los reactivc
son distintos la ecuan estequioratrica es de la forma,

k1
A+B—C, FIGURE 3. Concentradn de la especiel como funcon del tiem-

L. k . L, .
dondek; es la constante de velocidad de la reaociPara POt Paralareacén A+ B — B partiendo de una concentraoi
inicial Cao = 1/3y Cpo = 2/3. Los paametros para los dos

el caso de reacciones Iqmca,ls de segundo or_den, el mOde- casos de estudio empleando A = 0.01, fueron:i) k&1 = 0.2y

lo de cadenas de Markov $eun proceso a tiempo discre- ii) by = 0.4,

to con tres estados, es dedr,= {A, B, C}. La probabili-

dad de que la méculaA se transforme en la metulaC'  de error es inferior a).001 % cuando se emplea un tafa

es la velocidad con la que desaparece laétalaA, esto es e paso de\t = 0.01. Cuando se tienen constantes de reac-
k1Cp, de dondePyc = k1 Cp. Por otro lado, la formadn  ¢jon con valores altos como es el caso de la Fig. 3 la forma
de la moéculaC' se lleva a cabo con probabilidad distinta de disminuir el porcentaje de error es emplear famsade

de cero tanto de la métulaA como deB, es decir, que paso pequitos aunque eso implique un aumento en segundos
C necesariamente se forma de las doséuualas, por tan-  de| tiempo de 6mputo. El desarrollo para obtener la sofrci

to, Paa = 1 — k1Cp. La probabilidad de que la metula  anpalitica de las reacciones de segundo orden con reactivos di-
A se convierta en la métulaB es nula pues dmicamente  ferentes se muestra en el @mlice A. Para el caso particular
los dos son reactivos y no es de i@geste caso, por tanto, deCy, =1/3,Cp, = 2/3y k; = 0.1 se tiene que la solu-
Ppp = 0. Analogamente, la probabilidad de que la émlla  ¢jon anaitica es de la formagin (C/2C4) = 0.1t. En una

B se transforme es la velocidad con la que desaparece, &¥presentadin de las concentraciones deB 'y C como fun-

to esk;C4 por lo que la probabilidad de que se mantengagjon del tiempot, se puede observar que las concentraciones
sin cambios ed’zp = 1 — k1C4. La probabilidad de que e 4y B tienen que disminuir a medida que la concentmaci

la molecula B se transforme en la metulaA es nula, es e incrementa progresivamente.

decir, P4 = 0. La probabilidad de que la nietulaB se

transforme en la méculaC es Ppc = k1C4. Finalmente, 4.3, Reacciones competitivas-paralelas

Peca =0, Peg =0, Poe = 1. La matriz de probabilidades

de transiddn es, Las reacciones competitivas-paralelas son aquellas en donde
los reactivos reaccionan de manera paralela y adéas con-
1 -k CpAt 0 k1 CpAt centraciones de los productos compiten. La réacgiimica
P = 0 1 —Fk1CaAt kiCaAt| .  (6)  viene dada como
0 0 1
A p,

Las concentraciones de cada especie con respecto al tiempo
se obtienen de iterar la matri@)( A+ Btz C,

En la Fig. 3 se muestran los resultados de la sohuci
analtica, solucon nunerica y el nétodo de cadenas de Mar- dondek; y k. son las constantes de velocidad de la reéacci
kov para la concentramn deA como funcon del tiempo. Co- Para el caso de reaccionesimicas competitivas-paralelas,
mo se puede obsaervar en esta figura se analizaron dos casbsspacio de estados del modelo de cadenas de Markov vie-
para la constante de reagnii.) k; = 0.2y 4i.) ky =0.4pa- ne dado comoS = {4, B,C, D}. Por tanto, las probabili-
ra un taméo de pasaAt =0.01 y concentraciones iniciales dades de transigh se obtienen de la siguiente forma. Sabe-
Cao=1/3y Cpop=2/3. En ambos casos el porcentaje mos que la velocidad con la que decae la conceritnade
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CADENAS DE MARKOV PARA SEGUIMIENTO DE REACCIONES QIMICAS 7

la moleculaA es la probabilidad de que la esta se convierta En la Fig. 4 se muestran los resultados de la sohuci
en el productadD. Para el caso de reaccionedmicas para- analtica, solucon nunérica y el nétodo de cadenas de Mar-
lelas, en la cigtica gumica se sabe que la velocidad con lakov para la reladn de concentracione@'sg — Ca) —

que desaparece una raolla de la reacoh global es la su- (Cpy — Cp) como funcon de la reladn de concentracio-
ma de la velocidad con la que desaparece en cadadeaesi nes I{Cpo/Cp). En esta figura se analizaron tres conjuntos
decir, para las reacciones competitivas-paralelas la velocidate pagémetros para las constantes de rgatéi; y ko em-

con la que desaparece la concentradle la mokculaA es  pleando unA¢ = 0.5. En los tres casos se observa una ex-
k1 = Pap y de lareacdn la velocidad con la que desapare- celente concordancia entre los resultados provenientes de las
ce eskoCp = Pac, entonces la mékulaA desaparece con tres metodolotas. A diferencia de los casos estudiados an-
probabilidadk; + k2Cp en consecuencia, la probabilidad de teriormente el aumentar una de las constantes de éegcci
gueA permanezca sin cambios %4 = 1 — (k1 + k2Cp). no aumenta el porcentaje de error déltodo de Cadenas de
Por otro lado, la probabilidad de que la i@olilaB se trans-  Markov con respecto a la soldci anaitica. Este efecto se
forme en el product@’ es la velocidad con la que desaparecepuede entendeatilmente de la matriz de probabilidad (ver
su concentraéin, es decirPgc = koC 4 y por tanto laproba- Ec. (4.3)) donde al aumentar el valor de una de las constan-
bilidad de que permanezca sin cambiosigsg = 1 —k2Cl4. tes de reacéin se ve compensado con la dismirurcde la
Entonces la matriz de probabilidades de tradsicie escribe otra constante de reaéci. Es decir, para que el porcentaje

como, de error en las cadenas de Markov aumente ambas constantes
tendfian que aumentar lo que targéhiconlleva a un aumento
1—k1 At—kCpAt 0 koCpAt kAt en el tiempo de@mputo. La forma de garantizar porcentajes
p_ 0 1—koCaAt  kaCaAt 0 de error menores al 0% es emplear tanfs de paso, tal
0 0 1 0 ©que, k™At < 0.1, siendok"® el valor mas alto de algu-
0 0 0 1 na de las dos constantes de reaacEn este caso particular

de la Fig. 4 empleamos un tafiade paso dé\t = 0.5 lo
Podemos observar que los estaddy D son estados ab- que nos proporciona en todos los casos porcentajes de error
sorbentes por ser gmicamente los productos de la re@ti  menor al0.5 % para las constantes de red@rtempleadas.
global. Las probabilidades de tran$ioiP, g, Pg4 son cero
porque gimicamente los reactivos no se transforman en logt.4. Reacciones consecutivas o en serie
otros reactivos involucrados, adasila probabilidad’sp es
cero ya que la méculaB no reacciona para producir a la Las reacciones consecutivas o en serie se describen por su

moléculaD. ecuacbn estequioratrica,
Al gk o
04 T | T T T
o Markov dondek, y ks son las constantes de velocidad de la réatci
L %% Analitico . El espacio de estados viene dado §or {A, B,C} donde
== Numérico  _ ..\ _ 005 las probabilidades de transici esdn dadas por la velocidad
03 l e con la que decae o desaparece unaéewh, entonces pa-

ra el caso de la métulaA tenemos que la probabilidad de
que se transforme en la néglulaB es Pyg = k. Obser-
vemos que la probabilidad de que @alilaA se transforme
en la mokculaC' es posible, sin embargo, estoles sucede
cuando la mdculaA se transforma e que a su vez pro-
duceC, es decir, la velocidad de formaci de la madculaC
depende de la cantidad de concentvagjue se ha formado
de la moéculaB, por tantoPs¢c = ko Cp Y la probabilidad
de que la mdculaA permanezca sin cambios esta dada por
Pas =1 —k; — koCp. De igual modo, la probabilidad de
que la moéculaB se transforme en la matulaC' esta dada
0 ! | ! | ! | ! por Pgc = ks Yy, €n consecuencia, la probabilidad de que la
0 0.1 02 0.3 0.4 concentradn de la mokculaB permanezca sin cambios es
In (Cpy /Cp) Pgp =1—ks.
FIGURE 4. Concentradin de las especiesl y B como fun- En este tipo de reaccpnes no se permite que l&ouda
cion del logaritmo de la concentréci de B para las reaccio- B se transforme en la rmnt_u_laA, por lo tat‘tOI_DBA = 0.
nes competitivas-paralelas partiendo de una conceatranicial ~ CON respecto a las probabilidades de forade |os pro-
Cao = 0.4y Cpo = 0.6. Los paametros para los tres casos de ductos tenemos que la probabilidad de que laénaaC' se
estudio empleando ufAt = 0.5, fueron:i) k1 = 0.1, ko = 0.05, convierta en alguna de las néglulasA o B es nula, mientras
#) k1 = 0.1, k2 = 0.1y i4i) k1 = 0.05, k2 = 0.1. queC es el estado absorbente de la cadena esfées—= 1.

(C;\n - CA) B (CBU - CB)
o
[§)
[

0.1
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La matriz de probabilidades de transicipara la Cadena de 4.5. Reacciones competitivas-consecutivas

Markov viene dada como,
Las reacciones competitivas-consecutivas se describen por la

Lk At kyCaCrAl kAL kyCuCrAt ecuacbn estequioratrica de la forma
P= 0 1—ko At koAt . (D ki
0 0 1 A+B—C+E,

A+C D4 E.
La matriz {7) nos proporciona la cantidad de concenibaci
de los componented, By C con respecto al tiempo. En este tipo de reaccionesimicas el modelo con cadenas
En la Fig. 5 se muestran los resultados de la sotuci de Markov a tiempo discreto toma el conjunto de estados

analtica, solucon nunérica y el nétodo de cadenas de Mar- S = {4, B, C, D, E'}. Entonces podemos obtener, las proba-
kov para las concentraciones de los componerte® y bilidades de transibn de la siguiente manera. Las raol-

C como funcén del tiempot. En esta figura se presentan 1as C'y E se forman de la desintegraci de A y B, en-

los perfiles de concentraei para el caso de reacciones con-tonces la probabilidad con la qué se transforma e’ es
secutivas o en serie partiendo de concentraciones iniciale&ac = (1/2)k1Cp. La mokeculaA reacciona gimicamen-
Cao = 1.0, Cpo = 0.0 y constantes de velocidad = 0.4, te con la mokculaC para producir las méculasD y F,

ks = 0.05 para un tam@o de paso de\t = 0.1. Este tipo ~ entonces la probabilidad de quk se transforme erD es

de reacciones es uno de los casos de estudminteresan- Pap = (1/2)k2Cc. La formacon de la matculaE se lleva
tes en el campo de la d@tica qimnica porque empleando el @ cabo en ambas reacciones, en consecuencia, tenemos que
método del factor integrante se puede encontrar una soluci ae = (1/2)(k1Cp + k2Cc). Ademas, sabemos que los re-
analtica para las concentraciones de los ComponeAt@ activosA Yy B quimicamente no se pUEden transformar en si
y C como funcon del tiempo. Como se puede observar en 1dNismos, entonceB, 5 = 0. Por otro lado, la m@culaB en
Fig. 5 la concordancia entre ebtodo de cadenas de Markov conjunto con la mdculaA reaccionan gunicamente para

y la solucbn anaitica es muy buena con porcentajes de erroProducirC'y E, entonces la probabilidad de qiese con-

de 0.39% paraC., 0.90% paraCp y 1.18% paraCc para  ViertaenC esPpc = (1/2)k1C4 y como qimicamenteB

un tiempo total de readsn det = 24. Estos resultados en NO produceD entoncesPzp = 0. La concentradin de B

los porcentajes de error se pueden explicar desde la matriz goduceE, pero la probabilidad de que se forme depen-
probabilidades la cual puede arrojar resultadés precisos de tanto ded como deB entoncesPgp = (1/2)k:1Ca. La

en la medida en que la descripoide aparién o desapari- Probabilidad de que la metulaB permanezca sin cambios

cion de un reactivo o producto sea@smacertada. esPpp = 1 — k1C4. La especi&’ reacciona gimicamente
para producitD y E pero estos se producen de la descompo-

sicion de ambos reactivos de modo deep = (1/2)kCa 'y

Peg = (1/2)k20A Adem'isPcA =Pecp =0 pues qml-

camente la probabilidad de qaecomo un reactivo se trans-

J'l o Markov A forme en otro de los reactivos involucrados en la reéacci

# ‘ *--% Analitico competitiva-consecutiva es nula y la probabilidad de que la
Cy == Numérico moléculaC permanezca sin cambios 8sc = 1 — kyCy.
G Finalmente, la matriz de probabilidades de trai@sice pue-

de escribir como,

0.8

A B
r=lo 3

donde

[1—k CpAt—koCoAt 0 k1CpAt/2
A= 0 1-k1CaAt  k1CaAL/2 |,
0 0 1-koC 4 AL

_kQCCAt/Q (kchAt-l-kgccAt)/Q
B= 0 k1CaAL/2 ,
_kQCAAt/Q kQCAAt/Q

O es la matriz de ceros de taff@2 x 3 y 7 es la matriz

FIGURE 5. Concentra@n de las especies, By C como funcen  identidad de tanfeo2 x 2. o
del tiempo,t, para las reacciones consecutivas o en serie partien- Ef‘ la Fig. 6 se mugstran los resultados de la sotuci
do de una concentram inicial C4o = 1.0y Cpo = 0.0. Los analtica, solucbn nunérica y el nétodo de cadenas de Mar-

patametros empleados fuerafdt = 0.1, k; = 0.4y k2 = 0.05. kov para las concentraciones de los componeatds, C,
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0.7 e L — los tiempos de @mputo de ambas metodoleg cuando se
C o Markov cambia el tamido de paso del pametro de integradn y la
0.6-% * — = Numérico —| precisbn con respecto a la soldti anaitica sigue siendo
*--% Analitico | idéntica.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos ilustrado como un modelo determinista
puede ser trabajado por medio de herramientasidasale la
teofia de procesos estasticos. Lo atractivo de este enfoque
gueda perfectamente ilustrado cuando las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (EDOs) que gobiernan las reacciongsigu

cas no tienen una soluei analtica explicita. En efecto, bajo

ciertas hiptesis y para determinado tipo de reaccionésiu

cas, el modelo de cadenas de Markov evita el problema de

resolver anadticamente EDOSs, en vez de esto, se calculan las

1 e o i - p'qtencia'ls.de una matriz eséstica y por medi(? Qe la ecua-

v : cion definida en Ecl5) se calcula la concentraxi de espe-

cies quamicas como fundn del tiempo. Aderas, el producto

cion del tiempoyt, para las reacciones competitivas-consecutivasd,e _mam,ces de prObab”'dad,eS de tra@pes m“‘*_“? 1S

partiendo de una concentraniinicial Cao = 2/3 y Co = 1/3. facil q§ implementar que Ic_)setodos nuraricos trad|C|ona—_

Los padmetros empleados fueraftt = 1, k1 = 0.1y ko = 0.05. les utilizados para la soluciones de EDOs. Para el estudio de
reacciones @s complejas, como las reacciones reversibles,
el tamdio de la matriz de probabilidad aumenta considera-

Dy E como funcon del tiempa. En este caso los pflame-  blemente de acuerdo alimero de reacciones consecutivas

tros empleados para las concentraciones inicialed ge3, involucradas en el sistem@ico. Adicionalmente, la matriz

ad como las constantes de redutk; y k2 cumplen con las de probabilidad suele tomar una forma tridiagonal (ver por

condiciones que&sy = 2Cpo Y k1/k2 = 2. Estas condi- ejemplo Ref. [14]) que permite que los tiempos denpu-

ciones particulares garantizan que se puedan obtener solia-sean comparables con respecto a la sotununérica del
ciones anaticas para las concentraciones de los componersistema de ecuaciones diferenciales. Este tipo de sistemas son
tesA, By C. De la Fig. 6 se observa que la concordanciade gran integs en la industria gmica y sean objeto de es-
entre el nétodo de cadenas de Markov y la so@rcanaiti-  tudio en futuros trabajos de nuestro laboratorio. Finalmente,
ca es excelente con porcentajes de error de%.paraC4,  en nuestro grupo de investiganiesperamos seguir haciendo

0.33% paraCg, y 0.31% paraC¢ para un tiempo total de avances en est@rea del conocimiento y abordar el estudio

reaccon det = 50. Aunque el mecanismo de las reaccionesde reacciones fitiples complejas y de sistemas de reaccio-

competitivas-consecutivas no es tan complejo, l&étaga de  nes nilltiples en bioreactores [15,16], empleando cadenas de
la reacobn es razonablemente compleja porque involucra eMarkov.

seguimiento de la concentraai de cinco componentes con

Irespecto al t_lempo. Ep particular este caso de estudio rev%(p'endice A

a las capacidades elatodo de cadenas de Markov para el

estudio del curso de reacciones complejas. A.1 Reacciones de primer orden

Para el caso de reacciones competitivas-consecutivas, el

método de cadenas de Markov es computacionalmente men8s ecuadn estequioratrica viene dada como,

costoso que la solun nunérica de las ecuaciones diferen-

ciales acopladas que describen la re@TcEn una compu- A

tadora Intel Core i7-8565U CPU 1.80GHzx8, 16 GB RAM, . ;

. , dondek; es la constante de velocidad de la reancBu ecua-
para un tami@do de paso dé\t = 1.0 el método de cadenas cion de velocidad es de la forma

de Markov tarda en 0.0804 segundos en encontrar la solu- '

cion contra 0.131 segundos que tarda la soluciunerica dCy

en un intervalo de integram desde, = 0 hastat = 50. dt

Para el mismo intervalo de integracion y un téimae paso dondeC4 es la concentradh del componentel, C'4, es la

de At = 0.001 el método nungrico tarda 0.305 segundos y concentradin inicial de4, ¢ es el tiempo ¥ ; es el tiempo fi-
el método de cadenas de Markov tarda 0.070 segundos. EstQg| de |a reacén. La soludbn anaitica de la Ec.A.1) viene

tiempos de integradn no constituyen una diferencia signifi- 4ada como
cativa en el tiempo detenputo de ambos @todos. Enérmi- | Ca
nos generales, se pueden encontrar peagieiferencias en Ca,) —kit.

FIGURE 6. Concentradin de las especie$, B, C'y D como fun-

k
1B7

=—k1Cys, 0t < ty, C4(0) = Ca,, (A.1)
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La Eq. (A.1) se puede resolver niricamente como un pro-

blema de valor inicial para una ecuacidiferencial ordinaria
empleando el ®todo convencional Runge-Kutta.

A.2 Reacciones de segundo orden

Para el caso de reacciones de segundo orden tenemos do
pos de reacoin una en la que partimos de reactivos iguales

otra en la que los reactivos iniciales son diferentes.

A.2.1 Reactivos iguales

Para las reacciones de segundo orden considerando ambos

reactivos iguales, se tiene,
ko
2A — B,

dondek,, es la constante de velocidad de la reancBu ecua-
cion de velocidad es de la forma,

dC4

_ 2
a ~ heCa

Ogtétjﬁ CA(O):CAm (A2)
dondeC4 es la concentradi del componentel, C4, es la
concentradn inicial deA para el tiempa = 0. La solucén

analtica de la Ec/A.2) viene dada como,

La solucbn nunérica de la EcA.2) se puede realizar em-
pleando un ratodo Runge-Kutta.

A.2.2 Reactivos diferentes

. . d
Para las reacciones de segundo orden donde los reactivos son

distintos la ecuaéin estequioratrica es,
k2
A+B—=C

donde las ecuaciones de velocidad pana B son de la for-
ma,

dc
TtA = _kZCACBa CA(O) = CAO» (A3)
ac
TtB = *kQCACBy CB(O) = CBoa (A4)

dondeC'4 y C'g son las concentraciones de los componente

Ay B, respectivamente, en un intervalle< ¢ < ¢;. La solu-
cion anaitica de las Ecs/A.3) y (A.4) se realiza empleando
el método de separamn de variables, tal que,

1 Ca,Cp
_ | 0B _ ot
(CAO CBO) n (CBOCA) k‘gt

La solucbn nunerica es un problema de valores iniciales qu

se puede aproximar empleando d€todo de Runge-Kutta.

A. L. FLORES ROBLES, L. PERALTA, AND V. M. TREJOS

A.2.3 Reacciones competitivas-paralelas

Las reacciones competitivas-paralelas vienen dada como,

k
A=

A+B F2,

D,

C,

S ti- . L.
);Iondekl y ko son las constantes de velocidad de la réacci

Las ecuaciones de velocidad se escriben como,

d0a _ —k1Ca — k2C4Ch,
dt
d
e e (A5)
t
dC¢
ek kaC4Chp,
dCp
9D _
dt 1CA7

dondeC; es la concentradn del componente= A, B, C, D
en el intervald) < ¢ < t; con condiciones iniciale§;(0) =
C;o. Reacomodando las expresiones e integrando tenemos,

k C

An (=L ).

ko Cp

La solucbn nunérica de las EcsA.5) se puede obtener em-
pleando un ratodo de Runge-Kutta.

(CAO - CA) - (CBO - CB) =

A.2.4 Reacciones consecutivas o en serie

Las reacciones consecutivas se describen por su énes;
tequionetrica,

AL Bl o
dondek; y ko son constantes de velocidad. Las ecuaciones

cinéticas para la readmn consecutiva o en serie, vienen da-
as como,

dCyu

e —k1C4, C4(0) = Ca,,
dcC'
d—f =ki1Ca— koCp, Cp(0) = Cg,,
dc
7dtc = k20, Cc(0) = Cey-

dondeC; es la concentradh del componenté = A, B,C
en el intervald) <t < t; con condiciones inicialeS’;(0) =
Cio. Reacomodando las expresiones e integrando tenemos,

Cy= CAoeiklt.

Bonde empleando factor integrante se obtiene la concentra-
cion de la mokéculaB, tal que,

—kit ]'
kJQ — k?l k’l - k'2

Para conocer la concentréanide la mokculaC empleamos
la estequiometa de la reacéin que relaciona las concentra-
ciones de los reactantes,

Cp = ki1Ca, —kat

(& e

e

Ca,=Ca+Cp+Cc,
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con esta relaéin y sustituyendo los resultados obtenemos, C;o. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dada
por la Ec.|A.6) se puede resolver afittamente para el caso

Co=Cu, |1+ ks ekt ks e~ kat| particular en qué€' sy = 2Cpo Y k1/ke = 2. Se obtienen las
kv — ko ko — ki siguientes expresiones,
La solucbn nurrérica de una read@n consecutiva puede ana- Ca,
lizarse por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales Ca= 1+ koCut’
0

ordinarias. Por tanto, la soludri nunerica de dicho sistema
se puede aproximar empleando ettodo de Runge-Kutta. donde podemos encontrar la concentsage 3, como,
Entonces, con concentradiinicial C4, = 1 para el reactivo C

Bo

A, considere las velocidades de reaodi; = 0.2, k> = 0.05 Cp= "5
y0<t<?25. (14 k2Ca,t)

_ - ) Ahora que conocemos la concenttatien el tiempo de los
A.2.5 Reacciones competitivas-consecutivas reactivosA y B, obrvese que de la ley de balance de la

. . . . rpateria se tiene la siguiente relacj
Las reacciones competitivas-consecutivas se describen porla

ecuacbn estequioratrica de la forma, Cu—205 — Co=Ca —2C5 — Co
0 0 07
k
A+B—C+E, con condiciones iniciale§, = 0.0, entonces
A+Cc 2 DB, C2 kot
Co = d

. . 14 koCy t)2”
dondek; y ko son constantes de velocidad. Las ecuaciones (L4 F2Caot)

cinéticas para la reacciones competitivas-consecutivas viengra solucbn nunerica de las reacciones competitivas-

dadas como, consecutivas pueden analizarse por medio de un sistema de
dCs ecuaciones diferenciales ordinarias. Por tanto, la swhuci
—= = —k1CaCp — k2CaCc, Ca(0) =Ca,, numérica de dicho sistema se puede aproximar empleando

dt el método de Runge-Kutta.

dCp
el k1CaCp, Cp(0) = Cg,, o
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