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La cinética qúımica estudia las reacciones quı́micas y sus mecanismos de reacción. Estos mecanismos se entienden como una secuencia de
pasos elementales para llevar a cabo la reacción qúımica. En el presente trabajo se utiliza un modelo de cadenas de Markov aplicado al mo-
delado de reacciones quı́micas tales como: reacciones de primer y segundo orden, reacciones competitivas-paralelas, reacciones consecutivas
o en serie y reacciones competitivas-consecutivas. Adicionalmente, se incluye una comparación de las soluciones analı́ticas y nuḿericas de
cada una de las reacciones de interés. En todos los casos se observa una buena concordancia entre los resultados empleando cadenas de
Markov, la solucíon nuḿerica y la solucíon anaĺıtica.

Descriptores:Reacciones quı́micas; cadenas de Markov.

Chemical kinetics studies chemical reactions and their mechanisms. These kind of mechanisms are understood as a sequence of elementary
steps to carry out the chemical reaction. In the present work, a Markov chain model is applied to the modeling of chemical reactions
such as 1st- and 2nd-order reactions, competitive-parallel reactions, consecutive or serial reactions, and competitive-consecutive reactions.
Additionally, a comparison of the Markov chain model with analytical and numerical solutions is included. In all cases, a good agreement is
observed between the results.
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1. Introducción

A principios del siglo pasado el matemático Ruso Andrey
Markov creo una nueva rama de la teorı́a de la probabilidad
conocida en nuestros dı́as como cadenas de Markov. La afi-
ción de este brillante matemático por la poeśıa lo llevo a de-
dicar horas de su vida a analizar los patrones de vocales y
consonantes en el poema de Alexander Pushkin titulado “Eu-
gene Onegin”. El ańalisis que Markov desarrolló no llevo a
una mejor apreciación del poema de Pushkin, pero sı́ permi-
tió que en la teorı́a de probabilidad se pasara de estudiar even-
tos aleatorios que son independientes entre sı́ a cadenas de
eventos vinculados entre ellos, donde las predicciones del fu-
turo solo dependen del estado presente de estas cadenas. Este
nuevo enfoque permitió el desarrollo de modelos más acer-
tados para distintos fenómenos presentes en muchasáreas de
la ciencia tales como biologı́a, f́ısica, astronoḿıa, astrof́ısica,
qúımica, investigacíon de operaciones, economı́a, comunica-
ciones, redes inforḿaticas, etc. En ingenierı́a qúımica, es po-
sible usar cadenas de Markov para modelar reacciones quı́mi-
cas. Una reacción qúımica es producida por colisiones entre
especies de igual o distinta naturaleza. Estos procesos que in-
volucran la colisíon de muchas partı́culas requieren la unión
de ḿoleculas, lo cual, generalmente se produce de forma im-
predecible. Por lo tanto, las reacciones quı́micas pueden ser
vistas como un proceso estocástico que, como veremos en el

resto de este trabajo, se comportan como cadenas de Markov
(vea, por ejemplo, [1-4]).

En el presente trabajo se relaciona la cinética qúımica con
el área estoćastica por medio del modelo de cadenas de Mar-
kov basado en los modelos propuestos en la literatura [5,6].
Se predice el comportamiento dinámico de las reacciones
qúımicas y se ilustra la validez y versatilidad de los mode-
los propuestos. Se analizan diferentes sistemas de reaccio-
nes qúımicas y se comparan los resultados con las soluciones
anaĺıticas y nuḿericas del sistema.

Este manuscrito se encuentra organizado de la siguien-
te manera. En la Sec. 2. se presentan las definiciones bási-
cas de cińetica qúımica como: ecuación estequioḿetrica, ve-
locidad de reacción, ley de velocidades, y ley de la conser-
vación de la materia. En la Sec. 3 se realiza una breve in-
troduccíon a las cadenas de Markov a tiempo discreto y se
realiza la formulacíon del modelo. En la Sec. 4, se muestran
los resultados para el seguimiento de reacciones quı́micas ta-
les como: reacciones de primer y segundo orden, reacciones
competitivas-paralelas, reacciones consecutivas o en serie y
reacciones competitivas-consecutivas. En todos los casos, los
resultados obtenidos empleando cadenas de Markov se com-
paran con las soluciones analı́ticas y las soluciones nuḿericas
de las ecuaciones diferenciales que describen las reacciones
de inteŕes. Finalmente, en la Sec. 5 se presentan algunas con-
clusiones y perspectivas de este trabajo.
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2. Reacciones qúımicas

La qúımica es el estudio de la materia y los cambios que
ocurren en ella. Estos cambios se producen de forma comple-
ja e involucran muchos ḿas feńomenos que śolo la descrip-
ción mećanica de partı́culas qúımicas que se atraen o repelen
en un determinado ambiente. La forma en la que interactúan
las part́ıculas qúımicas y ćomo modifican su comportamien-
to o estructura, se conoce como interacción qúımica. La in-
teraccíon qúımica es una de los principales objetivos en el
área de la qúımica ya que proporciona información acerca de
la constitucíon y estructura de la materia [7,8]. Sin embargo,
las teoŕıas propuestas para analizar estas interacciones se ba-
san ampliamente en resultados experimentales que recurren
a la teoŕıa cińetica qúımica y la termodińamica para brindar
una descripcíon detallada del feńomeno experimental.

La cinética qúımica se encarga de estudiar las velocida-
des a las que ocurre una reacción qúımica y el mecanismo por
el cual los reactivos se convierten en productos. Las reaccio-
nes qúımicas pueden entenderse como un proceso de cambio
o evolucíon de un reactivo para transformarse en una o va-
rias sustancias mediante el reacomodo o redistribución de los
átomos y aśı dar paso a la formación de nuevas moléculas.
La representación de una reacción qúımica mediante śımbo-
los qúımicos que muestra la forma en la que esta sucede se
denomina ecuación estequioḿetrica o ecuación qúımica.
Definición 1. (Ecuación estequioḿetrica) La ecuacíon este-
quioḿetrica es la forma convencional en la que se represen-
ta una reaccíon qúımica. En general dicha ecuación es de la
forma,

aA + bB
k−→ cC + dD, (1)

dondek es la constante de velocidad,A y B son los reacti-
vos,C y D son los productos ya, b, c, d son los coeficientes
estequioḿetricos.

La ecuacíon estequioḿetrica proporciona información
acerca de las sustancias quı́micas que participan en una re-
accíon, sin embargo, por sı́ sola no muestra suficiente infor-
macíon para entender el mecanismo de la reacción qúımica,
es decir, los pasos por los que se concluye. Por lo tanto, exis-
ten otras formas de representarlas de tal forma que se pueda
entender cúales son sus componentes. De la cinética qúımi-
ca, se define la velocidad de reacción, que corresponde con la
velocidad de descomposición o desaparición de un reactivo o
la velocidad de formación de un producto.
Definición 2. (Velocidad de reacción) Se define la veloci-
dad de reaccíon, para cada reactivo y producto en la Ec. (1),
como,

v = −1
a

dCA

dt
= −1

b

dCB

dt
=

1
c

dCC

dt
=

1
d

dCD

dt
. (2)

La cadena de igualdades (2) representa la velocidad con
la que desaparecen los reactivosA, B y la velocidad de for-
macíon para los productosC y D. Observe que las veloci-
dades de reacción para los reactivos se encuentran con signo
negativo. El signo menos se refiere a que la concentración

irá disminuyendo con el tiempo al ir transformándose en pro-
ducto. La relacíon entre velocidad y concentración de reacti-
vos (reactantes) y productos se conoce como ley de velocidad
o ecuacíon de velocidad.
Definición 3. (Ley de velocidades) Para una reaccíon qúımi-
ca en donde se involucranN reactivos,A1, A2,...,AN , se de-
fine la ecuacíon de velocidad como,

v = k(N)
N∏

i=1

Cni

Ai
,

dondek(N) corresponde a la constante de velocidad asocia-
da a la reaccíon del reactivo para el cual se esta conside-
rando la ecuacíon de velocidad,CAi es la concentración del
i-ésimo reactivo yni es el orden de cada reactivoAi en la
reaccíon.

Las concentraciones de los reactivos desaparecen durante
una reaccíon qúımica o las concentraciones de los productos
aparecen, sin embargo, en toda reacción qúımica la masa total
en el sistema permanece constante, es decir, la masa consu-
mida de los reactivos es igual a la masa de los productos al
final de la reaccíon qúımica. Este principio se conoce como
ley de conservación de la materia.
Definición 4. (Ley de conservación de la materia) Este prin-
cipio establece que la masa no se crea ni se destruye y, que
la masa total de las sustancias involucradas en un cambio
fı́sico o qúımico permanece constante.

3. Cadenas de Markov

Desde que en 1906 el matemático ruso Andrey Markov intro-
dujo el concepto deCadenas de Markovestas se han converti-
do en una herramienta matemática bastantéutil para modelar
distintos feńomenos f́ısicos. Esta clase de procesos estocásti-
cos permiten modelar eventos en los que se puede suponer
que para predecir el futuro sólo es necesario conocer el pre-
sente. La definicíon formal es la siguiente.
Definición 5. Una cadena de Markov a tiempo discreto es
una familia de variables aleatoriasY0, Y1, Y2, . . . , Ym, . . .,
definidas en un mismo espacio de probabilidad, que satisfa-
cen la Propiedad de Markov, es decir,

P (Ym+1 = j | Y0 = i0, Y1 = i1, . . . , Ym = i)

= P (Ym+1 = j | Ym = i), (3)

para todoi, j, i0, i1, . . . ∈ S, dondeS se denomina el espa-
cio de estados de la cadena.

A la probabilidadP (Ym+1 = j | Ym = i) = Pij se
le conoce como la probabilidad de transición a un solo paso
de que la cadena pase del estadoi al estadoj. La igualdad
(3) significa que la probabilidad de que el sistema o cade-
na al tiempom + 1 se encuentre en el estadoj no depende
de toda la historia del proceso, sinoúnicamente de en donde
se encuentréesta en el tiempo inmediato anterior. Veamos el
siguiente ejemplo tomado de la Ref. [9].
Ejemplo 1. Tres niñas A, B y C se lanzan entre ellas una
pelota. A siempre le lanza la pelota a B, B siempre le lanza

Rev. Mex. Fis. E20020210



CADENAS DE MARKOV PARA SEGUIMIENTO DE REACCIONES QÚIMICAS 3

la pelota a C y C lanza la pelota a B con probabilidad1/2.
Si Ym es la nĩna que tiene la pelota en elm−ésimo lanza-
miento, entonces es claro queY es una cadena de Markov
ya que quien lanza la pelota no esta influenciada por quien
previamente la teńıa. Aqúı S = {A, B,C}

Las reacciones quı́micas son producidas por la transfor-
macíon estructural y termodińamica de dos o ḿas especies
qúımicas (denomiadas reactivos), en otras sustancias llama-
das productos. Dichas reacciones quı́micas se producen por
el encuentro aleatorio de distintas moléculas de la naturale-
za. En consecuencia, es posible modelar dichas reacciones a
través de cadenas de Markov. En la siguiente sección expli-
caremos este modelo el cual esta basado en las Refs. [1,10].

3.1. Formulación del modelo

Supongamos que en una reacción qúımica se involucranN
especies qúımicas distintas, que se denotan porAj , conj =
1, 2, . . . , N , entonces la ecuación estequioḿetrica del siste-
ma es la siguiente,

a1A1 + a2A2 + · · ·+ aNAN
k−→ Productos,

donde,k representa la constante de velocidad,ai son los coe-
ficientes estequioḿetricos yAi es lai-ésima sustancia quı́mi-
ca. Es decir, la moléculaAi se encuentra en el niveli, de un
total ded niveles, pero al ser involucrada mediante reacciones
elementales esta puede cambiar a un nivel distinto, por ejem-
plo alj. Por tanto, supondremos que la colección de todas las
transiciones que la involucran forman una cadena de Markov
cuyo espacio de estados esS = {1, 2, . . . , d}. Es importan-
te identificar cada posible especie quı́mica involucrada en la
reaccíon que serviŕa como los niveles1, 2, . . . , d, o estados
de la cadena, y de tal manera que el sistema pueda ocupar un
sólo estado después de cada transición.

Dado que las probabilidades de transición śolo dependen
de i y j, estas pueden ser arregladas en una matrizP , cuya
ij−ésima entrada es la probabilidad de transición Pij . Esta
matriz es conocida como matriz de probabilidades de tran-
sición o matriz de Markov. Para el sistema que reacciona
qúımicamente, la matriz queda determinada de la siguiente
forma,

P =




P11 P12 · · · P1l P1d

P21 P22 · · · P2l P2d

...
...

.. .
...

...

Pl1 Pl2
.. . Pll Pld

0 0 · · · 0 1




. (4)

Notemos que esta matriz satisface dos propiedades, la prime-
ra es que cada elemento de la matriz (4) es un ńumero del
intervalo[0, 1] y que los elementos de cada fila suman la uni-
dad, esto es,

l∑

j=1

Pij + Pid = 1, i = 1, 2, .., l.

Observe que estamos denotando conl ≤ N al número de
niveles que conforman al espacio de estados hasta llegar al
nivel absorbented. Una vez que una cadena de Markov al-
canza un estado y se queda enéste por siempre, decimos que
este estado es absorbente, es decir,Pdd = 1. Desde el pun-
to de vista qúımico se traduce como que la moléculaAj se
ha transformado en un producto y, a menos que la reacción
qúımica sea reversible, no hay razón para cambiar a otro ni-
vel, por tal motivoPdi = 0 para todoi = 1, 2, . . . , l.

El objetivo principal es modelar una reacción qúımi-
ca analizando las concentraciones de las sustancias quı́mi-
cas involucradas, y en consecuencia, de las transiciones que
ocurren en la reacción. Entonces consideraremos una dis-
tribución de probabilidad inicialφ(0) = [φj(0)], donde
φj(0) = P (Y0 = j) conj ∈ S, adeḿas note queφd(0) = 0.
La primera transicíon en el sistema se identifica con la distri-
bución de la variableY1 y se calcula como sigue

φj(1) =
d∑

i=1

Pij(0, 1)φi(0), j = 1, 2, .., l, d.

De igual manera obtenemos lam + 1-ésima transicíon del
sistema,φ(m + 1) y cada entrada del vector se escribe por,

φj(m + 1) =
d∑

i=1

Pijφi(m), j = 1, 2, .., l, d. (5)

Lo anterior es una consecuencia de la ecuación de
Chapman-Kolmogorov, la cual establece que para cuales-
quiera enterosm,n ≥ 0

Pm+n = PmPn,

donde la potencian de la matriz de transición, es decir,Pn

indica las probabilidades de transición de la cadena an pa-
sos. El lector interesado en la teorı́a relacionada con las cade-
nas de Markov puede consultar las Refs. [11-13], entre otros.
Este modelo de cadenas de Markov se aplica a las reaccio-
nes qúımicas en donde las sustancias involucradas represen-
tan los estados de la cadena. Se puede suponer que las re-
acciones qúımicas satisfacen las propiedades para ajustarse
a un modelo de cadenas de Markov simple considerando que
las concentraciones de las sustancias son funciones aleatorias
del tiempo. Adeḿas, dado que la reacción se encuentra en
una determinada sustancia intermedia, la probabilidad de que
pase a otra sustancia intermediaúnicamente dependerá del
estado actual de la reacción y no de todas las sustancias por
las que ha pasado.

4. Resultados

En esta sección aplicaremos el modelo presentado en la
Sec. 3.1. Para este fin, analizaremos los siguientes tipos de
reacciones qúımicas: reacciones de primer y segundo orden,
reacciones competitivas-paralelas, reacciones consecutivas o
en serie y reacciones competitivas-consecutivas. Ilustraremos
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el cambio en las concentraciones de reactivos y productos
con respecto al tiempo en una reacción qúımica establecien-
do una solucíon anaĺıtica de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias que resultan de las ecuaciones de velocidad. Cuando
no sea posible resolver explı́citamente estas ecuaciones re-
curriremos a su resolución nuḿerica. Utilizaremos las cade-
nas de Markov para modelar el comportamiento de productos
y reactivos en la reacción qúımica. Finalmente, en todos los
casos las soluciones analı́ticas y nuḿericas para cada uno de
las reacciones estudiadas son presentadas en el Apéndice A.

4.1. Reacciones de primer orden

En las reacciones de primer orden se da un proceso median-
te el cual una moléculaA se transforma en una moléculaB
donde su ecuación estequioḿetrica viene dada como,

A
k1−→ B,

dondek1 es la constante de velocidad de la reacción. En el
contexto de cadenas de Markov la reacción de primer orden
se resuelve como:i) denotamos aPAB como la probabili-
dad de que la moléculaA se convierta en la moléculaB,
ii) denotamos las transiciones de la cadena de Markov como
φ(n) = [φj(n)], la cual representa el estado de la reacción
despúes den transiciones, conj ∈ S y φj(n) = P (Xn = j).
Parat = 1 consideramos la constante de velocidadk1 < 1,
entonces,

CA0 − CA = k1,

donde suponemos que la constante de velocidadk1 repre-
senta la probabilidad con la que decae la concentración de
la moĺeculaA durante una unidad de tiempo y el término
(1 − k1) representa la probabilidad con la que la concentra-
ción de la moĺeculaA permanece sin cambios. Ahora con-
sideremos que la reacción qúımica es una cadena que puede
tomar solo dos estados, es decir,S = {A,B} y cuya matriz
de probabilidades de transición,P , es la siguiente,

P =
[
1− k1∆t k1∆t

0 1

]
.

Para el caso particular en que∆t =1, la moĺeculaA se con-
vierte en la moĺeculaB con una probabilidadk1, la moĺecula
A no reacciona con probabilidad1 − k1 y la moĺeculaB se
convierte en la moléculaA con probabilidad cero o la con-
centracíon de la moĺeculaB permanece sin cambios con pro-
babilidad uno. Considerandok1 = 0.2 y las concentraciones
moleculares iniciales como la distribución inicial para la ca-
dena de Markov, de la forma,

φ(0) =
[
1 0

]
,

esto indica que la reacción se encuentra en la moléculaA y
es posible conocer la concentración de cada molécula involu-
crada en la reacción, es decir, el estado del sistema después
de cada transición. Para la primera transición basta con mul-
tiplicar la distribucíon inicial por la matrizP , tal que,

φ(1) =
[
1 0

]×
[
0.8 0.2
0 1

]
=

[
0.8 0.2

]
,

para la segunda transición de la reacción,

φ(2) =
[
0.8 0.2

]×
[
0.8 0.2
0 1

]
=

[
0.64 0.36

]
,

de manera recursiva se pueden obtener las concentraciones
para las moĺeculasA y B con respecto a cada transición. A
lo largo de las iteraciones se puede observar una disminución
de la concentración de la moĺeculaA y un aumento de la
concentracíon de la moĺeculaB. La reaccíon concluye cuan-
do la moĺeculaA se ha consumido por completo. En los casos
en que el sistema de ecuaciones diferenciales tiene solución
anaĺıtica el porcentaje de error se puede calcular como,

%error=
1
np

np∑

k=1

|xcal
k − xreal

k | × 100,

dondenp son el ńumero de datos,xcal
k y xreal

k son las concen-
traciones del componentek calculado empleando cadenas de
Markov y la expresíon anaĺıtica, respectivamente. El porcen-
taje de error de la cadena Markov con respecto a la solución
anaĺıtica dependerá del tamãno de paso de la integración,∆t,
y de la magnitud de las constantes de velocidad de la reac-
ción.

En la Fig. 1 se muestra la concentración deA como fun-
ción del tiempo,t. Se presenta la solución anaĺıtica, la solu-
ción nuḿerica y la solucíon empleando cadenas de Markov.
En esta figura se observa que para un tamaño de paso en el
tiempo de∆t =1 y una constante de reacción dek1 = 0.1 el

FIGURE 1. Concentracíon de la especieA como funcíon del tiem-
po, t, para la reacción A −→ B partiendo de una concentración
inicial CA0 = 1.0. Los paŕametros para los tres casos de estudio
fueron:i) k1 = 0.3, ∆t = 0.01, ii) k1 = 0.1, ∆t = 1.0 y iii)
k1 = 0.01, ∆t = 1.0.
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porcentaje de error es de 1.22% cuando se alcanza un tiempo
de reaccíon det = 8. Si disminuimos el valor de la cons-
tante de reacción ak1 = 0.01 manteniendo∆t constante, el
error disminuye a0.019% al alcanzar el mismo tiempo de
reaccíon. Lo que nos indica que al fijar una escala de tiem-
po,∆t, constante, el porcentaje de error disminuye a medida
que disminuimos el valor de la constante de reacción fijo. De
la figura tambíen podemos observar que cuando aumentamos
el valor dek1 = 0.3 y disminuimos el tamãno de paso∆t
la concordancia con respecto a la solución anaĺıtica es muy
buena reportando un error menor 0.04%. Como se puede ob-
servar en la Fig. 1 y en cada una de las figuras del manuscrito,
nosotros no hemos indicado la unidades de las constantes de
reaccíon, k′is debido a quéestas son independientes de las
unidades que se escojan para un intervalo de tiempo de la
reaccíon qúımica. Por ejemplo, para una reacción de primer
orden la constante de velocidad de la reacción es de108 s−1

en un intervalo de tiempo de 1 ns (10−9 s) lo cual es quiva-
lente ak = 0.1, pero en un intervalo de tiempo de 0.05 ns
entoncesk = 0.05.

4.2. Reacciones de segundo orden

Las reacciones de segundo orden se caracterizan por ser un
sistema reaccionante de dos moléculas que pueden ser igua-
les o diferentes y se combinan para producir una o varias
moléculas.

4.2.1. Reactivos iguales

Para las reacciones de segundo orden considerando ambos
reactivos iguales, se tiene,

2A
k1−→ B

dondek1 es la constante de velocidad de la reacción. La velo-
cidad con la que desaparece una sustancia quı́mica se asemeja
con la probabilidad con la que dicha sustancia se transforma
durante la reacción. Veamos que para el caso de reacciones
qúımicas de segundo orden con reactivos iguales, la probabi-
lidad de formacíon para la moĺeculaB, PAB , esta dada por
PAB = k1CA. Es decir, la moĺeculaB se forma con proba-
bilidad distinta de cero de ambas moléculas deA; una parte
de la moĺeculaB se forma de una cantidad transformada de
la moĺeculaA y la otra mitad se forma con la cantidad de
sustancia transformada de la restante moléculaA. La pro-
babilidad de que la moléculaA permanezca sin cambios es
PAA = 1 − k1CA, que se obtiene de considerar el evento
donde ninguna de las dos moléculas deA se transformen en
B. Por otra parte, la probabilidad de que la moléculaB per-
manezca sin cambios es1, ya que qúımicamenteB se reco-
noce como el producto de la reacción y no necesitamos que
cambie a otro estado, en consecuencia, la probabilidad de que
B se convierta en la moléculaA es nula. Como ya se men-
cionó en la Sec. 3.1 el estadoB de esta cadena de Markov es
absorbente. La matriz de probabilidades de transición viene
dada como,

P =
[
1− k1CA∆t k1CA∆t

0 1

]
.

Nuevamente, para el caso particular de un tamaño de paso,
∆t =1, dos moĺeculas deA se convierten en la moléculaB
con una probabilidadk1, la moĺeculaA no reacciona con pro-
babilidad,1− k1, y la moĺeculaB se convierte en la molécu-
la A con probabilidad cero, es decir, la concentración de la
moléculaB permanece sin cambios. Considerandok1 = 0.1
y la de la moĺeculaCA =1.0, tenemos

φ(0) =
[
1 0

]
,

lo cual indica que la reacción se encuentra en la moléculaA
y es posible conocer la concentración deA y B despúes de
cada transicíon. Para la primera transición se tiene que

φ(1) =
[
1 0

]×
[
0.9 0.1
0 1

]
=

[
0.9 0.1

]
,

para la segunda transición de la reacción

φ(2) =
[
0.9 0.1

]×
[
0.91 0.09
0 1

]
=

[
0.819 0.181

]
,

de manera recursiva se pueden obtener las concentraciones
para las moĺeculasA y B con respecto a cada transición. A
lo largo de las iteraciones se puede observar como la concen-
traciónA disminuye con el tiempo,t.

En la Fig. 2 se muestran los resultados de la solución
anaĺıtica, solucíon nuḿerica y el ḿetodo de cadenas de Mar-
kov para la concentración deA como funcíon del tiempo. En
esta figura se observa que para valores altos de la constante

FIGURE 2. Concentracíon de la especieA como funcíon del tiempo

t para la reacción2A
k1−→ B partiendo de una concentración inicial

CA0 = 1.0. Los paŕametros para los tres casos de estudio fueron:
i) k1 = 0.5, ∆ = 0.1, ii) k1 = 0.1, ∆ = 1.0 y iii) k1 = 0.01,
∆ = 1.0.
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de reaccíon k1 = 0.5 el disminuir el tamãno de paso∆t =
0.1 mejora la concordancia de la solución con cadenas de
Markov con respecto a la solución anaĺıtica con un error me-
nor 0.54%. Adicionalmente, se observa que para un tamaño
de paso en el tiempo de∆t = 1 y una constante de reacción
dek1 = 0.1 el porcentaje de error es de 1.59% cuando se al-
canza un tiempo de reacción det = 10. Si disminuimos el va-
lor de la constante de reacción ak1 = 0.01 manteniendo∆t
constante el error disminuye a 0.042% al alcanzar el mismo
tiempo de reacción. Para un tamãno de paso,∆t, constante, el
porcentaje de error disminuye a medida que disminuimos el
valor de la constante de reacción. La solucíon anaĺıtica para
esta reacción se presenta en el Apéndice A.

4.2.2. Reactivos diferentes

Para las reacciones de segundo orden en donde los reactivos
son distintos la ecuación estequioḿetrica es de la forma,

A + B
k1−→ C,

dondek1 es la constante de velocidad de la reacción. Para
el caso de reacciones quı́micas de segundo orden, el mode-
lo de cadenas de Markov será un proceso a tiempo discre-
to con tres estados, es decir,S = {A,B,C}. La probabili-
dad de que la moléculaA se transforme en la moléculaC
es la velocidad con la que desaparece la moléculaA, esto es
k1CB , de dondePAC = k1CB . Por otro lado, la formación
de la moĺeculaC se lleva a cabo con probabilidad distinta
de cero tanto de la moléculaA como deB, es decir, que
C necesariamente se forma de las dos moléculas, por tan-
to, PAA = 1 − k1CB . La probabilidad de que la molécula
A se convierta en la moléculaB es nula pues quı́micamente
los dos son reactivos y no es de interés este caso, por tanto,
PAB = 0. Análogamente, la probabilidad de que la molécula
B se transforme es la velocidad con la que desaparece, es-
to esk1CA por lo que la probabilidad de que se mantenga
sin cambios esPBB = 1 − k1CA. La probabilidad de que
la moĺeculaB se transforme en la moléculaA es nula, es
decir, PBA = 0. La probabilidad de que la moléculaB se
transforme en la moléculaC esPBC = k1CA. Finalmente,
PCA = 0, PCB = 0, PCC = 1. La matriz de probabilidades
de transicíon es,

P =




1− k1CB∆t 0 k1CB∆t
0 1− k1CA∆t k1CA∆t
0 0 1


 . (6)

Las concentraciones de cada especie con respecto al tiempo
se obtienen de iterar la matriz (6).

En la Fig. 3 se muestran los resultados de la solución
anaĺıtica, solucíon nuḿerica y el ḿetodo de cadenas de Mar-
kov para la concentración deA como funcíon del tiempo. Co-
mo se puede obsaervar en esta figura se analizaron dos casos
para la constante de reacción: i.) k1 = 0.2 y ii.) k1 = 0.4 pa-
ra un tamãno de paso∆t =0.01 y concentraciones iniciales
CA0 = 1/3 y CB0 = 2/3. En ambos casos el porcentaje

FIGURE 3. Concentracíon de la especieA como funcíon del tiem-

pot para la reacciónA+B
k2−→ B partiendo de una concentración

inicial CA0 = 1/3 y CB0 = 2/3. Los paŕametros para los dos
casos de estudio empleando un∆t = 0.01, fueron:i) k1 = 0.2 y
ii) k1 = 0.4.

de error es inferior al0.001% cuando se emplea un tamaño
de paso de∆t = 0.01. Cuando se tienen constantes de reac-
ción con valores altos como es el caso de la Fig. 3 la forma
de disminuir el porcentaje de error es emplear tamaños de
paso pequẽnos aunque eso implique un aumento en segundos
del tiempo de ćomputo. El desarrollo para obtener la solución
analitica de las reacciones de segundo orden con reactivos di-
ferentes se muestra en el Apéndice A. Para el caso particular
deCA0 = 1/3, CB0 = 2/3 y k1 = 0.1 se tiene que la solu-
ción anaĺıtica es de la forma,3ln (CB/2CA) = 0.1t. En una
representación de las concentraciones deA, B y C como fun-
ción del tiempo,t, se puede observar que las concentraciones
deA y B tienen que disminuir a medida que la concentración
deC incrementa progresivamente.

4.3. Reacciones competitivas-paralelas

Las reacciones competitivas-paralelas son aquellas en donde
los reactivos reaccionan de manera paralela y además las con-
centraciones de los productos compiten. La reacción qúımica
viene dada como

A
k1−→ D,

A + B
k2−→ C,

dondek1 y k2 son las constantes de velocidad de la reacción.
Para el caso de reacciones quı́micas competitivas-paralelas,
el espacio de estados del modelo de cadenas de Markov vie-
ne dado como:S = {A,B, C, D}. Por tanto, las probabili-
dades de transición se obtienen de la siguiente forma. Sabe-
mos que la velocidad con la que decae la concentración de

Rev. Mex. Fis. E20020210



CADENAS DE MARKOV PARA SEGUIMIENTO DE REACCIONES QÚIMICAS 7

la moĺeculaA es la probabilidad de que la esta se convierta
en el productoD. Para el caso de reacciones quı́micas para-
lelas, en la cińetica qúımica se sabe que la velocidad con la
que desaparece una molécula de la reacción global es la su-
ma de la velocidad con la que desaparece en cada reacción, es
decir, para las reacciones competitivas-paralelas la velocidad
con la que desaparece la concentración de la moĺeculaA es
k1 = PAD y de la reaccíon la velocidad con la que desapare-
ce esk2CB = PAC , entonces la moléculaA desaparece con
probabilidadk1 + k2CB en consecuencia, la probabilidad de
queA permanezca sin cambios es,PAA = 1− (k1 + k2CB).
Por otro lado, la probabilidad de que la moléculaB se trans-
forme en el productoC es la velocidad con la que desaparece
su concentración, es decir,PBC = k2CA y por tanto la proba-
bilidad de que permanezca sin cambios es,PBB = 1−k2CA.
Entonces la matriz de probabilidades de transición se escribe
como,

P=




1−k1∆t−k2CB∆t 0 k2CB∆t k1∆t
0 1−k2CA∆t k2CA∆t 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Podemos observar que los estadosC y D son estados ab-
sorbentes por ser quı́micamente los productos de la reacción
global. Las probabilidades de transiciónPAB , PBA son cero
porque qúımicamente los reactivos no se transforman en los
otros reactivos involucrados, además la probabilidadPBD es
cero ya que la moléculaB no reacciona para producir a la
moléculaD.

FIGURE 4. Concentracíon de las especiesA y B como fun-
ción del logaritmo de la concentración de B para las reaccio-
nes competitivas-paralelas partiendo de una concentración inicial
CA0 = 0.4 y CB0 = 0.6. Los paŕametros para los tres casos de
estudio empleando un∆t = 0.5, fueron:i) k1 = 0.1, k2 = 0.05,
ii) k1 = 0.1, k2 = 0.1 y iii) k1 = 0.05, k2 = 0.1.

En la Fig. 4 se muestran los resultados de la solución
anaĺıtica, solucíon nuḿerica y el ḿetodo de cadenas de Mar-
kov para la relacíon de concentraciones(CA0 − CA) −
(CB0 − CB) como funcíon de la relacíon de concentracio-
nes ln(CB0/CB). En esta figura se analizaron tres conjuntos
de paŕametros para las constantes de reacción k1 y k2 em-
pleando un∆t = 0.5. En los tres casos se observa una ex-
celente concordancia entre los resultados provenientes de las
tres metodoloǵıas. A diferencia de los casos estudiados an-
teriormente el aumentar una de las constantes de reacción,
no aumenta el porcentaje de error del método de Cadenas de
Markov con respecto a la solución anaĺıtica. Este efecto se
puede entender fácilmente de la matriz de probabilidad (ver
Ec. (4.3)) donde al aumentar el valor de una de las constan-
tes de reacción se ve compensado con la disminución de la
otra constante de reacción. Es decir, para que el porcentaje
de error en las cadenas de Markov aumente ambas constantes
tendŕıan que aumentar lo que también conlleva a un aumento
en el tiempo de ćomputo. La forma de garantizar porcentajes
de error menores al 0.1% es emplear tamaños de paso, tal
que,kmax

i ∆t ≤ 0.1, siendokmax
i el valor ḿas alto de algu-

na de las dos constantes de reaación. En este caso particular
de la Fig. 4 empleamos un tamaño de paso de∆t = 0.5 lo
que nos proporciona en todos los casos porcentajes de error
menor al0.5% para las constantes de reacción empleadas.

4.4. Reacciones consecutivas o en serie

Las reacciones consecutivas o en serie se describen por su
ecuacíon estequioḿetrica,

A
k1−→ B

k2−→ C,

dondek1 y k2 son las constantes de velocidad de la reacción.
El espacio de estados viene dado porS = {A,B, C} donde
las probabilidades de transición est́an dadas por la velocidad
con la que decae o desaparece una molécula, entonces pa-
ra el caso de la moléculaA tenemos que la probabilidad de
que se transforme en la moléculaB esPAB = k1. Obser-
vemos que la probabilidad de que moléculaA se transforme
en la moĺeculaC es posible, sin embargo, esto sólo sucede
cuando la moĺeculaA se transforma enB que a su vez pro-
duceC, es decir, la velocidad de formación de la moĺeculaC
depende de la cantidad de concentración que se ha formado
de la moĺeculaB, por tantoPAC = k2CB y la probabilidad
de que la moĺeculaA permanezca sin cambios esta dada por
PAA = 1 − k1 − k2CB . De igual modo, la probabilidad de
que la moĺeculaB se transforme en la moléculaC esta dada
por PBC = k2 y, en consecuencia, la probabilidad de que la
concentracíon de la moĺeculaB permanezca sin cambios es
PBB = 1− k2.

En este tipo de reacciones no se permite que la molécula
B se transforme en la moléculaA, por lo tantoPBA = 0.
Con respecto a las probabilidades de formación de los pro-
ductos tenemos que la probabilidad de que la moléculaC se
convierta en alguna de las moléculasA o B es nula, mientras
queC es el estado absorbente de la cadena esto es,PCC = 1.
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La matriz de probabilidades de transición para la Cadena de
Markov viene dada como,

P=




1−k1∆t−k2CACB∆t k1∆t k2CACB∆t
0 1−k2∆t k2∆t
0 0 1


 . (7)

La matriz (7) nos proporciona la cantidad de concentración
de los componentesA, B y C con respecto al tiempo.

En la Fig. 5 se muestran los resultados de la solución
anaĺıtica, solucíon nuḿerica y el ḿetodo de cadenas de Mar-
kov para las concentraciones de los componentesA, B y
C como funcíon del tiempot. En esta figura se presentan
los perfiles de concentración para el caso de reacciones con-
secutivas o en serie partiendo de concentraciones iniciales:
CA0 = 1.0, CB0 = 0.0 y constantes de velocidadk1 = 0.4,
k2 = 0.05 para un tamãno de paso de∆t = 0.1. Este tipo
de reacciones es uno de los casos de estudio más interesan-
tes en el campo de la cinética qúımnica porque empleando el
método del factor integrante se puede encontrar una solución
anaĺıtica para las concentraciones de los componentesA, B
y C como funcíon del tiempo. Como se puede observar en la
Fig. 5 la concordancia entre el método de cadenas de Markov
y la solucíon anaĺıtica es muy buena con porcentajes de error
de 0.39% paraCA, 0.90% paraCB y 1.18% paraCC para
un tiempo total de reacción det = 24. Estos resultados en
los porcentajes de error se pueden explicar desde la matriz de
probabilidades la cual puede arrojar resultados más precisos
en la medida en que la descripción de aparicíon o desapari-
ción de un reactivo o producto sea más acertada.

FIGURE 5. Concentracíon de las especiesA, B y C como funcíon
del tiempo,t, para las reacciones consecutivas o en serie partien-
do de una concentración inicial CA0 = 1.0 y CB0 = 0.0. Los
paŕametros empleados fueron:∆t = 0.1, k1 = 0.4 y k2 = 0.05.

4.5. Reacciones competitivas-consecutivas

Las reacciones competitivas-consecutivas se describen por la
ecuacíon estequioḿetrica de la forma

A + B
k1−→ C + E,

A + C
k2−→ D + E.

En este tipo de reacciones quı́micas el modelo con cadenas
de Markov a tiempo discreto toma el conjunto de estados
S = {A,B, C, D, E}. Entonces podemos obtener, las proba-
bilidades de transición de la siguiente manera. Las molécu-
las C y E se forman de la desintegración deA y B, en-
tonces la probabilidad con la queA se transforma enC es
PAC = (1/2)k1CB . La moĺeculaA reacciona qúımicamen-
te con la moĺeculaC para producir las moléculasD y E,
entonces la probabilidad de queA se transforme enD es
PAD = (1/2)k2CC . La formacíon de la moĺeculaE se lleva
a cabo en ambas reacciones, en consecuencia, tenemos que
PAE = (1/2)(k1CB + k2CC). Adeḿas, sabemos que los re-
activosA y B qúımicamente no se pueden transformar en si
mismos, entoncesPAB = 0. Por otro lado, la moléculaB en
conjunto con la moĺeculaA reaccionan qúımicamente para
producirC y E, entonces la probabilidad de queB se con-
vierta enC esPBC = (1/2)k1CA y como qúımicamenteB
no produceD entoncesPBD = 0. La concentracíon deB
produceE, pero la probabilidad de queE se forme depen-
de tanto deA como deB entoncesPBE = (1/2)k1CA. La
probabilidad de que la moléculaB permanezca sin cambios
esPBB = 1− k1CA. La especieC reacciona qúımicamente
para producirD y E pero estos se producen de la descompo-
sición de ambos reactivos de modo quePCD = (1/2)k2CA y
PCE = (1/2)k2CA. AdeḿasPCA = PCB = 0 pues qúımi-
camente la probabilidad de queC como un reactivo se trans-
forme en otro de los reactivos involucrados en la reacción
competitiva-consecutiva es nula y la probabilidad de que la
moléculaC permanezca sin cambios esPCC = 1 − k2CA.
Finalmente, la matriz de probabilidades de transición se pue-
de escribir como,

P =
[A B
O I

]
,

donde

A=




1−k1CB∆t−k2CC∆t 0 k1CB∆t/2
0 1−k1CA∆t k1CA∆t/2
0 0 1−k2CA∆t


 ,

B=




k2CC∆t/2 (k1CB∆t+k2CC∆t)/2
0 k1CA∆t/2

k2CA∆t/2 k2CA∆t/2


 ,

O es la matriz de ceros de tamaño 2 × 3 y I es la matriz
identidad de tamãno2× 2.

En la Fig. 6 se muestran los resultados de la solución
anaĺıtica, solucíon nuḿerica y el ḿetodo de cadenas de Mar-
kov para las concentraciones de los componentesA, B, C,
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FIGURE 6. Concentracíon de las especiesA, B, C y D como fun-
ción del tiempo,t, para las reacciones competitivas-consecutivas
partiendo de una concentración inicial CA0 = 2/3 y CB0 = 1/3.
Los paŕametros empleados fueron:∆t = 1, k1 = 0.1 y k2 = 0.05.

D y E como funcíon del tiempot. En este caso los paráme-
tros empleados para las concentraciones iniciales deA y B,
aśı como las constantes de reacción k1 y k2 cumplen con las
condiciones queCA0 = 2CB0 y k1/k2 = 2. Estas condi-
ciones particulares garantizan que se puedan obtener solu-
ciones analı́ticas para las concentraciones de los componen-
tesA, B y C. De la Fig. 6 se observa que la concordancia
entre el ḿetodo de cadenas de Markov y la solución anaĺıti-
ca es excelente con porcentajes de error de 0.35% paraCA,
0.33% paraCB , y 0.31% paraCC para un tiempo total de
reaccíon det = 50. Aunque el mecanismo de las reacciones
competitivas-consecutivas no es tan complejo, la cinética de
la reaccíon es razonablemente compleja porque involucra el
seguimiento de la concentración de cinco componentes con
respecto al tiempo. En particular este caso de estudio reve-
la las capacidades el método de cadenas de Markov para el
estudio del curso de reacciones complejas.

Para el caso de reacciones competitivas-consecutivas, el
método de cadenas de Markov es computacionalmente menos
costoso que la solución nuḿerica de las ecuaciones diferen-
ciales acopladas que describen la reacción. En una compu-
tadora Intel Core i7-8565U CPU 1.80GHzx8, 16 GB RAM,
para un tamãno de paso de∆t = 1.0 el método de cadenas
de Markov tarda en 0.0804 segundos en encontrar la solu-
ción contra 0.131 segundos que tarda la solución nuḿerica
en un intervalo de integración desdet0 = 0 hastat = 50.
Para el mismo intervalo de integracion y un tamaño de paso
de∆t = 0.001 el método nuḿerico tarda 0.305 segundos y
el método de cadenas de Markov tarda 0.070 segundos. Estos
tiempos de integración no constituyen una diferencia signifi-
cativa en el tiempo de cómputo de ambos ḿetodos. En t́ermi-
nos generales, se pueden encontrar pequeñas diferencias en

los tiempos de ćomputo de ambas metodologı́as cuando se
cambia el tamãno de paso del parámetro de integración y la
precisíon con respecto a la solución anaĺıtica sigue siendo
idéntica.

5. Conclusiones

En este trabajo hemos ilustrado como un modelo determinista
puede ser trabajado por medio de herramientas extraı́das de la
teoŕıa de procesos estocásticos. Lo atractivo de este enfoque
queda perfectamente ilustrado cuando las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (EDOs) que gobiernan las reacciones quı́mi-
cas no tienen una solución anaĺıtica explicita. En efecto, bajo
ciertas hiṕotesis y para determinado tipo de reacciones quı́mi-
cas, el modelo de cadenas de Markov evita el problema de
resolver analı́ticamente EDOs, en vez de esto, se calculan las
potencias de una matriz estocástica y por medio de la ecua-
ción definida en Ec. (5) se calcula la concentración de espe-
cies qúımicas como funcíon del tiempo. Adeḿas, el producto
de matrices de probabilidades de transición es mucho ḿas
fácil de implementar que los ḿetodos nuḿericos tradiciona-
les utilizados para la soluciones de EDOs. Para el estudio de
reacciones ḿas complejas, como las reacciones reversibles,
el tamãno de la matriz de probabilidad aumenta considera-
blemente de acuerdo al número de reacciones consecutivas
involucradas en el sistema fı́sico. Adicionalmente, la matriz
de probabilidad suele tomar una forma tridiagonal (ver por
ejemplo Ref. [14]) que permite que los tiempos de cómpu-
to sean comparables con respecto a la solución nuḿerica del
sistema de ecuaciones diferenciales. Este tipo de sistemas son
de gran inteŕes en la industria quı́mica y seŕan objeto de es-
tudio en futuros trabajos de nuestro laboratorio. Finalmente,
en nuestro grupo de investigación esperamos seguir haciendo
avances en estéarea del conocimiento y abordar el estudio
de reacciones ḿultiples complejas y de sistemas de reaccio-
nes ḿultiples en bioreactores [15,16], empleando cadenas de
Markov.

Apéndice A.

A.1 Reacciones de primer orden

Su ecuacíon estequioḿetrica viene dada como,

A
k1−→ B,

dondek1 es la constante de velocidad de la reacción. Su ecua-
ción de velocidad es de la forma,

dCA

dt
= −k1CA, 0 ≤ t ≤ tf , CA(0) = CA0 , (A.1)

dondeCA es la concentración del componenteA, CA0 es la
concentracíon inicial deA, t es el tiempo ytf es el tiempo fi-
nal de la reacción. La solucíon anaĺıtica de la Ec. (A.1) viene
dada como,

ln

(
CA

CA0

)
= −k1t.
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La Eq. (A.1) se puede resolver numéricamente como un pro-
blema de valor inicial para una ecuación diferencial ordinaria
empleando el ḿetodo convencional Runge-Kutta.

A.2 Reacciones de segundo orden

Para el caso de reacciones de segundo orden tenemos dos ti-
pos de reacción una en la que partimos de reactivos iguales y
otra en la que los reactivos iniciales son diferentes.

A.2.1 Reactivos iguales

Para las reacciones de segundo orden considerando ambos
reactivos iguales, se tiene,

2A
k2−→ B,

dondek2 es la constante de velocidad de la reacción. Su ecua-
ción de velocidad es de la forma,

dCA

dt
= −k2C

2
A, 0 ≤ t ≤ tf , CA(0) = CA0 , (A.2)

dondeCA es la concentración del componenteA, CA0 es la
concentracíon inicial deA para el tiempot = 0. La solucíon
anaĺıtica de la Ec.(A.2) viene dada como,

1
CA

− 1
CA0

= k2t.

La solucíon nuḿerica de la Ec.(A.2) se puede realizar em-
pleando un ḿetodo Runge-Kutta.

A.2.2 Reactivos diferentes

Para las reacciones de segundo orden donde los reactivos son
distintos la ecuación estequioḿetrica es,

A + B
k2−→ C

donde las ecuaciones de velocidad paraA y B son de la for-
ma,

dCA

dt
= −k2CACB , CA(0) = CA0 , (A.3)

dCB

dt
= −k2CACB , CB(0) = CB0 , (A.4)

dondeCA y CB son las concentraciones de los componentes
A y B, respectivamente, en un intervalo0 ≤ t ≤ tf . La solu-
ción anaĺıtica de las Ecs. (A.3) y (A.4) se realiza empleando
el método de separación de variables, tal que,

(CA0 − CB0)
−1 ln

(
CA0CB

CB0CA

)
= k2t.

La solucíon nuḿerica es un problema de valores iniciales que
se puede aproximar empleando el método de Runge-Kutta.

A.2.3 Reacciones competitivas-paralelas

Las reacciones competitivas-paralelas vienen dada como,

A
k1−→ D,

A+B
k2−→ C,

dondek1 y k2 son las constantes de velocidad de la reacción.
Las ecuaciones de velocidad se escriben como,

dCA

dt
= −k1CA − k2CACB ,

dCB

dt
= −k2CACB , (A.5)

dCC

dt
= k2CACB ,

dCD

dt
= k1CA,

dondeCi es la concentración del componentei = A,B,C, D
en el intervalo0 ≤ t ≤ tf con condiciones inicialesCi(0) =
Ci0. Reacomodando las expresiones e integrando tenemos,

(CA0 − CA)− (CB0 − CB) =
k1

k2
ln

(
CB0

CB

)
.

La solucíon nuḿerica de las Ecs. (A.5) se puede obtener em-
pleando un ḿetodo de Runge-Kutta.

A.2.4 Reacciones consecutivas o en serie

Las reacciones consecutivas se describen por su ecuación es-
tequioḿetrica,

A
k1−→ B

k2−→ C

dondek1 y k2 son constantes de velocidad. Las ecuaciones
cinéticas para la reacción consecutiva o en serie, vienen da-
das como,

dCA

dt
= −k1CA, CA(0) = CA0 ,

dCB

dt
= k1CA − k2CB , CB(0) = CB0 ,

dCC

dt
= k2CB , CC(0) = CC0 .

dondeCi es la concentración del componentei = A,B, C
en el intervalo0 ≤ t ≤ tf con condiciones inicialesCi(0) =
Ci0. Reacomodando las expresiones e integrando tenemos,

CA = CA0e
−k1t.

donde empleando factor integrante se obtiene la concentra-
ción de la moĺeculaB, tal que,

CB = k1CA0

[
1

k2 − k1
e−k1t +

1
k1 − k2

e−k2t

]
.

Para conocer la concentración de la moĺeculaC empleamos
la estequiometrı́a de la reacción que relaciona las concentra-
ciones de los reactantes,

CA0 = CA + CB + CC ,
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con esta relación y sustituyendo los resultados obtenemos,

CC = CA0

[
1 +

k2

k1 − k2
e−k1t +

k1

k2 − k1
e−k2t

]
.

La solucíon nuḿerica de una reacción consecutiva puede ana-
lizarse por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Por tanto, la solución nuḿerica de dicho sistema
se puede aproximar empleando el método de Runge-Kutta.
Entonces, con concentración inicialCAO = 1 para el reactivo
A, considere las velocidades de reacciónk1 = 0.2, k2 = 0.05
y 0 ≤ t ≤ 25.

A.2.5 Reacciones competitivas-consecutivas

Las reacciones competitivas-consecutivas se describen por la
ecuacíon estequioḿetrica de la forma,

A + B
k1−→ C + E,

A + C
k2−→ D + E,

dondek1 y k2 son constantes de velocidad. Las ecuaciones
cinéticas para la reacciones competitivas-consecutivas vienen
dadas como,

dCA

dt
=− k1CACB − k2CACC , CA(0) = CA0 ,

dCB

dt
=− k1CACB , CB(0) = CB0 ,

dCC

dt
=k1CACB − k2CACC , CC(0) = CC0 , (A.6)

dCD

dt
=k2CACC , CD(0) = CD0 ,

dCE

dt
=k1CACB + k2CACC , CE(0) = CE0 ,

dondeCi es la concentración del componentei = A,B, C
en el intervalo0 ≤ t ≤ tf con condiciones inicialesCi(0) =

Ci0. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dada
por la Ec. (A.6) se puede resolver analı́ticamente para el caso
particular en queCA0 = 2CB0 y k1/k2 = 2. Se obtienen las
siguientes expresiones,

CA =
CA0

1 + k2CA0t
,

donde podemos encontrar la concentración deB, como,

CB =
CB0

(1 + k2CA0t)2
.

Ahora que conocemos la concentración en el tiempo de los
reactivosA y B, obśervese que de la ley de balance de la
materia se tiene la siguiente relación,

CA − 2CB − CC = CA0 − 2CB0 − CC0 ,

con condiciones inicialesCC0 = 0.0, entonces

CC =
C2

A0
k2t

(1 + k2CA0t)2
.

La solucíon nuḿerica de las reacciones competitivas-
consecutivas pueden analizarse por medio de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Por tanto, la solución
numérica de dicho sistema se puede aproximar empleando
el método de Runge-Kutta.
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grama PROMEP (Ḿexico), UAEH-PTC-831,(“Apoyo a Pro-
fesores con Perfil Deseable”). V.M.T. también agradece a la
Universidad Complutense de Madrid y a la Asociación Uni-
versitaria Iberoamericana de Postgrado (AUIP) por el so-
porte financiero a trav́es del programa “Becario Movilidad
CUMex-AUIP 2023”.

1. A. Tamir,Applications of Markov Chains in Chemical Enginee-
ring. Elsevier Science, 1998.

2. W. Pippel and G. Philipp, Utilization of markov chains for
simulation of dynamics of chemical systems,’Chemical en-
gineering science32 (1977) 543,https://doi.org/10.
1016/0009-2509(77)87012-7

3. W. Pippelet al., An improved approach of simulating chemical
reactions by a markov-chain cell model., 1977.

4. F. D. Antia and S. Lee, The effect of stoichiometry on markov
chain models for chemical reaction kinetics,Chemical engi-
neering science, 40 (1985) 1969,https://doi.org/10.
1016/0009-2509(85)80135-4

5. M. G. M. Miguel and S. J. Formosinho, Markov chains for plot-

ting the course of complex reactions,J. Chem. Educ.56 (1982)
582,https://doi.org/10.1021/ed056p582

6. S. T. Chou, L. T. Fan, and R.Ñassar, Modeling of com-
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