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En este trabajo se revisa el formalismo de los espinores de helicidadatcelorde amplitudes en el espacio de cuatro dimensidnes ¢),
en el contexto de la Electrodimica Céntica (QED, por sus siglas en ikg). Se muestran lo&iculos expicitos de la amplitud del proceso
fisicoete™ — pt ™ anivelarbol en elimite de altas enefas o ultra-relativista como un ejemplo de motigacpara estudiar esteatodo.
El objetivo es introducir a estudiantes dsi¢a en las nuevagtnicas de&culo que se desarrollan a partir del formalismo de amplitudes.
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In this work, the helicity spinors formalism or just amplitudes is reviewed in four-dimensional spaee 4), in the context of Quantum
Electrodynamics (QED). Explicit calculations for the amplitude of the physical pracass — p ™~ at the tree level in the high energy

or ultra-relativistic limit are shown as an example of motivation for study this method. The objective is to introduce particle physics students
to the new calculation techniques that are developed from the amplitude program.
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1. Introduccion triz, promediar sobre los estados deiaspdespés hacer el
desarrollo de las trazas de productos de matgtete cuatro

La teofia cuantica de campos (QFT, por sus siglas en in'componentes [10]. Sin embargo, si agregamas pariculas

glés) es el lenguaje matertico que nos permite describir las e e| estado final, implica un incremento en é@htero de

pariculas elementales y sus interacciones [1]. Un ingredientgiagramaS de Feynman, por ejemplo, para un proceso don-

importante de este lenguaje son los espinores que son objge tenemos dos gluones en el estado inicial y ocho gluones

tos materaticos que se transforman bajo el grupo de Lorentzp, | estado final, se requieren aproximadamente uomill

[2]. Historicamente, los espinores fueron creados por E. Carge diagramas de Feynman, por lo quedanica se vuelve

tan en 1913 [3]. Posteriormente personajes como P. Diracy Empracticable. Una manera de hacer posible esto es median-

Majorana introdujeron los espinores aisi¢a térica [4,5],  te el formalismo de los espinores de helicidachetodo de

a.S, como H. Weyl Yy B. L. van der Waerden hicieron contribu- amp“tudes el cual es unaécnica moderna que se ap"ca a

ciones materaticas importantes que permitieron el desarrollonjye| dearbol, la clave de este@modo se encuentra enli

del ardlisis espinorial. Por su parte, B.L. van der Waerden fug|e groupo grupo de Wigner el cual caracteriza los estados

el primero en introducir la nota@n deindices punteadosyno de |as paitulas, por ejemplo para patilas sin masa aso-

punteados para las representaciones irreducibles del grupo gigdos a espinores de Weyl, ligfle group nos dice que solo

Lorentz. Actualmente a estas representaciones se les conoc&Inecesita conocer la helicidad para estudiar sus procesos de
comoespinores de Weyl-van der Waerdén7]. dispersbn [11].

Otro ingrediente importante en téaclantica de campos
es la matrizS, el cual es el objeto definido en el espacio de  Los primeros desarrollos delatodo de amplitudes pro-
momentos que contiene toda la inforn@acfisica de un pro- vienen de la dcada de 1980, cuando se encormjue se
ceso de coligin o decaimiento. En un experimento de disper-podan calcular de manera eficiente amplitudes de dispersi
sion de paificulas el observable a medir es la séoceficaz que involucraban pddulas sin masa al re-parametrizar los
o, el cual esh en €rminos de enefgs y momentos de las cuadri-momentos en espinores, de este modo las amplitudes
parficulas involucradas [8]. Tetars como el modelo emtdar  se reescriben ergtminos de contracciones de espinores los
fueron desarrolladas de esta manera cuyos descubrimientogales son invariantes de Lorentz [12]. En 1986, K. Hagiwa-
como el boén de Higgs esén en la literatura [9]. ray D. Zeppenfeld presentaron uretado para calcular las

A nivel arbol, un proceso de dos patilas en el estado amplitudes de procesos que involucran fermiones externos
inicial y dos pariculas en el finalg; + p2 — ps + p4), €l y bosones vectoriales a nivatbol en la base espinorial de
método esindar para calcular su seguieficaz requiere del Weyl [13]. En el mismo Bo, estasécnicas fueron extendidas
uso de los diagramas de Feynman que involucra calcular @lor S. Parker y T. Taylor para calcular de maneége ®ficien-
elemento de matrig o amplitud mediante las reglas de Feyn- te amplitudes de multi-jets a nivatbol en Cromodiamica
man, posteriormente elevar al cuadrado el elemento de m&uantica (QCD, por sus siglas en igg), ellos derivaron una
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formula general para describir el proceso de disparde dos  moderna de brackets y se calcula el mismo procesoof
gluones en el estado iniciala— 2 gluones en el estado final, anterior usando la metodolzgpara QED de la Ref. [22].
conocida hoy enid comaoformula de Parker-Taylof14].

Los libros de texto modernos en QFT incluyen itap .
los sobre el ratodo de amplitudes estudiando f@srcomo 2. Grupo de Lorentz y Wigner
QED en el caso de M. Thomson [10] o QCD por M. D.
Schwartz [15]. Una introducén pedag@gica mas extensa del
método de amplitudes es dada por H. Elvang y Y. T. Huan

En teofa clantica de campos podemos describir matgm
camente partulas con o sin masa mediante espinores, usual-
. i L ente se ven tres tipos: el espinor de Dirac el cual es un vec-
donde se estudian teas supersirgtricas comaV = 4 SYM P P

tor rengbn o columna de cuatro componentes que se transfor-

0 Supergravedady’ = 8 [11]. El trabajo de H. K. Dreiner, H. ma bajo el grupo de Lorentz y satisface la ecoade Dirac
E. Haber y S. P. Maim es una gran referencia donde se puede J grup y '

o ! .. el espinor de Majorana que taréhi es un vector de cuatro
encontrar una discu@h completa de los espinores de helici- . . i )
: i componentes muy utilizado para estudiar neutrinos ligeros en
dad y un conjunto de reglas de Feynmané&minos de es-

. - . xtensiones del modelo astar [21], y los espinores de Weyl
pinores de dos componentes para calcular secciones eﬂcacglsJé son vectores de dos com E)ne]n¥es’ pnte utilizadosy
correcciones radiativas de té@s como el modelo estdar, q P LOuTE

as como supersimei [16]. en teofas supersitgtricas [23]. Por ejemplo el espinor de Di-

o . . . rac se puede escribir de la siguiente mahera
Si bien el nétodo de amplitudes funciona de manera ex- P 9

celente a niveblrbol y considerando paculas sin masa, en
la Gltima decada se han visto grandes avances por extender
este formalismo a pddulas de cualquier masa y @&spjl17],
ad como €cnicas para calcular a orden de lazos mediante Ao 0
el método del corte unitario o Next-to-Leading Order (NLO) V= ( 0 ) , Yr= < ) J
[18, 19], brindando dsun abanico de nuevosé&todos nas o
poderosos en tefar clantica de campos, los cuales son temaglondea = 1,2y @ = 1, 2. Estosindices no punteados y pun-
que esan nas alk de los propsitos de este ddulo. teados se le conoce conmwtacbn de van der Waerdehos

En este trabajo nos enfocamos en estudiar un proceso @spinores\, y x“ son de dos componentes, y se les conocen
dispersbn que involucra paitulas sin masa a nivérbol en ~ comoespinores de Weylos cuales s@n los protagonistas
la teofia de QED, aiscomo revisar las bases debtndo de  €n la Sec. 3. En este trabajo solo nos interesan los espino-
amplitudes e ilustrar de manera detalladano se hace el res de Weyl, estos tan#si reciben los nombres de espino-
calculo de una amplitud a nivérbol en este formalismo pa- res izquierdos o derechos, veremos a contiraraddmo se
ra beneficio de los estudiantes. transforman bajo el grupo de Lorentz.

El contenido es el siguiente: la Sec. 2, basada en los tex-
tos de la Ref. [20], se hace una re@iside ©@mo los espinores 2.1. Rotaciones y boost
se transforman bajo el grupo de Lorentz y se presenta el con-
cepto ddittle group. La Sec. 3, basada en las Refs. [15, 21],Se tienen dos tipos de transformaciones que conforman el
se revisa la ecuamn de Dirac y sus soluciones en la represengrupo de Lorentz: rotaciones y boost. Por un lado, alrededor

Vp =V + Ug, 1)

)

oa

tacion de Weyl, ascomo calcular el procesore™ — ptpu~ de cada eje se tiene asociada una ré@dob denotamos co-
en el imite de altas enefgs en esta representaei PorGlti- Mo R*(6%), R¥(6) y k*(6%). Las formas explicitas de los
mo, en la Sec. 3.4 se muestra el formalismo con la niaci generadores de las rotacionEs coni = x, y, z, son las si-
|  guientes:
00 0 O 0O 0 0 0 00 0 O
< o000 o0 s o o o . oo —io
J_OOO—Z7J_OOOO’J_OZ'OO ©)
0 0 2 O 0 -2 0 O 0 0 0 O

Similarmente, por cada eje se tiene asociado un boost representalld(gén, BY(¢Y) y B*(¢*). Las formas explicitas
de sus generador@ét son:

0 i 0 0 00 i 0 000 i

« | i o000 sy | 0oo0oo0o0 . [ 0000

K=loo0o0o0]| ¥ ioool|l ¥=loooo “)
000 0 000 0 i 000
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ASPECTOS R\SICOS DEL METODO DE AMPLITUDES I: CASO SIN MASA 3

El conjunto de generadoreB)(y (4) satisfacen las sigui- definey); = io?y}, cono? como la segunda matriz de Pauli,

entes relaciones de conmufati entonces bajo las transformaciones de réta(@) se tiene:
. . .. . . .. — . % . ilo.o %

[T, 7] =i gk g K] = iR KR by, = io2 ()" = ia?(e'207yy) (10)

(K, K7 = —iedk JF. (5) =i’ 7Y, (11)

Se puede ver que, bajo la conmutagilas rotaciones tienen Y bajo las transformaciones de bodj (
un algebra de Lie cerrada, en el caso de los boost no, ya que =1 9r e . 20 b \x
nos da una rotadh. Para resolver esto, se definen las sigui- Yy =0 (YL)" = io” (€27 ) (12)
entes combinaciones lineales de generadores: _ eféaﬁ-awb (13)
Al = E(Ji +iK"), B'= E(Ji — iKY, (6) donde se han utilizado las identidadés®)o*(—io?) = —o
2 2 y (—io?)(io*) = 1. Vemos que),, justamente se transfor-
estas expresiones satisfacen las relaciones de conougici  Ma en la representdui derecha. Ahora, sea, = o2y},

guientes: entonces bajo las transformaciones de réta() se tiene:
[AF, A] = i€iih AP, U = 0% ()" = io(eFp)* (14)
(B, BY) = ic/*BF, A", BY] =0, (7) =27, (15)

tanto A como B generan un grupSU (2). El grupo de Lo- Y P&o las transformaciones de bodjt (
rentz es esencialmentl/(2) x SU(2). En otras palabras, 2 Nx . 2/ —ildo .
una representamn del gruéoéO(L 3)( e)sﬁ caracterizado por Vp =0 (V)" = io%(e"2 " Yr) (16)
el doblete(y, '), dondej corresponde abU(2) generado = eédﬁ«@R. (17)
por Ay j' al generado poB. o
Vemos que) , = io?1y se transforma en la representaci
2.2. Representaciones izquierda, esto nos dice que, = ¢ Y ¥; = ¥r. Podemos
saber las propiedades que tigné utilizando la notadn de
La representadh dada potj, ;) = (0,0) es lan@s pequBa  Van der Wardeen, si escogemos sipgices no punteados al
del grupo de Lorentz el cual consiste de matrices dé que  hacer rotaciones alrededor del gjesiendo estas matrices de
actlan sobre escalares. Esta describe objetos que no cambiam 2 se tiene:
bajo las transformaciones de Lorentz. La siguiente represen-
tacion es la(1/2,0) conocida como representéaniizquier- (i0?)® = (Ry)(Ry)y(io®) " = (i0®)®,  (18)
da, donde 6lo se usan los generadords, esto implica en
(6) queJ’ = iK® = (1/2)c". Ya que los generadoref son
las representaciongs= 1/2 de SU(2); estos tienen que ser (i02)% = (B,)*(B,)}(i02) = (ic?)®, (19)
iguales a las matrices de Pauli. Ld$ ahora van a ser ma-
trices de2 x 2. Las transformaciones en esta represeataci resulta queio?)?® es un invariante bajo las transformacio-
son: nes de Lorentz en la representatespinorial. Por esta raa
io? suele llamarse aspinor nétrico, de este modo podemos
R(0) =7 =€, B(¢) ="K =€%.  (8) usarlos parabajary sulitdices espinoriales que se transfor-
man bajo la representéci espinorial de Lorentz. Bk ade-
La siguiente es la representaei(0, 1/2) conocida comale-  |ante usaremos la siguiente notatpara:
recha Ahora solo los generadoré® son usados, lo que im-
plica en la Ec.§) que J = (1/2)o'y K* = i(1/2)0". Las (i0?)% = ( 0 1 ) _ b (20)
transformaciones en esta represeigtasion: -1 0

y bajo un boost se transforma como:

R(0) = ¢ = %5 B(¢) =K =e~¥F.  (9) Debido a quec? es real, este objeto no cambia bajo conju-
gacbn compleja, entonces los valores punteados son iguales

Se puede ver en las Ec8) ¢ (9) que ambas representacio- @ |0s no punteados, por lo que

nes son iénticas bajo rotaciones pero diferentes bajo Baost - ovab s 2vab . 9 . 9

Debido a esto se tienen dos tipos diferentes de espinores, de- (7 )" = (107)" = —=(i07)ap = —(i07) - (21)

nominados como espinor izquierdo,( = A.), y €spinor de- - con toda esta informaisi, resulta que tenemos cuatro tipos

_ ca _ ; o~ .
recho (or = x“), los cuales son de dos componentes. Esigjiferentes de espinores con stipices y sumdices, pun-
tipo de representaciones se les conoce cespnorialesLas  teados y no punteados, esto es:

representaciones izquierda y derechamestlacionadas entre '
s, resulta que son conjugadas una de la otra, para ver esto se VYL = Ya, V1, = Vi, Yr = Y YR = . (22)

Rev. Mex. Fis. E22010203



4 J. REYES EREZ

Por Gltimo, tenemos la representani(1/2,1/2). Debido a
que A y B conmutan, el estado tiene doslices: uno pun-
teado indicando que se transforma bajo la represémtalg-

conJ = (J*,JY,J*)yK = (K® KY, K*), desarrollando
la matriz1¥ usando los generadore®) §/ (14) se obtiene la
siguiente forma:

recha y uno no punteado que se transforma bajo la represen-

tacion izquierda deSU (2). El estado en esta represendeci
va a estar caracterizado pBy;, el cual tiene un total de cua-

tro componentes que se interpreta como una matriz compleja

hermitiana d& x 2, tambén se puede escribir e@riminos de
las matrices de Pauli de la siguiente manera:
t+z x—1y

r+iy t—=z )’ (23)

Pay = pu(6")ap = (
cuyo determinante resulta ser
det(Pyy) = t2 — 2% — y® — 22, (24)

congt = (0% —7") = (1,—0!,—0% —03)% y el vec-

tor p, = (t,z,y,2). Mas adelante veremos que la expre-
sion (23) nos permitié re-parametrizar el momento de cual-

0 ¢ @
. * 0o -0 oY

w-goeKo=i| 5, 2L 0 L] @
o —ov 60 0

Aqui se toma una transformdxi de Lorentz infinitesi-
mal L = 1 + W, dondeW est dada por29). En el caso
de partculas masivasp? > 0, al tomarp* = (m, 0,0, 0), la
transformadin de LorentZ, debe dejar invariante el momen-
to p#, por lo que la siguiente cond@m se debe satisfacer:

0 ¢ o & m 0
ot 0 —07 o o | | o
o 0r 00— o [T o[ G
S T 0 0

quier partcula sin masa como el producto de dos espinores

de Weyl, esta descripm es clave en el étodo de ampli-
tudes. Por otro lado, si tomamos la transpueste28g ée
tiene que(Py)” = Py, = (Py)*. Vemos que la conjuga-
cion compleja tiene el efecto de cambiiadices punteados y
no punteados. Considerando una transfortmadie Lorentz
sobre23) a primer orden utilizand®j para las transforma-
ciones derechas (punteadasBy fjara las transformaciones
izquierdas (no punteado), lo que da lugar a lo siguiente:

1y = (e300 300) (B0t ibTY Py,
a

) 1

C

(Pab)

. b
1
(142004 -¢0 (25)
2 2 J
Entonceg1/2,1/2) es la representamn vectorial fundamen-
tal del grupo de Lorent50(1, 3). Las transformaciones en

(25) dejan invariante el determinante &g,.

2.3. Little group o grupo pequeio de Wigner

Hasta ahora hemos hablado de que los espinores describen

maten@ticamente a paddulas con y sin masa, tandési como

estos se transforman bajo el grupo de Lorentz. Sin embarggeesuna querl, B2y J*

Esto implica quey® = ¢¥ = ¢* =0y 6* = 0Y = 6% £ 0.
Nos queda la partd - 6 con J*, JY, J* los generadores de
las rotaciones, por lo que para una fRara con masa dittle
groupes SO(3) = SU(2), los estados@staracterizados por
la masam y el espn s. Casos conocidos de prulas con
masa son:{ = 0, Higgs), 6 = 1/2, ¢ quarks yl leptones),
(s = 1, bosonedV* y Z°). Ahora, para paitulas sin masa
m? = 0, se toma el momentp" = (m,0,0,m) y entonces
se debe cumplir que

0 ¢ ¢ ¢ m 0
ot 0 —0° Qv o | [o
o 0F 0 —f° o [~ o | ©Y
o —0v 6T 0 m 0

Esto implica quep® = 0, ¢* = —6Y,y ¢¥ = 6%, dondeh*?
es arbitrario y corresponde a la roatialrededor del eje.
Desarrollandd?” dada por/29), se obtiene:

W = J%% + JY0Y + J*0* + K¢ + KY¢Y
= (J* + KY)0" + (JY — K®)0Y 4 J*0*
= E'9* + E%0Y + J0. (32)

satisfacen las siguientes relaciones

la clave del porgé el metodo de amplitudes ha tenido un gran de conmutadin, las cuales definen algebra del grup@ (2):

progreso en losiltimos dlos radica en entender&define a
una paricula, la respuesta ésen ellittle group’”, el cual es
el conjunto de transformaciones de Loreitzue dejan in-
variante al momentp* de una paitula, esto es

Lp =p. (26)

Una transformadin general de Lorentz tiene la forma :
L = 'J0+K-¢) (27)

1+i(J-0+K-¢)=1+iW, (28)

Rev. Mex. Fis.

[J*, BY = iF?,

[J?,E?] = —iE', [E',E?*=0. (33)
Para las partulas sin masa, ditle group es el grupo Eucli-
diano en dos dimensionés(2) = U(1) x T'(2). Los estados
de las paiitulas esin caracterizados por leelicidadh. La
helicidad de una pddula se define como la proyebaide su
espn alo largo de la direcoin de su momento. Casos conoci-

dos de paftulas sin masai(= =1, foton, glwon), (b = +2,

E22 010203



ASPECTOS R\SICOS DEL METODO DE AMPLITUDES I: CASO SIN MASA 5

graviton). El operador helicidad es definido o= S-5/|5],  delalgebra de Clifford se tiene que
el cual se puede escribir como una matrizide 4:

0, 0 —o' 0 )
1 /(&7 Y == i) (41)
= (%7 ) (34) (7.
2p 0 &-p
esta definidn satisface la ecudm de eigenvalorehy = La expresbn que vamos a estudiar es:
hi, dondey es un espinor de Dirac de cuatro componentes .
v ey P P (Y*pu —m)u =0, (42)

y h es el eigenvalor de helicidad. Para conocer el valdi,de

primero reescribimos la ecuaci de eigenvalores eemMi- 4546, es el espinor de Dirac de cuatro componentes en

nos de espinores de dos componentes mediante el Opera(écl’respacio de momentos que describe a lasquaas. El es-
(34), obteniendo: pinor v, tamb&n de cuatro componentes, describe a las anti-

(G - P)br, = 2phaby, (35) parficulas y satisface una ecuanisimilar. La forma explicita
’ de estos espinores en la represeliade Weyl es la siguien-
(6 D) = 2phi)r. (36)  te[21]:
Del algebra vectorial se tiene la propiedati- 7)(B - &) = PN
A-B1+i(Ax B)-¢yencontramos qug-p)? = |p]?= p?, u(p,s ==+) = ( \/ﬁ)\i ) ; (43)
entonces en3b) se tiene =
o o = VP OoX+
(6 )" = 2ph(F - )Y = *h*Yr,  (37) olpys = £) = ( VP oxa ) - (44)

lo que implica quep?y;, = 4p?h21y, resolviendo la ecua- , .
) d plica quep™y, PhL e En coordenadas dsicas se tiene que
cion para los eigenvalores se encuentra que la helicidad €s

h = £1/2, los cuales son los dos posibles estados de heli- cos ¢ sin ¢
cidad para un ferndin de esp semi entero. Pofiltimo, la Ay = ( ) 2,¢ ) , A= ( 92 ” ) ,

. . . . 3 (] 2
forma explicita del operador helicidad como una matriz de S g€ —cos5e
2x2es —sin 5@*2@5 cos geﬂ"ﬁ

i X+ = soX- = . (45)
h:i(&*.ﬁ)lzi Pz Pz =y ) (38) + Cosg sing
2p 2p \ Dz +1py D=

En la base de helicidades, los espinaigsv se convierten

Si tomamosy = (psin 0 cos ¢, psin 0 sin ¢, p cos §) como el ) a
en espinores de helicidad:

momento vectorial de la pacula, el operadoi38) queda en

términos de coordenadas @stas: 7 )
. m K
h— 1 cosf  sinfe ™ (39) ut(p) = (Vi ( ";Ai ) ; (46)
T2\ sinfe®  —cosh -
En este punto, nos damos cuenta que describir procesos de ve(p) = E+Tm ( ”;FX; ) , (47)
—RiX+

dispersbn donde se involucran patilas sin masa solamen-

te se necesita la helicidad, y en el caso deipalds masivas  yonde

solo se necesita conocer la masa y eiesp ke =1F p (48)
E+m’

3. Amplitudes de helicidad con p la magnitud del tri-momento. Para el espinor=
(ur,ugr)T, la ecuadn de Dirac en forma matricial bajo la

3.1. Ecuacén de Dirac y espinores de Weyl representadin de Weyl es:

En esta secon vamos a ver la rela@n que hay entre los es- < —ml (F—p-0) ur,
( UR

pinores de helicidad y los espinores de Weyl, lo que nos va E+7p-5) —ml
a permitir tener propiedades interesantes y hagleutos de

procesosikicos eficientemente. Empecemos por ver algunogesarrollanda4@) explicitamente, se tiene el siguiente siste-
detalles de la ecuam de Dirac, cuando tenemos fermionesma de ecuaciones acopladas

sin masa es conveniente usar la represemmate Weyl o qui-

) =0, (49)

ral, donde las matrices de Dirac tienen la siguiente forma: (E—p-d)ur =ur xm, (50)
0 o 0 1 = = _

m 0 E+p-d)ur =ur xm, 51

7 <0“ 0>’ K <1 0)’ ( Ju = ur 1)

; cuandom = 0, estas ecuaciones se desacoplan y tenemos las
N = < 04 o > 7 (40) ecuaciones de Weyl. Para descomponer cualquier espinor de
-0t 0 Dirac v de cuatro componentes en espinores de Weyl de dos

Rev. Mex. Fis. E22010203



6 J. REYES EREZ

componentes, se definen los operadores de prdyeqggira- ParaPru. (p) = Prugr = 0, entonces solo tenemos compo-

lesPpy Pg: nente derecha para el espinor de helicidad positiva. Ya que
Pr= (1447, PL=1(1-4% (52) =14 L (58)
R 2 9 L 2 . E +m

En el modelo eéindar, la matriz/> esé relacionada con el al considerar que la masa tiende a cero, entopees?, por
concepto dejuiralidad, los eigenestados de esta matriz se ledo tantorx_ = 2y N = /FE/2, dando como resultado que
conoce como estados de quiralidad. Al consideraingté N x x— = v2E. Desarrollando las mismas operaciones al-
ultra-relativista( E >> m), donde las enefgs de las paitu- ~ gebraicas al resto de espinores de helicidad y considerando
las se consideran muchoasigrandes que sus masas, y pordue la masa tiende a cero, se tiene finalmente

lo tanto hacem = 0, los espinores de helicidad. y v

sei@n eigenestados de la matsizy los eigenestados de qui- ugr(p) = @( )\0 ) un(p) = \/ﬁ( )\O, > ’

ralidad tendan eigenvalor de helicidad. Por lo que podemos +

describir paficulas fermdnicas sin masa y con helicidad me- 0

diante los espinores de Weyl. Por otro lado, los operadoresUR(p):\/ﬁ< X0+ ) g “L(p):‘/ﬁ( —y_ ) - (39)

de proyecdn satisfacen qu®&r + Pr, = 1, PrPr = Pg,

P.LP;, = P.y P Pr = 0. Los estados de quiralidad bajo los Los eigenestados de helicidad van a ser equivalentes a los ei-

operadores de proyeéti cumplen que genestados quiralésiicamente en eirhite ultra-relativista,
es decir, cuando la enéegde las paftulas es mucho mayor
Prur =ugr, Prur =70, ala de sus masas, por lo que las expresiones definidd8§)en (

Pove — 0. Povr — o se les conoce con la etiqueta de espinores de Weyl, los cuales
RER =S SREL T L se@n los protagonistas en eitodo de amplitudes.

Prur =0, Prup=ur, _ _

3.2. ¢Hay una mejor manera para calcular amplitudes

Prvr = vgr, Ppvp=0. (53) de dispersbn?
Ya que los operadoreSZ) proyectan estados quirales, enton- A continuacn, vamos a considerar el proceso de dispersi
ces cualquier espinar se puede descomponer como ete — ptp, electon positbn a mwn anti-mwn, a nivel
arbol cuyo elemento de matriz se va denotar de la siguiente
PLU ury, 0 A
w= manera:
Pru 0 UR
2
) e _
- %(1 —7")u+ %(1 +9°)u, (54) Mo = =17 U(ps)y" v(pa) - (p2)yuu(pr). (60)

Para calcular la sedm eficaz o ra@n de decaimiento de
cualquier proceso es necesario obtener primero lo que es el

0 campos de Weyle dos componentes. La relanique hay elemento de matriz cuadrado o amplitud cuadrada, en este

. . . . i 2
entre los espinores de helicidad y los espinores de Weyl d&2Paio ?03 enfoiq_rggs en como'tobttqmal -Para etvatlugr eII
manifiesta cuando se descompone la forma general de los édémento de matri() se necesita tener en cuenta todos los

pinores de helicidad en sus componentes quirales. Por ejeff®Sibles estados de ésde las cuatro padulas. Cada una
plo, tomemos el espinor de helicidad dereehq se puede de ellas puede estar en alguna de las dos posibles helicidades
ree’scribir como: gue hay, entonces para el estado inicial que esta compues-

to por el electdn (e) y el positdn (€), vamos a tener cuatro

lo que equivale a escribir = u;, +u . Los eigenestados qui-
ralesur, y ur tambén son conocidos conaspinores de Weyl

up(p) = N < Z+§+ ) 7 (55) posibles configuraciones de helicidades, esto es,
—A+
€REL; ELEL, EREL, ERER, (61)
dondeN = /(E + m)/2, usando el efecto que tienen los
operadoresq?) sobre los espinores, se ve que donde los suimdicesR y L se refieren al estado de helicidad
gue se encuentraR para la helicidad derechalypara la he-
Pru(p) = Prug = 1(1 + %) ug, (56) licidad izquierda. Del mismo modo tenemos cuatro posibles
2 configuraciones para el estado final compuesto por énmmu
usando la expresn (54) se tiene (u) y el anti-mwn (). Por ejemplo, si en el estado inicial
escogemos la configurdei ezer entonces los elementos de
Prug — }(1 L A5)N < Fop At > matriz que tendremos son
2 /437)\4,
0 MERGRHQRMW MéﬂeRHﬂRuL ) (62)
=N = ug. (57)
< KAy > " MéReR_’ﬂLHR7 MER€R—>ﬂLML'
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Similarmente, tendremos cuatro elementos de matriz pangarap se tiened, = 0,¢4 = 0. Las siguiente identidades

otra configuradn diferente de helicidades en el estado ini-

cial. Entonces el proceso de dispérscomo tal, consiste en

trigonométricas son muyitiles sin([r — 6]/2) cosf/2,
cos([m — 6]/2) = sinf/2, ei™ = 1. Con esta informabi,

16 posibles estados de combinaciones de helicidades que slis espinores de Wey4E) se convierten en

ortogonales y por lo tanto independientes entré&r gene-
ral, el elemento de matriz de éspgoromediado o amplitud
cuadrada promediada es dada por

1 1
MPZ =2 3 IMP = 2 (IMepey|?
espn

+ |MéR€L|2 + |M€L€R|2 + |M5L€L|2)7

(63)

co-(2) vo- ()
X+(2) = < (1) >7 X+(4) = ( —C(S)isngg ) : (69)

Sustituyendo estos espinores &id)( sin olvidar que en este
casos = 4E?2, el resultado final es

donde el factor dé/4 representa el promedio sobre las cuatro

posibles configuraciones de helicidades en el estado inicial.

La primera configuradin de helicidades en el estado inicial
gue vamos a calcular €égey, por lo que tenemos dos ampli-
tudes diferentes que van a contribuir, una\ds, ., ... -
Desarrollando la amplitud se tiene:

- 2

e
?uz (P3)7° 7 VR (pa)

ZMEReL—’ﬁRML ==

x vl (p2)7 v (p1), (64)

donde se va a usar la forma explicita de las matrid€} |
las expresione$8), entonces,

ie?4E?

PANGIPERCIPINEIPNEY
+ALB)o" (@ (2)0'A- (1)) (65)

Notar que los momentos de las pamasp: , p2, p3, ps S€ han
cambiado por imerosl, 2, 3, 4 respectivamente, que ast
asociados a los espinores de Weyl. En el seguadinho de
(65) se aplica la identidad de Fierz:

(X9 x(3)) (x"(2)o"x(1)) = 2(x" (4)x (1)) (x"(2)x(3))

ZMéReLA’ﬁRUIL = -

— O @xB3) (K (2)x (1)) (66)
Por lo que la amplitud tiene la siguiente forma:
. ie24F?
ZMéREL‘}p‘RﬂL = - s
< 22T @A (L (2)x4(4).  (67)

En este punto debemos hacer uso de la catim, en eliimi-
te cuando la masa tiende a cero se tiene que

P1 = (E,0,0,E),
D2 = (E,0,0,*E),
ps = (E,—FEsin6,0,—FE cosf).

p3 = (E, Esin6,0, E cos0),

(68)

Sin perdida de generalidad, podemos escogeraluguilos
0, = m,¢1 = = para el estado inicial del eleétr; para
el estado inicial del posibn se escogen loangulosf,
0,2 = 0, parau los angulos sorf; = m — 0,¢3 = 7Yy

—ie*(1 4 cos¥). (70)

ZMéReL‘)ﬁRNL =

Ahora, la otra configuradn de helicidades que contribuye es
Mepe,—pnrur, €l €lemento de matriz tiene la forma sigui-
ente;

82

iMERCL—’ﬁLHR = _i;ﬂR(p?))V#UL(pél) 'T)R(pQ)rYHuL(pl)

= —ie*(1 — cos¥). (71)

donde los espinores de Weyl correspondientes son:

=g ). A+<3><_“0> (2)
wor= (1) = (8.

En resumen, se tiene lo siguiente
2
MéReL"ﬂRHL: —¢€ (1+ COS G)ZMELGRA’ZZLHR

(73)

__ 2 . _
MéReL—%LMR—_e (1_ COS 9) - MELER—’ﬂRML'

Por otro lado, si consideramos en el estado inicial las sigui-
entes configuracionese;, y éreg, se tienen dos diferentes
términos correspondiente al elemento de maé@),(uno es

oL (p2)y.ur(p1), el cual desarrollando expltamente se tie-

ne

vy = 2E(0,x-(2))

(3 2)(40)

g;
Del mismo modo se concluye que el otrérrhino es
r(p2)vuur(p1) = 0. Por lo tanto, las configuraciones de
helicidades donde los elementos de matriz tienen todas las
parficulas de helicidad izquierda o todas las jzartas de he-
licidad derecha:

A_(1)
0

—0;

; (74)

MéLeL—’ﬁLHL’ MéReR—’ﬁRHR’ (75)

van a ser nulas. Tamém van a ser nulas aquellas donde hay
tres pariculas, ya sea de helicidad izquierda o helicidad de-
recha, por ejemplo

(76)

MéLCR—*ﬂLMLv MéReR_’ﬁLNR'
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Debido a esta naturaleza que poseen los elementos de matriz= +(1/2) y una paricula izquierdalp) es asociada con

de las 16 posibles configuraciones de helicidades solamentm helicidadh = —(1/2). Observar que tienen cierta simi-
sobreviven 4 de estas. Las cuatro amplitudes que quedan slitud con 59). En la péctica los espinores se van a escri-
las que se muestran end)]. Entonces la amplitud cuadrada bir con rimeros para representar sus momentos, por ejem-

promediada total es plo: |p1] — |1], {ps| — (3|. Podemos re-parametrizar el
1 momentop,, de cualquier paitula como un bi-espinor usa-
|IM|? = Z“MERGL_’ anpn >+ I Mepen— apunl? ndo las matrices de Pauli, esto es posible ya que cualquier
matriz de2 x 2 con determinante nulo puede ser escrita
+ [Mege,— ﬂum|2 + [Merer— fmm|2} como el producto externo de dos vectores de dos compo-
1 nentes, denotado comg,, = Xa @ Ny = &Ab. Se tra-
= (4) x 2e*{(1 + cos0)? + (1 — cos 0)*} baja con una nota@h debracketsde Dirac: A\, — |p]s Y
Ay — (pl|p- Si escribimos el momento en coordenadaérésf
=e*(1 4 cos? ). (77) cas,p, = (E,Esinfcos¢, Esinfsin ¢, E cosf), tendre-
mos soluciones exitas paralp|., y (p|, usando la matriz
3.3. Elformalismo de los espinores de helicidad presentada ei28), se tiene:
Este nétodo moderno se utiliza para calcular amplitudes 2Ecos2§ 2Esingcos ge—w
de procesos de dispedsi 0 decaimientos a nivelrbol en Dab = 9 sin € cos £ it o sin? @ . (82)
el limite de altas enefgs y para modelos que involucran St 5 cos 3¢ St 3

parficulas sin masa. El objeto matatito que se definen son p,.4 ekaso sin maszel det(
los espinores de Weyl o de helicidad la notaddn de van
der Waerden, en la Subsec. 2.2 se niogtre hay cuatro ti-
pos de espinore2P), los cuales se van a denotar aggmo
ketanguladd\) para el que se transforma bajo la representa-
cion izquierda y urketcuadraddy] para el que se transforma
en la representa@n derecha. Tamén vimos las propiedades (ol = V2E (COS 97 sin 96—145) . (83)
del espinor ratrico 20), y como nos relaciona los espinores 2 2

de Weyl izquierdos y derechos con sus conjugados, el espinor . .

¢ nos permite subir y bajandices espinoriales, en notani D€l mismo modo parg®® = |p)“[p|” donde:

de amplitudes vamos a tener por ejemplo: 6
Ip)* = V2E( bmgew ) =V2EA_,

pay) = 0 (rango= 1), entonces
se tiene quea, = [pla(ply, donde

%
mn—mE(Fﬁ%)—vwm,

S111 56

)" = (plo,  [p* = €”|pl;- (78) — 08
La contracadn entre dos espinores se define de la siguien- [p‘b =2E (Sm Q’ — cos geidn) . (84)
te manera: 2 2
AX) = €®Aaxp = —(XA), Notar las similitudes con las expresiones presentadas en la
. seccon anterior dadas pob9) y (45). Las expresione$8)
= e\ %" = [\ (79) vy (84) satisfacen las ecuaciones de Weyl sin masa:
En particular,(A\) = [A\] = 0, y el conjugado eg)\y) = Pai7|P]i) =0, palp)’ =0,
[xA]*. Por otro lado, hemos visto que los espinores de Di- _ '
rac pueden ser izquierdo o derecho$gae un estaddgico [p|bpl'm =0, (plpp**=0, (85)
puede ser uno de los dos, @mrhinos de espinores de Weyl
se definen como: este conjunto de ecuaciones equivaled@ ¢ (51) cuando
0 m = 0. Por otro lado, los espinores de helicidad tienen las
vy (p) = u_(p) = ( 1) ) = |p], siguientes propiedades y definiciones:
Pla
a [plv*[a] = (pIv*[a) = [PI"*¥"+"1d]
e =ue= () =m e -
= (pI"*v"’la) =0, (86)
u(p) = v4(p) = ((pla, 0) = (pl, plv*la] = [alv"Ip), (87)
i (p) = v-(p) = (0,[p|") = [pl. (81) (Phyulal(rly*Is] = 2(pr) sql, (88)
En el caso en el que los fermiones no tengan masa, las (p|k|q] = (pk)[kq]. (89)

parfculas y antipartulas son representadas por los mismos
estados de esp. Como regla nemotecnia se tiene que pa-La Ec. 86) equivale al resultado que vimos en la E&)( nos
ra una paftula derechdp] esta asociada con una helicidad dice que cualquierimero impar dey* ensandwichado por
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espinores cuadrados o angulados resulta ser nula. L&%jc. ( 3.4.1. Proceso de dispetsi: ete™ — ptu~
se le conoce como la identidad de Fierz. A contindilacia- | o
mos a demostrar la identidad de Fierz utilizando la notaci S€ escoge el eleém como derecho o helicidald, = +,

de amplitudes, partimos del lado derecho de la/&8): ( denotado por1], el positon debe ser izquierdo o helicidad
hs = —, debido a la propieda@6), el mubn se toma como
(plyvulal(r|y*[s] = (- (p)yuv+(a)) x (u—(r)y*v4(s)) (3| por lo que el anti-man es|4]. Entonces la amplitudsQ)
; ; se convierte en
= (Pla) " laly x (rle(o") 8] .
; i ; +9- 3= 4ty = L& P (—igh?
= (plalgly(e,) (o) (r 5] iM(17,27,37,47) = —— 21" (=ig™) Bl [4]
.. ;2
= (plaldl;(2e*€") (r|c]s], = 2% (23)[41], (95)
S

_ acyn| b1 (1.
= 2{plac™{rlee™ls]ldl; en la segunda igualdad se utilifa identidad de Fierz88)
_ 2<p|a|7">“[8|6|q],; = 2(pr)[sql, Q0) Y que (\x) = [xA]*. Se toma el cuadrado de esta amplitud
dando como resultado
en la primera igualdad hemos usados las definicic8€fs (

4
(81) y la matriz de Dirac40), las etiquetas, p, r, s represen- IM((1T,27,37,47))% = 4%@3) [41][32](14)
tan los momentos de las pi&tilas. Posteriormente usamos la S
identidad _ _ 4et
()7 (o)1 = 20t (91) = (99)

luego subimosndices como en7g) con |r)* = €*“(rlcy  Enladitimaigualdad se han usado las variab# (Las am-
[s|” = €"|s],;. Las relaciones de completes y conserdaci plitudes son invariantes bajo paridad, al cambiar el signo de

de momento se escriben como: la helicidadh; — —h; se obtiene el mismo resultado para la
n amplitud M (17, 2%, 3%,47) que en86). Las otras amplitu-
¥ =1p)pl+Iplpl, > (i5)[ik] =0, (92)  des que contribuyen son

J
+ 9= 3+ 4|2 — — ot 3= 4+)2
con todos los momentos entrantgs ¢ ps + p3 + ps = 0). (M7, 27,87,47)F = |M(17,27,37,47)]
La contracabn entre dos vectores de momento se define de la 4et

_ 2
siguiente manera: =2t (97)
1 . 1 1 ; ; A
q-p=q'p, = iq(mp”“ = 5Tr(|q]<qp>[p|) = §<qp> [pdl, Entonces, la amplitud cuadrada promediada dadag¥pes
lo que da lugar a re-definir las variables de Mandelstam co- M2 = 2¢* (tQ :_QUQ) = ¢*(1+cos20),  (98)
mo:

si5= (pi +05)% sk = (pi +pj +pr)?,  ete. (93) donde se han usado las variabdes, ¢t con respecto al cen- _
) . tro de masa, para procesos donde las masas son desprecia-
En particular, se tiene que= s12,¢ = s13,u = s1a sonlas  ples [9]:
variables de Mandelstam asidar para procesos de dos a dos

parfculas. En &rminos de espinores cuadrados y anguladoss = 4F, ¢ = _5(1_ cosf), u= _f(1 +cosf). (99)
estos son: 2 2
s = (12)[21] = (34)[43], 4. Conclusiones
u = (14)[41] = (23)[32], En este aftulo revisamos el proceso de dispérsite~ —
t = (13)[31] = (24)[42]. (94) wt = anivelarbol como ejemplo deadculo de una amplitud
para ilustrar el formalismo de los espinores de Weyl. Obser-
3.4. Elmétodo de amplitudes en electrodiamica cuanti- ~ vamos eng8) y (77) resultados ras directos en comparaci
ca con el netodo tradicional de Feynman de cuatro componen-

tes donde se usa la tecnolagle las trazas [8]. Las amplitu-
Un elemento de matriz o amplitud ahora se va a denotar cades cuyas configuraciones de helicidades tengan asodwos
mo M (1", 202 3hs 4h4) dondeh; representa las helicida- helicidades positivas o dos negativas coma3ii, Gon nom-
des de las patulas involucradas, por simplicidad las helici- bradasMaximum Helicity ViolatingMHYV, por sus siglas en
dades aparec&n como supéndicest. Los mimerosl y 2se  inglés) [25]. Estas son lamicas amplitudes que contribuyen
refieren a las partulas en el estado inicid,y 4 las partcu-  en los procesos. Con este trabajo espero cumplir el objetivo
las en el estado final. Retomando el procese™ — ptu~ de motivar a los estudiantes de explorar las nuevas tendencias
se procede a calcular sus amplitudes con este formalismo. que hay en teda cltantica de campos.
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