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En este trabajo se revisa el formalismo de los espinores de helicidad o el método de amplitudes en el espacio de cuatro dimensiones (D = 4),
en el contexto de la Electrodinámica Cúantica (QED, por sus siglas en inglés). Se muestran los cálculos expĺıcitos de la amplitud del proceso
fı́sicoe+e− → µ+µ− a nivelárbol en el ĺımite de altas energı́as o ultra-relativista como un ejemplo de motivación para estudiar este método.
El objetivo es introducir a estudiantes de fı́sica en las nuevas técnicas de ćalculo que se desarrollan a partir del formalismo de amplitudes.
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In this work, the helicity spinors formalism or just amplitudes is reviewed in four-dimensional space (D = 4), in the context of Quantum
Electrodynamics (QED). Explicit calculations for the amplitude of the physical processe+e− → µ+µ− at the tree level in the high energy
or ultra-relativistic limit are shown as an example of motivation for study this method. The objective is to introduce particle physics students
to the new calculation techniques that are developed from the amplitude program.
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1. Introducción

La teoŕıa cúantica de campos (QFT, por sus siglas en in-
glés) es el lenguaje matemático que nos permite describir las
part́ıculas elementales y sus interacciones [1]. Un ingrediente
importante de este lenguaje son los espinores que son obje-
tos mateḿaticos que se transforman bajo el grupo de Lorentz
[2]. Históricamente, los espinores fueron creados por E. Car-
tan en 1913 [3]. Posteriormente personajes como P. Dirac y E.
Majorana introdujeron los espinores a la fı́sica téorica [4, 5],
aśı como H. Weyl y B. L. van der Waerden hicieron contribu-
ciones mateḿaticas importantes que permitieron el desarrollo
del ańalisis espinorial. Por su parte, B.L. van der Waerden fue
el primero en introducir la notación déındices punteados y no
punteados para las representaciones irreducibles del grupo de
Lorentz. Actualmente a estas representaciones se les conocen
comoespinores de Weyl-van der Waerden[6,7].

Otro ingrediente importante en teorı́a cúantica de campos
es la matrizS, el cual es el objeto definido en el espacio de
momentos que contiene toda la información f́ısica de un pro-
ceso de colisíon o decaimiento. En un experimento de disper-
sión de part́ıculas el observable a medir es la sección eficaz
σ, el cual est́a en t́erminos de energı́as y momentos de las
part́ıculas involucradas [8]. Teorı́as como el modelo estándar
fueron desarrolladas de esta manera cuyos descubrimientos
como el bośon de Higgs están en la literatura [9].

A nivel árbol, un proceso de dos partı́culas en el estado
inicial y dos part́ıculas en el final (p1 + p2 → p3 + p4), el
método est́andar para calcular su sección eficaz requiere del
uso de los diagramas de Feynman que involucra calcular el
elemento de matrizS o amplitud mediante las reglas de Feyn-
man, posteriormente elevar al cuadrado el elemento de ma-

triz, promediar sobre los estados de espı́n y despúes hacer el
desarrollo de las trazas de productos de matricesγµ de cuatro
componentes [10]. Sin embargo, si agregamos más part́ıculas
en el estado final, implica un incremento en el número de
diagramas de Feynman, por ejemplo, para un proceso don-
de tenemos dos gluones en el estado inicial y ocho gluones
en el estado final, se requieren aproximadamente un millón
de diagramas de Feynman, por lo que la técnica se vuelve
impracticable. Una manera de hacer posible esto es median-
te el formalismo de los espinores de helicidad ométodo de
amplitudes, el cual es una técnica moderna que se aplica a
nivel deárbol, la clave de este ḿetodo se encuentra en ellit-
tle groupo grupo de Wigner el cual caracteriza los estados
de las part́ıculas, por ejemplo para partı́culas sin masa aso-
ciados a espinores de Weyl, ellittle group nos dice que solo
se necesita conocer la helicidad para estudiar sus procesos de
dispersíon [11].

Los primeros desarrollos del método de amplitudes pro-
vienen de la d́ecada de 1980, cuando se encontró que se
pod́ıan calcular de manera eficiente amplitudes de dispersión
que involucraban partı́culas sin masa al re-parametrizar los
cuadri-momentos en espinores, de este modo las amplitudes
se reescriben en términos de contracciones de espinores los
cuales son invariantes de Lorentz [12]. En 1986, K. Hagiwa-
ra y D. Zeppenfeld presentaron un método para calcular las
amplitudes de procesos que involucran fermiones externos
y bosones vectoriales a nivelárbol en la base espinorial de
Weyl [13]. En el mismo ãno, estas t́ecnicas fueron extendidas
por S. Parker y T. Taylor para calcular de manera más eficien-
te amplitudes de multi-jets a nivelárbol en Cromodińamica
Cuántica (QCD, por sus siglas en inglés), ellos derivaron una
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fórmula general para describir el proceso de dispersión de dos
gluones en el estado inicial an−2 gluones en el estado final,
conocida hoy en d́ıa comofórmula de Parker-Taylor[14].

Los libros de texto modernos en QFT incluyen capı́tu-
los sobre el ḿetodo de amplitudes estudiando teorı́as como
QED en el caso de M. Thomson [10] o QCD por M. D.
Schwartz [15]. Una introducción pedaǵogica ḿas extensa del
método de amplitudes es dada por H. Elvang y Y. T. Huang
donde se estudian teorı́as supersiḿetricas comoN = 4 SYM
o SupergravedadN = 8 [11]. El trabajo de H. K. Dreiner, H.
E. Haber y S. P. Martı́n es una gran referencia donde se puede
encontrar una discusión completa de los espinores de helici-
dad y un conjunto de reglas de Feynman en términos de es-
pinores de dos componentes para calcular secciones eficaces,
correcciones radiativas de teorı́as como el modelo estándar,
aśı como supersimetrı́a [16].

Si bien el ḿetodo de amplitudes funciona de manera ex-
celente a niveĺarbol y considerando partı́culas sin masa, en
la última d́ecada se han visto grandes avances por extender
este formalismo a partı́culas de cualquier masa y espı́n [17],
aśı como t́ecnicas para calcular a orden de lazos mediante
el método del corte unitario o Next-to-Leading Order (NLO)
[18, 19], brindando ası́ un abanico de nuevos métodos ḿas
poderosos en teorı́a cúantica de campos, los cuales son temas
que est́an ḿas alĺa de los proṕositos de este artı́culo.

En este trabajo nos enfocamos en estudiar un proceso de
dispersíon que involucra partı́culas sin masa a nivelárbol en
la teoŕıa de QED, aśı como revisar las bases del método de
amplitudes e ilustrar de manera detallada cómo se hace el
cálculo de una amplitud a nivelárbol en este formalismo pa-
ra beneficio de los estudiantes.

El contenido es el siguiente: la Sec. 2, basada en los tex-
tos de la Ref. [20], se hace una revisión de ćomo los espinores
se transforman bajo el grupo de Lorentz y se presenta el con-
cepto delittle group. La Sec. 3, basada en las Refs. [15, 21],
se revisa la ecuación de Dirac y sus soluciones en la represen-
tación de Weyl, aśı como calcular el procesoe+e− → µ+µ−

en el ĺımite de altas energı́as en esta representación. Porúlti-
mo, en la Sec. 3.4 se muestra el formalismo con la notación

moderna de brackets y se calcula el mismo proceso fı́sico
anterior usando la metodologı́a para QED de la Ref. [22].

2. Grupo de Lorentz y Wigner

En teoŕıa cúantica de campos podemos describir matemáti-
camente partı́culas con o sin masa mediante espinores, usual-
mente se ven tres tipos: el espinor de Dirac el cual es un vec-
tor rengĺon o columna de cuatro componentes que se transfor-
ma bajo el grupo de Lorentz y satisface la ecuación de Dirac,
el espinor de Majorana que también es un vector de cuatro
componentes muy utilizado para estudiar neutrinos ligeros en
extensiones del modelo estándar [21], y los espinores de Weyl
que son vectores de dos componentes comúnmente utilizados
en teoŕıas supersiḿetricas [23]. Por ejemplo el espinor de Di-
rac se puede escribir de la siguiente manerai:

ΨD = ΨL + ΨR, (1)

con

ΨL =
(

λa

0

)
, ΨR =

(
0
χ̃ȧ

)
, (2)

dondea = 1, 2 y ȧ = 1̇, 2̇. Estośındices no punteados y pun-
teados se le conoce comonotacíon de van der Waerden. Los
espinoresλa y χ̃ȧ son de dos componentes, y se les conocen
como espinores de Weyl, los cuales serán los protagonistas
en la Sec. 3. En este trabajo solo nos interesan los espino-
res de Weyl, estos también reciben los nombres de espino-
res izquierdos o derechos, veremos a continuación ćomo se
transforman bajo el grupo de Lorentz.

2.1. Rotaciones y boost

Se tienen dos tipos de transformaciones que conforman el
grupo de Lorentz: rotaciones y boost. Por un lado, alrededor
de cada eje se tiene asociada una rotación, lo denotamos co-
mo Rx(θx), Ry(θy) y Rz(θz). Las formas explicitas de los
generadores de las rotacionesJi, con i = x,y, z, son las si-
guientes:

Jx =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0


 , Jy =




0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0


 , Jz =




0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0


 . (3)

Similarmente, por cada eje se tiene asociado un boost representado porBx(φx), By(φy) y Bz(φz). Las formas explicitas
de sus generadoresKi son:

Kx =




0 i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , Ky =




0 0 i 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0


 , Kz =




0 0 0 i
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0


 . (4)
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El conjunto de generadores (3) y (4) satisfacen las sigui-
entes relaciones de conmutación:

[J i, Jj ] = iεijkJk, [J i,Kj ] = iεijkKk,

[Ki, Kj ] = −iεijkJk. (5)

Se puede ver que, bajo la conmutación, las rotaciones tienen
un álgebra de Lie cerrada, en el caso de los boost no, ya que
nos da una rotación. Para resolver esto, se definen las sigui-
entes combinaciones lineales de generadores:

Ai =
1
2
(J i + iKi), Bi =

1
2
(J i − iKi), (6)

estas expresiones satisfacen las relaciones de conmutación si-
guientes:

[Ai, Aj ] = iεijkAk,

[Bi, Bj ] = iεijkBk, [Ai, Bj ] = 0, (7)

tantoA comoB generan un grupoSU(2). El grupo de Lo-
rentz es esencialmenteSU(2) × SU(2). En otras palabras,
una representación del grupoSO(1, 3) est́a caracterizado por
el doblete(j, j′), dondej corresponde alSU(2) generado
porA y j′ al generado porB.

2.2. Representaciones

La representación dada por(j, j′) = (0, 0) es la ḿas pequẽna
del grupo de Lorentz el cual consiste de matrices de1×1 que
act́uan sobre escalares. Esta describe objetos que no cambian
bajo las transformaciones de Lorentz. La siguiente represen-
tación es la(1/2, 0) conocida como representación izquier-
da, donde śolo se usan los generadoresAi, esto implica en
(6) queJ i = iKi = (1/2)σi. Ya que los generadoresAi son
las representacionesj = 1/2 de SU(2); estos tienen que ser
iguales a las matrices de Pauli. LosAi ahora van a ser ma-
trices de2 × 2. Las transformaciones en esta representación
son:

R(θ) = eiθ·J = eiθ·σ
2 , B(φ) = eiφ·K = eiφ·σ

2 . (8)

La siguiente es la representación (0, 1/2) conocida comode-
recha. Ahora solo los generadoresBi son usados, lo que im-
plica en la Ec. (6) queJ i = (1/2)σi y Ki = i(1/2)σi. Las
transformaciones en esta representación son:

R(θ) = eiθ·J = eiθ·σ
2 , B(φ) = eiφ·K = e−φ·σ

2 . (9)

Se puede ver en las Ecs. (8) y (9) que ambas representacio-
nes son id́enticas bajo rotaciones pero diferentes bajo boostii.
Debido a esto se tienen dos tipos diferentes de espinores, de-
nominados como espinor izquierdo (ψL = λa), y espinor de-
recho (ψR = χ̃ȧ), los cuales son de dos componentes. Este
tipo de representaciones se les conoce comoespinoriales. Las
representaciones izquierda y derecha están relacionadas entre
śı, resulta que son conjugadas una de la otra, para ver esto se

defineψL = iσ2ψ∗L, conσ2 como la segunda matriz de Pauli,
entonces bajo las transformaciones de rotación (8) se tiene:

ψ
′
L = iσ2(ψ′L)∗ = iσ2(ei 1

2 θ·σψL)∗ (10)

= iei 1
2 θ·σψL, (11)

y bajo las transformaciones de boost (8):

ψ
′
L = iσ2(ψ′L)∗ = iσ2(ei 1

2 φ·σψL)∗ (12)

= e−
1
2 φ·σψL, (13)

donde se han utilizado las identidades(iσ2)σ∗(−iσ2) = −σ
y (−iσ2)(iσ2) = 1. Vemos queψL justamente se transfor-
ma en la representación derecha. Ahora, seaψR = iσ2ψ∗R,
entonces bajo las transformaciones de rotación (9) se tiene:

ψ
′
R = iσ2(ψ′R)∗ = iσ2(ei 1

2 θ·σψR)∗ (14)

= ei 1
2 θ·σψR, (15)

y bajo las transformaciones de boost (9):

ψ
′
R = iσ2(ψ′R)∗ = iσ2(e−i 1

2 φ·σψR)∗ (16)

= e
1
2 φ·σψR. (17)

Vemos queψR = iσ2ψ∗R se transforma en la representación
izquierda, esto nos dice queψL = ψR y ψL = ψR. Podemos
saber las propiedades que tieneiσ2 utilizando la notacíon de
Van der Wardeen, si escogemos superı́ndices no punteados al
hacer rotaciones alrededor del ejex, siendo estas matrices de
2× 2 se tiene:

(iσ2)′ab = (Rx)a
c (Rx)b

d(iσ
2)cd = (iσ2)ab, (18)

y bajo un boost se transforma como:

(iσ2)′ab = (Bx)a
c (Bx)b

d(iσ
2)cd = (iσ2)ab, (19)

resulta que(iσ2)ab es un invariante bajo las transformacio-
nes de Lorentz en la representación espinorial. Por esta razón
iσ2 suele llamarse elespinor ḿetrico, de este modo podemos
usarlos para bajar y subirı́ndices espinoriales que se transfor-
man bajo la representación espinorial de Lorentz. Ḿas ade-
lante usaremos la siguiente notación para:

(iσ2)ab =
(

0 1
−1 0

)
= εab. (20)

Debido a queiσ2 es real, este objeto no cambia bajo conju-
gacíon compleja, entonces los valores punteados son iguales
a los no punteados, por lo que

(iσ2)ab = (iσ2)ȧḃ = −(iσ2)ab = −(iσ2)ȧḃ. (21)

Con toda esta información, resulta que tenemos cuatro tipos
diferentes de espinores con superı́ndices y sub́ındices, pun-
teados y no punteados, esto es:

ψL = ψa, ψ∗L = ψȧ, ψR = ψȧ, ψ∗R = ψa. (22)
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Por último, tenemos la representación (1/2, 1/2). Debido a
queA y B conmutan, el estado tiene dosı́ndices: uno pun-
teado indicando que se transforma bajo la representación de-
recha y uno no punteado que se transforma bajo la represen-
tación izquierda deSU(2). El estado en esta representación
va a estar caracterizado porPȧb, el cual tiene un total de cua-
tro componentes que se interpreta como una matriz compleja
hermitiana de2×2, tambíen se puede escribir en términos de
las matrices de Pauli de la siguiente manera:

Pȧb = pµ(σ̄µ)ȧb =
(

t + z x− iy
x + iy t− z

)
, (23)

cuyo determinante resulta ser

det(Pȧb) = t2 − x2 − y2 − z2, (24)

con σ̄µ = (σ0,−~σi) = (1,−σ1,−σ2,−σ3)iii y el vec-
tor pµ = (t, x, y, z). Más adelante veremos que la expre-
sión (23) nos permitiŕa re-parametrizar el momento de cual-
quier part́ıcula sin masa como el producto de dos espinores
de Weyl, esta descripción es clave en el ḿetodo de ampli-
tudes. Por otro lado, si tomamos la transpuesta de (23), se
tiene que(Pȧb)T = Pbȧ = (Pȧb)∗. Vemos que la conjuga-
ción compleja tiene el efecto de cambiarı́ndices punteados y
no punteados. Considerando una transformación de Lorentz
sobre (23) a primer orden utilizando (9) para las transforma-
ciones derechas (punteadas) y (8) para las transformaciones
izquierdas (no punteado), lo que da lugar a lo siguiente:

P ′ċd = (e
i
2 θ·σ− 1

2 φ·σ)ȧ
ċ (e

i
2 θ·σ+ 1

2 φ·σ)b
dPȧb

=
(
1 +

i

2
θ · σ − 1

2
φ · σ

)ȧ

ċ

(Pȧb)

×
(
1 +

i

2
θ · σ +

1
2
φ · σ

)b

d

. (25)

Entonces(1/2, 1/2) es la representación vectorial fundamen-
tal del grupo de LorentzSO(1, 3). Las transformaciones en
(25) dejan invariante el determinante dePȧb.

2.3. Little group o grupo pequẽno de Wigner

Hasta ahora hemos hablado de que los espinores describen
mateḿaticamente a partı́culas con y sin masa, también como
estos se transforman bajo el grupo de Lorentz. Sin embargo,
la clave del porqúe el ḿetodo de amplitudes ha tenido un gran
progreso en lośultimos ãnos radica en entender qué define a
una part́ıcula, la respuesta está en ellittle groupiv, el cual es
el conjunto de transformaciones de LorentzL que dejan in-
variante al momentopµ de una partı́cula, esto es

Lp = p. (26)

Una transformación general de Lorentz tiene la forma :

L = ei(J·θ+K·φ) (27)

≈ 1 + i(J · θ + K · φ) = 1 + iW, (28)

conJ = (Jx, Jy, Jz) y K = (Kx,Ky,Kz), desarrollando
la matrizW usando los generadores (3) y ( 4) se obtiene la
siguiente forma:

W = J · θ +K ·φ = i




0 φx φy φz

φx 0 −θz θy

φy θz 0 −θx

φz −θy θx 0


 . (29)

Aqúı se toma una transformación de Lorentz infinitesi-
mal L = 1 + iW , dondeW est́a dada por (29). En el caso
de part́ıculas masivas,m2 > 0, al tomarpµ = (m, 0, 0, 0), la
transformacíon de LorentzL debe dejar invariante el momen-
to pµ, por lo que la siguiente condición se debe satisfacer:




0 φx φy φz

φx 0 −θz θy

φy θz 0 −θx

φz −θy θx 0


 ·




m
0
0
0


 =




0
0
0
0


 . (30)

Esto implica queφx = φy = φz = 0 y θx = θy = θz 6= 0.
Nos queda la parteJ · θ con Jx, Jy, Jz los generadores de
las rotaciones, por lo que para una partı́cula con masa ellittle
groupes SO(3) = SU(2), los estados están caracterizados por
la masam y el esṕın s. Casos conocidos de partı́culas con
masa son: (s = 0, Higgs), (s = 1/2, q quarks yl leptones),
(s = 1, bosonesW± y Z0). Ahora, para partı́culas sin masa
m2 = 0, se toma el momentopµ = (m, 0, 0,m) y entonces
se debe cumplir que




0 φx φy φz

φx 0 −θz θy

φy θz 0 −θx

φz −θy θx 0


 ·




m
0
0
m


 =




0
0
0
0


 . (31)

Esto implica queφz = 0, φx = −θy, y φy = θx, dondeθz

es arbitrario y corresponde a la rotación alrededor del ejez.
DesarrollandoW dada por (29), se obtiene:

W = Jxθx + Jyθy + Jzθz + Kxφx + Kyφy

= (Jx + Ky)θx + (Jy −Kx)θy + Jzθz

= E1θx + E2θy + Jzθz. (32)

Resulta queE1, E2 y Jz satisfacen las siguientes relaciones
de conmutacíon, las cuales definen elálgebra del grupoE(2):

[Jz, E1] = iE2,

[Jz, E2] = −iE1, [E1, E2] = 0. (33)

Para las partı́culas sin masa, ellittle group es el grupo Eucli-
diano en dos dimensionesE(2) = U(1)× T (2). Los estados
de las part́ıculas est́an caracterizados por lahelicidadh. La
helicidad de una partı́cula se define como la proyección de su
esṕın a lo largo de la dirección de su momento. Casos conoci-
dos de partı́culas sin masa: (h = ±1, fotón, glúon), (h = ±2,
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gravitón). El operador helicidad es definido porh ≡ ~S ·~p/|~p|,
el cual se puede escribir como una matriz de4× 4:

h =
1
2p

(
~σ · ~p 0

0 ~σ · ~p
)

, (34)

esta definicíon satisface la ecuación de eigenvaloreshψ =
hψ, dondeψ es un espinor de Dirac de cuatro componentes
y h es el eigenvalor de helicidad. Para conocer el valor deh,
primero reescribimos la ecuación de eigenvalores en térmi-
nos de espinores de dos componentes mediante el operador
(34), obteniendo:

(~σ · ~p)ψL = 2phψL, (35)

(~σ · ~p)ψR = 2phψR. (36)

Del álgebra vectorial se tiene la propiedad( ~A · ~σ)( ~B · ~σ) =
~A · ~B1+ i( ~A× ~B) ·~σ y encontramos que(~σ ·~p)2 = |~p|2= p2,
entonces en (35) se tiene

(~σ · ~p)2ψL = 2ph(~σ · ~p)ψL = 4p2h2ψL, (37)

lo que implica quep2ψL = 4p2h2ψL, resolviendo la ecua-
ción para los eigenvalores se encuentra que la helicidad es
h = ±1/2, los cuales son los dos posibles estados de heli-
cidad para un fermión de esṕın semi entero. Poŕultimo, la
forma expĺıcita del operador helicidad como una matriz de
2× 2 es

h =
1
2p

(~σ · ~p)1 =
1
2p

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)
. (38)

Śı tomamos~p = (p sin θ cosφ, p sin θ sin φ, p cos θ) como el
momento vectorial de la partı́cula, el operador (38) queda en
términos de coordenadas esféricas:

h =
1
2

(
cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)
. (39)

En este punto, nos damos cuenta que describir procesos de
dispersíon donde se involucran partı́culas sin masa solamen-
te se necesita la helicidad, y en el caso de partı́culas masivas
solo se necesita conocer la masa y el espı́n.

3. Amplitudes de helicidad

3.1. Ecuacíon de Dirac y espinores de Weyl

En esta sección vamos a ver la relación que hay entre los es-
pinores de helicidad y los espinores de Weyl, lo que nos va
a permitir tener propiedades interesantes y hacer cálculos de
procesos f́ısicos eficientemente. Empecemos por ver algunos
detalles de la ecuación de Dirac, cuando tenemos fermiones
sin masa es conveniente usar la representación de Weyl o qui-
ral, donde las matrices de Dirac tienen la siguiente forma:

γµ =
(

0 σµ

σ̄µ 0

)
, γ0 =

(
0 1
1 0

)
,

γi =
(

0 σi

−σi 0

)
, (40)

del álgebra de Clifford se tiene que

γ0γi = −γ0γi =
( −σi 0

0 σi

)
. (41)

La expresíon que vamos a estudiar es:

(γµpµ −m)u = 0, (42)

dondeu es el espinor de Dirac de cuatro componentes en
el espacio de momentos que describe a las partı́culas. El es-
pinor v, tambíen de cuatro componentes, describe a las anti-
part́ıculas y satisface una ecuación similar. La forma explicita
de estos espinores en la representación de Weyl es la siguien-
te [21]:

u(~p, s = ±) =
( √

p · σλ±√
p · σ̄λ±

)
, (43)

v(~p, s = ±) =
( √

p · σχ±
−√p · σ̄χ±

)
. (44)

En coordenadas esféricas se tiene que

λ+ =

(
cos θ

2

sin θ
2eiφ

)
, λ− =

(
sin θ

2

− cos θ
2eiφ

)
,

χ+ =

(
− sin θ

2e−iφ

cos θ
2

)
, χ− =

(
cos θ

2e−iφ

sin θ
2

)
. (45)

En la base de helicidades, los espinoresu y v se convierten
en espinores de helicidad:

u±(p) =

√
E + m

2

(
κ±λ±
κ∓λ±

)
; (46)

v±(p) =

√
E + m

2

(
κ∓χ±
−κ±χ±

)
, (47)

donde
κ± = 1∓ p

E + m
, (48)

con p la magnitud del tri-momento. Para el espinoru =
(uL, uR)T , la ecuacíon de Dirac en forma matricial bajo la
representación de Weyl es:

( −m1 (E − ~p · ~σ)
(E + ~p · ~σ) −m1

)(
uL

uR

)
= 0, (49)

desarrollando (49) expĺıcitamente, se tiene el siguiente siste-
ma de ecuaciones acopladas

(E − ~p · ~σ)uR = uL ×m, (50)

(E + ~p · ~σ)uL = uR ×m, (51)

cuandom = 0, estas ecuaciones se desacoplan y tenemos las
ecuaciones de Weyl. Para descomponer cualquier espinor de
Dirac u de cuatro componentes en espinores de Weyl de dos
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componentes, se definen los operadores de proyección quira-
lesPL y PR:

PR =
1
2
(1 + γ5), PL =

1
2
(1− γ5). (52)

En el modelo estándar, la matrizγ5 est́a relacionada con el
concepto dequiralidad, los eigenestados de esta matriz se les
conoce como estados de quiralidad. Al considerar el lı́mite
ultra-relativista(E À m), donde las energı́as de las partı́cu-
las se consideran mucho más grandes que sus masas, y por
lo tanto hacerm = 0, los espinores de helicidadu± y v±
seŕan eigenestados de la matrizγ5 y los eigenestados de qui-
ralidad tendŕan eigenvalor de helicidad. Por lo que podemos
describir part́ıculas fermíonicas sin masa y con helicidad me-
diante los espinores de Weyl. Por otro lado, los operadores
de proyeccíon satisfacen quePR + PL = 1, PRPR = PR,
PLPL = PL y PLPR = 0. Los estados de quiralidad bajo los
operadores de proyección cumplen que

PRuR = uR, PRuL = 0,

PRvR = 0, PRvL = vL,

PLuR = 0, PLuL = uL,

PLvR = vR, PLvL = 0. (53)

Ya que los operadores (52) proyectan estados quirales, enton-
ces cualquier espinoru se puede descomponer como

u =
(

PLu
PRu

)
=

(
uL

0

)
+

(
0

uR

)

=
1
2
(1− γ5)u +

1
2
(1 + γ5)u, (54)

lo que equivale a escribiru = uL+uR. Los eigenestados qui-
ralesuL y uR tambíen son conocidos comoespinores de Weyl
o campos de Weylde dos componentes. La relación que hay
entre los espinores de helicidad y los espinores de Weyl se
manifiesta cuando se descompone la forma general de los es-
pinores de helicidad en sus componentes quirales. Por ejem-
plo, tomemos el espinor de helicidad derechou+, se puede
reescribir como:

u+(p) = N

(
κ+λ+

κ−λ+

)
, (55)

dondeN =
√

(E + m)/2, usando el efecto que tienen los
operadores (52) sobre los espinores, se ve que

PRu+(p) = PRuR =
1
2
(1 + γ5)uR, (56)

usando la expresión (54) se tiene

PRuR =
1
2
(1 + γ5)N

(
κ+λ+

κ−λ+

)

= N

(
0

κ−λ+

)
= uR. (57)

ParaPLu+(p) = PLuR = 0, entonces solo tenemos compo-
nente derecha para el espinor de helicidad positiva. Ya que

κ− = 1 +
p

E + m
, (58)

al considerar que la masa tiende a cero, entoncesp = E, por
lo tantoκ− = 2 y N =

√
E/2, dando como resultado que

N × κ− =
√

2E. Desarrollando las mismas operaciones al-
gebraicas al resto de espinores de helicidad y considerando
que la masa tiende a cero, se tiene finalmente

uR(p) =
√

2E

(
0

λ+

)
, uL(p) =

√
2E

(
λ−
0

)
,

vR(p)=
√

2E

(
χ+

0

)
, vL(p)=

√
2E

(
0

−χ−

)
. (59)

Los eigenestados de helicidad van a ser equivalentes a los ei-
genestados quiraleśunicamente en el lı́mite ultra-relativista,
es decir, cuando la energı́a de las partı́culas es mucho mayor
a la de sus masas, por lo que las expresiones definidas en (45)
se les conoce con la etiqueta de espinores de Weyl, los cuales
seŕan los protagonistas en el método de amplitudes.

3.2. ¿Hay una mejor manera para calcular amplitudes
de dispersíon?

A continuacíon, vamos a considerar el proceso de dispersión
e+e− → µ+µ−, electŕon positŕon a múon anti-múon, a nivel
árbol cuyo elemento de matriz se va denotar de la siguiente
manera:

iMēe→µ̄µ = −i
e2

s
ū(p3)γµv(p4) · v̄(p2)γµu(p1). (60)

Para calcular la sección eficaz o raźon de decaimiento de
cualquier proceso es necesario obtener primero lo que es el
elemento de matriz cuadrado o amplitud cuadrada, en este
trabajo nos enfocamos en como obtener|M|2. Para evaluar el
elemento de matriz (60) se necesita tener en cuenta todos los
posibles estados de espı́n de las cuatro partı́culas. Cada una
de ellas puede estar en alguna de las dos posibles helicidades
que hay, entonces para el estado inicial que esta compues-
to por el electŕon (e) y el positŕon (̄e), vamos a tener cuatro
posibles configuraciones de helicidades, esto es,

ēReL, ēLeL, ēReL, ēReR, (61)

donde los sub́ındicesR y L se refieren al estado de helicidad
que se encuentranR para la helicidad derecha yL para la he-
licidad izquierda. Del mismo modo tenemos cuatro posibles
configuraciones para el estado final compuesto por el muón
(µ) y el anti-múon (µ̄). Por ejemplo, si en el estado inicial
escogemos la configuración ēReR entonces los elementos de
matriz que tendremos son

MēReR→µ̄RµR , MēReR→µ̄RµL , (62)

MēReR→µ̄LµR
, MēReR→µ̄LµL

.
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Similarmente, tendremos cuatro elementos de matriz para
otra configuracíon diferente de helicidades en el estado ini-
cial. Entonces el proceso de dispersión como tal, consiste en
16 posibles estados de combinaciones de helicidades que son
ortogonales y por lo tanto independientes entre sı́. En gene-
ral, el elemento de matriz de espı́n promediado o amplitud
cuadrada promediada es dada por

|M|2 =
1
4

∑

esṕın

|M|2 =
1
4
(|MēReR

|2

+ |MēReL |2 + |MēLeR |2 + |MēLeL |2
)
, (63)

donde el factor de1/4 representa el promedio sobre las cuatro
posibles configuraciones de helicidades en el estado inicial.
La primera configuración de helicidades en el estado inicial
que vamos a calcular es̄eReL, por lo que tenemos dos ampli-
tudes diferentes que van a contribuir, una esMēReL→µ̄RµL

.
Desarrollando la amplitud se tiene:

iMēReL→µ̄RµL = − ie2

s
u†L(p3)γ0γµvR(p4)

× v†R(p2)γ0γµuL(p1), (64)

donde se va a usar la forma explicita de las matrices (40) y
las expresiones (59), entonces,

iMēReL→µ̄RµL
= − ie24E2

s
(λ†−(3)χ+(4)χ†+(2)λ−(1)

+ λ†−(3)σiχ+(4)χ†+(2)σiλ−(1)). (65)

Notar que los momentos de las partı́culasp1, p2, p3, p4 se han
cambiado por ńumeros1, 2, 3, 4 respectivamente, que están
asociados a los espinores de Weyl. En el segundo término de
(65) se aplica la identidad de Fierz:

(χ†(4)σiχ(3))(χ†(2)σiχ(1)) = 2(χ†(4)χ(1))(χ†(2)χ(3))

− (χ†(4)χ(3))(χ†(2)χ(1)). (66)

Por lo que la amplitud tiene la siguiente forma:

iMēReL→µ̄RµL
= − ie24E2

s

× 2λ†−(3)λ−(1)χ†+(2)χ+(4). (67)

En este punto debemos hacer uso de la cinemática, en el ĺımi-
te cuando la masa tiende a cero se tiene que

p1 = (E, 0, 0, E), p3 = (E, E sin θ, 0, E cos θ),

p2 = (E, 0, 0,−E),

p4 = (E,−E sin θ, 0,−E cos θ). (68)

Sin perdida de generalidad, podemos escoger losángulos
θ1 = π, φ1 = π para el estado inicial del electrón; para
el estado inicial del positrón se escogen lośangulosθ2 =
0, φ2 = 0, paraµ los ángulos sonθ3 = π − θ, φ3 = π y

paraµ̄ se tieneθ4 = θ, φ4 = 0. Las siguiente identidades
trigonoḿetricas son muýutiles sin([π − θ]/2) = cos θ/2,
cos([π − θ]/2) = sin θ/2, eiπ = 1. Con esta información,
los espinores de Weyl (45) se convierten en

λ−(1) =
(

1
0

)
, λ−(3) =

(
cos θ

2

sin θ
2

)
,

χ+(2) =
(

0
1

)
, χ+(4) =

(
− sin θ

2

cos θ
2

)
. (69)

Sustituyendo estos espinores en (67), sin olvidar que en este
casos = 4E2, el resultado final es

iMēReL→µ̄RµL
= −ie2(1 + cos θ). (70)

Ahora, la otra configuración de helicidades que contribuye es
MēReL→µ̄LµR

, el elemento de matriz tiene la forma sigui-
ente:

iMēReL→µ̄LµR
= −i

e2

s
ūR(p3)γµvL(p4) · v̄R(p2)γµuL(p1)

= −ie2(1− cos θ). (71)

donde los espinores de Weyl correspondientes son:

λ−(1) =
(

1
0

)
, λ+(3) =

(
sin θ

2

− cos θ
2

)
, (72)

χ+(2) =
(

0
1

)
, χ−(4) =

(
cos θ

2

sin θ
2

)
.

En resumen, se tiene lo siguiente

MēReL→µ̄RµL
=− e2(1+ cos θ)=MēLeR→µ̄LµR

MēReL→µ̄LµR=−e2(1− cos θ) = MēLeR→µ̄RµL . (73)

Por otro lado, si consideramos en el estado inicial las sigui-
entes configuraciones,ēLeL y ēReR, se tienen dos diferentes
términos correspondiente al elemento de matriz (60), uno es
v̄L(p2)γµuL(p1), el cual desarrollando explı́citamente se tie-
ne

v̄LγµuL = 2E(0, χ−(2))

×
( −σi 0

0 σi

)(
λ−(1)

0

)
= 0. (74)

Del mismo modo se concluye que el otro término es
v̄R(p2)γµuR(p1) = 0. Por lo tanto, las configuraciones de
helicidades donde los elementos de matriz tienen todas las
part́ıculas de helicidad izquierda o todas las partı́culas de he-
licidad derecha:

MēLeL→µ̄LµL
, MēReR→µ̄RµR

, (75)

van a ser nulas. También van a ser nulas aquellas donde hay
tres part́ıculas, ya sea de helicidad izquierda o helicidad de-
recha, por ejemplo

MēLeR→µ̄LµL , MēReR→µ̄LµR . (76)
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Debido a esta naturaleza que poseen los elementos de matriz,
de las 16 posibles configuraciones de helicidades solamente
sobreviven 4 de estas. Las cuatro amplitudes que quedan son
las que se muestran en (73). Entonces la amplitud cuadrada
promediada total es

|M|2 =
1
4
{|MēReL→ µ̄RµL |2 + |MēLeR→ µ̄LµR |2

+ |MēReL→ µ̄LµR
|2 + |MēLeR→ µ̄RµL

|2}

=
(

1
4

)
× 2e4{(1 + cos θ)2 + (1− cos θ)2}

= e4(1 + cos2 θ). (77)

3.3. El formalismo de los espinores de helicidad

Este ḿetodo moderno se utiliza para calcular amplitudes
de procesos de dispersión o decaimientos a niveĺarbol en
el lı́mite de altas energı́as y para modelos que involucran
part́ıculas sin masa. El objeto matemático que se definen son
los espinores de Weyl o de helicidaden la notacíon de van
der Waerden, en la Subsec. 2.2 se mostró que hay cuatro ti-
pos de espinores (22), los cuales se van a denotar aquı́ como
ketangulado|λ〉 para el que se transforma bajo la representa-
ción izquierda y unketcuadrado|χ] para el que se transforma
en la representación derecha. También vimos las propiedades
del espinor ḿetrico (20), y como nos relaciona los espinores
de Weyl izquierdos y derechos con sus conjugados, el espinor
εab nos permite subir y bajarı́ndices espinoriales, en notación
de amplitudes vamos a tener por ejemplo:

|p〉a = εab〈p|b, [p|ȧ = εȧḃ|p]ḃ. (78)

La contraccíon entre dos espinores se define de la siguien-
te manera:

〈λχ〉 = εabλaχb = −〈χλ〉,

= εȧḃλ̃
ȧχ̃ḃ = −[χλ]. (79)

En particular,〈λλ〉 = [λλ] = 0, y el conjugado es〈λχ〉 =
[χλ]∗. Por otro lado, hemos visto que los espinores de Di-
rac pueden ser izquierdo o derechos, ası́ que un estado fı́sico
puede ser uno de los dos, en términos de espinores de Weyl
se definen como:

v+(p) = u−(p) =
(

0
|p]ȧ

)
≡ |p],

v−(p) = u+(p) =
( |p〉a

0

)
≡ |p〉, (80)

ū−(p) = v̄+(p) = (〈p|a, 0) ≡ 〈p|,
ū+(p) = v̄−(p) = (0, [p|ȧ) ≡ [p|. (81)

En el caso en el que los fermiones no tengan masa, las
part́ıculas y antipartı́culas son representadas por los mismos
estados de espı́n. Como regla nemotecnia se tiene que pa-
ra una part́ıcula derecha|p] esta asociada con una helicidad

h = +(1/2) y una part́ıcula izquierda|p〉 es asociada con
un helicidadh = −(1/2). Observar que tienen cierta simi-
litud con (59). En la pŕactica los espinores se van a escri-
bir con ńumeros para representar sus momentos, por ejem-
plo: |p1] → |1], 〈p3| → 〈3|. Podemos re-parametrizar el
momentopµ de cualquier partı́cula como un bi-espinor usa-
ndo las matrices de Pauli, esto es posible ya que cualquier
matriz de2 × 2 con determinante nulo puede ser escrita
como el producto externo de dos vectores de dos compo-
nentes, denotado comopȧb = λ̃ȧ ⊗ λb ≡ λ̃ȧλb. Se tra-
baja con una notación debracketsde Dirac: λ̃ȧ → |p]ȧ y
λb → 〈p|b. Si escribimos el momento en coordenadas esféri-
cas,pµ = (E, E sin θ cos φ,E sin θ sin φ,E cos θ), tendre-
mos soluciones explı́citas para|p]ȧ y 〈p|b usando la matriz
presentada en (23), se tiene:

pȧb =

(
2E cos2 θ

2 2E sin θ
2 cos θ

2e−iφ

2E sin θ
2 cos θ

2eiφ 2E sin2 θ
2

)
. (82)

Para elcaso sin masa, el det(pȧb) = 0 (rango= 1), entonces
se tiene quepȧb = |p]ȧ〈p|b, donde

|p]ȧ =
√

2E

(
cos θ

2

sin θ
2eiφ

)
=
√

2Eλ+,

〈p|b =
√

2E

(
cos

θ

2
, sin

θ

2
e−iφ

)
. (83)

Del mismo modo parapaḃ = |p〉a[p|ḃ donde:

|p〉a =
√

2E

(
sin θ

2

− cos θ
2eiφ

)
=
√

2Eλ−,

[p|ḃ =
√

2E

(
sin

θ

2
,− cos

θ

2
e−iφ

)
. (84)

Notar las similitudes con las expresiones presentadas en la
seccíon anterior dadas por (59) y (45). Las expresiones (83)
y (84) satisfacen las ecuaciones de Weyl sin masa:

paḃ|p]ḃ = 0, pȧb|p〉b = 0,

[p|ḃpḃa = 0, 〈p|bpbȧ = 0, (85)

este conjunto de ecuaciones equivalen a (50) y (51) cuando
m = 0. Por otro lado, los espinores de helicidad tienen las
siguientes propiedades y definiciones:

[p|γµ|q] = 〈p|γµ|q〉 = [p|γµγνγρ|q]
= 〈p|γµγνγρ|q〉 = 0, (86)

〈p|γµ|q] = [q|γµ|p〉, (87)

〈p|γµ|q]〈r|γµ|s] = 2〈pr〉[sq], (88)

〈p|6 k|q] = 〈pk〉[kq]. (89)

La Ec. (86) equivale al resultado que vimos en la Ec. (74), nos
dice que cualquier ńumero impar deγµ ensandwichado por
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espinores cuadrados o angulados resulta ser nula. La Ec. (88)
se le conoce como la identidad de Fierz. A continuación, va-
mos a demostrar la identidad de Fierz utilizando la notación
de amplitudes, partimos del lado derecho de la Ec. (88):

〈p|γµ|q]〈r|γµ|s] = (ū−(p)γµv+(q))× (ū−(r)γµv+(s))

= 〈p|a(σµ)aḃ|q]ḃ × 〈r|c(σµ)cḋ|s]ḋ
= 〈p|a|q]ḃ(σµ)aḃ(σµ)cḋ〈r|c|s]ḋ
= 〈p|a|q]ḃ(2εacεḃḋ)〈r|c|s]ḋ
= 2〈p|aεac〈r|cεḃḋ|s]ḋ|q]ḃ
= 2〈p|a|r〉a[s|ḃ|q]ḃ = 2〈pr〉[sq], (90)

en la primera igualdad hemos usados las definiciones (80),
(81) y la matriz de Dirac (40), las etiquetasq, p, r, s represen-
tan los momentos de las partı́culas. Posteriormente usamos la
identidad

(σµ)aȧ(σµ)bḃ = 2εabεȧḃ, (91)

luego subimośındices como en (78) con |r〉a = εac〈r|c y
[s|ḃ = εḃḋ|s]ḋ. Las relaciones de completes y conservación
de momento se escriben como:

6p = |p〉[p|+|p]〈p|,
n∑

j

〈ij〉[jk] = 0, (92)

con todos los momentos entrantes (p1 + p2 + p3 + p4 = 0).
La contraccíon entre dos vectores de momento se define de la
siguiente manera:

q · p = qµpµ =
1
2
qȧapaȧ ≡ 1

2
Tr(|q]〈qp〉[p|) =

1
2
〈qp〉[pq],

lo que da lugar a re-definir las variables de Mandelstam co-
mo:

sij = (pi + pj)2, sijk = (pi + pj + pk)2, etc. (93)

En particular, se tiene ques = s12, t = s13, u = s14 son las
variables de Mandelstam estándar para procesos de dos a dos
part́ıculas. En t́erminos de espinores cuadrados y angulados
estos son:

s = 〈12〉[21] = 〈34〉[43],

u = 〈14〉[41] = 〈23〉[32],

t = 〈13〉[31] = 〈24〉[42]. (94)

3.4. El método de amplitudes en electrodińamica cúanti-
ca

Un elemento de matriz o amplitud ahora se va a denotar co-
moM(1h1 , 2h2 , 3h3 , 4h4), dondehi representa las helicida-
des de las partı́culas involucradas, por simplicidad las helici-
dades aparecerán como superı́ndices±. Los ńumeros1 y 2 se
refieren a las partı́culas en el estado inicial,3 y 4 las part́ıcu-
las en el estado final. Retomando el procesoe+e− → µ+µ−

se procede a calcular sus amplitudes con este formalismo.

3.4.1. Proceso de dispersión: e+e− → µ+µ−

Se escoge el electrón como derecho o helicidadh1 = +,
denotado por|1], el positŕon debe ser izquierdo o helicidad
h2 = −, debido a la propiedad (86), el múon se toma como
〈3| por lo que el anti-múon es|4]. Entonces la amplitud (60)
se convierte en

iM(1+, 2−, 3−, 4+) =
i2e2

s
〈2|γµ|1](−igµν)〈3|γν |4]

= 2
ie2

s
〈23〉[41], (95)

en la segunda igualdad se utilizó la identidad de Fierz (88)
y que〈λχ〉 = [χλ]∗. Se toma el cuadrado de esta amplitud
dando como resultado

|M(1+, 2−, 3−, 4+)|2 =
4e4

s2
〈23〉[41][32]〈14〉

=
4e4

s2
u2. (96)

En laúltima igualdad se han usado las variables (94). Las am-
plitudes son invariantes bajo paridad, al cambiar el signo de
la helicidadhi → −hi se obtiene el mismo resultado para la
amplitudM(1−, 2+, 3+, 4−) que en (96). Las otras amplitu-
des que contribuyen son

|M(1+, 2−, 3+, 4−)|2 = |M(1−, 2+, 3−, 4+)|2

=
4e4

s2
t2. (97)

Entonces, la amplitud cuadrada promediada dada por (77) es

|M|2 = 2e4

(
t2 + u2

s2

)
= e4(1 + cos2 θ), (98)

donde se han usado las variabless, u, t con respecto al cen-
tro de masa, para procesos donde las masas son desprecia-
bles [9]:

s = 4E, t = −s

2
(1− cos θ), u = −s

2
(1 + cos θ). (99)

4. Conclusiones

En este artı́culo revisamos el proceso de dispersión e+e− →
µ+µ− a nivelárbol como ejemplo de cálculo de una amplitud
para ilustrar el formalismo de los espinores de Weyl. Obser-
vamos en (98) y (77) resultados ḿas directos en comparación
con el ḿetodo tradicional de Feynman de cuatro componen-
tes donde se usa la tecnologı́a de las trazas [8]. Las amplitu-
des cuyas configuraciones de helicidades tengan a lo más dos
helicidades positivas o dos negativas como en (97), son nom-
bradasMaximum Helicity Violating(MHV, por sus siglas en
inglés) [25]. Estas son laśunicas amplitudes que contribuyen
en los procesos. Con este trabajo espero cumplir el objetivo
de motivar a los estudiantes de explorar las nuevas tendencias
que hay en teorı́a cúantica de campos.
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i. Se denota en mayúsculaΨ a un espinor de cuatro componentes
y en mińusculaψ a un espinor de dos componentes.

ii. Estas representaciones ahora son matrices de2× 2 que act́uan
sobre un vector de dos componentes llamadoespinor.

iii. De aqúı en adelante usaremos la notación1, para referirnos a la
matriz identidad de2×2, tambíen tomamos el tensor ḿetrico de
Minkowski con signatura−2, es decir,gµν = (1,−1,−1,−1).

iv. Es un subgrupo del grupo del Lorentz, para mayores detalles
ver [25–27].
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