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Facultad de Ciencias F́ısico-Mateḿaticas, Beneḿerita Universidad Aut́onoma de Puebla,
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En este trabajo revisamos brevemente supergravedadN = 1 en cuatro dimensiones (D = 4), tambíen llamada supergravedad pura, donde la
accíon es invariante bajo transformaciones de norma y de supersimetrı́a global. Nuestro proṕosito es alentar a los estudiantes de licenciatura
a estudiar la teorı́a de supergravedad, en particular presentando la demostración expĺıcita de estas invarianzas.
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In this work we briefly reviewN = 1 supergravity in four dimensions (D = 4), also known as pure supergravity, where the action is
invariant under gauge and global supersymmetry transformations. Our purpose is to encourage undergraduate students to study the theory of
supergravity, in particular by presenting the explicit demonstrations of these invariances.
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1. Introducción

Uno de los problemas abiertos en la fı́sica fundamental es tra-
tar de hacer compatibles la mecánica cúantica y la relatividad
general. Casi un siglo de investigación nos ha mostrado lo
difı́cil que es lograrlo, por ello todos los intentos por encon-
trar alǵun avance son valiosos. Ası́, el formular la relatividad
general como una teorı́a cúantica de campos es un primer pa-
so que nos deja importantes lecciones que serı́a deseable las
pudiera aprender un estudiante de licenciatura. En particular,
un caso de una teorı́a cúantica de la gravedad es supergra-
vedad, que incorpora supersimetrı́a, una nueva simetrı́a que
intercambia bosones y fermiones. En este artı́culo se propo-
ne discutir la teoŕıa mas sencilla de supergravedad, llamada
N = 1, formulada en el espacio-tiempoD = 4, con el ob-
jetivo de introducir a estudiantes de licenciatura a este tema.
Para ello presentamos primero un breve repaso de relatividad
general, teoŕıa cúantica de campos y supersimetrı́a.

En el ãno 1907, dos ãnos despúes de haber publicado “On
the Electrodynamics of Moving Bodies”, Albert Einstein ob-
serv́o que la teoŕıa de la gravitacíon newtoniana era incompa-
tible con la relatividad especial, por lo que propone el llama-
do principio de equivalencia, el cual supone la equivalencia
entre un campo gravitacional y un sistema de referencia ace-
lerado. La nueva teorı́a relativista serı́a una generalización
de la relatividad especial, construida sobre el principio de
equivalencia. Fue hasta el año de 1916 que Albert Einstein
anunciaŕıa su famosa teorı́a de la Relatividad General, la cual
describe el espacio-tiempo mediante una elegante estructura
mateḿatica que conecta la curvatura de dicho espacio-tiempo
con la gravedad [1]. De forma independiente, D. Hilbert lle-
gaŕıa a las mismas ecuaciones de campo a partir de unúnico
principio variacional un ãno antes que Einstein, hoy en dı́a

a la accíon que describe el campo gravitacional se le conoce
como la accíon de Einstein-Hilbert.

Tiempo despúes, con el surgimiento de la mecánica
cuántica, se propone hacerla compatible con la relatividad es-
pecial, entonces nace lo que se conoce como Teorı́a Cúantica
de Campos (QFT, por sus siglas en inglés), como su nom-
bre lo dice es la cuantización de los campos clásicos como
el campo electromagnético. En teoŕıa cúantica de campos los
grados de libertad son operadores y funciones del espacio-
tiempo, los cuales actúan en un espacio de Hilbert, mientras
que la imagen de las interacciones es que son mediadas por
part́ıculas. Aśı como en electromagnetismo el mediador es
el fotón, la part́ıcula mediadora de la fuerza gravitacional se
llamaGravitón, el cual es un bośon de esṕın 2 [2].

En 1939, Fierz y Pauli proponen una teorı́a general para
part́ıculas de un espı́n arbitrario, en esta teorı́a las part́ıcu-
las de esṕın entero son descritas por tensores del rango ade-
cuado y las de espı́n semi-entero son descritas por espinores
de orden ḿultiple [3]. Posteriormente en 1941, J. Schwin-
ger presenta un ḿetodo alternativo al formalismo de Fierz y
Pauli para partı́culas de esṕın semi-entero, ası́ se desarrolla
la teoŕıa de esṕın 3/2, conocida hoy en d́ıa como la teoŕıa de
Rarita-Schwinger [4].

En la d́ecada de los 70’s, nuevas simetrı́as estaban sien-
do estudiadas en modelos con campos de dos dimensiones
conocidas entonces como transformaciones de supernorma,
luego en 1974, Julius Wess y Bruno Zumino propusieron un
modelo para campos en cuatro dimensiones, que mezclaba
fermiones y bosones, hoy en dı́a esta simetrı́a es conocida
comoSupersimetŕıa (SUSY, por sus siglas en inglés) [5].

Supersimetŕıa es un formalismo que une partı́culas de di-
ferentes esṕınes, con masas iguales, en un multiplete simétri-
co lo que tiene implicaciones teóricas importantes. Uno de
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ellos es que provee una solución para elproblema de jerar-
qúıas, el cual se refiere al hecho de que la masa del Higgs re-
cibe correcciones enormes a orden de lazos (loops diagrams),
a este problema también se le conoce en la literatura como
problema de naturalidad ofine-tuning problem[6]. En gene-
ral, SUSY hace que las correciones bosónicas y fermíonicas a
orden de un lazo para las masas de las partı́culas, se cancelen
exactamente. Por lo tanto, se encontró que es posible cons-
truir teoŕıas cúanticas de campos con mejor comportamiento
en el ultra-violeta (UV): las teorı́as supersiḿetricas.

En este punto, surge la idea natural de tratar de combinar
teoŕıas supersiḿetricas con la relatividad general, el resultado
fue presentado por Freedman, van Nieuwenhuizen y Ferrara
en 1976, quienes introdujeron lo que hoy se conoce como
Supergravedad(SUGRA, por sus siglas en inglés) [7].

En la literatura cientı́fica se habla de la supergravedad
como la uníon de la relatividad general con la supersime-
trı́a [8–11]. Se propone que la supersimetrı́a debe ser una
simetŕıa local (simetŕıa de norma) ya que la mayorı́a de las
simetŕıas en f́ısica de partı́culas se manifiestan como sime-
trı́as de norma, en este sentido se dice que supergravedad es
una teoŕıa de supersimetrı́a local. Para construir la lagrangia-
na de SUGRA localmente supersimétrica, el primer paso es
empezar por construir la lagrangiana de supergravedad libre
globalmente supersiḿetrica cuyo multiplete contiene alGra-
vitón y su compãnero supersiḿetrico elGravitino, el cual es
un fermíon de esṕın 3/2. El objetivo de este trabajo es mos-
trar a detalle este primer paso, supergravedad globalmente
supersiḿetrico on-shell esperando motivar a los estudiantes
de f́ısica para que se acerquen al tópico de supergravedad.

Como estudiantes de licenciatura, supersimetrı́a resulta
un tanto dif́ıcil de aprender, en parte por su notación de indi-
ces espinoriales, la referencia clásica sobre temas de SUSY y
SUGRA es el texto de Wess and Bagger [10]. Sin embargo,
hay libros de texto accesibles para aprender supersimetrı́a,
por ejemplo: Muller-Kirsten [12] presenta muchos desarro-
llos algebraicos en gran detalle. Otra de muy fácil lectura es
de la serie DeMystified [13]. La principal referencia para te-
mas de supergravedad en general es el texto de Freedman and
van Proeyen [11]. En este trabajo, pretendemos hacer mas
accesible los aspectos elementales de la teorı́a empleando el
formalismo lagrangiano, el cuál es estudiado en etapas inter-
medias de la educación universitaria de una licenciatura en
fı́sica. Conéste, se estudian muchos sistemas y también una
variedad de teorı́as, desde electrodinámica, gravedad, teorı́a
cuántica de campos y supersimetrı́a. Supergravedad no es la
excepcíon, de este modo, presentamos la acción de supergra-
vedad global y demostramos explı́citamente que es invariante
ante transformaciones de norma y de SUSY, esperando que el
estudiante interesado pueda continuar aprendiendo del tema
por su cuenta con la bibliografı́a más especializada.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: la
Sec.2 trata un breve repaso de los conceptos básicos de su-
persimetŕıa, la Sec.3 incluye las definiciones principales de
la teoŕıa de la relatividad general. La Sec.4 esta basada en las
Refs. [9, 15]), y se presentan los desarrollos algebraicos ex-

plı́citos de la invariancia de la lagrangiana de supergravedad
N = 1 bajo las transformaciones de norma y de supersime-
trı́a global. Poŕultimo, en la Sec.5 se presentan las conside-
raciones finales de este trabajo.

2. Supersimetŕıa N = 1

Supersimetŕıa es una simetrı́a hipot́etica que relaciona fer-
miones (part́ıculas constituyentes de la materia) con bosones
(part́ıculas mediadoras de las fuerzas), en otras palabras, exis-
te un operadorQ que lleva de un estado femiónico |F 〉 a un
estado bośonico|B〉 y viceversa

Q|F 〉 = |B〉, Q|B〉 = |F 〉. (1)

Esta simetŕıa implica que todas las partı́culas de una
teoŕıa de campo supersiḿetrica posean compañeros super-
simétricos (sparticles) los cuales son denotados por una tilde
s̃; los multipletes supersiḿetricos consisten de partı́culas con
masas iguales cuyos espı́nes difieren por un factor de1/2.
Las teoŕıas supersiḿetricas satisfacen uńalgebra de Lie gra-
dada, lo cual se refiere a que involucra tanto a relaciones de
conmutacíon cuando ambos argumentos son bosónicos, co-
mo de anticonmutación en el caso de argumentos fermiónicos
(Grassmann). Estáalgebra de Lie se le conoce comoálgebra
de super-Poincaré, la cúal es la extensión supersiḿetrica mas
simple del grupo de Poincaré.

Como punto de partida, vamos a discutir los aspectos del
álgebra de Poincaré. Una transformación de Poincaŕe P es
una transformación de Lorentz propiaΛ seguido de una tras-
lacióna. Las coordenadas del espacio tiempo se denotan por
xµ conµ = 0, 1, 2, 3. Entonces una transformación de Poin-
caŕe sobre las coordenadas está dada por

x′µ = Λµ
νxν + aµ, (2)

dondeΛ est́a restringido pordet(Λ) = +1 y Λ0
0 > 1, estas

transformaciones están continuamente conectadas a la iden-
tidad y denotamos dichas transformaciones de Poincaré por
P = Λ, a. Los generadores del grupo de Poincaré son los seis
generadoresMµν del grupo de Lorentz el cual es el tensor de
momento angular, mas los cuatro generadoresPµ del grupo
de las traslaciones el cual es el operador de energı́a momento.
Dichos generadores están dados por

(Pµ)ν = iδµ
ν , (3)

(Mµν)ρσ = i(δµ
ρ δν

σ − δµ
σδν

ρ ), (4)

los cuales satisfacen elálgebra de Poincaré

[Pµ, P ν ] = 0, (5)

[Mµν , Pλ] = i(ηνλPµ − ηµλP ν), (6)

[Mµν ,Mρσ] = i(ηνρMµσ + ηµσMνρ

− ηµρMνσ − ηνσMµρ), (7)

dondeηµν = ηµν = diag(1,−1,−1,−1).
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Por otra parte, eĺalgebra de Lie para una teorı́a super-
simétrica incluye al operador de supercargaQ. Para la teoŕıa
supersimetrica ḿas simple,supersimetŕıa N = 1 ( [9], [10]),
dondeN = 1 se refiere al ńumero de operadores de super-
cargaQ que contiene la teorı́a (los cuales pueden ser hasta
N = 8), el álgebra de super-Poincaré est́a dada por

[Q,Pµ] = 0, [Q,Mµν ] =
i

4
ε(σµσν − σνσµ)Q,

[Q,Q] = 0, [Q,Q†] = 2σµPµ, (8)

donde[...] es el paŕentesis gradado,ε es un espinor de Weyl
constante, el cúal es un paŕametro supersiḿetrico ańalogo al
ánguloθ de una transformación de rotacíon, Pµ es el ope-
rador de enerǵıa momento y generador de las traslaciones, y
Mµν corresponde a los generadores del grupo de Lorentz.

El álgebra supersiḿetricaN = 1 tiene representaciones
del grupo de Lorentz que involucran partı́culas sin masa de
espines(s, s − 1/2) con s = 1/2, 1, 3/2, 2, de este modo,
supersimetŕıa mezcla bosones de espı́n entero con fermiones
de esṕın semi-entero.

En teoŕıa cúantica de campos supersimétrica, resulta con-
veniente trabajar con supercampos (o supermultipletes), es-
tos son objetos mateḿaticos que transforman bajo SUSY de
manera bien definida. Para la construcción de modelos de
part́ıculas, como la extensión ḿınima supersiḿetrica del mo-
delo est́andar, el llamado MSSM, es suficiente considerar dos
tipos de supercampos: quirales y vectoriales. Los supercam-
pos quirales incluyen un campo escalar y un campo espino-
rial, esto es incluyen un campo de espı́n 0 y otro de esṕın 1/2.
En el caso de los supercampos vectoriales se incluye un cam-
po espinorial (esṕın 1/2) y un campo vectorial (espı́n 1). Para
construir los lagrangianos correspondientes puede ser conve-
niente trabajar en superespacios; los puntos del superespacio
incluyen las coordenadas espacio-temporales (xµ), aśı como
variables de Grassmann (θ,θ̄) las cuales son espinores que
anticonmutan, es decir,zµ = (xµ, θα, θ̄α̇).

3. Relatividad general

En los textos b́asicos, se avanza de forma gradual para es-
tudiar las ecuaciones de campo de Einstein; sin embargo,
una forma sencilla y práctica es utilizar ḿetodos variacio-
nales para deducirlas, es decir, partir de la acción y utilizar el
principio de hamilton para obtener las ecuaciones de Euler-
Lagrange [9].

La accíon para el campo gravitacional es la acción de
Einstein-Hilbert

SEH =
∫

R
R
√−gd4x, (9)

mientras que las ecuaciones de campo en el vacı́o que co-
rresponden a la acción de Einstein-Hilbert están dadas por

Rµν = 0, (10)

esta ecuación nos indica que no hay materia ni campo gravi-
tacional presente en el espacio-tiempo; las soluciones a esta
ecuacíon se conocen como soluciones en el vacı́o, que son un
caso especial de las soluciones mas generales en relatividad
general.

La accíon (9) es invariante ante transformaciones locales
de coordenadas, sin embargo, nuestro enfoque es presentar
supergravedad global, y esto requiere en principio, que el la-
grangiano en la acción de Einstein-Hilbert sea cuadrático en
gµν , para obtener este termino usamos la acción de Einstein-
Hilbert linealizada, considerando una fluctuación alrededor
de la ḿetrica de Minkoswki, esto es, tomamos una pequeña
perturbacíonhµν en la ḿetrica,

gµν = ηµν + κhµν , (11)

dondeηµν es la ḿetrica de Minkowski,κ2 = 8πGN , GN

es la constante gravitacional de Newton, yhµν se inter-
preta como el gravitón, mediador de las interacciones gra-
vitacionales.

En la literatura se encuentra que realizando una expan-
sión en la accíon (9) hasta un orden lineal enhµν , se obtiene
la accíon de Einstein-Hilbert linealizada

SEH = −1
2

∫
d4x

(
RL

µν −
1
2
ηµνRL

)
hµν , (12)

y

RL
µν = 0, (13)

que corresponde a las ecuaciones de campo de Einstein li-
nealizadas en el vacı́o [17], donde

RL
µν =

1
2
(∂λ∂µhλν + ∂λ∂νhλµ −¤hµν − ∂µ∂νh), (14)

y

RL ≡ ηµνRL
µν = ∂µ∂γhγ

µ −¤h, (15)

siendoRL
µν el tensor de Ricci yRL el escalar de Ricci linea-

lizados.

4. SupergravedadN = 1

En esta sección revisamos brevemente supergravedad pura
sin acoplamiento con campos de materia, mencionamos la
importancia de que la teorı́a sea invariante ante transforma-
ciones de norma y supersimetrı́a global, y presentamos la de-
mostracíon expĺıcita de estas invarianzas.

La accíon de una teorı́a de supergravedad pura incluirı́a
un t́ermino cińetico cuadratico para el gravitino, el cual es
convenientemente descrito por un vector espinorial sin ma-
saΨµ, y un t́ermino cińetico cuadŕatico para el gravit́on de
esṕın-2 descrito por un tensor simétrico gµν . Aśı, el super-
multiplete del gravit́on contiene los dos grados de libertad
bośonicos y los dos grados de libertad fermiónicos de un vec-
tor espinorial de Weyl sin masa o equivalentemente un vector
espinorial de Majorana sin masa.
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Por tanto, el supermultiplete de supergravedad,(2, 3/2),
estaŕıa compuesto por el Gravitón h (bośon de esṕın 2) des-
crito por la accíon de Einstein-Hilbert (12), y su compãnero
supersiḿetrico el gravitinõh (fermión de esṕın 3/2) descrito
por la accíon de Rarita-Schwinger

SRS = −1
2

∫
d4xεµνρσΨ̄µγ5γν∂ρΨσ, (16)

cuya ecuacíon de movimiento es

εµνρσγ5γν∂ρΨσ = 0. (17)

Por consiguiente, la acción supersiḿetrica global on-shell pa-
ra el supermultiplete de supergravedad enN = 1 estaŕıa dada
de la siguiente forma

SSUGRA = SRS + SEH , (18)

dondeSRS y SEH incluyen aΨµ y hµν , respectivamente. Se
dice que la formulación es “on-shell” porque toma en cuenta
ecuaciones de movimiento asociadas a la acción de SUGRA,
es decir, la Ec. (13) correspondiente al gravitón (hµν) y la
Ec. (17) del gravitino (Ψµ).

Por otro lado, un campo espinorial conı́ndice vectorial
extra pertenece a la representación del grupo homoǵeneo de
Lorentz[(1/2, 0) + (0, 1/2)]× (1/2, 1/2). Para aislar la par-
te (1, 1/2) + (1/2, 1) del campo libre, se deben imponer las
siguientes condiciones de irreducibilidad [15]:

γµΨµ = 0, (19)

∂µΨµ = 0, (20)

y una ecuacíon de Dirac

6 ∂Ψµ = γν∂νΨµ = 0. (21)

Estas condiciones pueden derivarse de consideraciones
del “little group”, en particular, de construir los operadores
de Pauli-Lubanski y momento, y a partir de ellos construir
los proyectores en los diferentes subespacios con espı́n 3/2 y
esṕın 1/2 [16].

4.1. Invarianza de supergravedadN = 1 ante difeomor-
fismos

En teoŕıa cúantica de campos uno deriva las interacciones de
la teoŕıa mediante el uso de la invarianza ante transformacio-
nes de norma, el llamado el principio de gauge, mientras que
en gravitacíon el equivalente es la llamada invarianza ante
difeomorfismos, la cúal consiste en la libertad para elegir el
sistema de coordenadas,ésta invarianza se extiende natural-
mente a supergravedad global. En esta subsección demostra-
mos evidentemente que la acciónSSUGRA es invariante ante
transformaciones de norma (difeomorfismos).

La transformacíon de norma correspondiente a la acción
de Rarita-Schwinger es

δηΨµ = ∂µη, (22)

dondeη es un paŕametro fermíonico, mientras que para la
accíon de Einstein-Hilbert se tiene la transformación

δεhµν = ∂µεν + ∂νεµ. (23)

siendoεµ un paŕametro bośonico.
A continuacíon, se verifica que las transformaciones de

norma (22) y (23), dejan invariantes la acción (16) y la ac-
ción (12), respectivamente.

La variacíon del lagrangiano de Rarita-SchwingerLRS

ante la transformación (22) es la siguiente:

δηLRS = −1
2
εµνρσγ5γν(∂ρΨσ)(δηΨ̄µ)

− 1
2
εµνρσγ5γνΨ̄µ(∂ρδηΨσ)

= −1
2
εµνρσγ5γνΨ̄µ(∂ρ∂ση)

= −1
2
εµνρσγ5γν

×
{

∂ρ[Ψ̄µ(∂ση)]− (∂ρΨ̄µ)(∂ση)
}

, (24)

donde en la segunda fila se utilizó la ecuacíon de campo (17),
y en laúltima se aplićo la regla de Leibniz. Posteriormente
notamos que

εµνρσγ5γν(∂ρΨ̄µ) = εσνρµγ5γν(∂ρΨ̄σ)

= εµνρσγ5γν(∂ρΨ̄σ) = 0, (25)

donde al final se utiliza nuevamente (17).
Aśı pues, la variacíon del lagrangiano de Rarita-

Schwinger ante transformaciones de norma es la siguiente:

δηLRS = −1
2
εµνρσγ5γν∂ρ[Ψ̄µ(∂ση)], (26)

y siendo una derivada total implica queδηSRS = 0.

Por otro lado, la variación del lagrangiano de Einstein-
HilbertLEH ante la transformación (23) resulta

δεLEH = −1
2

(
δεR

L
µν −

1
2
ηµνδεR

L

)
hµν

− 1
2

(
RL

µν −
1
2
ηµνRL

)
(δεh

µν)

=
1
4
h(δεR

L)− 1
2
hµν(δεR

L
µν), (27)

donde usamos la ecuación de campo (13).
Es posible notar que

δεR
L = ∂ρ∂σ(δεhρσ)− ηαβ∂ε∂ε(δεhαβ)

= ∂ρ∂σ(∂ρεσ + ∂σερ)

− ηαβ∂ε∂ε(∂αεβ + ∂βεα) = 0, (28)

de igual forma,
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δεR
L
µν =

1
2
[∂λ∂µ(δεhλν) + ∂λ∂ν(δεhλµ)−¤(δεhµν)− ∂µ∂ν(δεh)]

=
1
2
ηλγ [∂µ∂γ(δεhλν) + ∂ν∂γ(δεhλµ)− ∂γ∂λ(δεhµν)− ∂µ∂ν(δεhγλ)]

=
1
2
ηλγ [∂µ∂γ(∂λεν + ∂νελ) + ∂ν∂γ(∂λεµ + ∂µελ)− ∂γ∂λ(∂µεν + ∂νεµ)− ∂µ∂ν(∂γελ + ∂λεγ)]

=
1
2
ηλγ [∂ν∂γ∂µελ − ∂µ∂ν∂λεγ ] = 0, (29)

donde se utilizan la propiedad conmutativa de las parciales y
ηλγ = ηγλ.

Por tanto, sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en
la variacíon del lagrangiano de Einstein-Hilbert (27), se tiene
que la variacíon ante transformaciones de norma es nula:

δεLEH = 0, (30)

lo cual implica queδεSEH = 0.
Dado (18), se prueba que el cambio en la acción de su-

pergravedad global ante transformaciones de norma es nulo,
es decir, la acción global de supergravedad es invariante ante
difeomorfismos,

δη,εSSUGRA = δηSRS + δεSEH = 0. (31)

4.2. Invarianza deSSUGRA ante SUSY global

Por otra parte, para verificar que la teorı́a es realmente una
teoŕıa supersiḿetrica, tenemos que verificar que las transfor-
maciones que conectan los campos del gravitón hµν y del
gravitinoΨµ dejen la accíon deSSUGRA (18) invariante. En
esta subsección demostramos que la acción SSUGRA global
es invariante bajo transformaciones supersimétricas globales.

Para la accíon de Rarita-Schwinger se tiene la siguiente
transformacíon

δξΨµ = −iΣρτ∂ρhτµξ, (32)

dondeξ es un paŕametro espinorial de Majorana yΣρτ esta
dado por

Σρτ ≡ i

2
(γργτ − γτγρ). (33)

Mientras que la transformación correspondiente a la acción
de Einstein-Hilbert está dada por

δξhµν = − i

2
ξ̄(γµΨν + γνΨµ). (34)

A continuacíon se verifica que las transformaciones de
supergravedad (32) y (34), dejan invariante la acción (16) y
(12), respectivamente.

Comenzamos con la variación del lagrangiano de Rarita-
Schwinger (16), ante la transformación de supergrave-
dad (32):

δξLRS = −1
2
εµνρσγ5γν(∂ρΨσ)(δξΨ̄µ)

− 1
2
εµνρσγ5γνΨ̄µ∂ρ(δξΨσ)

=
i

2
Σλτξεµνρσγ5γνΨ̄µ(∂ρ∂λhτσ), (35)

donde en el primer renglón se elimińo el primer t́ermino
con la ecuacíon de campo (17). Posteriormente, usando la
siguiente identidad:

iερσµνγ5γν = γργσγµ − ηρσγµ − ησµγρ + ηρµγσ, (36)

y queερσµν = εµνρσ, podemos reescribir la ecuación ante-
rior, obteniendo

δξLRS =
1
2
Σλτ ξ(γργσγµ − ηρσγµ

− ησµγρ + ηρµγσ)Ψ̄µ(∂ρ∂λhτσ) (37)

=
1
2
Σλτ ξ

(
γσΨ̄ρ∂ρ∂λhτσ − γρΨ̄σ∂ρ∂λhτσ

)
(38)

=
1
2
Σλτ ξ

{
γσ∂ρ(Ψ̄ρ∂λhτσ)

− γρ∂ρ(Ψ̄σ∂λhτσ)
}
, (39)

donde se utiliźo la regla de Leibniz para derivadas y la con-
dición de reducibilidad (20).

Finalmente, la variación del lagrangiano de Rarita-
Schwinger ante transformaciones de supergravedad es la si-
guiente:

δξLRS =
1
2
Σλτξ∂ρ

{
(γσΨ̄ρ − γρΨ̄σ)∂λhτσ

}
, (40)

es decir, es una derivada total, por tantoδξSRS = 0.
A continuacíon verificamos que la transformación de su-

persimetŕıa (34) correspondiente al gravitón, deja invariante
la accíon (12):

δξLEH = δξ

{
−1

2
(RL

µν −
1
2
ηµνRL)hµν

}

=
1
4
δξ

(
hRL

)− 1
2
δξ

(
hµνRL

µν

)
. (41)
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Procedemos a calcular los términos de forma independiente:

δξ

(
hRL

)
= (δξh)RL + h(δξR

L) = h[∂µ∂γ(δξh
γ
µ)−¤(δξh)] = 0, (42)

donde es evidente queRL = 0 es una consecuencia de la ecuación de campo (13), y que cualquier t́ermino del tipo∂γ(δξh
γ
ν)

se elimina, ya que contraemos elı́ndice de la parcial conδξh
µ
ν , y esto lleva a las condiciones de irreducibilidad (20) y (21),

las cuales son cero.
Ahora calculamos el otro término en (41),

δξ

(
hµνRL

µν

)
=

1
2
δξ[hµν(∂µ∂γhγ

ν + ∂ν∂γhγ
µ − ∂µ∂νh−¤hµν)]

=
1
2
(δξh

µν)(∂µ∂γhγ
ν + ∂ν∂γhγ

µ − ∂µ∂νh−¤hµν)− 1
2
hµν¤(δξhµν)

=
1
2
(δξh

µν)∂µ(2∂γhγ
ν − ∂νh)− 1

2
(δξh

µν)¤hµν − 1
2
hµν¤(δξhµν)

= ∂µ

{
(δξh

µν)(∂γhγ
ν −

1
2
∂νh)

}− 1
2
(δξh

µν)¤hµν − 1
2
hµν¤(δξhµν),

(43)

donde se utiliźo que los terminos de tipo∂γ(δξh
γ
ν) y δξh se anulan (dado queh = ηµνhµν , la variacíon de supersimetrı́a

aplicada a este escalar da como resultado una contracción como en (19), la cual es cero).
Sin embargo, notemos que,

¤[hµν(δξh
µν)] = ∂λ[(∂λhµν)(δξh

µν) + hµν(∂λδξh
µν)] = (δξh

µν)¤hµν + 2(∂λhµν)(∂λδξh
µν) + ¤(δξh

µν), (44)

luego, renombrando algunosı́ndices y sustituyendo esta ecuación en la anterior podemos reescribir (43), obteniendo lo siguiente

δξ

(
hµνRL

µν

)
= ∂λ

{
(δξh

ν
λ)(∂γhγ

ν −
1
2
∂νh)− 1

2
∂λ[hµν(δξh

µν)]
}

+ (∂λhµν)(∂λδξh
µν). (45)

Ahora analizaremos elúltimo término, aquel que no se encuentra en dentro de la derivada total en (45), procedemos de la
siguiente forma, observemos que:

∂λ[(δξhµν)(∂λhµν)] = (∂λδξhµν)(∂λhµν) + (δξhµν)¤hµν = (∂λhµν)(∂λδξh
µν)

+ (δξhµν)(∂µ∂γhγν + ∂ν∂γhγµ − ∂µ∂νh), (46)

donde usamos la ecuación de campo (13), escrita de forma explı́cita. Sin embargo, notemos que

∂ν [(δξhµν)(∂γhγν)] = (δξhµν)(∂ν∂γhγµ), (47)

∂ν [(δξhµν)(∂µh)] = (δξhµν)(∂µ∂νh), (48)

donde se anulan los primeros términos en cada ecuación puesto que contienen factores del tipo∂νδξhµν . Con lo anterior
reescribimos (46) de la siguiente forma:

(∂λhµν)(∂λδξh
µν) = ∂λ[(δξhµν)(∂λhµν)]− ∂µ[(δξhµν)(2∂γhγν − ∂νh)] = ∂λ[(δξhµν)(∂λhµν)

− (δξhλν)(2∂γhγν − ∂νh)]. (49)

Finalmente, haciendo algunos cambios deı́ndices y sustituyendo (49) en (45), obtenemos lo siguiente

δξ

(
hµνRL

µν

)
= ∂λ

{
(δξhλν)(

1
2
∂νh− ∂γhγν) + (δξhµν)(∂λhµν)− 1

2
∂λ[hµν(δξh

µν)]
}

. (50)

Y para concluir, sustituyendo (42) y (50), en (41), se obtiene la siguiente expresión en la variacíon del lagrangiano de
Einstein-Hilbert,

δξLEH = ∂λ

{
(δξhλν)

(
1
2
∂γhγν − 1

4
∂νh

)
+

1
4
∂λ[hµν(δξh

µν)]− 1
2
(δξhµν)(∂λhµν)

}

= ∂λ

{
(δξhλν)

(
1
2
∂γhγν − 1

4
∂νh

)
+

1
4
hµν(∂λδξhµν)− 1

4
(∂λhµν)(δξhµν)

}
. (51)
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Sustituyendo (34), en la Ec. (51), se obtiene que la varia-
ción del lagrangiano de Einstein-Hilbert ante transformacio-
nes de supersimetrı́a es equivalente a la derivada total:

δξLEH =
i

4
ξ∂λ

{
(γλΨν + γνΨλ)

(
1
2
∂νh− ∂γhγν

)

+ γµΨν∂λhµν − hµν∂λγµΨν

}
, (52)

lo cuál implica queδξSEH = 0.
Aśı pues, dado (18), se demuestra que el cambio en la

accíon de supergravedad global ante transformaciones de su-
persimetŕıa es nulo, es decir, supergravedad es invariante bajo
SUSY global,

δξSSUGRA = δξSRS + δξSEH = 0. (53)

5. Conclusiones

En este trabajo se presentaron los aspectos elementales de
supergravedad globalN = 1 de forma accesible utilizando
el formalismo lagrangiano. En particular, se demostró que la
accíon de Rarita-Schwinger para el gravitino (ψµ), aśı co-
mo la de Einstein-Hilbert para el gravitón (hµν), las cuales
conforman supergravedad puraN = 1, son invariantes ante
difeomorfismos y transformaciones supersimétricas globales.

Los ćalculos realizados de manera explı́cita de estas in-
varianzas permiten que un estudiante o alguien interesado en
supergravedad pueda verificarlo por sı́ mismo. Con esto en
mente, este trabajo es una herramienta que invita a estudian-
tes en etapas intermedias de la licenciatura en fı́sica a introdu-
cirse a supergravedad, contando con los conocimientos bási-
cos de mećanica analı́tica, el estudiante puede abordar por
primera vez este tema.
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