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Los cristales ĺıquidos son el prototipo de la llamada materia condensada suave. En términos simples, son “lı́quidos con estructura” que
históricamente han recibido mucho interés tanto por ser fuente de nuevos conceptos y conocimientos en Fı́sica, como por tener aplicaciones
electróopticas importantes,e. g.en las pantallas de computadoras portátiles y teĺefonos celulares. Ḿas recientemente, se ha descubierto que los
cristales ĺıquidos podŕıan aplicarse en la fabricación de metamateriales y en biomedicina, donde son potencialmenteútiles en la identificación
de tejidos, la repartición controlada de fármacos y la detección de bacterias y virus. No obstante, en México, los cursos sobre cristales lı́quidos
se incluyen en muy pocos programas universitarios de Fı́sica y en la mayorı́a de los casos son optativos. Por ello, es escasa la literatura en
espãnol para la ensẽnanza sobre cristales lı́quidos. En este artı́culo discutiremos sobre la Fı́sica elemental de los cristales lı́quidos y las
herramientas mateḿaticas que permiten analizarlos. Principalmente, explicaremos cómo caracterizar analı́ticamente la simetrı́a y el orden
de los cristales lı́quidos neḿaticos uniaxiales estáticos, la fase de cristal lı́quido ḿas sencilla de todas. Conduciremos esta explicación en
términos b́asicos, apropiados para estudiantes de ciencias o ingenierı́as a un nivel intermedio de licenciatura, con conocimientos deálgebra
lineal y ćalculo vectorial, que deseen acercarse por primera vez a este tema. Nuestro objetivo es objetivo es apoyar a la comunidad cientı́fica
mexicana en la formación de recursos humanos en este campo.

Descriptores:Materia suave; anisotropı́a; autoensamblaje; transiciones de fase; parámetros de orden;álgebra tensorial.

Liquid crystals are the prototype of the so-called Soft Condensed Matter. In simple terms, they are “structured liquids” that historically
have received a lot of interest because they help to generate new concepts and knowledge in physics, and possess important electro–optical
applications,e.g., in displays of mobile computers and telephones. More recently, it has been discovered that liquid crystals could be applied
in the fabrication of metamaterials and in biomedicine where they are potentially useful for tissue identification, controlled drug delivery, and
detection of bacteria and viruses. However, in Mexico, liquid crystals courses are included only in a few undergraduate programs on physics,
being elective in most of the cases. Therefore, literature for teaching about liquid crystals in Spanish is scarce. In this paper we will discuss
about the elementary physics of liquid crystals and the mathematical tools that permit us to analyze them. We will explain, mainly, how to
analytically characterize the symmetry and order of static uniaxial nematic liquid crystals, the simplest of all liquid crystal phases. We will
conduct this explanation in basic terms, suitable for science and engineering students at intermediate undergraduate level, with knowledge
about linear algebra and vector calculus, willing to approach to this subject for the first time. Our goal is to support the Mexican scientific
community in preparing human resources in this field.
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1. Introducción

Los cristales ĺıquidos (CL) son fases de la materia que
ocurren entre los cristales sólidos y los ĺıquidos ordina-
rios [1]. Estas fases combinan propiedades de cristalinidad y
de fluidez y, sin embargo, exhiben fenómenos exclusivos que
no se presentan ni en los cristales ni en los lı́quidos simples.
Lo anterior genera un enorme interés por estudiarlas y hace
factible su aplicacíon en numerosas tecnologı́as [2]. No obs-
tante, el caŕacterúnico de los CL requiere de la formulación
de variables nuevas y modelos que resultan más complejos
que la simple combinación de las teorı́as del estado sólido y
la mećanica de fluidos [3,4].

Aunque a primera vista nos pueda parecer contradictorio,
una manera breve de explicar qué son los CL, serı́a decir que
son “ĺıquidos con estructura” [1]. La ciencia de estos “lı́qui-
dos estructurados” es multifacética, multidisciplinaria, com-
pleja mateḿaticamente y enorme en cantidad de fenómenos.
Aśı que resulta imposible abarcarla totalmente sólo en una

monograf́ıa. Ese no es el propósito de este manuscrito. Ḿas
bien, se toma un enfoque pedagógico para presentar algunos
de los conceptos básicos de la F́ısica y las Mateḿaticas de
los CL relacionados con la descripción de su estructura. En
la Sec. 2 se incluye un resumen histórico de ćomo los CL
se establecieron como un campo de estudio relevante en la
ciencia. En la Sec. 3 se discute sobre los conceptos de autoen-
samblaje y anisotropı́a. En las Secs. 4, y 5 respectivamente, se
describen de las fases lı́quido-cristalinas termotrópicas y lio-
trópicas. En la Sec. 6 se da una explicación pormenorizada de
las variables que describen la estructura de fases de CL con la
simetŕıa más simple (llamadas fases nemáticas). En la Sec. 7
se explica la manera en la que se cuantifican dos de las con-
tribuciones enerǵeticas caracterı́sticas de las fases nemáticas:
la enerǵıa de Landau–de Gennes y la energı́a eĺastica. Todos
estos temas se abordan de manera autocontenida y con detalle
aún en los ćalculos b́asicos, para que puedan estudiarse auto-
didácticamente o bien para que el material pueda servir como
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gúıa para su enseñanza. Finalmente, en la Sec. 8 se realizan
algunas reflexiones finales y se plantean las próximas exten-
siones de este curso.

2. El establecimiento de la ciencia de los CL

2.1. El descubrimiento

El descubrimiento de los CL se atribuye a Friedrich Reinit-
zer (1857–1927) [5-8]. Como muchos descubrimientos im-
portantes en la ciencia, el de los CL fue casual. Reitnitzer
trabajaba como botánico en la sección alemana de la Uni-
versidad de Praga y realizaba experimentos para determinar
si el colesterol extráıdo de fuentes vegetales y animales era
un compuestóunico o un conjunto de compuestos emparen-
tados. En 1888, al analizar el comportamiento fı́sico de un
compuesto en particular, elbenzoato de colesterilo, descu-
brió para su sorpresa queéste no se fundı́a ni se solidificaba
como lo haćıan las substancias estudiadas hasta entonces. Las
substancias ordinarias puras son sólidas a temperaturas bajas
y se funden a una temperatura precisa y repetible cuando se
calientan. Si el ĺıquido resultante se enfrı́a, se solidifcaŕa a la
misma temperatura a la cual se fundió previamente.

El benzoato de colesterilo diferı́a en el hecho de que apa-
rentaba tener dos temperaturas o puntos de fusión. A 145.5◦C
su fase śolida se fund́ıa en un ĺıquido turbio. Si este lı́quido
turbio se calentaba ḿas, se volv́ıa transparente a los 178.5◦C.
Si el ĺıquido transparente se enfriaba, el proceso se revertı́a a
las mismas temperaturas [9]i. Cerca de las temperaturas pre-
vias, Reinitzer observ́o una notoria coloración azul–violeta
del benzoato de colesterilo. Sin embargo, dado que su for-
macíon acad́emica era en botánica, no pudo dar una expli-
cacíon más profunda de este fenómeno fisicoqúımico. Por
ello, decidío buscar tal explicación con la ayuda de alguien
más y en marzo de 1888 compartió su descubrimiento con
un profesor experto en microscopı́a y cristalograf́ıa, llamado
Otto Lehmann (1855–1922). No es muy claro por qué Rei-
nitzer opt́o precisamente por Lehmann, pero es probable que
al buscar en la literatura y preguntar, haya identificado que
la coloracíon llamativa en sus muestras tenı́a que ver con un
fenómeno cristalino.

Para analizar los cambios del benzoato de colesterilo,
Lehmann utiliźo el “microscopio de cristalización”, un mi-
croscopio inventado poŕel mismo, equipado con polarizado-
res y con una platina que podı́a calentar o enfriar controlada-
mente las muestras. En particular, Lehmann estudió el paso
de la luz a trav́es del benzoato de colesterilo y concluyó que,
en el rango de temperaturas donde tiene el aspecto de lı́quido
turbio, exhibe la propiedad debirrefringencia. En los mate-
riales birrefringentes, eĺındice de refracción depende de la
direccíon de propagación de la luz, lo que se manifiesta en
que un haz de luz incidente puede refractarse en dos haces
diferentes. Hasta entonces, la birrefringencia se habı́a obser-
vado exclusivamente en los cristales.

Lehmann estaba ante un fenómeno nuevo. En este esta-
do el benzoato de colesterilo era birrefringente, pero también

pod́ıa fluir. Si,e. g., levantaba o presionaba la lámina superior
del portaobjetos, la substancia era succionada hacia arriba o
se desparramaba hacia los lados, respectivamente. El estudio
sisteḿatico de este y otros compuestos relacionados, le con-
dujo a concluir que estos “lı́quidos con birrefringencia” eran
una nueva fase de la materia, que combinaban todas las pro-
piedades de fluidez y cristalinidad. En 1900, tras haber uti-
lizado varios nombres tentativos para ellas comofliessende
Kristalle (cristales que fluyen) okristallinischer Fl̈ussigkei-
ten(lı́quidos cristalinos) [10,11], las nombró como las cono-
cemos hoy,flüssige Kristalle, en espãnol, CL [12].

2.2. Primeras investigaciones: entre el asombro y el es-
cepticismo

Los estudios de Lehmann abrieron un campo nuevo en el
que participaron inicialmente muchos fı́sicos y qúımicos ale-
manes y franceses. Un ejemplo es el de Ludwig Gatter-
mann (1860–1920) y A. Ritschke, quienes en 1890 sinteti-
zaron los primeros CL artificiales [13]. Uno deéstos, elpa-
ra-azoxianisol (PAA), mostŕo cambios con la temperatura y
propiedadeśopticas y de fluidez similares a las de los com-
puestos de Lehmann y se convirtió en uno de los materiales
est́andar para el ańalisis de los CL. También puede mencio-
narse a Daniel Vorländer (1867–1941), quien clasificó dife-
rentes compuestos de acuerdo con su capacidad de dar lugar
o no a CL, siendo su contribución más importante el notar
que aquellos que sı́ lo hacen est́an formados por moléculas
alargadas [14,15]. Esto hecho será muy importante, tal como
lo veremos en la Sec. 3.

Sin embargo, la idea de que podı́an existir cristales que
fluyen no fue aceptada de manera generalizada. Resultaba
fácil desestimar a los CL como lı́quidos ordinarios que al-
bergaban impurezas en la forma de pequeños cristales o bien,
como emulsiones, en las que gotas de un lı́quido est́an sus-
pendidas en otroii. Algunos cŕıticos sugeŕıan con muy po-
co tacto que el concepto de CL se basaba en experimentos
con errores, descuidos o interpretaciones incorrectas. Tal fue
el caso de Gustav Tammann (1861–1938) quien en los pri-
meros ãnos del siglo XX publićo diversos artı́culos, algunos
con t́ıtulos sarćasticos como “Sobre los ası́ llamados cristales
lı́quidos” [16,17], en los que defendı́a fuertemente la hiṕote-
sis de la emulsión. Seǵun Tammann, las substancias de Leh-
mann eran mezclas en las que se observaban diferentes pun-
tos de fusíon porque las diferentes componentes cambiaban
de fase a temperaturas distintas. Otro ejemplo es el de Geor-
ges Friedel (1865–1933) y François Grandjean (1882–1975),
quienes llegaron a reportar en 1910 que si los “cristales lı́qui-
dos de Lehmann” se analizaban correctamente, en realidad
no eran birrefringentes [18].

Estas cŕıticas fueron desmentidas por el propio Lehmann
y otros de sus contemporáneos, como Rudolf Schenck (1870–
1965), quien demostró mediante el uso de diferentes técnicas
y sin dejar lugar a dudas, que los CL eran substancias pu-
ras [19]. Por otra parte, el mismo año en que Fridel y Grand-
jean negaron la birrefringencia de los CL, Charles Mauguin
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(1878–1958) reportó observaciones, mediante un método in-
dependiente al de Lehmann, que arrojaban una birrefringen-
cia de una magnitud similar [20]. Áestas le siguió una serie
de experimentos [21,22] con una calidad cientı́fica tal, que
no śolo result́o inútil volver a cuestionar la birrefringencia
de los CL, sino que la investigación sobre ellos pasó de una
etapa ḿas bien cualitativa a otra de análisis sisteḿatico que
permitiŕıa comprenderlos a un nivel más profundo.

2.3. Decaimiento y retorno

Para finales de los años 1920, los CL eran ya completa-
mente aceptados como estados genuinos de la materia. Pa-
rad́ojicamente, la investigación sobre ellos declińo y se vol-
vió más lenta, si bien nunca se detuvo por completo. Alre-
dedor de ese periodo y en las décadas subsecuentes (tiempo
en el que debe tomarse en cuenta la ocurrencia de las dos
guerras mundiales), son notables las contribuciones de Carl
Wilhelm Oseen (1879–1944), Hans Zocher (1893–1969) y
Frederick Charles Frank (1911–1998) a la teorı́a de la elasti-
cidad de los CL [23-25], la cual presentaremos más adelante
en la Sec. 7.2. Asimismo, puede destacarse el trabajo de Wil-
helm Maier (1913–1964) y Alfred Saupe (1925–2008) sobre
una teoŕıa estad́ıstica que permite predecir la transición hacia
fases ĺıquido-cristalinas [26].

Industrias como RCA, Bell Laboratories e IBM renova-
ron la investigacíon sobre CL en los ãnos 1960. Sus activida-
des fueron acompañadas intensamente por grupos académi-
cos entre los que destacaron los de las universidades de Orsay
(hoy Paris-Saclay) en Francia, ası́ como Harvard y Kent State
en Estados Unidos. Por encima de todos sobresale el nom-
bre de Pierre-Gilles de Gennes (1932–2007), fundador del
grupo de Orsay, quien fue pionero en notar similitudes pro-
fundas de los CL con sistemas aparentemente ajenos como
los superconductores, los polı́meros y los materiales magnéti-
cos [27]. Esto le permitió, entre otras cosas, unificar modelos
mateḿaticos para los CL y ası́ interpretar correctamente su
naturaleza f́ısica, explicar la dispersión de luz que les da su
apariencia turbia y describir transiciones entre algunas de sus
diversas fases (el modelo de de Gennes para la transición más
sencilla seŕa analizado en la Sec. 7.1). Por el descubrimiento
de estos ḿetodos le fue otorgado el Premio Nobel de Fı́sica a
de Gennes en 1991, un poco más de cien ãnos despúes de los
hallazgos originales de Reitnizer y Lehmanniii.

En gran medida, el resurgimiento de la ciencia de los CL
en la segunda mitad del siglo XX se produjo porque fue has-
ta entonces que se destacó su enorme potencial tecnológico,
siendo su aplicación más popular la de las pantallas planas de
bajo consumo de energı́a, que evolucionaron desde las carátu-
las de siete segmentos de los relojes digitales y calculado-
ras, hasta los LCDs (por las siglas del inglésLiquid crystal
displays) que utilizamos a diario en nuestros teléfonos celu-
lares, computadoras y pantallas de televisión [28]. Tambíen
son notables los sistemas de distribución de f́armacos basados
en la habilidad de los CL para encapsular y liberar substan-
cias [29,30], al igual que los sistemasópticos y optoelectŕoni-

cos como ventanas inteligentes, láseres sintonizables, lentes
ajustables y moduladoresópticos en fibraśopticas y sistemas
de comunicacíon [31-34]. Todos estos avances han requeri-
do de continuar la sı́ntesis y producción de nuevos CL con
propiedades aptas para las aplicaciones y desarrollar un co-
nocimiento profundo de su naturaleza e interacción con otras
fases de la materia y campos externos.

Hoy en d́ıa, la sensibilidad, respuesta y estructura de los
CL pueden disẽnarse a tal grado, que se vuelve factible su
uso para la fabricación de sistemas de separación de iones y
moléculas [35,36], sistemas de control de bacterias [37,38],
detectores de bacterias y virus [39,40], músculos artificia-
les [41] y metamateriales (materiales artificiales ideados para
presentar propiedades que no existen en los materiales na-
turales) [42]. Por todo esto, es posible afirmar que la inves-
tigación sobre CL no se agotará en el futuro cercano, sino
que estas fases de la materia seguirán siendo de interés en las
ciencias fundamentales y aplicadas.

3. Caracteŕısticas fundamentales de los crista-
les ĺıquidos

3.1. Anisotroṕıa y autoensamblaje

El rasgo esencial que distingue a los CL de los lı́quidos sim-
ples es laanisotroṕıa. Este t́ermino se refiere al hecho de que
en los CL existen una o ḿas direcciones espaciales en las que
las propiedades materiales toman valores diferentes. En con-
traste, los ĺıquidos ordinarios sonisotrópicos, es decir, sus
propiedades son idénticas en todas la direcciones. La aniso-
troṕıa se manifiesta en muchos parámetros f́ısicos relevantes
de los CL. Por ejemplo, en un lı́quido isotŕopico el calor se
propaga al mismo ritmo en todas las direcciones, mientras
que en un CL la transferencia de energı́a en forma de calor
depende de la dirección en la que esta ocurre, de tal manera
que un CL puede tener al menos dos coeficientes de conduc-
ción del calor. De manera similar, los CL tienen por lo menos
dos ı́ndices de refracción (de alĺı que sean birrefringentes),
dos susceptibilidades dieléctricas, dos coeficientes de difu-
sión, etc. La anisotropı́a de los CL es consecuencia de dos
efectos fundamentales: la anisotropı́a molecular y elautoen-
samblaje, ambos conceptos se explican a continuación.

3.1.1. Anisotroṕıa molecular

La anisotroṕıa a nivel molecular significa que las moléculas
que forman a los CL tienen una estructura marcadamente ale-
jada de la simetrı́a esf́erica y en la que se distinguen direccio-
nes preferentes. Por ejemplo, las moléculas que constituyen a
los CL pueden tener una forma alargada. Tal es el caso de las
moléculas que se muestran en la Fig. 1, las cuales correpon-
den al benzoato de colesterilo estudiado por Reinitzer y a los
compuestos orǵanicos conocidos como MBBA y 5CB. Tanto
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FIGURE 1. Estructuras tridimensionales de moléculas que for-
man fases de CL: a) benzoato de colesterilo, b) MBBA
(N-(4-metoxibencilideno)-4-butilanilina) y c) 5CB (4-ciano-4′-
pentilbifenilo). La parte inferior indica la representación de cada
átomo en la estructura.

el MBBA como el 5CB fueron sintetizados a principios de los
años 1970 siendo los primeros compuestos en exhibir fases de
CL a temperatura ambiente, concretamente entre los 21.0◦C
y los 48.0◦C, en el caso del MBBA, y entre los 22.5◦C y los
35.0◦C, en el caso del 5CB. La Fig. 1 illustra que la masa
en estas moléculas se distribuye mayoritariamente a lo lar-
go de una dirección espacial que puede considerarse el eje
de simetŕıa principal de la estructura. Los CL formados por
moléculas como las que se ilustran en la Fig. 1, cuya forma
puede aproximarse burdamente como la de una varilla o una
barra, son llamados CLcalaḿıticos.

Otro grupo de moĺeculas que dan lugar a CL lo forman
estructuras “aplastadas” que semejan discos debido a que sus
átomos est́an distribuidos principalmente en un plano y de
manera siḿetrica. Estas estructuras están basadas en anillos
de benceno, los cuales tienen una forma hexagonal regular
en la que cada v́ertice est́a ocupado por uńatomo de car-
bono unido a uno de hidrógeno. El benceno es muy esta-
ble y le proporciona una alta rigidez a la estructura mole-
cular. Los anillos de benceno también pueden identificarse
en las moĺeculas de los CL calaḿıticos de la Fig. 1. Ejem-
plos de moĺeculas con forma de disco que originan CL son
los llamados benceno-hexa-n-alcanoatos y diversas molécu-
las con cuatro anillos de benceno unidos en el centro (tri-
fenilenos) [43]. La Fig. 2 ilustra la estructura particular del
benceno-hexa-n-hexanoato. Este fue analizado experimental-
mente en 1977 por el fı́sico indio Sivaramakrishna Chandra-

FIGURE 2. Moléculas con forma de disco que dan lugar a CL: a)
hexa-n-alcanoato de fenilo o BHA y b) hexaalcanoato de trifenile-
no. Los grupos alquilo son cadenas lineales o ramificadas de hidro-
carburo,i.e., que contienen śolo átomos de hidŕogeno y carbono.

sekhar (1930–2004) siendo uno de los primeros compuestos
con forma de disco en presentar una fase de CL. También se
muestra en la Fig. 2 la estructura general de las moléculas con
trifenilenos centrales que originan CL. Los CL constituidos
por moĺeculas tipo disco se denominandisćoticos.

3.1.2. Autoensamblaje

El autoensamblaje puede definirse como la aparición es-
pont́anea de ordenamiento molecular en un material como
resultado del balance entre fuerzas intermoleculares y efec-
tos t́ermicos [1]. Un sistema autoensamblado no es forzado
por ninǵun agente externo a adorptar ninguna configuración
particular. En vez de ello, las fuerzas entre sus moléculas son
quienes promueven una estructura colectiva ordenada en la
que el sistema se encuentra en equilibrio. Tal equilibrio es ter-
modińamicamente riguroso. Eńel, el potencial termodińami-
co que describe al sistema adopta un valor extremo, es decir,
máximo o ḿınimo. Considermos el caso de un sistema con
temperatura fijaT . La funcíon caracteŕıstica es la llamada
enerǵıa libre de Helmholtz,
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F = U − TS, (1)

en dondeU es la enerǵıa interna yS la entroṕıa [44]. En
equilibrio,F es ḿınima.

En la Ec. (1), U consiste de la suma de la energı́a poten-
cial de las interacciones moleculares más la enerǵıa cińetica
de las moĺeculas. Por otra parte,S indica el ńumero de po-
sibles configuraciones que puede adoptar el ensamble mole-
cular. La entroṕıa crece con la cantidad de información que
se requiere para especificar la posición y velocidad de las
moléculas del sistema. El términoTS en la Ec. (1) representa
la cantidad de energı́a disipada en los grados de libertad mo-
leculares y que no es utilizable como trabajo. Siguiendo estas
ideas,F consiste de la energı́a que cuesta formar el material
menos la energı́a de los movimientos térmicos.

Por una parte, las moléculas son atraı́das unas con otras
por las fuerzas intermoleculares. Por otra, la temperatura las
mantiene movíendose en una constante agitación erŕatica. El
delicado balance entre estos dos efectos determina la estruc-
tura que adquiriŕa el material a nivel molecular a la tempe-
raturaT . Si T es alta, la agitación t́ermica impediŕa que las
moléculas formen una estructura regular. Por el contrario, si
T es baja, la interacción molecular podŕa sobreponerse al rui-
do t́ermico. En este caso, dependiendo del potencial intermo-
lecular, el material podrı́a condensarse en una fase suave en
donde áun persista alguna regularidad a nivel molecular. Da-
da la enorme diversidad de estructuras moleculares naturales
y artificiales, los arreglos resultantes pueden ser también muy
diversos y muchas de estas fases suaves estructuradas son CL.

Los CL son ḿas ordenados que los lı́quidos isotŕopicos.
La formacíon espont́anea de estas fases, bajo condiciones
apropiadas, puede entenderse al interpretar la Ec. (1) desde
otro punto de vista. Si bien la aparición de ordenamiento mo-
lecular implica una disminución de la entroṕıa y un conse-
cuente aumento deF , el proceso está acompãnado de una
disminucíon más pronunciada de la energı́a interna que logra
llevar la enerǵıa libre a un ḿınimo.

El concepto de autoensamblaje se ha vuelto muy impor-
tante no śolo por el estudio de los CL sino en elámbito ḿas
amplio de la materia condensada suave, dentro de la cual se
encuentran materiales tan diversos como los plásticos, las go-
mas, los geles, las pinturas y la mayorı́a de los alimentos y te-
jidos biológicos. Todos estos son de enorme importancia en
los niveles indrustrial y de la ciencia básica.

4. Fases ĺıquido-cristalinas

Como se ha discutido en la Sec. 3.1.2, las moléculas de los
CL se encuentran ḿas ordenadas que las de los lı́quidos iso-
trópicos. Sin embargo, este orden no alcanza a ser tan alto
como el que se presenta en un cristal sólido. Entre el orden
perfecto de un cristal y el desorden total de un lı́quido sim-
ple, pueden tenerse diferentes niveles de orden asociados con
simetŕıas que dan lugar a muchas fases distintas de CL. Estas
fases de la materia se denominan en general,mesofases, al

encontrarse a medio camino entre los sólidos y los ĺıquidos
ordinarios. Algunas déestas se analizarán en esta sección,
iniciando con aquella que tiene la estructura más sencilla.

4.1. Fase neḿatica

La mesofase con el ordenamiento molecular más simple es la
mesofaseneḿaticaiv. Esta se ilustra esquemáticamente en la
Fig. 3, en la cual se muestran también los arreglos molecula-
res del śolido cristalino y el ĺıquido isotŕopico. En la Fig. 3
se ha adoptado una escala en la cual los detalles atómicos de
las moĺeculas no son relevantes y su forma se ha simplificado
a la de barras rı́gidas debido a su simetrı́a. La Fig. 3 corres-
ponde, entonces, a un material calamı́tico. El eje horizontal
en la Fig. 3 indica la temperatura y el CL nemático (CLN) se
muestra en el centro.

A temperaturas bajas, menores aTS-N, el material forma
un cristal perfecto en el que las moléculas ocupan los sitios de
una red regular y todas apuntan en la misma dirección. En el
cristal, el conjunto molecular tiene tanto orden en la posición
como en la orientación. En el extremo opuesto de tempera-
turas, cuandoT > TN-I , la agitacíon t́ermica hace que am-
bos tipos de orden se pierdan. En esa situación, las moĺeculas
pueden desplazarse por todo el volumen de la muestra y giran
arbitrariamente, pudiendo apuntar con la misma probabilidad
en cualquier dirección. Lo ḿas notable es que para muchos
materiales existe un rango de temperaturas,TS-N < T < TN-I ,
en el cual las moléculas tienen un orden intermedio: no pre-
sentan orden en la posición pero el autoensamblaje les per-
mite preservar orden en la orientación.

De manera ḿas detallada, en un CLN los centros de masa
moleculares se mueven de manera similar a como lo hacen
en un ĺıquido isotŕopico, teniendo la libertad de desplazar-
se por toda la muestra. Sin embargo, mientras las moléculas
se trasladan arbitrariamente, su eje de simetrı́a principal per-
manece orientado cerca de una dirección que es coḿun al
ensamble. En la Fig. 3, tal dirección se ha representado me-
diante el vector unitariôn, al cual se le llamavector director
o, simplemente,el director.

El preservarorden orientacionaly carecer deorden posi-
cionales la caracterı́stica distintiva de los CL. Esta dualidad

FIGURE 3. Arreglos moleculares en un sólido cristalino, un CLN
y un ĺıquido isotŕopico. El material ilustrado transita entre los tres
estados como función de la temperatura.
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es tambíen el rasgo ḿas valioso de los CL por lo que respecta
a sus aplicaciones tecnológicas. Esto se debe a que el des-
orden posicional implica que los CL son suaves y capaces de
fluir como los ĺıquidos comunes, mientras que el orden orien-
tacional los hace comportarseópticamente como un cristal.
Aśı, los CL son materiales con propiedadesópticas cristali-
nas que pueden manipularse con energı́as muy bajas debido
a que son extremadamente suaves.

La Fig. 3 permite entender que la anisotropı́a de las meso-
fases se origina por el orden orientacional que poseen. En la
fase isotŕopica se carece de ese orden y el material luce idénti-
co (igualmente desordenado), en cualquier dirección que se
explore. Por el contrario, en un CLN,n̂ representa una direc-
ción en la que podemos esperar que las propiedades materia-
les tomen un valor especial, distinto al que se observa en la
direccíon perpendicular. Por ejemplo, la luz se propagará con
velocidades distintas si viaja paralela o perpendicularmente
al director y, consecuentemente, el CLN tendrá dosı́ndices
de refraccíon. La luz que viaja en la dirección perpendicular
a n̂ seŕa afectada por uńındice de refracción llamado ordina-
rio, no, mientras que aquella que se propaga paralelamente a
n̂ lo haŕa a una velocidad dictada por unı́ndice de refracción
llamado extraordinario,nv

e . De manera similar, al aplicar un
campo magńetico a un CLN, la magnetización resultante es
distinta si dicho campo apunta en la dirección den̂ o en la
direccíon perpendicular.

Otra caracterı́stica importante de la fase nemática es que
es invariante ante rotaciones alrededor den̂. El director re-

presenta eĺunico eje preferencial de esta mesofase, a la cual
tambíen se le asigna el nombre más preciso defase neḿatica
uniaxial. En la Sec. 6 se describirán otros aspectos y variables
que son relevantes en el análisis de los CLN.

4.2. Fases esḿecticas

Los CLN carecen de orden posicional. Otras mesofases pue-
den formarse al incluir cierta cantidad de orden en la posición
molecular, sin que este llegue a ser tan alto como lo es en los
cristales. La familia de los CL esḿecticos (CLE) se distingue
porque las moĺeculas exhiben orden orientacional similar al
que tienen en la fase nemática y, adeḿas, orden orientacional
en una dimensiónvi. La Fig. 4 ilustra la estructura de algu-
nas fases esḿecticas representativas. A simple vista resalta el
hecho de que los CLE forman capas igualmente espaciadas
de moĺeculas. Las moléculas tienen libertad de moverse den-
tro de cada capa, pero la probabilidad de que transiten de una
capa a otra es despreciable. Mientras las moléculas se despla-
zan, permanecen orientadas a lo largo de una dirección que es
común a la capa. Aśı, cada capa molecular puede considerar-
se un CLN bidimensional mientras que el conjunto completo
tiene orden posicional en una dimensión debido a la periodi-
cidad con la que las capas están distribuidas.

Las fases esḿecticas se presentan a temperaturas más ba-
jas que las neḿaticas, debido a que poseen más orden. La
estructura estratificada de los CLE fue verificada por prime-
ra vez mediante experimentos de difracción de rayos X reali-
zados por Edmont Friedel y Maurice de Broglie (hermano

FIGURE 4. Estructura de cuatro tipos de CLE: a) Esméctico A (SmA), b) Esḿectico C (SmC), c) Esḿectico C∗ (SmC∗) y d) Esḿectico B
(SmB). Estéultimo se muestra en dos perspectivas que permiten apreciar el acomodo molecular en las capas que forman la fase.
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CURSO INTRODUCTORIO DE CRISTALES ĹIQUIDOS I: FASES Y PROPIEDADES ESTRUCTURALES 7

de Louis de Broglie quien es famoso por formular la hipóte-
sis de la dualidad onda–partı́cula) [45]. T́ıpicamente, la se-
paracíon entre las capas moleculares en los CLE es de 2 a
4 nm [46].

La categoŕıa esḿectica abarca ḿultiples fases distintas
que se distinguen unas de otras por el comportamiento de
la orientacíon molecular promedio en las diferentes capas,
aśı como por poder presentar un tipo especial de orden po-
sicional dentro de ellas. Las fases esmécticas se representan
mediante la abreviatura Sm (por esméctico en ingĺes), segui-
da de una letra asignada de acuerdo a un sistema estándar que
refleja las caracterı́sticas del orden posicional y orientacional
de las moĺeculas en las capas. Las estructuras en la Fig. 4 re-
presentan esquemáticamente a cuatro integrantes comunes de
la familia esḿectica.

En un esḿectico A, SmA, el director es perpendicular a
las capas y uniforme,i. e., no cambia de capa a capa. Esta
fase se presenta en la Fig. 4a) donde el sistema cartesiano ex-
pandido por la base ortonormal de vectores{ê1, ê2, ê3} se ha
introducido como referencia, siendôn ‖ ê3. En un esḿecti-
co C (SmC) Fig. 4b),̂n tambíen es uniforme pero forma un
ángulo de inclinacíonα con repecto âe3. En la fase esḿectica
C∗, SmC∗, tambíen llamadafase esḿectica quiral, la proyec-
ción den̂ a lo largo del ejêe3 es constante, al igual que en la
fase SmC, perôn rota de capa a capa, dibujando una hélice
alrededor dêe3, tal como se aprecia en la Fig. 4c). La Fig. 4d)
ilustra a un esḿectico B, SmB, cuya estructura es muy simi-
lar a la de la fase SmA, sólo que en la primera las moléculas
dentro de cada capa se acomodan de acuerdo con un patrón
hexagonal.

Dado que la estructura de los CLE es periódica en la di-
reccíon deê3, la densidad de masa,ρ, puede expandirse en
una serie de Fourier

ρ(x3) = ρ0 +
∞∑

m=1

ρm cos
(
2πm

x3

d

)
, (2)

dondeρ0 representa la densidad promedio, mientras que

ρm =
1
d

∫ d/2

−d/2

dx3 ρ(x3) cos
(
2mπ

x3

d

)
, (3)

es elm–ésimo coefficiente de Fourier yd es la distancia de
separacíon entre las capas esmécticas. La expansión dada por
las Ecs. (2) y (3) es exacta dada la periodicidad de la densi-
dad. El orden translacional de los CLE se mide en función de
los coeficientesρm. Usualmente, el primer harḿonico domi-
na la modulacíon de la densidad y la expansión en la Ec. (2)
puede reducirse a

ρ(x3) = ρ0 + ρ1 cos
(
2π

x3

d

)
. (4)

El coeficienteρ1 tiene la caracterı́stica de anularse cuan-
do no hay orden posicional. Esto puede verificarse al reempl-
zarρ(x3) por el valor constanteρ0 y m = 1 en la Ec. (3) e
integrar,

ρ1 =
1
d

∫ d/2

−d/2

dx3 ρ0 cos
(
2π

x3

d

)
= 0.

Además, cuando la distancia entre capas es constante,
ρ(x3) tiene ḿaximos pronunciados enx3 = j d, paraj ∈ Z.
Lo anterior implica valores grandes deρ1, quien sin embargo,
no puede ser mayor queρ0, pues ello implicaŕıa densidades
negativas. En otras palabras, para un sistema muy estructura-
do en capas,ρ1 se aproxima aρ0, sin sobrepasarlo.

Para medir el grado de orden posicional unidimensional
puede definirse el llamadoparámetro de orden de espacia-
miento entre capascomo

SLS =
ρ1

ρ0
. (5)

Por lo discutido anteriormente, se tieneSLS ∈ [0, 1]. SLS

se anulaŕa cuando no existan capas y será mayor que cero
en la fases esḿecticas. Los valores tı́picos deSLS para al-
gunas fases SmA, SmC y SmC∗, se encuentran entre0.2 y
0.8 [4,47,48]. Valores deSLS cercanos a1 indican un alto
grado de ordenamiento molecular en capas.

4.3. Fase colestérica

Otra mesofase importante es la llamada fasecolest́erica o
quiralvii. La estructura de esta fase, la cual se ilustra en la
Fig. 5, se caracteriza porque los ejes moleculares se alinean
alrededor de una orientación coḿun cuando se observan en
planos con alguna coordenada constante. Además, conforme
se recorren diferentes planos, el director gira periódicamente
y dibuja una h́elice alrededor del eje normal a los planos. En
la Fig. 5, los planos referidos están descritos por la ecuación
x3 = cte.

Es usual encontrar esquemas en internet y la literatura
especializada en los que los CL colestéricos (CLC) se repre-
sentan mediante un conjunto de planos apilados dentro de los
cuales las moléculas est́an casi perfectamente alineadas [49-
52]. En tales esquemas, la separación entre planos se consi-
dera constante y al pasar de un plano al siguiente también
se supone un giro constante de la orientación promedio. Es
importante resaltar que este tipo de representaciones, si bien
sirven para visualizar la estructura helicoidal de los CLC, no
pueden considerarse fı́sicamente v́alidas ya que las moléculas
no forman capas en la fase colestérica. En vez de ello, están
distribuidas uniformemente en el espacio. Por tanto, el direc-
tor no cambia de manera abrupta de un plano a otro, sino que
lo hace de manera continua.

Las moĺeculas de los CLC son anisotrópicas yquira-
les. La quiralidad es una propiedad asociada con estructuras
asiḿetricas que no pueden hacerse coincidir, mediante nin-
guna rotacíon, con su imagen reflejada en un espejo plano.
Una forma sencilla de entender la quiralidad es mediante la
lateralidad de nuestras manos. La mano izquierda es idénti-
ca a la imagen en el espejo de la mano derecha y vicever-
sa. Aunque las manos derecha e izquierda tienen las mismas
caracteŕısticas, no podemos hacer que todas ellas coincidan
simult́aneamente, no importa qué tanto las giremos. Por la
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FIGURE 5. Estructura de la fase colestérica. El director gira de manera continua describiendo una hélice alrededor de un eje fijo que en este
caso coincide con el vector̂e3. a) Corresponde a una fase colestérica derecha y b) a una fase colestérica izquierda.

misma raźon, no podemos calzarnos un guante derecho en la
mano izquierda. El benzoato de colesterilo, primera substan-
cia en la que se indetificaron los CL, tiene moléculas quirales.
Un grupo importante de moléculas quirales se forman a par-
tir de unátomo de carbono enlazado con cuatro elementos o
sustituyentes diferentes. Como ejemplo se muestra el bromo-
clorofluorometano en la Fig. 6. Enéste, el carbono se enlaza a
átomos de hidŕogeno, fĺuor, bromo y cloro. Los enlaces pue-
den disponerse en dos variedades distintas que resultan en
dos moĺeculas que son iḿagenes especulares mútuas pero no
pueden hacerse coincidir por ninguna rotación. Las dos varia-
ciones con esta caracterı́stica se conocen comoenantíomeros.

Uno de los paŕametros que caracterizan la estructura co-
lest́erica es el sentido del giro del director, el cual puede ser
derecho o izquierdo. Para distinguir entre estos casos, puede
mirarse el sistema a lo largo del eje de la hélice. En un CLC
derecho, la rotación del director ocurre en el sentido en el
que giran las manecillas del reloj. En un CLC izquierdo, esta
rotacíon ocurren en el sentido contrario. Los adjetivosdex-

FIGURE 6. Los dos enantiómeros del bromoclorofluorometano.

trógiro y levógiro se utilizan con frecuencia para nombrar, de
manera respectiva, a los dos casos previos. Puedes verificar
que el CLC ilustrado en la Fig. 5a) es derecho, mientras que
el de la Fig. 5b) es izquierdo.

Otro paŕametro importante de las fases colestéricas es la
distancia a lo largo del eje de la hélice en la cual el director
realiza un giro de2π radianes. A esta se le llama en inglés
pitch, siendo “tono” o “paso” dos traducciones comunes al
espãnol. El pitch, p, es una medida de qué tan cercanos están
los giros del director entre sı́. Sus valores especı́ficos depen-
den de la estructura quı́mica de las moĺeculas que forman la
fase y abarcan un rango muy amplio que va desde algunas
decenas de nanómetros hasta varios micrómetros. Notable-
mente, este intervalo cubre la escala correspondiente a las
longitudes de onda del espectro visible (de los380 nm a los
750 nm), lo que resulta enormementeútil en las aplicaciones.

Los CLC sonópticamente multifuncionales debido a su
estructura periódica. La propiedad́optica ḿas popular y uti-
lizada de los CLC es la reflexión selectiva de la luz, siendo
esta, la capacidad de reflejar la luz en colores especı́ficos que
dependen dep. Este efecto se genera por la interacción de luz
con la estructura helicoidal del CLC. Un haz de luz no pola-
rizada consiste de un campo eléctrico y un campo magnético
que oscilan en varias direcciones. Cuando este haz incide en
el CLC, los campos experimentarán unı́ndice de refracción
que vaŕıa períodicamente. Para algunas longitudes de las on-
das electromagńeticas la interacción seŕa destructiva y para
otras constructiva. Ḿas espećıficamente,́unicamente aquellas
ondas cuya longitud se ajuste conp interferiŕan constructiva-
mente y seŕan reflejadas, mientras que el resto interferirán
destructivamente y sólo podŕan seguir transmitiéndose. Aśı,
la luz reflejada por el CLC será de un color particular deter-
minado porp. Es posible demostrar que la longitud de onda
para la cual ocurre la ḿaxima reflexíon es, de hecho,

λmax = n̄ p, (6)

donden̄ = (no + ne) /2 es eĺındice de refracción promedio.
El valor delpitch se modifica al someter al CLC a cam-

bios en la temperatura, esfuerzos mecánicos y otros factores.
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A su vez, se modificaλmax, haciendo que el CLC luzca de
diferentes colores para diferentes condiciones externas. Este
fenómeno permite aplicar las mesofases colestéricas en sen-
sores de temperatura, humedad o flujo basados en cambios de
colores [53-55].

La estructura helicoidal del director también les da a los
CLC la habilidad de rotar el plano de polarización de la luz
que viaja a trav́es de ellos. Dicho plano contiene las oscila-
ciones del campo eléctrico del haz de luz. La habilidad para
rotar el plano de polarización es conocida comoactividad
óptica y no es exclusiva de los CLC pues también lo pre-
sentan cristales como el cuarzo y suspensiones de moléculas
quirales como aźucar en agua. Sin embargo, la rotación ópti-
ca, definida como eĺangulo que gira el plano de polarización
por unidad de longitud que la luz atraviesa, es excepcional-
mente ḿas alta en los CLC que en otros materiales. Para la
luz visible, la rotacíon óptica en los CLC puede ir de 1000◦

a 100000◦ mm−1, mientras que los valores tı́picos para otras
substancias van de los 0.01◦ a los 100◦ mm−1.

Las propiedadeśopticas excepcionales de los CLC en-
cuentran ḿultiples aplicaciones en láseres de color ajusta-
ble [56], ventanas inteligentes [57] y filtros de rayos UV [58],
sólo por nombrar algunas. A pesar de todo esto, la principal
importancia de los CLC radica quizá en otro aspecto, a sa-
ber: que est́an universalmente presentes en los seres vivos.
Por lo tanto, las fases colestéricas juegan un papel fundamen-
tal en muchos procesos biológicos [59]. Śolo por mencionar
algunos ejemplos, el ADN, la celulosa, el colágeno y mu-
chos virus pueden exhibir organización colest́erica. Muchas
de las estructuras que le dan forma y estructura a los siste-
mas bioĺogicos resultan del arreglo helicoidal de bloques ani-
sotŕopicos como moĺeculas, macromoléculas o microfibrillas
que, sin embargo, no guardan orden en la posición.

5. Cristales ĺıquidos liotr ópicos

Es coḿun clasificar a los cristales lı́quidos como termotrópi-
cos o liotŕopicos. En los primeros, el orden molecular se
determina por la temperatura. Todos los ejemplos de fases
lı́quido-cristalinas que hemos presentado en las Secs. 4.1 a
4.3 han sido termotrópicos. Sin embargo, los CL que más
abundan en la naturaleza son liotrópicos [1]. Estos se forman
al cambiar la concentración de cierto tipo de moléculas en un
solvente.

La gran mayoŕıa de las fases liotrópicas se producen en
soluciones acuosas y el mecanismo principal que promueve
su existencia es una combinación de dos efectos conocidos
comoefecto hidrof́ılico y efecto hidrof́obico, los cuales expli-
caremos a continuación.

5.1. Efectos hidrof́ılico e hidrofóbico

Los efectos hidrofı́lico e hidrof́obico deben su existencia a
la naturaleza polar de las moléculas de agua, H2O. En ellas,
los átomos de hidŕogeno quedan parcialmente desprovistos

de sus electrones y exhiben carga positiva, mientras eláto-
mo de ox́ıgeno, al recibir estos electrones, muestra una carga
efectiva negativa. Esto ocasiona que cada molécula de agua
sea un pequẽno dipolo eĺectricoviii.

Cuando varias moléculas de agua se encuentran cerca,
tienden a generar estructuras ordenadas debido a las interac-
ciones eĺectricas entre lośatomos con carga efectiva: básica-
mente un hidŕogeno de una molécula es atráıdo por el ox́ıge-
no de otra. Estas fuerzas de atracción se conocen comoen-
laces de hidŕogeno. En la fase ĺıquida del agua, los enlaces
de hidŕogeno son muy d́ebiles en comparación con otro ti-
po de interacciones y la agitación t́ermica. Debido a esto, las
estructuras ordenadas que se forman a partir de ellos se des-
truyen muy f́acilmente y tienen un periodo de existencia muy
corto. No obstante, los enlaces de hidrógeno juegan un papel
crucial cuando otras moléculas se sumergen en el agua.

Si se trata de moléculas polares, estas podrán formar tam-
bién enlaces de hidrógeno con las de agua. Estas moléculas
son solubles en agua y se les llamahidrof́ılicas. Por el con-
trario, al introducir moĺeculas no polares en agua, no se for-
maŕan enlaces de hidrógeno. En vez de ello, las moléculas
de agua deberán formar una estructura ordenada alrededor de
cada moĺecula intrusa, lo que causa una disminución en la
entroṕıa del sistema y un costo energético por haberlas intro-
ducido. Debido a que existe una barrera de energı́a asociada
con el proceso de introducir moléculas no polares en agua,
se dice que estas sonhidrofóbicas. Las substancias formadas
por este tipo de moléculas no son solubles en agua. Un ejem-
plo son los aceites o hidrocarburos, formados porátomos de
hidrógeno y carbono unidos por enlaces covalentes en una
cadena que es no polar. Debido a esto, mezclar aceites y agua
no es sencillo.

Cierto tipo de moĺeculas naturales y artificiales combi-
nan en su estructura una parte hidrofı́lica y otra hidrof́obi-
ca. A estas moléculas se les llamaanfif́ılicas. Como ejemplo
consideremos el laurilsulfato sódico, tambíen llamado dode-
cilsulfato śodico, con el que interactuamos todos los dı́as por
ser un compuesto coḿun en los productos de higiene perso-
nal como los chamṕus, los jabones de baño y las pastas de
dientes. La parte hidrofı́lica de esta molécula, que se ilustra
en la Fig. 7,

FIGURE 7. a) La estructura molecular del laurilsulfato sódico, que
es la base de muchos productos de higiene personal, combina una
cadena hidrocarbonada no polar (parte hidrofóbica), con una sec-
ción polar (parte hidrofı́lica). b) Representación simplificada de una
molécula anfif́ılica.
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es una “cabeza polar” formada por unátomo de azufre unido
a cuatro de ox́ıgeno y uno de sodio. La parte hidrofóbica, es
una “cola hidrocarbonada” de doceátomos de carbono.

5.2. Algunas fases liotŕopicas

Al sumergir moĺeculas anfif́ılicas en agua a concentracio-
nes bajas, la configuración enerǵeticamente ḿas favorable es
aquella en la que sus cabezas están en contacto con el agua
pero sus colas no. Ası́, las moĺeculas anfif́ılicas tienden a di-
rigirse hacia la superficie y se orientan de tal manera que sus
cabezas quedan dentro del agua y sus colas apuntando ha-
cia afuera. Cabe mencionar que poseer una sección hidrof́ıli-
ca y una hidrof́obica es propiedad esencial de los materiales
tensoactivos o surfactantes, que son substancias que, precisa-
mente, se localizan en la superficie que separa a dos fluidos
inmiscibles,e.g., agua y aire o agua y aceite, y actúan sobre
esa superficie modificando la tensión superficial. Aśı, la ma-
yoŕıa de las moĺeculas anfif́ılicas se localizaŕan en la super-
ficie del agua, mientras que el resto se encontrarán diluidas
en el volumen realizando movimientos aleatorios permitidos
por las fluctuaciones en la energı́a y la agitacíon t́ermica. A
este estado se le llama unafase dispersa.

Cuando el ńumero de moĺeculas anfif́ılicas aumenta, la

superficie del agua se satura de ellas y comienza a aumen-
tar el ńumero de las que están disueltas en el volumen. En-
tonces,́estas podŕan actuar colectivamente para adoptar con-
figuraciones que también les sean ḿas favorables energéti-
camente. Este es un mecanismo de autoensamblaje que da
lugar a una gran variedad de arreglos conocidos como fases
liotrópicas debido a que su ocurrencia está dictada por la con-
centracíon de los solutos anfifı́licos,c.ix Las fases liotŕopicas
suelen clasificarse como CL ya que sus moléculas t́ıpicamen-
te presentan orden de corto alcance,i.e., un orden que abarca
distancias comparables a las de un conjunto de unidades mo-
leculares y que no se extiende a distancias macroscópicas.

En particular, cuando aumentac, se alcanza un punto en el
que el ńumero de moĺeculas anfif́ılicas es suficiente para que
estas formen estructuras esféricas llamadasmicelas. En cada
micela, las colas hidrofóbicas se agrupan en el interior y son
protegidas del agua por un cascarón de cabezas hidrofı́licas,
como se ilustra esquemáticamente en la Fig. 8a). El estado
en el que se forman micelas a través de la solución se cono-
ce comofase micelar. En ella, las micelas siguen trayecto-
rias aleatorias y son capaces de absorber o liberar moléculas
anfif́ılicas, las cuales pueden encontrarse aún, en un ńumero
reducido, vagando en el volumen de agua. La fase micelar se
ilustra esqueḿaticamente en la Fig. 8b).

FIGURE 8. a) Corte transversal de una micela, esfera formada por moléculas anfif́ılicas donde las cabezas hidrofı́licas protegen a las colas
hidrofóbicas del contacto con el agua. b) Fase micelar. c) Micelas en un arreglo cúbico centrado en el cuerpo donde se incluye un acercamiento
a la estructura de la celda unitaria. d) Micelas cilı́ndricas en un arreglo hexagonal. e) Corte transversal de una fase lamelar.
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La transicíon de la fase diluida a la fase micelar ocurre a
un valor dec conocido comoconcentracíon micelar cŕıti-
ca (CMC). Éste depende de la estructura especı́fica de las
moléculas anfif́ılicas. En general, para un grupo polar fijo, la
reduccíon de la enerǵıa es ḿas notoria y las micelas son más
estables si la longitud de las cadenas hidrofóbicas es mayor,
por lo que la CMC disminuye para solutos anfifı́licos más lar-
gos [60]. Si los grupos polares ocupan la superficie esférica
de manera muy escasa, permitirán a las moĺeculas de agua
penetrar y desestabilizar la micela. La formación de las mi-
celas obedece a un balance muy delicado entre la estructura
de los solutos anfifı́licos, su interaccíon y la reduccíon de la
enerǵıa ocasionada por su empaquetamiento. Para cada geo-
metŕıa molecular, la micela se forma con un radioóptimo lo
suficientemente grande como para que las cabezas cubran su
superficie sin dejar huecos, pero no tan grande como para que
su interior no pueda ser llenado por las colas hidrofóbicas.

Cuando aumentac, crece el ńumero de micelas y la inte-
raccíon entre ellas se vuelve relevante. Al valor dec más alto
correspondiente a la fase micelar, las micelas pueden empa-
quetarse para ocupar el espacio disponible de maneraóptima.
Entonces, se acomodan en las posiciones de una red cúbica
centrada en el cuerpo, como la que se ilustra en la Fig. 8c),
que es similar al arreglo cristalino del mismo nombre [61].
Este acomodo le permite a las micelas ocupar el68 % del
volumen del sistema.

Además de las micelas, pueden formarse otras estructuras
que minimicen la energı́a y permitan una ocupación óptima
del espacio a concentraciones aún más altas. Por ejemplo,
las moĺeculas pueden proteger sus colas hidrofóbicas con-
centŕandose también en estructuras cilı́ndricas muy alargadas
como las que se ilustran en la Fig. . 8d). A su vez, estasmi-
celas ciĺındricasse agrupan en un arreglo hexagonal que les
permite ocupar hasta un91 % del volumen del sistema. Tal
arreglo recibe el nombre defase hexagonal. A concentracio-
nes todav́ıa más altas se da lugar a otra fase conocida como
fase lamelar, en la cual las moléculas anfif́ılicas se agrupan
en diversas capas dobles que exponen a los grupos polares al
agua y protegen a las colas hidrofı́licas, tal como se mues-
tra en la Fig. 8e). Un ejemplo muy conocido e importante de
estructuras lamelares son las bicapas de las membranas celu-
lares en la cuales el rol anfifı́lico lo juegan fosfoĺıpidos con
un grupo hidrof́ılico fosfato y dos colas hidrofóbicas déacido
graso [62].

Si c aumenta ḿas, se da lugar a las llamadas fases inverti-
das. Por ejemplo, la fase hexagonal invertida, que consiste en
cilindros de agua rodeados de tensoactivo, y la fase micelar
inversa, en la que gotas de agua se encuentran rodeadas por
tensoactivo.

Por brevedad, no discutiremos más detalles acerca de las
fases liotŕopicas y a partir de este punto nos enfocaremos en
profundizar sobre las caracterı́sticas de la fase termotrópica
nemt́atica que es la ḿas sencilla de todas las fases lı́quido-
cristalinas.

6. Descripcíon matemática del orden orienta-
cional

Con el proṕosito de estudiar a los CL a un nivel fı́sico y ma-
temático que permita predecir acertadamenete su comporta-
miento, se introducen nuevos conceptos y teorı́as que descri-
ben simult́aneamente sus caracterı́sticas de fluidez y estruc-
turales, haciendóenfasis en su propiedad distintiva: el orden
orientacional de las moléculas. A continuación discutiremos
sobre las variables que se utilizan para describir dicho orden,
restringíendonos al caso de los CLN por ser aquellos con la
estructura ḿas simple.

6.1. Director

Una manifestación del orden orientacional es la existencia
del director, cuya definición preliminar ha sido la de repre-
sentar la orientación coḿun a lo largo de la cual tienden a
dirigirse las moĺeculas. Usualmente, se describe an̂ como la
orientacíon molecular promedio. Sin embargo, esta descrip-
ción requiere de muchas precisiones.

Primero, es correcto que para establecer el valor den̂ se
requiere un ńumero grande de moléculas sobre el cual las
orientaciones deben promediarse de alguna manera. En es-
te sentido,̂n est́a en el mismo nivel de descripción que los
campos de las teorı́as de la materia continua. Para definirn̂
como un campo vectorial, es decir, como una variable que
puede tomar valores distintos de un punto a otro, se establece
un elemento de volumen,∆V , alrededor de una posición r.
Posteriormente, se calcula el promedio de las orientaciones
moleculares dentro de∆V , en la forma que se explicará más
adelante, y se toma el lı́mite∆V → 0.

Este proceso lı́mite tiene el mismo significado que en
otrasáreas como la mecánica de fluidos o la electrodinámica,
donde se definen los campos de densidad de masa y carga,
flujo, magnetizacíon, etc. El ĺımite ∆V → 0, implica consi-
derar elementos de volumen muy pequeños como para poder
asignar un valor local del director,̂n(r), pero lo suficiente-
mente grandes como para contener un número importante de
moléculas y dar sustento estadı́stico al promedio. El director
es, por lo tanto, una variable macroscópica.

Por otra parte, es muy importante enfatizar quen̂ no es
el promedio algebráico directo de las orientaciones molecu-
lares. La raźon es que, con una excelente aproximación,éstas
pueden considerarse no polares, de tal manera que siûi deno-
ta la orientacíon de lai–ésima moĺecula, las probabilidades
asociadas con los vectoresûi y −ûi son id́enticas. Esto ha-
ce que en cada elemento de volumen haya esencialemente el
mismo ńumero de moĺeculas apuntando en una dirección y
en la direccíon contraria y que el promedio de los vectoresûi

se cancele id́enticamente. En la Sec. 6.3 discutiremos cual es
la manera mateḿaticamente correcta de calcularn̂.

El hecho de poder intercambiar los ejes molecularesûi

por−ûi sin producir ninguna alteración en la fase, da lugar a
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la llamadasimetŕıa neḿatica. De acuerdo cońesta, tampoco
existe ninguna consecuencia fı́sica de invertir el director por
su vector antiparalelo.

En ausencia de fuerzas,n̂ puede apuntar con igual pro-
babilidad en cualquier dirección. Sin embargo, en la práctica,
los CLN est́an sometidos a campos de flujo o electromagnéti-
cos, aśı como a restricciones impuestas por superficies. Todos
estos efectos pueden obligar al director a adoptar una direc-
ción espećıfica. Al escogerse esa dirección, se rompe la si-
metŕıa del espacio tridimensional pues puede identificarse un
eje preferente. Sin embargo, se preservan simetrı́as parciales.
Cualquier rotacíon alrededor del director deja al sistema in-
alterado. Como los estadosn̂ y −n̂ son equivalentes, el CLN
es invariante ante cualquier reflexión en un plano perpendicu-
lar a n̂. Adeḿas, la reflexíon en la direccíon de cualquier eje
perpendicular ân tampoco altera al sistema. Ası́, adeḿas de
la simetŕıa n̂ → −n̂, tambíen se tiene la simetrı́a de reflexíon
r → −r. Las ecuaciones que describen el comportamiento
de los CLN deden cumplir siempre con estas dos simetrı́as.

6.2. Paŕametro de orden escalar

Un aspecto importante de resaltar, es quen̂ no brinda una
representación completa del estado de ordenamiento de un
CLN. Para ilustrar esto, pueden considerarse las dos fases
neḿaticas en las Figs. 9a) y 9b), las cuales tienen el mis-
mo director y, sin embargo, exhiben un orden diferente. En la
fase de la Fig. 9a), las moléculas pueden tener orientaciones
más alejadas dên. Esta fase luce mucho ḿas desordenada
que la del caso b), donde es más probable observar orienta-
cionesûi cercanas ân. Para cuantificar esta caracterı́stica,
se introduce otro campo conocido como elparámetro de or-
den escalar, o simplemente, elparámetro de orden, S. Esta
es una cantidad adimensional definida de tal manera que val-
drá cero para un sistema completamente desordenado y cuyo
valor máximo, igual a la unidad, se alcanzará cuando todas
las moĺeculas est́en perfectamente orientadas a lo largo den̂.
S puede calcularse mediante la expresión

S =
1
2
〈3 (ûi · n̂)2 − 1〉 =

1
2
〈3 cos2 θi − 1〉, (7)

en donde losbrakets〈 . . . 〉 indican el promedio sobre el en-
samble molecular yθi es elángulo entrêui y n̂.

FIGURE 9. Dos CLN con el mismo director pero diferente canti-
dad de orden: a) orden bajo y b) orden alto. El vectorûi indica la
orientacíon de lai-ésima moĺecula del ensamble.

La Ec. (7) indica queS aumenta conforme la proyección
de los ejes moleculares sobren̂ es mayor. Adeḿas, conduce a
los ĺımites esperados,S = 0, cuando no hay orden orientacio-
nal, yS = 1, para el alineamiento perfecto de las moléculas.
La demostracíon de las igualdades anteriores se puede encon-
trar en el Aṕendice A.S depende de la temperatura siendo
mayor a temperaturas más bajas. Para los CLN en situaciones
prácticas, los valores tı́picos deS se encuentran entre0.3 y
0.7 [63-65]. Por ejemplo, para el 5CB alrededor de los 26◦C,
S tiene un valor cercano aS = 0.68 [66].

6.3. Paŕametro de orden tensorial

6.3.1. Definicíon

En los CLN existe un eje preferencial, paralelo an̂, alrededor
del cual se pueden hacer rotaciones sin alterar la estructura.
Esto parecerı́a sugerir que los CLN tienen la misma simetrı́a
que los sistemas polares, como los materiales con una polari-
zacíon inducida,P, en los que los dipolos a nivel molecular
se encuentran alineados en torno una direción coḿun [67].
Sin embargo, mientras que dos sistemas con polarizaciones
P y −P son distintos, dos CLN con directoresn̂ y −n̂ son
idénticos en todas sus propiedades.

Los CLN se describen matemáticamente bajo la idea de
que su estructura consiste de una superposición de contribu-
ciones independientes llamadasmomentos multipolares de la
orientacíon. Este principio nos es familiar por su aplicación
en otras ramas de la Fı́sica, como el electromagnetismo. Por
ello, es conveniente recordar brevemente su significado para
el caso de una distribución est́atica de cargas.

Al calcular el potencial eléctrico alrededor de una distri-
bución de cargas, es razonable suponer que conforme más
alejados estamos de la fuente, los detalles deésta son me-
nos perceptibles. En puntos lejanos, la distribución de carga
puede aproximarse como una conjunción de cantidades pro-
mediadas que dependen de algunos de sus detalles y guardan
informacíon de la simetŕıa con la que las cargas se encuentran
repartidas en el espacio [68]. Estas cantidades son, precisa-
mente, los momentos multipolares de la distribución de car-
ga. La carga neta recibe el nombre de momento monopolar y
es la principal caracterı́stica que se aprecia de la distribución
a distancias grandes. El momento dipolar es la polarización
integrada sobre la distribución de carga [68] y es la carac-
teŕıstica ḿas importante de la distribución cuando la carga
neta es cero. Ahora, si tanto el momento monopolar como el
momento dipolar se anulan, entonces la caracterı́stica domi-
nante de la distribución es eltensor de momento cuadripolar.
Para un conjunto deN cargas puntualesq1, q2, . . . , qN , que
ocupan las posicionesr1, r2, . . . , rN , respectivamente, la for-
ma del tensor de momento cuadripolar es una matriz de3×3
con componenentes definidas por la expresión

Qe
αβ =

N∑

i=1

qi

(
3rα,irβ,i − r2

i δαβ

)
, (8)
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dondeα, β = 1, 2, 3 y δαβ es la delta de Kronecker que, a su
vez, se define por

δαβ =

{
1, si α = β,

0, si α 6= β.

Además, en la Ec. (8), r2
i = ri · ri y los vectores de posi-

ción se han desarrollado en la formari = (r1,i, r2,i, r3,i), de
tal manera querα,i es la componenteα deri.

Al regresar al caso de los CLN, notamos que los momen-
tos monopolar y dipolar de la distibución de orientaciones
son nulos. En particular, no hay momento dipolar dado que
no se altera ninguna propiedad fı́sica al invertir los vectores
de orientacíon ûi. El primer multipolo que no se cancela y re-
sulta ser el ḿas importante para describir la estructura prome-
dio, es el cuadripolo. En el campo de la materia condensada
suave, a este momento se le llama elparámetro de orden ten-
sorial y, para un ensamble deN moléculas con orientaciones
ûi, est́a definido mediante la ecuación

Qαβ =
1

2N

N∑

i=1

(3uα,iuβ,i − δαβ) , (9)

cuya estructura es esencialemente la misma que la de la
Ec. (8), conûi jugando el papel deri.

El factor1/N que puede distinguirse en el lado derecho
de la Ec. (9) permite escribirla también en t́erminos de un
promedio sobre el ensamble molecular

Qαβ =
1
2
〈3uαuβ − δαβ〉 . (10)

6.3.2. Propiedades

El tensorQαβ es la caracterı́stica dominante de la distribu-
ción de orientaciones. Tiene la propiedad de ser simétrico, i.
e., Qαβ = Qβα, dado que el productouαuβ y δαβ tambíen
lo son.

Además, la traza deQαβ es nula,

Tr (Q) = Q11 + Q22 + Q33 =
1
2

〈
3u2

1 − δ11

〉

+
1
2

〈
3u2

2 − δ22

〉
+

1
2

〈
3u2

3 − δ33

〉

=
1
2

[
3

〈
u2

1 + u2
2 + u2

3

〉− 1− 1− 1
]

= 0.

Estas propiedades se deben a la simetrı́a de la fase neḿati-
ca mencionada al inicio de esta sección.

Uno de los aspectos ḿas importantes del parámetro de
orden tensorial es que, al contener la información estructural
del CLN, permite obtener los valores deS y n̂. Es decir, si
conocemosQαβ podemos obtener déel la cantidad de orden
y “la orientacíon promedio”. Especı́ficamente,S es el eigen-
valor más alto del tensor de parámetro de orden ŷn el eigen-
vector asociado aS. El Apédice B presenta una demostración
de ello, para el caso de un CLN uniaxial, que es el que hemos
discutido en este artı́culo.

En algunos casos especiales es posible escribir al ten-
sorQαβ en representaciones que permiten una interpretación
más directa. En particular, para un nemático uniaxial, si se
conocenS y n̂, se puede escribir

Qαβ =
1
2
S (3nαnβ − δαβ) , (11)

donde el promedio sobre el ensamble de moléculas ya no apa-
rece expĺıcitamente. La Ec. (11) muestra que el tensorQαβ

combina tanto la información del orden orientacional como
de la orientacíon promedio.

Por supuesto, también es posible escribir al parámetro de
orden tensorial en notación matricial. Eńesta, la Ec. (11) luce

Q =
1
2
S (3n̂n̂− I) , (12)

dondeI es la matriz identidad de3 × 3 y n̂n̂ es tambíen
una matriz de3×3, conocida coḿunmente como elproducto
diádicoo producto externoden̂ consigo mismo. En general,
el producto díadico entre dos vectoresa y b, ab, se define
por las identidades siguientes, que expresan cómo se multi-
plica él (como matriz) por cualquier vector,v, [69]

(ab) · v = a (b · v) , (13)

vT · (ab) = (v · a)b. (14)

Como cabŕıa esperar, todas las Ecs. (9) a (12) son inva-
riantes ante las transformacionesû → −û o n̂ → −n̂.

6.3.3. Invariantes

Los invariantes de un tensor de segundo rango son aquellas
cantidades formadas por las componentes del tensor cuyo va-
lor no cambia síeste se representa en diferentes sistemas de
coordenadas. Los invariantes son importantes para expresar
diversas propiedades fı́sicas, cuando se sabe queéstas no pue-
den depender del marco de referencia que se utilice en la des-
cripción. Un ejemplo de ello es la energı́a, la cual se anali-
zaŕa en detalle en las Secs. 7.1 y 7.2.

Un tipo especial de invariantes son los llamadosinvarian-
tes principales, que son los coeficientes del polinomio carac-
teŕıstico del tensor,i.e., el polinomio que se utiliza en el pro-
blema de eigenvaloresλ. Para un tensorA esta ecuación se
escribe en la forma

det (A− λI) = 0. (15)

En particular, cuandoA tiene dimensíon3, la Ec. (15) se
convierte en un polinomio ćubico deλ,

− λ3 + A1λ
2 −A2λ + A3 = 0. (16)

No es dif́ıcil demostrar que los coeficientes de este poli-
nomio, o sea, los invariantes principales deA, son
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A1 = Tr (A) = A11 + A22 + A33, (17)

A2 =
1
2

{
[Tr (A)]2 − Tr

(
A2

)}

= A11A22 + A11A33 + A22A33

−A12A21 −A13A31 −A23A32, (18)

y

A3 = det (A) = A11 (A22A33 −A23A32)

+ A12

(
A23A31 −A21A33

)

+ A13

(
A32A21 −A31A22

)
. (19)

Dado queQ es siḿetrico y sin traza, sus invariantes prin-
cipales se simplifican,e.g., Q1 = 0 y Q2 = −Tr

(
A2

)
/2.

Cuando, adeḿas, Q se escribe en la forma dada por las
Ecs. (11) o (12), se obtiene Tr

(
Q2

)
= 3S2/2, i.e., Q2 =

−3S2/4; y Q3 = S3/4.
Otra forma en la que pueden construirse cantidades es-

calares a partir de un tensor es a través de operaciones que
reducen su rango y en matemáticas se conocen comoproduc-
tos internoso contracciones. Uno de los productos internos
más conocidos es el producto escalar entre dos vectores (ten-
sores de rango uno), el cual toma a dichos vectores,a y b, y
devuelve un escalar (tensor de rango cero),x

c = a · b =
3∑

α=1

aαbα, (20)

Otra contraccíon muy conocida es la multiplicación de
una matriz,A, (tensor de rango dos), por un vector,a, (tensor
de rango uno), que devuelve otro vector cuyas componentes
est́an dadas por

cα =
3∑

β=1

Aαβaβ . (21)

Es coḿun expresar los productos en las Ecs. (20) y (21)
en t́erminos de la llamda convención de suma sobréındices
repetidos, la cual fue introducida en Fı́sica por Albert Eins-
tein. En esta convención, un ı́ndice que aparece dos veces
en un t́ermino implica una sumatoria sobre todos sus valores
posibles. Aśı, no es necesario escribir los sı́mbolos de suma-
toria y se tienen expresiones más compactas. Por ejemplo, las
Ecs. (20) y (21) se reducen a

c = a · b = aαbα, (22)

y
cα = Aαβaβ , (23)

respectivamente.
El tensorQ puede dar lugar a un escalar al multiplicarse

internamente consigo repetidamente. Por ejemplo, la llamada

doble contraccíon deQ consigo mismo da lugar a un escalar
relacionado con los invariantes deQ,

QαβQβα = Tr
(
Q2

)
=

3
2
S2. (24)

Al contraerQ tres veces consigo mismo y utilizar sus
propiedades de simetrı́a y traza nula también se obtiene un
escalar relacionado con los invariantes

QαβQβγQγα = 3 det(Q) =
3
4
S3. (25)

7. Enerǵıas

7.1. Enerǵıa volumétrica

Los CL pueden realizar diversas transiciones de fase cuando
cambia su temperatura o, en el caso de los CL liotrópicos,
la concentracíon de sus componentes. Estas transiciones pue-
den describirse mediante dos métodos téoricos alternativos.
En el primero, se modelan las propiedades y energı́as mole-
culares y se intenta calcular el rango de los parámetros, como
la temperatura, para el cual es estable una fase especı́fica. Es-
te enfoque está en la ĺınea de laMećanica Estad́ıstica, la rama
de la F́ısica que infiere las propiedades macroscópicas de la
materia a partir de promediar la dinámica a nivel molecular.
El segundo ḿetodo tiene un enfoque fenomenológico, sien-
do su proṕosito, el describir cuantitativamente la transición
en t́erminos del tensorQαβ , que es la variable macroscópica
que contiene la información de la simetŕıa y el orden de la
fase.

Este enfoque fenomenológico se basa en la teorı́a de las
transiciones de fase de segundo orden de Lev D. Landau
(1908–1968) [70] que fue generalizado por primera vez por
de Gennes para el caso de fases lı́quido-cristalinas [71]. De-
bido a que la mayorı́a de los experimentos se llevan a cabo a
temperatura y volumen constantes, el potencial termodinámi-
co apropiado es la energı́a libreF . La fase que corresponde a
las condiciones impuestas sobre el sistema es aquella en don-
deF adquiere un ḿınimo. En muchos contextos resulta muy
conveniente llevar a cabo la descripción en t́erminos de la
enerǵıa por unidad de volumen,f . En particular, la contribu-
ción a esta densidad de energı́a que describe la transición de
fase se conoce como densidad de energı́a voluḿetrica obulk
energy density, en ingĺes, y aqúı seŕa representada mediante
el śımbolofbulk.

En el modelo de Landau–de Gennes, la energı́a libre de
la fase se considera una función anaĺıtica del paŕametro de
orden. Adeḿas, se toma en cuenta que el orden es pequeño
cerca de la transición de fase, por lo que la energı́a se expan-
de en una serie de potencias de esta cantidad. Al extender la
expansíon hasta la cuarta potencia resulta [72]

fbulk = f0 +
A

2
SαβSβα

− B

3
SαβSβγSγα +

C

4
(SαβSβα)2 , (26)
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dondef0 es una constante y el tensorSαβ est́a emparenta-
do conQαβ mediante un factor de proporcionalidad de2/3,
i.e., Sαβ = 2Qαβ/3. Los coeficientesA, B y C, que se de-
nominan paŕametros fenomenológicos, son funciones de la
temperatura y la presión. Sin embargo, es usual suponer que
B y C son constantes y considerarúnicamente la dependen-
cia deA con T , a trav́es de la igualdadA = A′ (T − T ∗),
siendoA′ y T ∗ otras constantes. Algunos valores que se con-
sideran t́ıpicos para los coeficientes fenomenológicos en mo-
delos téoricos son [42]A′ = 105 J/(m3K), B = 106 J/m3

y C = 106 J/m3. Para el 5CB los valores estimados son
A′ = 0.044 × 106 J/(m3K), B = 0.816 × 106 J/m3 y
C = 0.45 × 106 J/m3 [72]. Para el MBBA, las estimacio-
nes experimentales resultan enA′ = 0.42 × 103 J/(m3K),
B = 0.64× 104 J/m3 y C = 0.35× 104 J/m3 [73,74].

Todos los t́erminos en la Ec. (26) involucran a los inva-
riantes deS (o equivalentemente a los deQ), lo que garantiza
que la enerǵıa seŕa la misma, independientemente del siste-
ma de referencia en el que se calcule este tensor. Al utilizar
la relacíon entreS y Q y las Ecs. (24) y (25) en la Ec. (26),
fbulk puede escribirse como un polinomio de cuarto grado de
S,

fbulk = f0 +
1
3
A′ (T − T ∗) S2 − 2

27
BS3 +

1
9
CS4, (27)

la cual muestra quef0 es la densidad de energı́a correspon-
diente aS = 0, i.e., la enerǵıa por unidad de volumen de la
fase isotŕopica.

La Ec. (27) permite describir muy bien, a nivel fenome-
nológico, la transicíon entre las fases isotrópica y neḿati-
ca. Para ello, conviene introducir el exceso de energı́a,
∆fbulk (S) = fbulk − f0, o sea

∆fbulk (S) =
1
3
A′ (T − T ∗)S2 − 2

27
BS3 +

1
9
CS4. (28)

El comportamiento de esta función para diferentes valo-
res deT se muestra en la Fig. 10.

FIGURE 10. Enerǵıa libre voluḿetrica por unidad de volumen de
un CLN en el modelo de Landau–de Gennes dado por la Ec. (28).

CuandoT À T ∗, el término cuadŕatico en la Ec. (28)
domina y∆fbulk es similar a una parábola con v́ertice en el
origenS = 0. Esto indica que a temperaturas altas laúnica
fase estable puede ser la fase isotrópica.

ConformeT disminuye, la relevancia del término cua-
drático disminuye también y empiezan a ser notorios los efec-
tos de los t́erminos ćubico y cúartico, lo que da lugar a la
existencia de un ḿınimo local paraS > 0, aunqueS = 0 si-
gue siendo el ḿınimo global de∆fbulk(S). Esto implica que
la fase isotŕopica (S = 0) sigue siendo la fase estable. A
esa temperatura, la fase nemática se considerametaestable.
Esto significa que, al corresponder a un mı́nimo local de la
enerǵıa, el estado neḿatico podŕıa subsistir por alǵun perio-
do de tiempo, pero la agitación t́ermica o una perturbación
externa podŕıan hacer que el sistema brinque fácilmente la
barrera de energı́a que separa a los dos mı́nimos, obliǵandolo
a adoptar la configuración estable.

Al disminuir áun más la temperatura se encontrará un va-
lor Tc, referido como latemperatura cŕıtica, a la cual son
igualmente estables la fase isotrópica y la fase ordenada. En
otras palabras, aT = Tc los dos ḿınimos de la energı́a ad-
quieren el mismo valor∆fbulk = 0. Si la temperatura dismi-
nuye áun más,T < Tc, el ḿınimo enS = 0 se convertiŕa en
local y el que ocurre enS > 0 seŕa el ḿınimo global. Enton-
ces,Tc puede considerarse la temperatura a partir de la cual
la fase neḿatica es la fase estable. Durante algún intervalo
de temperaturas menores, la fase isotrópica seŕa metaestable,
pero aT = T ∗, el término cuadŕatico en la Ec. (28) se vuel-
ve negativo yS = 0 ya no correponde con un mı́nimo de la
enerǵıa. Entonces, a temperaturasT < T ∗ la fase isotŕopica
es inestable y la neḿatica seŕa laúnica que se observará.

La ocurrencia de las fases estables y los valores concretos
de equilibrio deS pueden identificarse al obtener los mı́ni-
mos de la funcíon ∆fbulk(S). Para ello pueden usarse los
métodos conocidos del cálculo y elálgebra, tal como se de-
talla en el Aṕendice C. Esto conduce a la solución

S =
B

4C

(
1 +

√
1− 24β

)
, (29)

para el paŕametro de orden de la fase nemática, dondeβ =
A′ (T − T ∗)C/B2. Tambíen se obtiene la temperatura crı́ti-
ca,

Tc = T ∗ +
B2

27A′C
, (30)

y la cantidad de orden a la temperatura crı́tica,

Sc =
1
3

B

C
. (31)

La transicíon de fase isotŕopica–neḿatica se ilustra tam-
bién mediante una gráfica de los valores estables deS contra
T . Esa gŕafica se muestra en la Fig. 11 para el modelo de
Landau–de Gennes y los valores tı́picos de los parámetros fe-
nomenoĺogicos mencionados previamente. ParaT > Tc, la
fase estable es la isotrópica yS = 0. EnT = Tc hay una dis-
continuidad puesS aumenta hastaSc, su valor de equilibrio
en la fase neḿatica. A partir de alĺı, S aumenta de manera
mońotona tomando los valores descritos por la Ec. (29). Este
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FIGURE 11. La transicíon entre las fases isotrópica y neḿatica es
evidenciada por la aparición de orden.Tc, dada por la Ec. (30),
representa la temperatura a la cual cambia el carácter estable de
dichas fases.

comportamiento discontinuo es la caracterı́stica principal de
las llamadas transiciones de fase de primer orden [75].

A partir de este ańalisis puede darse un interpreta-
ción retrospectiva de los coeficientes fenomenológicos en la
Ec. (28). El coeficiente deS2 es el responsable de conducir
la transicíon debido a su dependencia con la temperatura. El
término ćubico, permitido por la simetrı́a, es el responsable
de que la transición sea discontinua. El coeficienteC permite
estabilizar la energı́a al impidir que decrezca indefinidamente
cuando el t́ermino cuadŕatico cambia de signo.

7.2. Enerǵıa elástica

7.2.1. Deformaciones del alineamiento y su descripción
mateḿatica

En un CLN, los ejes moleculares tienden a alinearse alrede-
dor de n̂. Aún en el caso estático, n̂ puede ser obligado a
cambiar de un punto a otro por la acción de fuerzas externas
o condiciones de frontera, volviéndose un campo dependiente
de la posicíon, n̂ (r). Los cambios dên entre regiones cerca-
nas reciben el nombre dedeformacionesy representan des-
viaciones con respecto al estado ideal de alineamiento uni-
forme de una muestra de CLN.

Para describir mateḿaticamente a las deformaciones, se
toma en cuenta que en la mayorı́a de las situaciones las dis-
tancias para las cuales son apreciables los cambios del campo
director son muy grandes en comparación con las dimensio-
nes moleculares. Entonces, puede asumirse quen̂ (r) es un
campo continuo que cambia de manera suave. Ası́, es v́alido
medir las variaciones dên (r) en t́erminos de sus derivadas
espaciales. Dado quên tiene tres componentes (n1, n2 y n3),
que dependen de las tres direcciones espaciales (x1, x2 y x3),
se pueden formar nueve derivadas del director, que represen-
taremos mediante

∂nβ

∂xα
= ∂αnβ , (32)

paraα, β = 1, 2, 3.

El proṕosito de esta sección es analizar ćomo pueden uti-
lizarse estas derivadas determinar las diferentes deformacio-
nes que se pueden producir en un CLN. Posteriormente, en la
Sec. 7.2.2 estudiaremos cómo se relacionan las deformacio-
nes con la energı́a de estas mesofases.

Al igual que hacemos en otros campos de la Fı́sica para
inferir la geometŕıa de los campos, podemos utilizar opera-
dores diferenciales para caracterizar las propiedades espacia-
les del directorxi. Por ejemplo, podemos saber sin̂ tiene una
“fuente” local al calcular su divergencia

∇ · n̂ = ∂1n1 + ∂2n2 + ∂3n3, (33)

o saber si tiene una circulación alrededor de un punto al cal-
cular su rotacional,

∇× n̂ = (∂2n3 − ∂3n2) ê1

− (∂1n3 − ∂3n1) ê2 + (∂1n2 − ∂2n1) ê3. (34)

La notacíon deı́ndices junto con la convención de suma
de Einstein, son muýutiles en el ańalisis de la deformaciones.
Con ellas se puede escribir de manera compacta la Ec. (33)
como

∇ · n̂ = ∂αnα. (35)

En álgebra de tensores, elı́ndice que indica la sumato-
ria, e.g.α en la Ec. (35), se llama uńındice “mudo”. Esto
se debe a que el nombre que utilicemos paraél es irrele-
vante porque, de todas formas, corre sobre todos sus valo-
res posibles. Dicho de otra manera, también pudimos haber
escrito,e.g., ∇ · n̂ = ∂βnβ , sin alterar la suma implı́cita.
Una regla importante al utilizarı́ndices repetidos es que nun-
ca debemos usar el mismoı́ndice mudo ḿas dos veces en
un t́ermino de ninguna ecuación, debido a que esto generarı́a
confusíon acerca de ćomo llevar a cabo la sumatoria. Consi-
deremos,e.g., el cuadrado de la divergencia den̂, que ten-
drá un significado f́ısico concreto como veremos más adelan-
te en la Sec. 7.2.2. Al tomar en cuenta la Ec. (35), podŕıamos
pensar en primera instancia en escribir esta cantidad como:
(∇ · n̂)2 = ∂αnα ∂αnα. Sin embargo, esto no es lo más con-
veniente pues lośındices repetidos podrı́an indicar ḿas de
una sumatoria incorrecta,e.g., podŕıamos pensar en expan-
dir primero una sumatoria sobre losı́ndices de las derivadas
parciales y luego expandir la sumatoria sobre elı́ndice del
director:

(∇ · n̂)2 = ∂αnα ∂αnα

= ∂1nα ∂1nα + ∂2nα ∂2nα + ∂3nα ∂3nα

= ∂1n1 ∂1n1 + ∂1n2 ∂1n2 + ∂1n3 ∂1n3

+ ∂2n1 ∂2n1 + . . . . ← ¡Incorrecto!

Este error se evita si para cada factor de(∇ · n̂)2 utiliza-
mos uńındice mudo diferente,i.e.,

(∇ · n̂)2 = ∂αnα ∂βnβ , (36)
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FIGURE 12.Tres deformaciones en un CLN: a) deformación de arista (splay), b) deformacíon torcida (twist); c) deformacíon doblada (bend).

en la cual es claro ćomo deben expandirse las sumatorias:

∂αnα ∂βnβ = (∂1n1 + ∂2n2 + ∂3n3) ∂βnβ

= (∂1n1 + ∂2n2 + ∂3n3)
2
.

Como mencionamos, la divergencia del director mide una
caracteŕıstica geoḿetrica de las deformaciones. Un campo di-
rector que diverge tiene un comportamiento espacial como el
que se ilustra en la Fig. 12a). Cuando,∇ · n̂ 6= 0, se dice que
el CL tiene una deformación de tiposplay. No es muy coḿun
nombrar las diferentes deformaciones de los CL en español,
pero si tuvíeramos que proponer una traducción para las de-
formacionessplay, esta seŕıa “deformaciones de arista”, por
el hecho de que se producirı́an al confinar al CL entre dos
placas planas que se van aproximando una a la otra y even-
tualmente se intersectarı́an sobre una lı́nea, tal como se ilustra
en la Fig. 12a).

Una relacíon útil, que se demuestra en detalle en el
Apéndice D, conecta las segundas derivadas espaciales den̂

con(∇ · n̂)2 de la siguiente manera

∂αnβ ∂βnα = (∇ · n̂)2 −∇ ·m, (37)

donde el vectorm se define por sus componentes como

mα = −nβ∂βnα + nα∂βnβ . (38)

Otra relacíon resulta del hecho de que el director es un
vector unitario,nαnα = 1. Entonces es claro que cual-
quier derivada denαnα siempre se anula, lo que conduce a
∂β (nαnα) = 2nα∂βnα = 0 y, por lo tanto,

nα∂βnα = 0. (39)

Por otra parte, la escritura de las derivadas “cruzadas” que
conforman las componentes del rotacional den̂, tambíen pue-
de simplificarse en la notación deı́ndices como sigue,

[∇× n̂]α = εαβγ∂βnγ , (40)

dondeεαβγ es elśımbolo de Levi–Civita, definido por la regla

εαβγ =





+1, si {α, β, γ} = {1, 2, 3} , {2, 3, 1} ó {3, 1, 2} ,

−1, si {α, β, γ} = {1, 3, 2} , {2, 1, 3} ó {3, 2, 1} ,

0, si α = β, α = γ ó β = γ.

(41)

En otras palabras,εαβγ vale1, si suśındices forman una
permutacíon ćıclica de{1, 2, 3}; vale−1, si susı́ndices no
est́an no est́an repetidos y no forman una permutación ćıclica
de{1, 2, 3}; y se anula si cualquiera de susı́ndices se repite.
El śımbolo de Levi-Civita es muýutil para expresar deter-
minantes y productos vectoriales en notación deı́ndices, de
allı́ que se use también en la f́ormula del rotacional. En par-
ticular, dados dos vectores,a y b, el producto vectorial entre
ellos es otro vectorc = a× b con componentes

cα = εαβγaβbγ . (42)

Por definicíon, las componentes del sı́mbolo de Levi-Civita
cuyosı́ndices est́an permutados cı́clicamente son id́enticas,
i.e., εαβγ = εβγα = εγαβ ; mientras que dos componentes
relacionadas por una permutación no ćıclica déındices tienen
signos opuestos,i. e., εαβγ = −εβαγ . Otras dos propiedades
importantes deεαβγ son la contracción consigo mismo sobre
uno de suśındices,

εαβγεαµν = δβµδγν − δβνδγµ, (43)
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y su producto externo consigo mismo

εαβγελµν =

∣∣∣∣∣∣

δαλ δαµ δαν

δβλ δβµ δβν

δγλ δγµ δγν

∣∣∣∣∣∣
= δαλ (δβµδγν − δβνδγµ)

− δαµ (δβλδγν − δβνδγλ)

+ δαν (δβλδγµ − δβµδγλ) . (44)

El rotacional dên es un vector que puede multiplicarse
escalar o vectorialmente por cualquier otro. En particular, las
multiplicaciones escalar y vectorial entrên y ∇ × n̂, son
muy importantes por su significado geométrico. Un campo
de orientaciones con̂n ·∇× n̂ 6= 0, tiene una estructura dis-
torsionada como la que se ilustra en la Fig. 12b) a la que se
le llama una deformación twist, en ingĺes, y que aqúı referi-
remos como una “deformación torcida”, por el hecho de que
puede producirse al confinar al CL entre dos placas paralelas
giradas una con respecto a la otra, como se ilustra en la propia
Fig. 12b).

Mateḿaticamente, el productôn · ∇ × n̂ resulta en un
escalar que, de acuerdo con la Ec. (40), podemos escribir
como

n̂ ·∇× n̂ = nα [∇× n̂]α = nαεαβγ∂βnγ . (45)

La multiplicacíon vectorialn̂ × (∇× n̂) tambíen esta
asociada con una deformación caracteŕıstica con la geome-
trı́a ilustrada en la Fig. 12c), la cual se conoce en inglés como
deformacíon bend. Esta deformación, que podŕıamos llamar
“doblada” en espãnol, se produce al confinar a un CLN entre
dos placas paralelas que posteriormente se doblan para darles
la forma ilustrada en la Fig. 12c).

La componentes del productôn× (∇× n̂) las podemos
encontrar a partir de las Ecs. (40) y (42),

[n̂× (∇× n̂)]α = εαβγnβ [∇× n̂]γ

= εαβγnβεγλµ∂λnµ. (46)

En el aṕendice se demuestra que los productos en la
Ec. (46) se reducen a

[n̂× (∇× n̂)]α = −nβ∂βnα. (47)

Para finalizar esta sección, escribiremos un par de resul-
tados mateḿaticos que serán muy valiosos por razones que se
aclaraŕan ḿas adelante en la Sec. 7.2.2. Estos consisten en ex-
presar la intensidad cuadrática de las deformaciones torcida
y doblada. Comencemos directamente con el segundo caso.
De acuerdo con la Ec. (47), la norma al cuadrado del vector
n̂× (∇× n̂), es

[n̂× (∇× n̂)]2 = [n̂× (∇× n̂)]α [n̂× (∇× n̂)]α

=nβnγ ∂βnα ∂γnα. (48)

Por otra parte, el cuadrado del producto que define la de-
formacíon torcida es, de acuerdo con la Ec. (45),

(n̂ ·∇× n̂)2 = nαnλεαβγελµν ∂βnγ ∂µnν (49)

= ∂αnβ ∂αnβ − ∂αnβ ∂βnα

− nβnγ ∂βnα ∂γnα (50)

= ∂αnβ∂αnβ −∇ ·m− (∇ · n̂)2

− (n̂× (∇× n̂))2 , (51)

en donde el vectorm es el mismo que se definió en la
Ec. (38).

Para obtener la igualdad (51) utilizamos diversas ecua-
ciones presentadas en esta sección, tal como se explica en el
Apéndice D.

7.2.2. Enerǵıa de Oseen-Frank

En respuesta a las deformaciones, el cristal lı́quido genera
torcas y almacena una forma de energı́a potencial que se li-
bera cuando desaparecen las fuerzas externas sobreél. Para
describir esta energı́a, se parte del modelo ḿas simple posible
y se supone que las torcas son directamente proporcionales a
las deformaciones. Esto equivale a la ley del resorte de Hoo-
ke que aprendemos en los cursos de Mecánica Cĺasica, en la
cual la fuerza del resorte es proporcional al estiramiento,∆x,
y la enerǵıa potencial está dada por

Uelas =
1
2
k (∆x)2 , (52)

dondek es la elasticidad del resorte.
Como se discutió brevemente en la Sec.2.3, el problema

de calcular la energı́a libre de las deformaciones de un CL
fue abordado primero por Oseen y Zocher [23,24] y poste-
riormente por Frank [25], quien lo formuló en t́erminos de la
simetŕıa de las fases y derivó la expresíon que se usa hasta el
dı́a de hoy con mayor frecuencia. A la densidad de energı́a
libre eĺastica,felas, se le conoce en la literatura comoenerǵıa
elástica de Oseen-Frank, aunque frecuentemente se le dice
sólo enerǵıa de Frank.

La enerǵıa eĺastica del CL se anula en ausencia de de-
formaciones y se incrementa cuando ocurren variaciones es-
paciales del director. Ası́, puede considerarse una expansión
defelas en t́erminos de las derivadas∂αnβ , ∂α∂βnβ , etc. Al
considerar quên cambia de manera suave en el espacio, di-
chas derivadas pueden considerarse pequeñas y la expansión
defelas puede truncarse hasta los términos de segundo orden
(∂αnβ∂γnλ y ∂α∂βnγ), lo que resulta en

felas = k̃1Pαβ∂αnβ + k̃2Qαβγλ∂αnβ∂γnλ

+ k̃3Rαβγ∂α∂βnγ , (53)

dondek̃1, k̃2 y k̃3 son constantes, mientras que los tensores
Pαβ , Qαβγλ y Rαβγ tienen el papel de agrupar los cambios
espaciales del director. Observa que losı́ndices de estos ten-
sores se contraen con todos losı́ndices de las derivadas para
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garantizar quefelas sea un escalar. La idea que permite en-
contrar la forma de los tensoresPαβ , Qαβγλ y Rαβγ es que
estos pueden expresarse en términos de los vectores y tenso-
res fundamentalesnα, δαβ y εαβγ .

Al escribir las primeras y segundas derivadas den̂ con
ı́ndices que pueden correr sobre todos sus valores, estamos
permitiendo de entrada que todas las combinaciones de ellas
puedan contribuir a la energı́a. Sin embargo, en la expansión
resultante śolo deben ser permitidos aquellos términos que
cumplan con las dos simetrı́as de la fase neḿatica discutidas
en la Sec. 6.1:̂n → −n̂ y r → −r. El objetivo del siguien-
te ańalisis es mostrar quefelas sólo tiene tres contribuciones
permitidas, la primera proporcional a(∇ · n̂)2, la segunda a
(n̂ ·∇× n̂)2 y la última a[n̂× (∇× n̂)]2.

Antes de comenzar con dicho análisis conviene comentar
que las simetrı́as n̂ → −n̂ y r → −r permiten una contri-
bución adicional proporcional a la divergencia del vectorm
definido por la Ec. (38). Ahora bien,felas, al igual quefbulk

en la Sec.7.1, es una densidad de energı́a, i.e., es enerǵıa por
unidad de volumen.felas representa la densidad de energı́a
causada por las distorsiones, almacenada en un elemento de
volumen infinitesimal,dV , centrado en una posición r. La
enerǵıa eĺastica total de una muestra de CL se obtendrá inte-
grandofelas(r) dV sobre todo el volumen ocupado por dicha
muestra,

Felas =
∫∫∫

V

felas(r) dV,

en donde hemos enfatizado el carácter tridimensional de la
operacíon involucrada al escribir una integral triple.

Para cualquier término en la Ec. (53) que sea una diver-
gencia,e.g.∇·m, podemos utilizar el teorema de la divergen-
cia de Gauss y escribir su contribución aFelasde la siguiente
manera ∫∫∫

V

∇ ·m dV = ©
∫∫

S
m · ŝ dS,

en dondeS es la superficie cerrada que delimita aV , ŝ es el
vector unitario que apunta en la dirección normal aS desde
el interior hacia el exterior,dS es el elemento infinitesimal de
área y la doble integral cerrada enfatiza el carácter bidimen-
sional de la operación. En otras palabras, la contribución de
∇·m a la enerǵıa total se reduce al flujo dem sobre la super-
ficie de la muestra. Esta contribución se interpreta entonces
como una energı́a superficial y no se considera cuando sólo
se estudia la energı́a voluḿetrica del CL o bien, cuando se
sabe que la contribución superficial seŕa pequẽna. Esta es la
situacíon que consideraremos a partir de ahora.

Dicho todo lo anterior, consideremos el primer término
de la expansión defelasen la Ec. (53). El tensor de rango dos,
Pαβ , puede tener tres contribuciones formadas a partir del
director, la delta de Kronecker y el sı́mbolo de Levi-Civita:
nαnβ , δαβ y εαβγnγ . Sin embargo, la primera conduce a un
resultado nulo al multiplicarse por∂αnβ ,

nαnβ∂αnβ = 0, (54)

debido a la Ec. (39). Mientras que laśultimas dos contribu-

ciones producen los siguientes resultados

δαβ∂αnβ = ∂αnα, (55)

y
εαβγnγ∂αnβ . (56)

Aunque los resultados de las Ecs. (55) y (56) no se cance-
lan, podemos ver que tales contribuciones no están permitidas
por violar una o ambas de las simetrı́asn̂ → −n̂ y r → −r.
En otras palabras, estos términos cambian de signo al inver-
tir el director o el vector de posición. En particular, obser-
va que al invertir las coordenadas se tiene:∂nα/∂(−xβ) =
−∂nα/∂xβ .

Lo anterior se resume en la Tabla I, en donde se consi-
deran los productos de las contribuciones dePαβ∂αnβ que
no se anulan y se indica conXo ×, respectivamente, si los
resultados satisfacen o no las simetrı́as y si son permitidos o
no. De este ańalisis podemos concluir que no pueden existir
contribuciones lineales en las derivadas den̂ afelas.

Para el segundo término en el lado derecho de la Ec. (53),
podemos ver que existen diversas combinaciones denα, δαβ

y εαβγ que forman tensores de cuarto rango. Al utilizar sólo
el director, se puede formar la combinación nαnβnγnλ. Al
combinar el director y la delta de Kronecker, se pueden for-
mar seis t́erminos:δαβnγnλ, δαγnβnλ, δαλnγnβ , δβγnαnλ,
δβλnαnγ y δγλnαnβ . Al utilizar el director y el śımbolo
de Levi–Civita se forman las siguientes cuatro combinacio-
nes:εαβγnλ, εαγλnβ , εαβλnγ y εβγλnα. Porúltimo, al utili-
zarúnicamente la delta de Kronecker, resultan tres términos:
δαβδγλ, δαγδβλ y δαλδβγ . La enorme mayorı́a de las combi-
naciones anteriores se anulan al multiplicarse por∂αnβ∂γnλ,
debido a la Ec. (39). Concretamente,

nαnβnγnλ∂αnβ ∂γnλ = 0,

δαβnγnλ∂αnβ ∂γnλ = 0,

δαγnβnλ∂αnβ ∂γnλ = 0,

δαλnγnβ∂αnβ ∂γnλ = 0,

δβγnαnλ∂αnβ ∂γnλ = 0,

δγλnαnβ∂αnβ ∂γnλ = 0,

εαβγnλ∂αnβ ∂γnλ = 0,

εαγλnβ∂αnβ ∂γnλ = 0.

Las contribuciones aQαβγλ que no se anulan cuando se
multiplican por∂αnβ∂γnλ conducen a los resultados mos-
trados en la Tabla II, en donde hemos ignorado los términos
que tienen la forma de una divergencia. La demostración de
estos resultados pueden consultarse en el Apéndice D.

Por otra parte, el tensorRαβγ en la Ec. (53), puede tener
las contribucionesnαnβnγ , εαβγ , δαβnγ , δαγnβ y δβγnα,
que dan lugar a los resultados que se muestran en la Tabla III
y se obtienen en el Aṕendice D, despúes de ignorar aquellos
términos con la forma de una divergencia.
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TABLE I. Posibles contribuciones de∂αnβ a la enerǵıa eĺastica.

Producto Resultado Simetrı́a n̂ → −n̂ Simetŕıar → −r ¿Permitido?

δαβ∂αnβ ∂αnα × × ×
εαβγnγ∂αnβ εαβγnγ∂αnβ X × ×

TABLE II. Posibles contribuciones de∂αnβ∂γnλ a la enerǵıa eĺastica. La columna de resultados ignora aquellos términos que tienen la
forma de una divergencia.

Producto Resultado Simetrı́a n̂ → −n̂ Simetŕıar → −r ¿Permitido?

δαβδγλ∂αnβ∂γnλ (∇ · n̂)2 X X X
δαγδβλ∂αnβ∂γnλ (∇ · n̂)2 + (n̂ ·∇× n̂)2 + (n̂×∇× n̂)2 X X X
δαλδβγ∂αnβ∂γnλ (∇ · n̂)2 X X X

δβλnαnγ∂αnβ∂γnλ (n̂×∇× n̂)2 X X X
εαβλnγ∂αnβ∂γnλ εαβλnγ∂αnβ∂γnλ × X ×
εβγλnα∂αnβ∂γnλ εβγλnα∂αnβ∂γnλ × X ×

TABLE III. Posibles contribuciones de∂α∂βnγ a la enerǵıa eĺastica. La columna de resultados ignora aquellos términos que tienen la forma
de una divergencia.

Producto Resultado Simetrı́a n̂ → −n̂ Simetŕıar → −r ¿Permitido?

nαnβnγ∂α∂βnγ − (n̂× (∇× n̂))2 X X X
εαβγ∂α∂βnγ εαβγ∂α∂βnγ × X ×
δαβnγ∂α∂βnγ − (∇ · n̂)2 − (n̂ ·∇× n̂)2 − (n̂× (∇× n̂))2 X X X
δαγnβ∂α∂βnγ − (∇ · n̂)2 X X X
δβγnα∂α∂βnγ − (∇ · n̂)2 X X X

Los resultados de las Tablas I a III demuestran, como
hab́ıamos anticipado, que todas las contribuciones permitidas
afelaspueden agruparse en las intensidades cuadráticas de las
deformaciones de arista,(∇ · n̂)2, torcida,(n̂ ·∇× n̂)2, y
doblada,[n̂× (∇× n̂)]2. La forma est́andar de agrupar es-
tas contribuciones es

felas =
1
2
K1 (∇ · n̂)2 +

1
2
K2 (n̂ ·∇× n̂)2

+
1
2
K3 (n̂×∇× n̂)2 . (57)

La Ec. (57) resalta la similitud entre la elasticidad de un
CL con la elasticidad de un resorte, Ec. (52). En efecto, para
un resorte de Hooke, en el que la fuerza es proporcional al
estiramiento, la energı́a crece cuadráticamente con la distor-
sión. Para un CL la energı́a eĺastica es también es cuadrática,
sólo que en las tres deformaciones independientes ilustradas
en la Fig. 12. Esto es una indicación de que el modelo de
Oseen-Frank también est́a basado en una aproximación li-
neal, en el que las torcas sobre el director son proporcionales
a las deformaciones, aunque, por brevedad, no abundaremos
más sobre la descripción mateḿatica de dicha relación. En
la Ec. (57), cada contribucíon tiene su propio coeficiente de
elasticidad. AK1, K2 y K3 se les conoce como las constantes
de Frank o constantes elásticassplay, twist y bend, respecti-
vamente. Ya quefelas se mide en unidades de energı́a sobre

volumen yn̂ es adimensional, las unidades de las constantes
de Frank son las mismas que las de la fuerza. Tı́picamen-
te sus valores son del orden de los pN (10−12 N) y tienen
una dependencia fuerte con la temperatura. Mediciones re-
portan para el 5CB a 24◦C, K1 = 6.5 pN, K2 = 3.5 pN
y K3 = 9.8 pN [76]. Para la misma substancia a los 30◦C
se reportanK1 = 5.3 pN, K2 = 3.2 pN y K3 = 5.8 pN y
cerca de los 26◦C otras mediciones dan resultados similares:
K1 = 6.2 pN, K2 = 3.9 pN y K3 = 8.2 pN [77]. Para el
MBBA cerca de los 25◦C, los valores reportados son [77,78]
K1 = 6.0 pN, K2 = 3.8 pN y K3 = 7.5 pN. Mientras que
para el PAA a los 125◦C se han reportado [77]K1 = 4.5 pN,
K2 = 2.9 pN y K3 = 9.5 pN.

Se puede observar que la constante asociada al dobla-
miento,K3, es significativamente mayor que las otras dos.
Por su parte, la constante de torsión,K2, es pequẽna.

En muchas situaciones de interés, la enerǵıa descrita por
la Ec. (57) es demasiado compleja para tratarse analı́tica o
numéricamente. Cuando esto ocurre, suele utilizarse una sim-
plificación que consiste en suponer que todas las constantes
de Frank tienen el mismo valor,i.e., K1 = K2 = K3 = K.
A esta simplificacíon se le llama laaproximacíon de cons-
tantes eĺasticas iguales. Bajo ella,felas adquiere la siguiente
forma, que es sencilla de recordar pues sólo involucra a la
divergencia y rotacional del director,
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felas =
1
2
K

[
(∇ · n̂)2 + (∇× n̂)2

]
. (58)

El uso de la notación deı́ndices facilita mucho el poder
reducir la Ec. (57) a la Ec. (58), como se demuestra en el
Apéndice E.

Los valores experimentales de las constantesK1, K2 y
K3 que presentamos previamente para el 5CB, el MBBA y
el PAA, claramente prohiben que podamos considerar exac-
tas las predicciones basadas en la Ec. (58). A pesar de esto,
la aproximacíon de constantes elásticas iguales es muýutil
para comprender de manera cualitativa y describir aproxima-
damente las distorsiones del campo director.

7.2.3. Representación tensorial de la energı́a elástica

Además de las consideraciones que hemos hecho en la
Sec.7.2.2, una limitacíon importante de la Ec. (57) que pode-
mos sẽnalar es que, al deducirla, no hemos tomado en cuenta
que adeḿas del director, el parámetro de orden escalar tam-
bién puede sufrir variaciones espaciales. Esto es particular-
mente importante en el caso de los llamados CL coloidales,
que se forman al introducir partı́culas de tamãno micro o na-
nométrico en un CL [42,79]. En estos casos se forman singu-
laridades alrededor de las partı́culas intrusas, conocidas como
defectos topoĺogicos, que pueden tomar la forma de puntos o
curvas con un ńucleo con un valor muy bajo deS, como si
allı́ el CL se hubiera fundido. Esto genera variaciones muy
grandes en la energı́a eĺastica que la Ec. (57) no puede recu-
perar. Ḿas áun, en el ńucleo de los defectos el director que-
da indefinido y la Ec. (57) pierde sentido. En estos casos es
necesario representar la energı́a eĺastica en t́erminos de los
cambios espaciales del tensorQαβ , los cuales cuantifican de
manera ḿas acertada las deformaciones del CL.

De manera similar al proceso que llevamos a cabo pa-
ra obtener la ecuación (57), las derivadas espaciales∂αQβγ ,
∂α∂βQγλ, etc., pueden considerarse pequeñas yfelas puede
expandirse en términos de ellas. Sin embargo, debido a que
Qαβ tiene un rango tensorial mayor quên, llevar cabo es-
ta expasíon es un procedimiento matemático ḿas complejo.
Aqúı nos limitaremos a presentar la forma estándar de la ex-
pansíon resultante y sẽnalar su conexión con la ecuación (57).
Espećıficamente,felasen la representación tensorial suele es-
cribirse como

felas =
1
2
L1∂γQαβ ∂γQαβ +

1
2
L2∂βQαβ ∂γQαγ

+
1
2
L3Qαβ ∂αQγλ ∂βQγλ. (59)

Observa que en la Ec. (59) hay sumatorias implı́citas so-
bre todos lośındices involucrados, lo que implica quefelases,
como debeŕıa, un escalar. Cabe resaltar aquı́ la utilidad de la
notacíon déındices que permite condensar en una fórmula re-
lativamente compacta una expansión con una forma explı́cita
muy larga. Especı́ficamente, si se expandieran las sumatorias
sobréındices repetidos en la Ec. (59), se observarı́a que el pri-
mer, segundo y tercer términos en su lado derecho consisten,

a su vez, de27, 27 y 81 términos, respectivamente. Por ello,
se recomienda prestar mucho atención a dicha expansión al
acercarse por primera vez a su uso.

Los coeficientes de la expansión en la Ec. (59), L1, L2

y L3, son las constantes elásticas correspondientes a la re-
presentacíon tensorial de tres deformaciones fundamentales
y tienen la caracterı́stica de ser independientes deS. La re-
lación entre las constantesKi y Li, parai = 1, 2, 3, puede
establecerse al sustituir la Ec. (11) en la Ec. (59), desarro-
llar las derivadas involucradas suponiendo queS es uniforme
para aśı comparar miembro a miembro el resultado con la
Ec. (57). Esto conduce a

L1 = 2
3K2 −K1 + K3

27S2
, (60)

L2 = 4
K1 −K2

9S2
, (61)

y

L3 = 4
K3 −K1

27S3
, (62)

tal como se demuestra en detalle en el Apéndice F.
En la pŕactica, los valores deL1, L2 y L3 suelen asignarse

utilizando las Ecs. (60) a (62) y los valores experimentales
para las constantes de Frank y el parámetro de orden esca-
lar [66,80,81]. En la aproximación de constantes iguales, las
Ecs. (60) a (62) resultan en

L1 = L =
2
9

K

S2
, (63)

y L2 = L3 = 0, lo que reduce la Ec. (59) a

felas =
1
2
L∂γQαβ ∂γQαβ . (64)

La Ecs. (57) y (59) son las f́ormulas fundamentales de
la teoŕıa de los CL descritos como materia continua y son
ampliamente utilizadas en investigaciones actuales, donde se
consideran las contribuciones a la energı́a estudiadas aquı́,
fbulk + felas, y otras que representan la interacción del CLN
con superficies y campos externos, para analizar las distor-
siones resultantes en el alineamiento molecular [82-84].

8. Reflexiones finales

En este artı́culo hemos presentado algunas de las propieda-
des b́asicas de las fases intermedias de la materia conocidas
como CL. Despúes de discutir sobre su historia y tipos prin-
cipales, hemos presentado una descripción mateḿatica deta-
llada de las caracterı́sticas que definen la estructura, simetrı́a
y enerǵıa de la fase de CL ḿas simple,i.e., la llamada fase
neḿatica. Al entender que la lectura de este trabajo pudiera
representar un primer acercamiento al tema de los CL, hemos
excluido la exposicíon de situaciones en donde los CLN están
fluyendo o se ven afectados por campos externos, superficies
o part́ıculas intrusas. Todas estas situaciones son de enorme
inteŕes fundamental y práctico pero, dada su complejidad y
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extensíon, consideramos que es mejor discutirlas en entregas
subsecuentes. En una segunda parte de este curso se presen-
taŕan, precisamente, los efectos de campos electrostáticos y
magnetost́aticos sobre el campo director y el anclaje que cau-
san superficies sólidas en contacto con CLN y se analizarán
en detalle diversos patrones de orientación que surgen como
consecuencia de estos efectos.

Como hemos podido apreciar, aún en este caso, el trata-
miento mateḿatico de un CL no es sencillo. El entendimien-
to de sus conceptos y propiedades básicas requiere del uso
de herramientas matemáticas que abarcan, entre otras, la pro-
babilidad, el ćalculo vectorial, eĺalgebra lineal y eĺalgebra
de tensores. En este artı́culo, hemos procurado explicar cómo
deben utilizarse estas herramientas y en algunos casos he-
mos, incluso, presentado las definiciones de las operaciones
utilizadas. Lo anterior vuelve a este primer curso de CL auto-
contenido y, en nuestra opinión, brinda dos ventajas adiciona-
les. Primero, se aprecia la relevancia de todas estas ramas de
las Mateḿaticas en la F́ısica, conénfasis en el estudio de la
materia suave. Segundo, las técnicas aprendidas aquı́ pueden
utilizarse para el estudio de otros sistemas,e. g.el manejo de
tensores para el estudio de la mecánica de fluidos o el medio
continuo.

Asimismo, hemos discutido sobre la conexión de los CL
con ramas de la Fı́sica y la Qúımica como el Electromagne-
tismo, la Termodińamica, laÓptica y la Qúımica Orǵanica.
En la investigacíon actual, los CL son de interés en una di-
versidad mucho ḿas grande de campos. Proveen de ejemplos
tangibles y casos de estudio a la Topologı́a y la Teoŕıa de
Nudos [84] a los ḿetodos nuḿericos de solución de ecuacio-
nes diferenciales parciales [85,86] y de la Fı́sica Estad́ıstica
Computacional [72,87-89] donde muchas de las fórmulas que
hemos ensẽnado aqúı son ampliamente utilizadas. También
son enormemente estudiados por su relevancia en potencia-
les aplicaciones bioḿedicas [33,54,56].

Todo lo anterior demuestra que el estudio de los CL es
multidisciplinario y complejo y que su aprendizaje deberı́a
considerarse fundamental para todos los interesados en des-
arrollar investigacíon de frontera en el campo de la materia
condensada suave.

Apéndice

A. Valores ĺımite del parámetro de orden

Para calcularS, puede considerarse un marco de referencia
en dondên coincide con el eje polar de un sistema cartesia-
no, tal como se muestra en la Fig. 13. El eje molecular,ûi,
queda determinado por losángulos polar,θi, y azimutal,φi.
Dada la simetŕıa uniaxial,ésteúltimo puede medirse con res-
pecto a cualquier eje sobre el plano perpendicular an̂.

De acuerdo con la Ec. (7), S puede calcularse de la forma

S =
1
2

∫∫

esfera unitaria

dΩiP (φi, θi)
(
3 cos2 θi − 1

)
, (A.1)

FIGURE 13. Sistema de referencia utilizado para calcular el
paŕametro de orden escalar.

donde
dΩi = senθi dφi dθi,

es el elemento déangulo śolido de las coordenadas esféricas
y P (φi, θi) la densidad de probabilidad de queûi est́e orien-
tado a lo largo de lośangulosφi y θi.

Cuando un CLN está completamente desordenado,
P (φi, θi) se distribuye uniformemente sobre la esfera uni-
taria. La probabilidad de encontrarûi dentro del elemento de
ángulo śolido dΩi es

P (φi, θi)dΩi =
1
4π

senθi dφi dθi. (A.2)

Al sustituir la Ecs. (A.2) en (A.1) se obtiene

S =
1
8π

∫ 2π

0

dφi

∫ π

0

dθi senθi

(
3 cos2 θi − 1

)

=
1
4

[
3

∫ π

0

dθi senθi cos2 θi −
∫ π

0

dθi senθi

]

=
1
4

[
3
2
3
− 2

]
= 0.

Por otra parte, cuando todas las moléculas est́an perfecta-
mente alineadas con el director tenemosûi = n̂ y al sustituir
esta igualdad en la Ec. (7) nos queda

S =
1
2
〈3 (n̂ · n̂)2 − 1〉 =

1
2
〈3− 1〉 = 1.

B. Valores y vectores propios del tensor de
parámetro de orden en el caso uniaxial

Para llevar a cabo los cálculos en este apéndice utilizaremos
notacíon matricial, en la cual el tensor de parámetro de orden
tiene la forma

Q =
1
2
〈3ûû− I〉. (B.1)
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En el caso uniaxial, eĺunico eje distitivo es paralelo ân.
Las direcciones perpendiculares an̂ son todas equivalentes.
Entonces, por simetrı́a, puede anticiparse quên seŕa un vec-
tor propio deQ. Consecuentemente,Q · n̂ = λn̂, dondeλ es
el valor propio correspondiente. Entonces, al multiplicar por
n̂T por la izquierda podremos escribir

n̂T ·Q · n̂ = n̂T · λn̂ = λ. (B.2)

Ahora es posible demostrar que, efectivamente,λ = S.
Para ello, sustituyamos la Ec. (B.1) en (B.2),

λ =
1
2
n̂T · 〈3ûû− I〉 · n̂.

Dado quên es constante, puede entrar en losbraketsque
indican el promedio. Aśı se obtiene

λ =
1
2

(
3n̂T · 〈ûû〉 · n̂− n̂T · I · n̂)

=
1
2

(
3

〈
n̂T · ûû · n̂〉− n̂T · n̂)

=
1
2

[
3

〈
(û · n̂)2

〉
− 1

]

=
1
2

〈
3 (û · n̂)2 − 1

〉
= S.

De laúltima igualdad también se obtiene el siguiente re-
sultado que será de utilidad

〈
(û · n̂)2

〉
=

2S + 1
3

. (B.3)

Tambíen por simetŕıa, puede anticiparse queQ tendŕa un
valor propio degenerado,λ′, asociado con la libertad de que
cualquier vector en el plano perpendicular an̂ debe ser un
vector propio. Sin ṕerdida de generalidad, consideremos el
sistema ortonormal de vectores{m̂1, m̂2, n̂} mostrado en la
Fig. 13. Entonces, de manera análoga a la Ec. (B.2), se cum-
ple

m̂T
1 ·Q · m̂1 = λ′, (B.4)

y al sustituir la Ec. (B.1) y desarrollar los productos también
se obtiene

λ′ =
1
2

〈
3 (û · m̂1)

2 − 1
〉

. (B.5)

Las orientaciones moleculares se pueden expresar en
términos de la base{m̂1, m̂2, n̂}, de la siguiente forma

ûi = (ûi · m̂1) m̂1 + (ûi · m̂2) m̂2 + (ûi · n̂) n̂. (B.6)

Dado quem̂1, m̂2 y n̂ son unitarios y mutuamente per-
pendiculares, tenemosu2

i = 1 = (ûi · m̂1)
2 + (ûi · m̂2)

2 +
(ûi · n̂)2 y, al promediar,

〈(û · m̂1)
2〉+ 〈(û · m̂2)

2〉+ 〈(û · n̂)2〉 = 1.

Sin embargo, dado que las direccionesm̂1 y m̂2 son
equivalentes, podemos esperar que los ejes moleculares

se proyecten igualmente sobre ellas. Consecuentemente,
〈(û · m̂1)

2〉 = 〈(û · m̂2)
2〉, lo que conduce a

〈(û · m̂1)
2〉 =

1− 〈(û · n̂)2〉
2

=
1
3

(1− S) , (B.7)

en donde, para obtener laúltima igualdad se ha utilizado la
Ec. (B.3). Finalmente, al sustituir la Ec. (B.7) en la Ec. (B.5)
se obtiene el menor de los eigenvalores deQ,

λ′ = −S

2
. (B.8)

C. S y Tc en el modelo de Landau–de Gennes

La cantidad de orden en la fase nemática puede encontrarse al
calcular el valor en el que∆fbulk adquiere un ḿınimo. Al de-
rivar la expresíon (28) con respecto aS, igualar el resultado
a cero y considerar el caso en el queS 6= 0, se obtiene

2A

3
− 2B

9
S +

4C

9
S2 = 0, (C.1)

la cual, despúes de un poco déalgebra, se reduce a

3A

2C
− B

2C
S + S2 = 0. (C.2)

Al resolver esta ecuación cuadŕatica paraS se obtiene,
precisamente, la Ec. (29). La solucíon conjugada no se con-
sidera pues corresponde al máximo de la funcíon∆fbulk, que
separa a las fases isotrópica y neḿatica.

La cantidad de orden a la temperatura crı́tica puede obte-
nerse de imponer la condición de que adeḿas de tener un
mı́nimo enSc, ∆fbulk tambíen se anula en ese valor,i.e.,
∆fbulk(Sc) = 0, lo que conduce a

A

3
S2

c −
2B

27
S3

c +
C

9
S4

c = 0, (C.3)

o bien, al considerar queSc 6= 0 y multiplicar por2,

2A

3
− 4B

27
Sc +

2C

9
S2

c = 0. (C.4)

Entonces, al evaluar la Ec. (C.1) en S = Sc, y restar el
resultado t́ermino a t́ermino con la Ec. (C.4), resulta

(
−2

9
+

4
27

)
BSc +

(
4
9
− 2

9

)
CS2

c = 0, (C.5)

cuya solucíon no trivial es justamente la Ec. (31).
Finalmente, al sustituirSc dado por la Ec. (31) en la

Ec. (C.2) se obtiene

3A

2C
− B2

6C2
+

B2

9C2
= 0, (C.6)

de la cual, al sustituirA = A′(Tc − T ∗) y despejarTc se
obtiene la Ec. (30).
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D. Demostraciones adicionales relacionadas con las derivadas den̂

La Ec. (37) puede demostrarse al calcular primero

∂α (nα∂βnβ) = nα∂α∂βnβ + ∂αnα ∂βnβ = nα∂α∂βnβ + (∇ · n̂)2 , (D.1)

en donde hemos utilizado la Ec. (36), y

∂α (nβ∂βnα) = nβ∂α∂βnβ + ∂αnβ ∂βnα = nα∂α∂βnβ + ∂αnβ ∂βnα, (D.2)

en donde, para obtener la segunda igualdad intercambiamos el order de las derivadas en el primer término y despúes renom-
bramos lośındicesα comoβ y viceversa, aprovechando que son mudos. Al restar miembro a miembro las Ecs. (D.1) y (D.2)
y reorganizar los t́erminos, se obtiene la Ec. (37).

Para demostrar la validez de la Ec. (47), podemos partir de la Ec. (46) reescrita con un reordenamiento de los factores y
una permutación ćıclica deı́ndices

[n̂× (∇× n̂)]α = εγαβεγλµnβ∂λnµ.

Al utilizar la Ec. (43) y expandir los productos involucrados obtenemos el resultado deseado,

[n̂× (∇× n̂)]α = (δαλδβµ − δαµδβλ)nβ∂λnµ = nβ∂αnβ − nβ∂βnα = −nβ∂βnα,

en donde en eĺultimo paso hemos utilizado la Ec. (39).
Con el fin de demostrar la Ec. (51), podemos sustituir el productoεαβγελµν dado por la Ec. (44) en la igualdad (49). Al

desarrollar los productos y contraer sobre las deltas de Kronecker obtenemos

(n̂ ·∇× n̂)2 = nαnλ∂βnγ ∂µnν

[
δαλ (δβµδγν − δβνδγµ)− δαµ (δβλδγν − δβνδγλ) + δαν (δβλδγµ − δβµδγλ)

]

= ∂βnγ ∂µnν (δβµδγν − δβνδγµ)− nαnλ∂βnγ ∂αnν (δβλδγν − δβνδγλ)−
»»»»»»»»:0
nαnλ∂βnγ ∂µnα (δβλδγµ − δβµδγλ)

= ∂βnγ ∂βnγ − ∂βnγ ∂γnβ − nαnβ ∂βnγ ∂αnγ −»»»»»»»»:0
nαnβ ∂γnγ ∂αnβ

= ∂αnβ ∂αnβ − ∂αnβ ∂βnα − nβnγ ∂βnα ∂γnα, (D.3)

en donde hemos podido cancelar varios términos id́enticamente debido que contienen productos de la forma dada por la Ec. (39)
y en elúltimo paso simplemente hemos renombrado losı́ndices mudos para facilitar la comparación subsecuente del resultado.
El segundo t́ermino del lado derecho de la Ec. (D.3), est́a dado por la Ec. (37), mientras que el tercero es el negativo de
(n̂× (∇× n̂))2, tal como se exhibe en la Ec. (48). Al hacer estas identificaciones y sustituir, se demuestra que la Ec. (51) es
correcta.

Los productos que aparecen en la segunda columna de la Tabla II pueden obtenerse de la siguiente manera. Para el primer
rengĺon, la contraccíon directa de lośındicesβ y λ produce

δαβδγλ∂αnβ ∂γnλ = ∂αnα ∂γnγ = (∇ · n̂)2 .

Para el tercer renglón, al contraerγ y λ resulta

δαγδβλ∂αnβ ∂γnλ = ∂αnβ∂αnβ = (∇ · n̂)2 + (n̂ ·∇× n̂)2 + (n̂×∇× n̂)2 + ∇ ·m,

donde se ha utilizado la Ec. (51). Al ignorar el t́ermino∇ ·m se obtiene el resultado deseado.
De manera similar, para el cuarto renglón se tiene, de acuerdo con la Ec. (37),

δαλδβγ∂αnβ ∂γnλ = ∂αnβ ∂βnα = (∇ · n̂)2 + ∇ ·m,

que tambíen produce el resultado deaseado al ignorar la divergencia dem.
El producto del quinto renglón es

δβλnαnγ∂αnβ ∂γnλ = nαnγ∂αnβ∂γnβ = (n̂× (∇× n̂))2 ,

donde la identificación es directa de acuerdo con la Ec. (48).
Los últimos dos renglones de la Tabla II no requieren desarrollo.
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Para obtener los resultados de la segunda columna en la Tabla III, lo más conveniente es seguir un paso similar al que se
usa en la integración por partes, seguido de anular las productos que tienen la forma dada por la Ec. (39). Espećıficamente, para
el producto del segundo renglón se tiene

nαnβnγ∂α∂βnγ = nαnβ»»»»»»:0
∂α (nγ∂βnγ)− nαnβ∂αnγ ∂βnγ = − (n̂×∇× n̂)2 ,

de acuerdo con la Ec. (48).
El tercer rengĺon en la Tabla III no requiere desarrollo, mientras que para el cuarto se tiene

δαβnγ∂α∂βnγ = nγ∂α∂αnγ =»»»»»»:0
∂α (nγ∂αnγ)− ∂αnγ ∂αnγ ,

en donde el t́ermino que no se cancela puede indentificarse en la Ec. (51). Al despejarlo e ignorar la divergencia dem se
obtiene el resultado deseado.

Los resultados del quinto y sexto renglón en la Tabla III se obtienen de manera idéntica como sigue

δαγnβ∂α∂βnγ = nβ∂α∂βnα = nβ∂β∂αnα = ∂β (nβ∂αnα)− ∂βnβ ∂αnα,

donde se obtiene el resultado buscado al ignorar el primer término por ser una divergencia.

E. Aproximación de constantes elásticas iguales

Para obtener la expresión (58), puede partirse primero de la igualdad

(∇ · n̂)2 + (∇× n̂)2 = ∂αnα ∂βnβ + εαβγ∂βnγεαµν∂µnν = ∂αnα ∂βnβ + ∂βnγ∂µnν (δβµδγν − δβνδγµ)

= ∂αnα ∂βnβ + ∂µnγ ∂µnγ − ∂νnµ∂µnν = ∂αnα ∂βnβ + ∂αnβ ∂αnβ − ∂αnβ∂βnα, (E.1)

en donde en la segunda igualdad hemos utilizado la Ec. (43) y en laúltima hemos renombrado losı́ndices mudos.
Por otra parte, al suponerK1 = K2 = K3 y reescribir la Ec. (58) en t́erminos de las expresiones en notación deı́ndices

para(∇ · n̂)2 (Ec. (36)), (n̂× (∇× n̂))2 (Ec. (48)), y (n̂ ·∇× n̂)2 (Ec. (50)), obtenemos

felas =
1
2
K (∂αnα∂βnβ + ∂αnβ ∂αnβ − ∂αnβ ∂βnα − nβnγ ∂βnα ∂γnα +nβnγ ∂βnα ∂γnα)

=
1
2
K (∂αnα∂βnβ + ∂αnβ ∂αnβ − ∂αnβ ∂βnα) . (E.2)

Al comparar las Ecs. (E.1) y (E.2) se observa la validez de la expresión (58).

F. Relacíon entre las constantes elásticasKi y Li

Al utilizar la Ec. (11) y suponer queS es uniforme, se puede demostrar la siguiente igualdad

∂γQαβ =
3
2
S (nα∂γnβ + nβ∂γnα) ,

de la cual se obtienen las contribuciones a la energı́a eĺastica en la representación tensorial, Ec. (59),

∂γQαβ∂γQαβ =
9
2
S2∂βnα ∂βnα, (F.1)

∂βQαβ∂γQαγ =
9
4
S2 (∂αnα ∂βnβ + nβnγ∂βnα ∂γnα) , (F.2)

Qαβ∂αQγλ∂βQγλ =
9
4
S3 (3nαnβ∂αnγ ∂βnγ − ∂βnα∂βnα) . (F.3)

Para obtener las Ec. (F.1) a (F.3) es necesario expandir los productos y utilizar la Ec. (39).
Las cantidades en el lado derecho de las Ecs. (F.1) a (F.3) pueden identificarse con las contribuciones cuadráticas de las

deformaciones a través de las Ecs. (36), (48) y (51). Al utilizar estas ecuaciones, agrupar los términos correspondientes a cada
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tipo de deformacíon, ignorar aquellos que corresponden a una
divergencia y comparar el resultado miembro a miembro con
la Ec. (57) se obtienen las igualdades siguientes

9
2
S2L1 +

9
4
S2L2 − 9

4
S3L3 = K1, (F.4)

9
2
S2L1 − 9

4
S3L3 = K2, (F.5)

y
9
2
S2L1 +

9
4
S2L2 +

9
2
S3L3 = K3. (F.6)

La Ec. (62) resulta de restar miembro a miembro las
Ecs. (F.6) y (F.4) y despejarL3. La Ec. (61) se obtiene al
sustituir la f́ormula obtenida paraL3 en la Ec. (F.5) y des-
pejarL1. Finalmente, la Ec. (60) se obtiene al sustituir los
resultados paraL1 y L3 en la Ec. (F.4) y despejarL2.

Como nota final se menciona que las Ecs. (60) a (62) son
equivalentes a las reportadas en Ref. [90], excepto porque la
representación de la enerǵıa en esa referencia se da en térmi-
nos del tensor que aquı́ llamamosSαβ y por un aparente error
en la potencia deS en la f́ormula paraL3.
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i. La mayoŕıa de los primeros artı́culos sobre CL están escritos
en aleḿan y franćes. Algunos de ellos pueden encontrarse tra-
ducidos en la Ref. [5], que es una compilación comentada de
art́ıculos hist́oricamente importantes sobre este tema.

ii. Algunas emulsiones nos son muy familiares, como la leche (go-
tas de aceite en agua) o la vinagreta (gotas de aceite en vinagre).
Ambos ejemplos son lı́quidos turbios y es por ello que super-
ficialmente se parecen al estado de lı́quido turbio identificado
por Reinitzer.

iii. Lehmann fue nominado, sińexito, para recibir el Premio Nobel
de 1913 a 1922.

iv. El término “neḿatico”, proviene del griego antiguonématos,
νήµατoς, que significacabello. La raźon por la cual la fase
neḿatica recibe este nombre es que al mirarse en un micros-
copio con polarizadores cruzados, se aprecian curvas delgadas
obscuras que asemejan cabellos. El nombre fue sugerido por
Marie Friedel, hija de Georges Friedel [8].Ésteúltimo, despúes
de afirmar que los CL no eran birrefringentes, cambió de opi-
nión y acept́o la existencia de fases que combinan propiedades
cristalinas y de fluidez.

v. No se deben confundir los sı́mbolos para lośındices de refrac-
ción ordinario y extraordinario con las componenetes den̂ para
las cuales se reservará la notacíonnα, conα = 1, 2, 3.

vi. El término “esḿectico”, tiene su origen en la palabra del griego
antiguosḿ̄ekhein, σµὴχειν, que significalimpiar. La causa de
esta designación es que una muestra de CLE tiene capas apila-
das que pueden deslizarse unas sobre otras comportándose de
manera similar a un jabón, el cual es, de hecho, un CLE [8].

vii. Las fases “colestéricas” se denominan ası́ por tener carcaterı́sti-
cas similares a las del benzoato de colesterilo descubierto por
Reinitzer. El t́ermino “quiral” es un nombre alternativo que de-
riva de la palabra griega paramano, kheir, χείρ.

viii. Recordemos que un dipolo eléctrico consiste esencialmente de
dos cargas elénctricas de la misma magnitud y signo opuesto,
separadas por una distancia fija.

ix. El término “liotrópico” proviene del griegolyo (λύω) que sig-
nificadisolvery trópos(τρóπoς) que significadireccióno sen-
tido.

x. En este artı́culo las propiedades tensoriales de las diversas can-
tidades que estudiaremos no serán analizadas exhaustivamente.
Para nuestros propósitos seŕa suficiente identificar como tenso-
res a aquellas cantidades escalares, vectoriales o matriciales que
son invariantes ante un cambio de la base utilizada para descri-
birlas. Esto implica,e.g., que un vector es al mismo tiempo un
tensor de rango uno, si al cambiar de base sigue apuntando en
la misma direccíon y teniendo la misma magnitud, aunque sus
componentes sean distintas.

xi. En electromagnetimo,e.g., la ley de Gauss nos dice que los
campos electrostáticos emanan de los puntos con densidad de
carga eĺetrica diferente de cero,∇ · E = ρe/ε0; y la ley de
Ampère nos dice que un campo magnetostático circula alrede-
dor de una densidad de corriente,∇×B = µ0J.
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