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Los cristalesiquidos son el prototipo de la llamada materia condensada suavérmimas simples, soniuidos con estructura” que
historicamente han recibido mucho ingsrtanto por ser fuente de nuevos conceptos y conocimientdsiea,Eomo por tener aplicaciones
electrapticas importanteg. g.en las pantallas de computadoras aties y teéfonos celulares. Bk recientemente, se ha descubierto que los
cristalesiquidos podian aplicarse en la fabricawi de metamateriales y en biomedicina, donde son potencialimiateen la identificaéin

de tejidos, la repartioin controlada desfrmacos y la detean de bacterias y virus. No obstante, e@xito, los cursos sobre cristaléguidos

se incluyen en muy pocos programas universitariosidiedy en la mayda de los casos son optativos. Por ello, es escasa la literatura en
espdiol para la endeanza sobre cristalegjuidos. En este ddulo discutiremos sobre laigica elemental de los cristaldgjidos y las
herramientas matemticas que permiten analizarlos. Principalmente, explicareiw® caracterizar ariicamente la simeta y el orden

de los cristalesijuidos neraticos uniaxiales esticos, la fase de cristalguido mas sencilla de todas. Conduciremos esta explicaen
téerminos kasicos, apropiados para estudiantes de ciencias o ingeng&un nivel intermedio de licenciatura, con conocimientosigiebra
lineal y calculo vectorial, que deseen acercarse por primera vez a este tema. Nuestro objetivo es objetivo es apoyar a la comifiiaad cient
mexicana en la formagn de recursos humanos en este campo.

Descriptores: Materia suave; anisotrogs autoensamblaje; transiciones de faseapatros de orderglgebra tensorial.

Liquid crystals are the prototype of the so-called Soft Condensed Matter. In simple terms, they are “structured liquids” that historically
have received a lot of interest because they help to generate new concepts and knowledge in physics, and possess important electro—optic
applicationsg.g, in displays of mobile computers and telephones. More recently, it has been discovered that liquid crystals could be applied
in the fabrication of metamaterials and in biomedicine where they are potentially useful for tissue identification, controlled drug delivery, and
detection of bacteria and viruses. However, in Mexico, liquid crystals courses are included only in a few undergraduate programs on physics,
being elective in most of the cases. Therefore, literature for teaching about liquid crystals in Spanish is scarce. In this paper we will discuss
about the elementary physics of liquid crystals and the mathematical tools that permit us to analyze them. We will explain, mainly, how to
analytically characterize the symmetry and order of static uniaxial nematic liquid crystals, the simplest of all liquid crystal phases. We will
conduct this explanation in basic terms, suitable for science and engineering students at intermediate undergraduate level, with knowledgt
about linear algebra and vector calculus, willing to approach to this subject for the first time. Our goal is to support the Mexican scientific
community in preparing human resources in this field.
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1. Introduccion monografa. Ese no es el pragito de este manuscrito.ad
bien, se toma un enfoque pedagco para presentar algunos

Los cristales iquidos (CL) son fases de la materia quede los conceptosésicos de la Bica y las Materaticas de
ocurren entre los cristaleslgos y los Iquidos ordina-  |os CL relacionados con la descripnide su estructura. En
rios [1]. Estas fases combinan propiedades de cristalinidad g Sec. 2 se incluye un resumen bisto de ®@mo los CL
de fluidez y, sin embargo, exhiben tenenos exclusivos que se establecieron como un campo de estudio relevante en la
no se presentan ni en los cristales ni en iqaitios simples.  ciencia. En la Sec. 3 se discute sobre los conceptos de autoen-
Lo anterior genera un enorme ingsrpor estudiarlas y hace samblaje y anisotrdp. En las Secs. 4, y 5 respectivamente, se
factible su aplicadin en numerosas tecnolag [2]. No obs-  describen de las faseigilido-cristalinas termabpicas y lio-
tante, el caacterdnico de los CL requiere de la formulaai  tropicas. En la Sec. 6 se da una expliéagiormenorizada de
de variables nuevas y modelos que result@s momplejos  |as variables que describen la estructura de fases de CL con la
que la simple combinagn de las tedas del estadodidoy  simetia mas simple (llamadas fases néticas). En la Sec. 7
la mednica de fluidos [3,4]. se explica la manera en la que se cuantifican dos de las con-

Aunque a primera vista nos pueda parecer contradictoridribuciones energficas caractésticas de las fases néticas:
una manera breve de explicarégson los CL, séa decir que  la enerda de Landau—de Gennes y la enarghstica. Todos
son “liquidos con estructura” [1]. La ciencia de estdgtli-  estos temas se abordan de manera autocontenida y con detalle
dos estructurados” es multifeiica, multidisciplinaria, com-  alin en los élculos lasicos, para que puedan estudiarse auto-
pleja materaticamente y enorme en cantidad dedi@enos.  didacticamente o bien para que el material pueda servir como
Asi que resulta imposible abarcarla totalmeniosn una
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guia para su en$@anza. Finalmente, en la Sec. 8 se realizarpoda fluir. Si,e. g, levantaba o presionaba Enhina superior
algunas reflexiones finales y se plantean l&xipnas exten- del portaobjetos, la substancia era succionada hacia arriba o
siones de este curso. se desparramaba hacia los lados, respectivamente. El estudio
sisten@tico de este y otros compuestos relacionados, le con-
dujo a concluir que estositjuidos con birrefringencia” eran
una nueva fase de la materia, que combinaban todas las pro-
piedades de fluidez y cristalinidad. En 1900, tras haber uti-
lizado varios nombres tentativos para ellas cdiimssende
El descubrimiento de los CL se atribuye a Friedrich Reinit-Kristalle (cristales que fluyen) &ristallinischer Fussigkei-
zer (1857-1927) [5-8]. Como muchos descubrimientos imten (liquidos cristalinos) [10,11], las nomiocomo las cono-
portantes en la ciencia, el de los CL fue casual. Reitnitzegemos hoyfliissige Kristallgen espaol, CL [12].
trabajaba como bahico en la secon alemana de la Uni-
versidad de Praga y realizaba experimentos para determingr2, Primeras investigaciones: entre el asombro y el es-
si el colesterol extiigo de fuentes vegetales y animales era cepticismo
un compuestdinico o un conjunto de compuestos emparen-
tados. En 1888, al analizar el comportamierificb de un  Los estudios de Lehmann abrieron un campo nuevo en el
compuesto en particular, enzoato de colesterilalescu- que participaron inicialmente muchdsitos y qimicos ale-
brid para su sorpresa géste no se furid ni se solidificaba manes y franceses. Un ejemplo es el de Ludwig Gatter-
como lo hatan las substancias estudiadas hasta entonces. Lagnn (1860-1920) y A. Ritschke, quienes en 1890 sinteti-
substancias ordinarias puras sélidas a temperaturas bajas zaron los primeros CL artificiales [13]. Uno éstos, epa-
y se funden a una temperatura precisa y repetible cuando sg-azoxianisol (PAA), mostr cambios con la temperatura y
calientan. Si eliuido resultante se eid, se solidifcagiala  propiedade$pticas y de fluidez similares a las de los com-
misma temperatura a la cual se fumgreviamente. puestos de Lehmann y se comvirén uno de los materiales

El benzoato de colesterilo diferen el hecho de que apa- eséndar para el diisis de los CL. Taml&in puede mencio-
rentaba tener dos temperaturas o puntos dérfugi 145.5C  narse a Daniel Voéinder (1867-1941), quien clasdidlife-
su fase 6lida se funda en uniquido turbio. Si esteifuido  rentes compuestos de acuerdo con su capacidad de dar lugar
turbio se calentaba@s, se volia transparente alos 178G. 0 no a CL, siendo su contribuii mas importante el notar
Si el liquido transparente se enfriaba, el proceso se favert que aquellos quei $o hacen esin formados por mékulas
las mismas temperaturas {9Cerca de las temperaturas pre- alargadas [14,15]. Esto hecho&enuy importante, tal como
vias, Reinitzer obsefvuna notoria coloradn azul-violeta lo veremos en la Sec. 3.
del benzoato de colesterilo. Sin embargo, dado que su for- Sin embargo, la idea de que pad existir cristales que
macibn acaémica era en bahica, no pudo dar una expli- fluyen no fue aceptada de manera generalizada. Resultaba
cacbn mas profunda de este femeno fisicogimico. Por  facil desestimar a los CL comaglidos ordinarios que al-
ello, decidb buscar tal explicadn con la ayuda de alguien bergaban impurezas en la forma de pémsecristales o bien,
mas y en marzo de 1888 compartu descubrimiento con como emulsiones, en las que gotas deignoitlo eshn sus-
un profesor experto en microsdayy cristalograf, llamado  pendidas en otfé. Algunos citicos sugeian con muy po-
Otto Lehmann (1855-1922). No es muy claro poé dRei-  co tacto que el concepto de CL se basaba en experimentos
nitzer opb precisamente por Lehmann, pero es probable queon errores, descuidos o interpretaciones incorrectas. Tal fue
al buscar en la literatura y preguntar, haya identificado quel caso de Gustav Tammann (1861-1938) quien en los pri-
la coloracon llamativa en sus muestras temue ver con un meros &os del siglo XX publié diversos aftulos, algunos

2. Elestablecimiento de la ciencia de los CL

2.1. El descubrimiento

fenbmeno cristalino. con ftulos sarésticos como “Sobre los damados cristales
Para analizar los cambios del benzoato de colesterildjquidos” [16,17], en los que deferafuertemente la hipte-
Lehmann utilid el “microscopio de cristalizagn”, un mi-  sis de la emulgin. Segin Tammann, las substancias de Leh-

croscopio inventado pd@ mismo, equipado con polarizado- mann eran mezclas en las que se observaban diferentes pun-
res y con una platina que piadcalentar o enfriar controlada- tos de fusbn porque las diferentes componentes cambiaban
mente las muestras. En particular, Lehmann e§tatlpaso de fase a temperaturas distintas. Otro ejemplo es el de Geor-
de la luz a tra&s del benzoato de colesterilo y conduyue, ges Friedel (1865-1933) y Francois Grandjean (1882-1975),
en el rango de temperaturas donde tiene el aspectquldd  quienes llegaron a reportar en 1910 que si los “cristédes-|
turbio, exhibe la propiedad darrefringencia En los mate- dos de Lehmann” se analizaban correctamente, en realidad
riales birrefringentes, éhdice de refracéin depende de la no eran birrefringentes [18].
direccbn de propagabn de la luz, lo que se manifiesta en Estas citicas fueron desmentidas por el propio Lehmann
gue un haz de luz incidente puede refractarse en dos hacestros de sus contempameos, como Rudolf Schenck (1870-
diferentes. Hasta entonces, la birrefringencia séshabser-  1965), quien demosimmediante el uso de diferentéehicas
vado exclusivamente en los cristales. y sin dejar lugar a dudas, que los CL eran substancias pu-
Lehmann estaba ante un eneno nuevo. En este esta- ras [19]. Por otra parte, el mismé@en que Fridel y Grand-
do el benzoato de colesterilo era birrefringente, pero tambi jean negaron la birrefringencia de los CL, Charles Mauguin
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(1878-1958) repodtobservaciones, mediante utmdo in-  cos como ventanas inteligenteaséres sintonizables, lentes
dependiente al de Lehmann, que arrojaban una birrefringemjustables y moduladorépticos en fibra$pticas y sistemas

cia de una magnitud similar [20]. Astas le sigdi una serie  de comunicadn [31-34]. Todos estos avances han requeri-
de experimentos [21,22] con una calidad diécd tal, que do de continuar laiatesis y producéin de nuevos CL con

no lo resuld indtil volver a cuestionar la birrefringencia propiedades aptas para las aplicaciones y desarrollar un co-
de los CL, sino que la investigaci sobre ellos p&sde una nocimiento profundo de su naturaleza e interaccion otras
etapa nas bien cualitativa a otra de @rsis sisteratico que  fases de la materia y campos externos.

permitifia comprenderlos a un nivelas profundo. Hoy en da, la sensibilidad, respuesta y estructura de los
CL pueden disarse a tal grado, que se vuelve factible su
2.3. Decaimiento y retorno uso para la fabricaén de sistemas de sepafkatide iones y

moléculas [35,36], sistemas de control de bacterias [37,38],

Para finales de losfas 1920, los CL eran ya completa- detectores de bacterias y virus [39,40Jusunulos artificia-
mente aceptados como estados genuinos de la materia. Res [41] y metamateriales (materiales artificiales ideados para
radbjicamente, la investigah sobre ellos decliny se vol-  presentar propiedades que no existen en los materiales na-
vio mas lenta, si bien nunca se detuvo por completo. Alreturales) [42]. Por todo esto, es posible afirmar que la inves-
dedor de ese periodo y en laBa&das subsecuentes (tiempotigacion sobre CL no se agofaen el futuro cercano, sino
en el que debe tomarse en cuenta la ocurrencia de las dgge estas fases de la materia segusiendo de intés en las
guerras mundiales), son notables las contribuciones de Caglencias fundamentales y aplicadas.
Wilhelm Oseen (1879-1944), Hans Zocher (1893-1969) y
Frederick Charles Frank (1911-1998) a la taale la elasti-
cidad de los CL [23-25], la cual presentaremadssradelante P .
en la Sec. 7.2. Asimismo, puede destacarse el trabajo de Wﬁg-' CaraCt.enSt'CaS fundamentales de los crista-
helm Maier (1913-1964) y Alfred Saupe (1925-2008) sobre  |€S liquidos
una teora estatbstica que permite predecir la trangisihacia
fasesiquido-cristalinas [26]. 3.1. Anisotropia y autoensamblaje

Industrias como RCA, Bell Laboratories e IBM renova-
ron la investigadn sobre CL en losfes 1960. Sus activida- El rasgo esencial que distingue a los CL de Igsidos sim-
des fueron acomgadas intensamente por grupos @&rad  ples es lanisotropa. Este érmino se refiere al hecho de que
cos entre los que destacaron los de las universidades de Orgatylos CL existen una o &s direcciones espaciales en las que
(hoy Paris-Saclay) en Franciaj asmo Harvard y Kent State las propiedades materiales toman valores diferentes. En con-
en Estados Unidos. Por encima de todos sobresale el norraste, los ilquidos ordinarios sormsotropicos es decir, sus
bre de Pierre-Gilles de Gennes (1932-2007), fundador dedropiedades son éhticas en todas la direcciones. La aniso-
grupo de Orsay, quien fue pionero en notar similitudes protropia se manifiesta en muchos garetros fsicos relevantes
fundas de los CL con sistemas aparentemente ajenos corde los CL. Por ejemplo, en uiguido isotbpico el calor se
los superconductores, los pokros y los materiales magii+ ~ propaga al mismo ritmo en todas las direcciones, mientras
cos [27]. Esto le permibi, entre otras cosas, unificar modelos que en un CL la transferencia de eriargn forma de calor
matenaticos para los CL y asnterpretar correctamente su depende de la diredm en la que esta ocurre, de tal manera
naturalezaikica, explicar la dispersh de luz que les da su que un CL puede tener al menos dos coeficientes de conduc-
apariencia turbia y describir transiciones entre algunas de su#on del calor. De manera similar, los CL tienen por lo menos
diversas fases (el modelo de de Gennes para latransiéis  dosindices de refracon (de all que sean birrefringentes),
sencilla sel analizado en la Sec. 7.1). Por el descubrimientalos susceptibilidades dégdtricas, dos coeficientes de difu-
de estos ratodos le fue otorgado el Premio Nobel dsi€aa  sion, etc. La anisotrda de los CL es consecuencia de dos
de Gennes en 1991, un pocésde cien@os despés de los  efectos fundamentales: la anisofi@mmolecular y ehutoen-
hallazgos originales de Reitnizer y Lehm&hn samblaje ambos conceptos se explican a contindaci

En gran medida, el resurgimiento de la ciencia de los CL
en la segunda mitad del siglo XX se produjo porque fue has-
ta entonces que se dediau enorme potencial tectoglico,  3.1.1.  Anisotrofa molecular
siendo su aplicabn mas popular la de las pantallas planas de
bajo consumo de endry que evolucionaron desde lasatar ~ La anisotrofia a nivel molecular significa que las réollas
las de siete segmentos de los relojes digitales y calculadaue forman a los CL tienen una estructura marcadamente ale-
ras, hasta los LCDs (por las siglas del &gjliquid crystal  jada de la simeia esérica y en la que se distinguen direccio-
display9g que utilizamos a diario en nuestroséfenos celu- nes preferentes. Por ejemplo, las éwmllas que constituyen a
lares, computadoras y pantallas de teléndi28]. Tambén  los CL pueden tener una forma alargada. Tal es el caso de las
son notables los sistemas de distrilunaile firmacos basados moléculas que se muestran en la Fig. 1, las cuales correpon-
en la habilidad de los CL para encapsular y liberar substarden al benzoato de colesterilo estudiado por Reinitzer y a los
cias [29,30], al igual que los sistem@sticos y optoelectmi-  compuestos o@nicos conocidos como MBBA y 5CB. Tanto
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c) e = Carbono e = Oxigeno

FIGURE 1. Estructuras tridimensionales de raollas que for-
man fases de CL: a) benzoato de colesterilo, b) MBBA
(N-(4-metoxibencilideno)-butilanilina) y ¢) 5CB §-ciano4’-
pentilbifenilo). La parte inferior indica la representatide cada
atomo en la estructura. @ = Carbono @ = Oxigeno

el MBBA como el 5CB fueron sintetizados a principios de los @ = Hidrdgeno @® = Gropo alquito

afos 1970 siendo los primeros compuestos en exhibir fases ¢gsyre 2. Moléculas con forma de disco que dan lugar a CL: a)
CL a temperatura ambiente, concretamente entre 10S@1.0 hexan-alcanoato de fenilo o BHA y b) hexaalcanoato de trifenile-
y los 48.0C, en el caso del MBBA, y entre los 226Gy los  no. Los grupos alquilo son cadenas lineales o ramificadas de hidro-
35.0°C, en el caso del 5CB. La Fig. 1 illustra que la masacarburo,i.e, que contienentdo atomos de hidsgeno y carbono.

en estas mélculas se distribuye mayoritariamente a lo lar-

go de una direcon espacial que puede considerarse el ejgekhar (1930-2004) siendo uno de los primeros compuestos
de simetia principal de la estructura. Los CL formados por .o, forma de disco en presentar una fase de CL. Tamis
moleculas como las que se ilustran en la Fig. 1, cuya forma,estra en la Fig. 2 la estructura general de lagmdés con
puede aproximarse burdamente como la de una varilla 0 Ungenilenos centrales que originan CL. Los CL constituidos

barra, son llamados Ctalaniticos por mokculas tipo disco se denomindisdticos
Otro grupo de mdculas que dan lugar a CL lo forman

estructuras “aplastadas” que semejan discos debido aque s3 2.  Autoensamblaje

atomos estn distribuidos principalmente en un plano y de

manera siratrica. Estas estructuras @stbasadas en anillos El autoensamblaje puede definirse como la apgari@s-

de benceno, los cuales tienen una forma hexagonal regulpponéanea de ordenamiento molecular en un material como
en la que cadaértice esh ocupado por uttomo de car- resultado del balance entre fuerzas intermoleculares y efec-
bono unido a uno de hidgeno. El benceno es muy esta- tos £rmicos [1]. Un sistema autoensamblado no es forzado
ble y le proporciona una alta rigidez a la estructura molepor ningin agente externo a adorptar ninguna configdraci
cular. Los anillos de benceno targhi pueden identificarse particular. En vez de ello, las fuerzas entre susamahs son

en las mokculas de los CL calaticos de la Fig. 1. Ejem- quienes promueven una estructura colectiva ordenada en la
plos de madculas con forma de disco que originan CL sonque el sistema se encuentra en equilibrio. Tal equilibrio es ter-
los llamados benceno-hexaalcanoatos y diversas nemlu-  modinamicamente riguroso. El, el potencial termodami-

las con cuatro anillos de benceno unidos en el centro (trieo que describe al sistema adopta un valor extremo, es decir,
fenilenos) [43]. La Fig. 2 ilustra la estructura particular delmaximo o ninimo. Considermos el caso de un sistema con
benceno-hexa-hexanoato. Este fue analizado experimentaltemperatura fijdl’. La funcibn caractdstica es la llamada
mente en 1977 por eldico indio Sivaramakrishna Chandra- enerda libre de Helmholtz,
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encontrarse a medio camino entre l68dos y los Iquidos
F=U-T§5, (1) ordinarios. Algunas déstas se analizan en esta sedm,

o 3 iniciando con aquella que tiene la estructur@smencilla.
en dondeU es la ener@ interna yS la entropa [44]. En

equilibrio, F' es ninima.

En la Ec.0), U consiste de la suma de la eriergoten-
cial de las interacciones moleculare@sia enera cirética
de las makculas. Por otra parte, indica el mimero de po-
sibles configuraciones que puede adoptar el ensamble mol
cular. La entrofa crece con la cantidad de informaique
se requiere para especificar la pasiciy velocidad de las
moléculas del sistema. EitminoT'S en la Ec. IL) representa
la cantidad de energ disipada en los grados de libertad mo-
leculares y que no es utilizable como trabajo. Siguiendo est
ideas,F’ consiste de la enelig que cuesta formar el material
menos la eneig de los movimientostmicos.

Por una parte, las méetulas son atidas unas con otras
por las fuerzas intermoleculares. Por otra, la temperatura IaL?n
mantiene mo¥ndose en una constante agibacerética. El
delicado balance entre estos dos efectos determina la estr
tura que adquirax el material a nivel molecular a la tempe-
raturaT. Si T es alta, la agitadin €rmica impedia que las

moléculas formen un tructura regular. Por el contrari ; : . .
oleculas formen una estructura reguiar. For €l contrario, Sr5ost|pos de orden se pierdan. En esa sitradas moéculas
T es baja, la interacon molecular podx sobreponerse al rui-

, . . ueden desplazarse por todo el volumen de la muestra y giran
do ©rmico. En este caso, dependiendo del potencial Ir]term‘grbitrariamente, pudiendo apuntar con la misma probabilidad

. ; ) . Un cualquier direcéin. Lo mas notable es que para muchos
donde @n persista alguna regularidad a nivel molecular. Da-

) . materiales existe un rango de temperatufas, < 7' < Ty
la enorme diversi r ras moleculares natural . . : . '
da aenorme diversidad de estructuras molecu ares _atu &R el cual las mé@culas tienen un orden intermedio: no pre-
y artificiales, los arreglos resultantes pueden ser tamiuy

diversos y muchas de estas fases suaves estructuradas son ﬁ[ntan orden en la positi pero el autoensamblaje les per-
y & preservar orden en la orientawgi

Los CL son nas ordenados que logjlidos isotopicos. ,
L ) . o De maneraras detallada, en un CLN los centros de masa
La formacbn esporéinea de estas fases, bajo condiciones

: : moleculares se mueven de manera similar a como lo hacen
apropiadas, puede entenderse al interpretar lalidgsde R . .
. L L . en un Iquido isotbpico, teniendo la libertad de desplazar-
otro punto de vista. Si bien la apafci de ordenamiento mo- ; . )
- L . se por toda la muestra. Sin embargo, mientras lagcntds
lecular implica una disminuéh de la entrofa y un conse-

. . se trasladan arbitrariamente, su eje de simgtrincipal per-
cuente aumento dé', el proceso eftacompaado de una ) smncipal p

P ) L manece orientado cerca de una diréocfjue es cofm al
disminucbn mas pronunciada de la enéagnterna que logra . L
P L ensamble. En la Fig. 3, tal direéci se ha representado me-
llevar la energa libre a un nmimo.

. . diante el vector unitarid@, al cual se le llama&ector director
El concepto de autoensamblaje se ha vuelto muy impor-

, . . T 0, simplementegl director.
tante no 6lo por el estudio de los CL sino en&inbito nas P ~ : : .
. . El preservaprden orientacional carecer derden posi-

amplio de la materia condensada suave, dentro de la cual se L o :

. . . Clonal es la caractéstica distintiva de los CL. Esta dualidad
encuentran materiales tan diversos como lastptos, las go-
mas, los geles, las pinturas y la mapade los alimentos y te-
jidos biolbgicos. Todos estos son de enorme importancia en
los niveles indrustrial y de la ciencia$ica.

4.1. Fase neratica

La mesofase con el ordenamiento moleculasmsimple es la
mesofas@enatica’™ . Esta se ilustra esquéiticamente en la
Efg. 3, en la cual se muestran tambilos arreglos molecula-
res del élido cristalino y el 1quido isotbpico. En la Fig. 3
se ha adoptado una escala en la cual los detabesieds de
las moEculas no son relevantes y su forma se ha simplificado
a la de barrasigidas debido a su simér La Fig. 3 corres-
z15°‘onde, entonces, a un material caiteo. El eje horizontal
en la Fig. 3 indica la temperatura y el CL natico (CLN) se
muestra en el centro.

A temperaturas bajas, menore$ay, el material forma
cristal perfecto en el que las réolilas ocupan los sitios de
una red regular y todas apuntan en la misma ditecdtn el
l%cﬁstal, el conjunto molecular tiene tanto orden en la posici
como en la orientadin. En el extremo opuesto de tempera-
turas, cuandd” > Ty., la agitacon €rmica hace que am-

Sélido cristalino

Liquido isotrépico

et

I

=

- “::\ e
Como se ha discutido en la Sec. 3.1.2, laséuolas de los IHU\ u “ ‘Jml Il
CL se encuentran &s ordenadas que las de laguidos iso- mwm! Wﬂm} HM

ANi i i i LJ» |

tropicos. Sin embargo, este orden no alcanza a ser tan alt
como el que se presenta en un cristdido. Entre el orden | .
perfecto de un cristal y el desorden total de guido sim- Ts I
ple, pueden tenerse diferentes niveles de orden asociados ez ure 3. Arreglos moleculares en urblido cristalino, un CLN

simetias que dan lugar a muchas fases distintas de CL. Estgsun liquido isotbpico. El material ilustrado transita entre los tres
fases de la materia se denominan en generaofasesal  estados como funan de la temperatura.

y

4. Fasesiguido-cristalinas

=)

|

Il

Tl“emperatura, T
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es tambin el rasgo ras valioso de los CL por lo que respecta presenta elinico eje preferencial de esta mesofase, a la cual
a sus aplicaciones tecigjicas. Esto se debe a que el des-tambén se le asigna el nombreasipreciso déase neratica
orden posicional implica que los CL son suaves y capaces dmiaxial. En la Sec. 6 se descrilin otros aspectos y variables
fluir como los Iquidos comunes, mientras que el orden orien-que son relevantes en el&isis de los CLN.

tacional los hace comportar§pticamente como un cristal.

Asi, los CL son materiales con propiedadgsicas cristali- 4.2. Fases eshtticas

nas que pueden manipularse con er@rgnuy bajas debido o
a que son extremadamente suaves. Los CLN carecen de orden posicional. Otras mesofases pue-

den formarse al incluir cierta cantidad de orden en la posici
molecular, sin que este llegue a ser tan alto como lo es en los
Histales. La familia de los CL egrticos (CLE) se distingue

ual e d denad lauier difgca porgue las mdaculas exhiben orden orientacional similar al
co (igualmente desordenado), en cualquier ditque se 6 tienen en la fase nética y, aderas, orden orientacional

explore. Por el contrario, en un CLK,representa una direc- en una dimengin®i. La Fig. 4 ilustra la estructura de algu-

cion en la que podemos esperar que las propiedades materias tases esauticas representativas. A simple vista resalta el
IE’TS torpen un valqr especial, Q|st|nto al que se obs,erva en Recho de gue los CLE forman capas igualmente espaciadas
dlreC(_:nn perp_en_d|cularj P_or_ ejemplo, la luz se Propagam - ye mokculas. Las méculas tienen libertad de moverse den-
velocidades distintas si viaja paralela o perpendlcularmentﬁ.0 de cada capa, pero la probabilidad de que transiten de una
al director y, consecuentemente, el CLN teéndosindices capa a otra es despreciable. Mientras laseudhs se despla-

de refracabn. La luz que viaja en la diredm perpendicular zan, permanecen orientadas a o largo de una doecgie es

an sea afectada por umdice de refracén llamado ordina- ., yin ala capa. As cada capa molecular puede considerar-

rio, o, mientras que aquella que se propaga paralelamenteg \,, c| N pidimensional mientras que el conjunto completo
IIII lo hgra auna \(/jglom_dagi (gctada por u1_d|(_:|e de Irefr?ccm tiene orden posicional en una dimemsidebido a la periodi-
amado extraordinari;¢. De manera similar, al aplicar un cigaq con la que las capas stistribuidas.

campo magatico a un CLN, la magnetizam resultante es Las fases esétticas se presentan a temperaturas ba-

d!stmtg si dicho campo apunta en la dirégtiden o en la jas que las nedticas, debido a que poseerasnorden. La

direccon perpendicular. estructura estratificada de los CLE fue verificada por prime-
Otra caractdstica importante de la fase nétita es que ra vez mediante experimentos de difré@ccde rayos X reali-

es invariante ante rotaciones alrededomdd=l director re-  zados por Edmont Friedel y Maurice de Broglie (hermano

La Fig. 3 permite entender que la anisofeoge las meso-
fases se origina por el orden orientacional que poseen. En
fase isotopica se carece de ese orden y el material luestiel

d) SmB, vista superior d) SmB, vista frontal

FIGURE 4. Estructura de cuatro tipos de CLE: a) Esrtico A (SmA), b) Esractico C (SmC), ¢) Eséttico C (SmC') y d) Esnéctico B
(SmB). Estdlltimo se muestra en dos perspectivas que permiten apreciar el acomodo molecular en las capas que forman la fase.
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CURSO INTRODUCTORIO DE CRISTALESIQUIDOS I: FASES Y PROPIEDADES ESTRUCTURALES 7

de Louis de Broglie quien es famoso por formular ladtég Ademas, cuando la distancia entre capas es constante,
sis de la dualidad onda—penila) [45]. Tipicamente, la se- p(z3) tiene maximos pronunciados ery = j d, paraj € Z.
paracon entre las capas moleculares en los CLE es de 2 lo anteriorimplica valores grandes gg quien sin embargo,
4 nm [46]. no puede ser mayor qug, pues ello implicda densidades

La categola esnictica abarca aitiples fases distintas negativas. En otras palabras, para un sistema muy estructura-
gue se distinguen unas de otras por el comportamiento dio en capasy; se aproxima @y, sin sobrepasarlo.
la orientacbn molecular promedio en las diferentes capas, Para medir el grado de orden posicional unidimensional

as como por poder presentar un tipo especial de orden pguede definirse el llamadearametro de orden de espacia-

sicional dentro de ellas. Las fases @sticas se representan miento entre capasomo

mediante la abreviatura Sm (por esttico en ingds), segui-

da de una letra asignada de acuerdo a un sistegadastque Sis = P1 (5)

refleja las caractésticas del orden posicional y orientacional Po

de las mokculas en las capas. Las estructuras en la Fig. 4 re-

presentan esqueaticamente a cuatro integrantes comunes de  Por lo discutido anteriormente, se tiefigs € [0,1]. Sis

la familia esnéctica. se anulaa cuando no existan capas y &enayor que cero
En un esractico A, SmA, el director es perpendicular a en la fases esétticas. Los valoredgicos desS, s para al-

las capas y uniforme, e, no cambia de capa a capa. Estagunas fases SmA, SmC y ShGe encuentran entfe2 y

fase se presenta en la Fig. 4a) donde el sistema cartesiano R [4,47,48]. Valores de5 s cercanos d indican un alto

pandido por la base ortonormal de vectofég é,,é;} se ha  grado de ordenamiento molecular en capas.

introducido como referencia, siendo|| és. En un esracti-

co C (SmC) Fig. 4b)in tambien es uniforme pero forma un

angulo de inclinadina con repecto &s. En la fase eskrctica

C*, SmC, tambén llamaddase esractica quiral la proyec- ) )

cion den a lo largo del ejé; es constante, al igual que en la Otra mesofase importante es la llamada festeserica o

fase SMC, pera rota de capa a capa, dibujando uriide quiral’*. La estructura de esta fase, la cual se ilustra en la

alrededor des, tal como se aprecia en la Fig. 4c). La Fig. 4d) Fig. 5, se caracteriza porque los ejes moleculares se alinean
ilustra a un esiéctico B, SmB, cuya estructura es muy simi- alrédedor de una orientéri comiin cuando se observan en

lar a la de la fase SmAp# que en la primera las m@tulas planos con alguna coordenada constante. Aderonforme

dentro de cada capa se acomodan de acuerdo con @m patS€ recorren diferentes planos, el director giraguidamente
hexagonal. y dibuja una klice alrededor del eje normal a los planos. En

Dado que la estructura de los CLE es pdita en la di- la Fig. 5, los planos referidos é@st descritos por la ecudci
reccon deés, la densidad de masp, puede expandirse en ¥3 = cte.

4.3. Fase colesgtica

una serie de Fourier Es usual encontrar esquemas en internet y la literatura
) especializada en los que los CL cobrstos (CLC) se repre-
plxs) = po + Z P, COS (27?777,%3) , (2 sentan mediante un conjunto de planos apilados dentro de los
m=1 cuales las méculas esin casi perfectamente alineadas [49-

dondep, representa la densidad promedio, mientras que ~ 52]. En tales esquemas, la sepabacentre planos se consi-
dera constante y al pasar de un plano al siguiente tambi

. 1/d/2 da pla) cos (277”@) 7 (3)  Sesupone un giro constante _de la orierﬁiaqirom_edio. Es_ _
dJ a2 d importante resaltar que este tipo de representaciones, si bien

es elm—ésimo coefficiente de Fourierdes la distancia de sirven para visualizar la estructura helicoidal de los CLC, no

separadn entre las capas eggticas. La expansn dada por pueden considerarsisfcamente &lidas ya que las metulas

las Ecs. ) y (3) es exacta dada la periodicidad de la densi-0 forman capas en la fase cotita. En vez de ello, e

dad. El orden translacional de los CLE se mide en fomdie  distribuidas uniformemente en el espacio. Por tanto, el direc-

los coeficientes,,,. Usualmente, el primer hagnico domi- tor no cambia de manera abrupta de un plano a otro, sino que

na la moduladn de la densidad y la expatsien la Ec.2) |0 hace de manera continua.

puede reducirse a Las mokculas de los CLC son anisépicas yquira-
T3 les La quiralidad es una propiedad asociada con estructuras
p(x3) = po + p1 cos (QWQ) : (4)  asinetricas que no pueden hacerse coincidir, mediante nin-

El coeficientep; tiene la caractéstica de anularse cuan- guna rotan, con su imagen reflejada en un espejo plano.

do no hay orden posicional. Esto puede verificarse al reemp]- tna f?(rjmg jencnlatde entenderlla quiralidad es (;nzj?%te la
zar p(ws) por el valor constantg, y m — 1 en laEc. B) e  ‘aweralidad de nuestras manos. La mano izquierdagssli

integrar ca a la imagen en el espejo de la mano derecha y vicever-
' sa. Aungue las manos derecha e izquierda tienen las mismas

1 [42 T3 caracteisticas, no podemos hacer que todas ellas coincidan
dxs pgcos | 2mr— ) = 0.

=7 —d/2 simulttneamente, no importa guanto las giremos. Por la
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FIGURE 5. Estructura de la fase colésica. El director gira de manera continua describiendo @éfiaehalrededor de un eje fijo que en este
caso coincide con el vectég. a) Corresponde a una fase codgita derecha y b) a una fase cotegita izquierda.

misma rabn, no podemos calzarnos un guante derecho en lmbgiro y levogiro se utilizan con frecuencia para nombrar, de
mano izquierda. El benzoato de colesterilo, primera substamnanera respectiva, a los dos casos previos. Puedes verificar
ciaen la que se indetificaron los CL, tiene gmllas quirales. que el CLC ilustrado en la Fig. 5a) es derecho, mientras que
Un grupo importante de metulas quirales se forman a par- el de la Fig. 5b) es izquierdo.
tir de unatomo de carbono enlazado con cuatro elementos o  Otro pametro importante de las fases cadeisias es la
sustituyentes diferentes. Como ejemplo se muestra el bromdlistancia a lo largo del eje de I&lice en la cual el director
clorofluorometano en la Fig. 6. Exste, el carbono se enlaza a realiza un giro de&= radianes. A esta se le llama en iagl
atomos de hidigeno, flior, bromo y cloro. Los enlaces pue- pitch, siendo “tono” o “paso” dos traducciones comunes al
den disponerse en dos variedades distintas que resultan espdiol. El pitch, p, es una medida de §uan cercanos &st
dos moéculas que son iagenes especularesitunas pero no  los giros del director entré.sSus valores espHizos depen-
pueden hacerse coincidir por ninguna robaciLas dos varia- den de la estructura guica de las mdculas que forman la
ciones con esta caracistica se conocen conemantbmeros  fase y abarcan un rango muy amplio que va desde algunas
Uno de los paéametros que caracterizan la estructura co-decenas de né@metros hasta varios mimmetros. Notable-
leskrica es el sentido del giro del director, el cual puede semente, este intervalo cubre la escala correspondiente a las
derecho o izquierdo. Para distinguir entre estos casos, pueltingitudes de onda del espectro visible (dedg8 nm a los
mirarse el sistema a lo largo del eje de &ite. En un CLC 750 nm), lo que resulta enormemetriti#l en las aplicaciones.
derecho, la rotabin del director ocurre en el sentido en el  Los CLC sonbpticamente multifuncionales debido a su
que giran las manecillas del reloj. En un CLC izquierdo, estastructura peddica. La propiedadptica nas popular y uti-

rotacbn ocurren en el sentido contrario. Los adjetivaes< lizada de los CLC es la refleéxn selectiva de la luz, siendo
esta, la capacidad de reflejar la luz en colores éBpes que
— 3 dependen dg. Este efecto se genera por la interaoaile luz

con la estructura helicoidal del CLC. Un haz de luz no pola-
rizada consiste de un campe@etirico y un campo magtico

que oscilan en varias direcciones. Cuando este haz incide en
el CLC, los campos experimengar unindice de refracéin

que vara perbdicamente. Para algunas longitudes de las on-
das electromagaticas la interacéin sea destructiva y para
otras constructiva. l§ls espeificamentefinicamente aquellas
ondas cuya longitud se ajuste gomterferiran constructiva-
mente y sdan reflejadas, mientras que el resto interéarir
destructivamente yado podién seguir transmigéndose. As

la luz reflejada por el CLC sarde un color particular deter-
minado porp. Es posible demostrar que la longitud de onda
para la cual ocurre la axima reflexdn es, de hecho,

‘ = Bromo @ = Cloro O = Fluor Amax = 7, (6)

BABADCnanan D ananan L2l

Q = Carbono () = Hidrdgeno donden = (no + ne) /2 es elindice de refracéin promedio.
El valor delpitch se modifica al someter al CLC a cam-
FIGURE 6. Los dos enanfimeros del bromoclorofluorometano. bios en la temperatura, esfuerzos am@cos y otros factores.
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CURSO INTRODUCTORIO DE CRISTALESIQUIDOS I: FASES Y PROPIEDADES ESTRUCTURALES 9

A su vez, se modificanay, haciendo que el CLC luzca de de sus electrones y exhiben carga positiva, mientrasoel
diferentes colores para diferentes condiciones externas. Egteo de oxgeno, al recibir estos electrones, muestra una carga
fenomeno permite aplicar las mesofases célésas en sen- efectiva negativa. Esto ocasiona que cadagaudh de agua
sores de temperatura, humedad o flujo basados en cambiossisa un pequ® dipolo eéctricd’#.
colores [53-55]. Cuando varias mékulas de agua se encuentran cerca,

La estructura helicoidal del director tardhiles da a los tienden a generar estructuras ordenadas debido a las interac-
CLC la habilidad de rotar el plano de polarizatide la luz ~ ciones ekctricas entre lo&tomos con carga efectivaasica-
que viaja a tra@s de ellos. Dicho plano contiene las oscila-mente un hidbgeno de una métula es ati@o por el oxge-
ciones del campo éttrico del haz de luz. La habilidad para no de otra. Estas fuerzas de atréccse conocen comen-
rotar el plano de polariza@n es conocida comactividad laces de hidbgeno En la faseilquida del agua, los enlaces
opticay no es exclusiva de los CLC pues tai@bilo pre- de hidbgeno son muy &biles en comparaimn con otro ti-
sentan cristales como el cuarzo y suspensiones decuias ~ po de interacciones y la agitéci ttrmica. Debido a esto, las
guirales como drcar en agua. Sin embargo, la rotatopti-  estructuras ordenadas que se forman a partir de ellos se des-
ca, definida como éingulo que gira el plano de polarizani  truyen muy &cilmente y tienen un periodo de existencia muy
por unidad de longitud que la luz atraviesa, es excepcionakorto. No obstante, los enlaces de bigeno juegan un papel
mente nas alta en los CLC que en otros materiales. Para larucial cuando otras metulas se sumergen en el agua.
luz visible, la rotaddn 6ptica en los CLC puede ir de 1000 Si se trata de mékulas polares, estas padiformar tam-
a 100000 mm~1!, mientras que los valore®ptcos para otras bién enlaces de hidgeno con las de agua. Estas émllas
substancias van de los 0904 los 100 mm~*. son solubles en agua y se les llamdrofilicas. Por el con-

Las propiedade$pticas excepcionales de los CLC en- trario, al introducir maéculas no polares en agua, no se for-
cuentran mltiples aplicaciones eraseres de color ajusta- mamn enlaces de hidgeno. En vez de ello, las néaulas
ble [56], ventanas inteligentes [57] y filtros de rayos UV [58], de agua deban formar una estructura ordenada alrededor de
solo por nombrar algunas. A pesar de todo esto, la principa#ada moécula intrusa, lo que causa una dismiducen la
importancia de los CLC radica quéizen otro aspecto, a sa- €ntropa del sistemay un costo enétgo por haberlas intro-
ber: que esin universalmente presentes en los seres vivoslucido. Debido a que existe una barrera de éaeagociada
Por lo tanto, las fases colésicas juegan un papel fundamen- con el proceso de introducir néslulas no polares en agua,
tal en muchos procesos bigjicos [59]. $lo por mencionar ~ Se dice que estas sbidrofobicas Las substancias formadas
algunos ejemplos, el ADN, la celulosa, el @géno y mu-  por este tipo de métulas no son solubles en agua. Un ejem-
chos virus pueden exhibir organizéamicolesérica. Muchas ~ plo son los aceites o hidrocarburos, formadosgiomos de
de las estructuras que le dan forma y estructura a los sistgidrogeno y carbono unidos por enlaces covalentes en una
mas biobgicos resultan del arreglo helicoidal de bloques anicadena que es no polar. Debido a esto, mezclar aceites y agua
sotopicos como mdiculas, macrométulas o microfibrilas  No es sencillo.
que, sin embargo, no guardan orden en la posici Cierto tipo de makculas naturales y artificiales combi-

nan en su estructura una parte hidroa y otra hidrobbi-
ca. A estas m@culas se les llamanfifilicas. Como ejemplo

5. Cristales liquidos liotr bpicos consideremos el laurilsulfat@dico, tambén llamado dode-
- _ _ _ cilsulfato $dico, con el que interactuamos todos lsscpor
Es coniin clasificar a los cristalegjuidos como termobpi-  ser un compuesto cdim en los productos de higiene perso-

cos o liotopicos. En los primeros, el orden molecular senal como los chamis, los jabones de Ba y las pastas de
determina por la temperatura. Todos los ejemplos de fasefientes. La parte hidriica de esta m@écula, que se ilustra
liquido-cristalinas que hemos presentado en las Secs. 4.1ea |a Fig. 7,

4.3 han sido termobipicos. Sin embargo, los CL queas

abundan en la naturaleza son lagiicos [1]. Estos se forman O\ /O
al cambiar la concentramh de cierto tipo de mékulas en un \S<
solvente. AN NN T Nt

La gran maydia de las fases liobpicas se producen en @)
soluciones acuosas y el mecanismo principal que promueve

su existencia es una combinacide dos efectos conocidos -

comoefecto hidraifico y efecto hidrobbicq los cuales expli- , )

caremos a continuamn. b) ' g
Cola hidrofébica Cabeza hidrofilica

5.1. Efectos hidroflico e hidrofobico FIGURE 7. a) La estructura molecular del laurilsulfatodico, que

o ) ] ) ] es la base de muchos productos de higiene personal, combina una
Los efectOS hldl’OﬁCO e hIdI’Of)bICO deben Su existencia a cadena hidrocarbonada no p0|ar (parte hmﬂa), con una sec-

la naturaleza polar de las néalulas de agua,4®. En ellas,  cion polar (parte hidrdfica). b) Representatn simplificada de una
los atomos de hidigeno quedan parcialmente desprovistosmolécula anfifiica.
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es una “cabeza polar” formada por @atmmo de azufre unido superficie del agua se satura de ellas y comienza a aumen-
a cuatro de oigeno y uno de sodio. La parte hidotsica, es tar el limero de las que &gt disueltas en el volumen. En-

una “cola hidrocarbonada” de doa®mos de carbono. toncesstas podin actuar colectivamente para adoptar con-
figuraciones que tambn les sean &s favorables enegg-
5.2. Algunas fases liotopicas camente. Este es un mecanismo de autoensamblaje que da

lugar a una gran variedad de arreglos conocidos como fases
Al sumergir moéculas anfificas en agua a concentracio- liotropicas debido a que su ocurrencicaedittada por la con-
nes bajas, la configurdui energticamente ras favorable es  centracbn de los solutos anflfcos, c.™ Las fases liotbpicas
aquella en la que sus cabezasaestn contacto con el agua suelen clasificarse como CL ya que susécalas ipicamen-
pero sus colas no. Adas mokculas anfilicas tienden a di- te presentan orden de corto alcariee, un orden que abarca
rigirse hacia la superficie y se orientan de tal manera que sulstancias comparables a las de un conjunto de unidades mo-
cabezas quedan dentro del agua y sus colas apuntando geulares y que no se extiende a distancias maopisas.
cia afuera. Cabe mencionar que poseer una&edtidrofli- En particular, cuando aumentgse alcanza un punto en el
cay una hidrabbica es propiedad esencial de los materialegjue el ruimero de mdculas anfificas es suficiente para que
tensoactivos o surfactantes, que son substancias que, preciegtas formen estructuras @stas llamadamicelas En cada
mente, se localizan en la superficie que separa a dos fluidosicela, las colas hidrébicas se agrupan en el interior y son
inmiscibles,e.g, agua y aire o agua y aceite, y @ah sobre protegidas del agua por un casmade cabezas hididitas,
esa superficie modificando la tetisisuperficial. Ag lama-  como se ilustra esquéaticamente en la Fig. 8a). El estado
yoria de las mdculas anfificas se localizén en la super- en el que se forman micelas a teasvde la soludin se cono-
ficie del agua, mientras que el resto se encoatraliluidas ce comofase micelar En ella, las micelas siguen trayecto-
en el volumen realizando movimientos aleatorios permitidosias aleatorias y son capaces de absorber o liberazaulals
por las fluctuaciones en la en@g la agitachn trmica. A anfifilicas, las cuales pueden encontrargae,&n un amero
este estado se le llama ufase dispersa reducido, vagando en el volumen de agua. La fase micelar se

Cuando el amero de mdculas anfilicas aumenta, la ilustra esquerticamente en la Fig. 8b).

FIGURE 8. a) Corte transversal de una micela, esfera formada pagaulals anfilicas donde las cabezas hidlimfas protegen a las colas
hidrofobicas del contacto con el agua. b) Fase micelar. c) Micelas en un aréigo centrado en el cuerpo donde se incluye un acercamiento
a la estructura de la celda unitaria. d) Micelagnciticas en un arreglo hexagonal. e) Corte transversal de una fase lamelar.
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La transicon de la fase diluida a la fase micelar ocurre a6.  Descripcbn matematica del orden orienta-
un valor dec conocido comoconcentradgbn micelar citi- cional
ca (CMC). Este depende de la estructura e$fiex de las
moléculas anfificas. En general, para un grupo polar fijo, 1a con el profsito de estudiar a los CL a un nivéico y ma-
reduccon de la enerig es nas notoria y las micelas soma®  tepatico que permita predecir acertadamenete su comporta-
estables si la longitud de las cadenas hiobas es mayor, mjento, se introducen nuevos conceptos yiteoque descri-
por lo que la CMC disminuye para solutos aifitbs mas lar- - pen simulineamente sus caradsicas de fluidez y estruc-
gos [60]. Si los grupos polares ocupan la superficieresi  yrales, haciendénfasis en su propiedad distintiva: el orden
de manera muy escasa, perraitira las maculas de agua  grientacional de las métulas. A continuaén discutiremos
penetrar y desestabilizar la micela. La forngacte las mi-  gopre las variables que se utilizan para describir dicho orden,

celas obedece a un balance muy delicado entre la estructWi&siringendonos al caso de los CLN por ser aquellos con la
de los solutos anfilicos, su interaccin y la reducdn de la  ggiryctura ras simple.

enerdga ocasionada por su empaquetamiento. Para cada geo-

metiia molecular, la micela se forma con un radjtimo lo

suficientemente grande como para que las cabezas cubrangy  pirector
superficie sin dejar huecos, pero no tan grande como para que

su interior no pueda ser llenado por las colas hiabafas. Una manifestadin del orden orientacional es la existencia

Cuando aumenta, crece el imero de micelas y la inte- del director, cuya definion preliminar ha sido la de repre-
raccbn entre ellas se vuelve relevante. Al valorideas alto  sentar la orientadh contin a lo largo de la cual tienden a
correspondiente a la fase micelar, las micelas pueden empdirigirse las moéculas. Usualmente, se describg@ eomo la
quetarse para ocupar el espacio disponible de maptiraa.  Orientacon molecular promedio. Sin embargo, esta descrip-
Entonces, se acomodan en las posiciones de unailedac Cion requiere de muchas precisiones.
centrada en el cuerpo, como la que se ilustra en la Fig. 8c), Primero, es correcto que para establecer el valdi de
que es similar al arreglo cristalino del mismo nombre [61].requiere un fimero grande de metulas sobre el cual las
Este acomodo le permite a las micelas ocupas8&t del  orientaciones deben promediarse de alguna manera. En es-
volumen del sistema. te sentidon est en el mismo nivel de descrifici que los

} . campos de las tetars de la materia continua. Para defifir
Ademas de las micelas, pueden formarse otras estructuras

s . : , como un campo vectorial, es decir, como una variable que
gue minimicen la enefg y permitan una ocupdm optima .
. S i ; puede tomar valores distintos de un punto a otro, se establece
del espacio a concentracionesnaméas altas. Por ejemplo,

Ly un elemento de volumem\V, alrededor de una posasi r.
las moEculas pueden proteger sus colas hiolbafas con- i P

; . P Posteriormente, se calcula el promedio de las orientaciones
centandose tamkin en estructuras @ildricas muy alargadas C
. . . moleculares dentro d&V/, en la forma que se expliGamas
como las que se ilustran en la Fig. . 8d). A su vez, estias

o adelante, y se toma éhtite AV — 0.
celas cilndricasse agrupan en un arreglo hexagonal que les o ) o
Este procesoimite tiene el mismo significado que en

permite ocupar hasta Ui % del volumen del sistema. Tal > e ) T
arreglo recibe el nombre dase hexagonalA concentracio-  Otrasareas como la ménica de fluidos o la electrodimica,

nes todaia més altas se da lugar a otra fase conocida comgonde se definen los campos de densidad de masa y carga,
fase lamelayen la cual las méculas anfilicas se agrupan 1Ui0, magnetizadn, etc. Elimite AV’ — 0, implica consi-

en diversas capas dobles que exponen a los grupos polare$i§far elementos de volumen muy pefjoe como para poder
agua y protegen a las colas hidfiohs, tal como se mues- asignar un valor local del dlrecton,(r),, pero_lo suficiente-

tra en la Fig. 8e). Un ejemplo muy conocido e importante déNeNte grandes como para contener umero importante de
estructuras lamelares son las bicapas de las membranas céipleculas y dar sustento eststico al promedio. El director
lares en la cuales el rol arffito lo juegan fosfdipidos con ~ €S: POr lo tanto, una variable macropea.

un grupo hidraflico fosfato y dos colas hidrébicas deéacido Por otra parte, es muy importante enfatizar gueo es
graso [62]. el promedio algel&ico directo de las orientaciones molecu-
lares. La ra@n es que, con una excelente aproxirbagéstas

Sicaumentaras, se da lugar a las llamadas fases 'nvert"pueden considerarse no polares, de tal manera guesio-

das. Por ejemplo, la fase hexagonal invertida, que consiste €4 |5 orientadin de lai—esima makcula, las probabilidades
cilindros de agua rodeados de tensoactivo, y la fase micelajs,ciadas con los vectorasy —, son icénticas. Esto ha-
i .

inversa, en la que gotas de agua se encuentran rodeadas paig e en cada elemento de volumen haya esencialemente el
tensoactivo. mismo rumero de mdculas apuntando en una dirgntiy

Por brevedad, no discutiremosamdetalles acerca de las €n & direcadn contraria y que el promedio de los vectoies
fases |iotbpicas ya partir de este punto nos enfocaremos ef€ cancele ignticamente. En la Sec. 6.3 discutiremos cual es
profundizar sobre las caracigticas de la fase terméipica @ manera mateéticamente correcta de calcufar
nemftica que es la s sencilla de todas las faséguido- El hecho de poder intercambiar los ejes moleculdres
cristalinas. por —1; sin producir ninguna alteram en la fase, da lugar a
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la llamadasimetfia nenatica. De acuerdo colsta, tampoco La Ec. [7) indica queS aumenta conforme la proyeoci
existe ninguna consecuenciaita de invertir el director por de los ejes moleculares solires mayor. Aderas, conduce a
su vector antiparalelo. los limites esperados, = 0, cuando no hay orden orientacio-

En ausencia de fuerzas,puede apuntar con igual pro- nal,y.S = 1, para el alineamiento perfecto de las éwllas.
babilidad en cualquier diredmi. Sin embargo, en la@ctica, Lademostraén de las igualdades anteriores se puede encon-
los CLN esén sometidos a campos de flujo o electron&ign trar en el Agendice A.S depende de la temperatura siendo
cos, ascomo a restricciones impuestas por superficies. Todomayor a temperaturasas bajas. Para los CLN en situaciones
estos efectos pueden obligar al director a adoptar una direpracticas, los valoresgicos deS se encuentran entfe3 y
cibn espeffica. Al escogerse esa diredn, se rompe la si- 0.7 [63-65]. Por ejemplo, para el 5CB alrededor de 10526
metiia del espacio tridimensional pues puede identificarse ul§' tiene un valor cercano.s = 0.68 [66].
eje preferente. Sin embargo, se preservan siasefrarciales.
Cualquier rotadin alrededor del director deja al sistema in-
alterado. Como los estadasy —n son equivalentes, el CLN
es invariante ante cualquier reflérien un plano perpendicu-
lar an. Adenas, la reflexdn en la direcén de cualquier eje
perpendicular & tampoco altera al sistema. h\adenas de
la simetian — —n, tambén se tiene la siméa de reflexdn
r — —r. Las ecuaciones que describen el comportamient
de los CLN deden cumplir siempre con estas dos siamtr

6.3. Pametro de orden tensorial
6.3.1. Definiodbn

Enlos CLN existe un eje preferencial, paralel,alrededor

del cual se pueden hacer rotaciones sin alterar la estructura.

%sto parecéa sugerir que los CLN tienen la misma sinnetr

que los sistemas polares, como los materiales con una polari-

zacbn inducida,P, en los que los dipolos a nivel molecular

se encuentran alineados en torno una direconin [67].

Un aspecto importante de resaltar, es gueo brinda una Sin embargo, mientras que dos sistemas con polarizaciones

representadin completa del estado de ordenamiento de u® y —P son distintos, dos CLN con directorésy —n son

CLN. Para ilustrar esto, pueden considerarse las dos fasé#enticos en todas sus propiedades.

neméticas en las Figs. 9a) y 9b), las cuales tienen el mis- Los CLN se describen matérticamente bajo la idea de

mo director y, sin embargo, exhiben un orden diferente. En lgue su estructura consiste de una supergwside contribu-

fase de la Fig. 9a), las mdulas pueden tener orientacionesciones independientes llamadasmentos multipolares de la

mas alejadas dé. Esta fase luce muchoas desordenada orientacibn. Este principio nos es familiar por su aplicaci

que la del caso b), donde esamprobable observar orienta- en otras ramas de lddtca, como el electromagnetismo. Por

cionesu; cercanas a. Para cuantificar esta caradstica, ello, es conveniente recordar brevemente su significado para

se introduce otro campo conocido com@gatametro de or- el caso de una distribum esética de cargas.

den escalaro simplemente, gbarametro de ordenS. Esta Al calcular el potencial éctrico alrededor de una distri-

es una cantidad adimensional definida de tal manera que valucidbn de cargas, es razonable suponer que conforae m

dra cero para un sistema completamente desordenado y cugfejados estamos de la fuente, los detalle€sta son me-

valor maximo, igual a la unidad, se alcanaaruando todas nos perceptibles. En puntos lejanos, la distribndaie carga

las mokculas esin perfectamente orientadas a lo largade  puede aproximarse como una conjdmcile cantidades pro-

S puede calcularse mediante la expoesi mediadas que dependen de algunos de sus detalles y guardan

1., .o 1 5 informacibn de la simefa con la que las cargas se encuentran

S= §<3 (4;-0)" —1) = §<3 cos”0; — 1), (7) " repartidas en el espacio [68]. Estas cantidades son, precisa-

en donde lodrakets( . .. ) indican el promedio sobre el en- Mente, los momentos multipolares de la distribuatle car-

samble molecular §; es elangulo entre,; y fi. ga. La carga neta rembg el nombre de momento mo_nop(_)lar y

es la principal caractestica que se aprecia de la distribuci

a distancias grandes. EI momento dipolar es la polabraci

integrada sobre la distribui de carga [68] y es la carac-

teristica mas importante de la distribum cuando la carga

neta es cero. Ahora, si tanto el momento monopolar como el

momento dipolar se anulan, entonces la caretiea domi-

nante de la distribubn es etensor de momento cuadripolar

Para un conjunto d& cargas puntualeg, ¢s, . . . , gn, que

ocupan las posiciones, ra, . . ., ry, respectivamente, la for-

ma del tensor de momento cuadripolar es una matriz>da

con componenentes definidas por la exgnesi

6.2. Parametro de orden escalar

a) Orden bajo b) Orden alto

FIGURE 9. Dos CLN con el mismo director pero diferente canti- N
dad de orden: a) orden bajo y b) orden alto. El veéipmdica la e _ (3r ra — 125 8
orientacén de lai-ésima maécula del ensamble. of ; i (3o = 1i0as) ®
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CURSO INTRODUCTORIO DE CRISTALESIQUIDOS I: FASES Y PROPIEDADES ESTRUCTURALES

dondex, 5 =1,2,3 Yy d,p €s la delta de Kronecker que, a su

vez, se define por

1, sia=0,
6aﬁ = .
{0, Sia # .

Ademas, en la Ec8), r? = r; - r; Y los vectores de posi-
cion se han desarrollado en la forma= (1 ;,724,73,), de
tal manera que,, ; es la componente der;.

Al regresar al caso de los CLN, notamos que los momen-

tos monopolar y dipolar de la distibi@ei de orientaciones

son nulos. En particular, no hay momento dipolar dado que

no se altera ninguna propiedddi€a al invertir los vectores

de orientadn ;. El primer multipolo que no se cancelay re-
sulta ser el ras importante para describir la estructura prome-
dio, es el cuadripolo. En el campo de la materia condensada

suave, a este momento se le llamaatmetro de orden ten-

13

En algunos casos especiales es posible escribir al ten-
SorQ.s €N representaciones que permiten una interpi@taci
mas directa. En particular, para un n@mo uniaxial, si se
conocenS 'y n, se puede escribir

Qaﬁ = %S (37’1({05 - 6@6) 5 (11)
donde el promedio sobre el ensamble deguolas ya no apa-
rece expicitamente. La Ec.1(1) muestra que el tens@.s
combina tanto la informaoh del orden orientacional como
de la orientadn promedio.

Por supuesto, tam es posible escribir al gametro de
orden tensorial en notdm matricial. Erésta, la Ec!11) luce

Q= %S (3nn —1), (12)

sorialy, para un ensamble d€ moléculas con orientaciones dondel es la matriz identidad d8 x 3 y nn es tambén

1;, esh definido mediante la ecuaci

N
1
Qas = 5 > Buaiupi = dap) s )
=1

una matriz de x 3, conocida coranmente como giroducto
diadicoo producto externalen consigo mismo. En general,
el producto dadico entre dos vectoresy b, ab, se define
por las identidades siguientes, que expresanase multi-
plicaél (como matriz) por cualquier vector, [69]

cuya estructura es esencialemente la misma que la de la

Ec. 8), conu; jugando el papel de;.

(ab)-v=a(b-v), (13)

El factor1/N que puede distinguirse en el lado derecho

de la Ec.9) permite escribirla tambn en érminos de un
promedio sobre el ensamble molecular

Qaﬁ = % <3uau[; — 5af3> . (10)

6.3.2. Propiedades

El tensorQ.zs es la caractéstica dominante de la distribu-
cion de orientaciones. Tiene la propiedad de seésigo, .
e, Qus = Qpq, dado que el producto,ug Yy dops tambin
lo son.

Adenmas, la traza d€),z es nula,

Tr(Q) = Q11+ Qo2 + Q33 = % (3uf — 611)

(3uj — 0s3)

N —

+ % <3u§ — 522> +

:%[3<u%+u§+u§>—1—1—1} =0.

Estas propiedades se deben ala siraele |la fase neéti-
ca mencionada al inicio de esta sécci

Uno de los aspectos a&s importantes del pametro de
orden tensorial es que, al contener la inforrbagstructural
del CLN, permite obtener los valores dey n. Es decir, si
conocemos), s podemos obtener d# la cantidad de orden
y “la orientacbn promedio”. Espédficamente,S es el eigen-
valor mas alto del tensor de @anetro de orden 1 el eigen-
vector asociado &. El Apédice B presenta una demostfaci

v'.(ab) = (v-a)b. (14)
Como cabia esperar, todas las Ec9) @ (12) son inva-
riantes ante las transformacionies» —aon — —n.

6.3.3. Invariantes

Los invariantes de un tensor de segundo rango son aquellas
cantidades formadas por las componentes del tensor cuyo va-
lor no cambia séste se representa en diferentes sistemas de
coordenadas. Los invariantes son importantes para expresar
diversas propiedadessicas, cuando se sabe dqstas no pue-
den depender del marco de referencia que se utilice en la des-
cripcion. Un ejemplo de ello es la enéagla cual se anali-
zaia en detalle en las Secs. 7.1y 7.2.

Un tipo especial de invariantes son los llamaitwarian-
tes principalesque son los coeficientes del polinomio carac-
teristico del tensoii,.e., el polinomio que se utiliza en el pro-
blema de eigenvalores Para un tensoA esta ecuadin se
escribe en la forma

det (A — A\I) = 0. (15)

En particular, cuandd tiene dimengin 3, la Ec. (L5) se

convierte en un polinomiolbico de),

— N AN - AN+ A3 =0. (16)

de ello, para el caso de un CLN uniaxial, que es el que hemos No es difcil demostrar que los coeficientes de este poli-

discutido en este ddulo.

nomio, o sea, los invariantes principalesAleson
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doble contrac@n deQ consigo mismo da lugar a un escalar
relacionado con los invariantes €@g

A =Tr (A) = Ay + Aoy + Ass, (17) 5
= %) =262,
A, = % {[Tr (A)}Q Tr (Az)} QapQpa =Tr (Q ) 5 (24)

B Al contraerQ tres veces consigo mismo Yy utilizar sus
= Anday + AnnAsy + Ax Ass propiedades de simédry traza nula tambn se obtiene un
— AjpAy — A13A31 — AgzAss, (18)  escalar relacionado con los invariantes

y QuiQ @ =3det(@) = 35°.  (25)

Az =det (A) = Ay (AgaAzz — AxzAszo) .
7. Energas

Ajg| Aoz Azy — Ax A
* 12( et 2 33) 7.1. Enerda volumétrica

+ Ais (A32A21 _ A31A22>. (19) LosCL pueden realizar diversas transiciones de fase cuando
cambia su temperatura o, en el caso de los CLdpmtos,
Dado queQ es singtrico y sin traza, sus invariantes prin- la concentradin de sus componentes. Estas transiciones pue-
cipales se simplificare.g, Q1 = 0y Q, = —Tr (A2) /2. den describirse mediante dostodos téricos alternativos.
Cuando, adeds, Q se escribe en la forma dada por las En el primero, se modelan las propiedades y dasrqole-
Ecs. @) o (12), se obtiene T(Qz) = 352/2,i.e, Qs = culares y se intenta calcular el rango de logp@etros, como
_352‘/4. y Qs : S3/4. T la temperatura, para el cual es estable una faseifispeEs-
Otra forma en la que pueden construirse cantidades el€ €nfoque esten lainea de laecanica Estadstica larama
calares a partir de un tensor es a &mwe operaciones que d€ la Aisica que infiere las propiedades macepscas de la
reducen su rango y en matatitas se conocen conpooduc- materia a partir de promediar la dimica a nivel molecular.
tos internoso contraccionesUno de los productos internos E! Ségundo ratodo tiene un enfoque fenomeagico, sien-

mas conocidos es el producto escalar entre dos vectores (tef2 SU Propsito, el describir cuantitativamente la transiti
sores de rango uno), el cual toma a dichos vectargsh, y en erminos del tensof) 3, que es la variable macrazuica

devuelve un escalar (tensor de rango céro), ?ue contiene la informagn de la simefa y el orden de la
ase.
3 Este enfoque fenomer@iico se basa en la téarde las
c=a-b= Zaabaa (20)  transiciones de fase de segundo orden de Lev D. Landau
a=1

(1908-1968) [70] que fue generalizado por primera vez por
Otra contracén muy conocida es la multiplicam de  de Gennes para el caso de fasqaitio-cristalinas [71]. De-
una matriz,A, (tensor de rango dos), por un vectar(tensor ~ bido a que la mayaa de los experimentos se llevan a cabo a
de rango uno), que devuelve otro vector cuyas componentéeémperatura y volumen constantes, el potencial ternaooiin

estin dadas por co apropiado es la enégglibre F'. La fase que corresponde a
3 las condiciones impuestas sobre el sistema es aquella en don-
Ca =Y Aapag. (21)  deF adquiere un rmimo. En muchos contextos resulta muy
B=1 conveniente llevar a cabo la descriptien €rminos de la

Es coniin expresar los productos en las E&)(y (21)  enerda por unidad de volumerf, En particular, la contribu-
en &rminos de la llamda conveidti de suma sobrimdices  cion a esta densidad de eniergue describe la transiei de
repetidos, la cual fue introducida efsfa por Albert Eins- fase se conoce como densidad de ei@evglunétrica obulk
tein. En esta convenmn, unindice que aparece dos veces energy densityen inges, y aqiiseé representada mediante
en un érmino implica una sumatoria sobre todos sus valoreg! Smbolo fyy.

posibles. Ag no es necesario escribir losrgolos de suma- En el modelo de Landau-de Gennes, la eieligre de
toria y se tienen expresionesiscompactas. Por ejemplo, las la fase se considera una fuboianaitica del paametro de
Ecs. R0) y (21) se reducen a orden. Adenas, se toma en cuenta que el orden es [fegue
cerca de la transién de fase, por lo que la enéagse expan-
c=a-b=aub,, (22)  de en una serie de potencias de esta cantidad. Al extender la
y expansbn hasta la cuarta potencia resulta [72]
Ca = Aapag, (23) A
_ “ R fouk = fo + 5504555&

respectivamente.

El tensorQ puede dar lugar a un escalar al multiplicarse B C 2
: . . . — —54853+5 — (SapS 26
internamente consigo repetidamente. Por ejemplo, la llamada g Zes=Byove t (Sa3Sga)” (26)
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dondef, es una constante y el tens§ix; esk emparenta-
do con@, 3 mediante un factor de proporcionalidad Zj&3,
i.e, Sap = 2Qap3/3. Los coeficientes, By C, que se de-
nominan paametros fenomenogicos, son funciones de la

temperatura y la pre@in. Sin embargo, es usual suponer que

By C son constantes y considefaticamente la dependen-
cia deA conT, a traes de la igualdadt = A’ (T —T%),

15

CuandoT > T*, el ttrmino cuaditico en la Ec./Z8)
domina yA fpuk €s similar a una pabola con rtice en el
origenS = 0. Esto indica que a temperaturas altasitéca
fase estable puede ser la fase igpita.

ConformeT disminuye, la relevancia deétmino cua-
dratico disminuye tamkgin y empiezan a ser notorios los efec-
tos de los érminos dibico y cuartico, lo que da lugar a la

siendoA’ y T* otras constantes. Algunos valores que se conexistencia de un mimo local paraS > 0, aunqueS = 0 si-

sideranipicos para los coeficientes fenomebgitos en mo-
delos téricos son [42]4" = 10° J/(mPK), B = 106 J/m}

gue siendo el fimimo global deA fyuk(S). Esto implica que
la fase isotbpica (S = 0) sigue siendo la fase estable. A

y C = 10% J/m?. Para el 5CB los valores estimados sonesa temperatura, la fase natica se considermetaestable

A’ = 0.044 x 10° J/(mPK), B = 0.816 x 106 J/nm? y
C = 0.45 x 10° J/m? [72]. Para el MBBA, las estimacio-
nes experimentales resultan dh = 0.42 x 10% J/(m’K),
B =0.64 x 10*J/mP y C = 0.35 x 10* J/n? [73,74].

Todos los &rminos en la Ec:26) involucran a los inva-
riantes deS (o0 equivalentemente a los €¥), lo que garantiza

gue la ener sea la misma, independientemente del siste-

Esto significa que, al corresponder a umimo local de la
enerda, el estado nedatico podra subsistir por algn perio-
do de tiempo, pero la agit@m trmica o una perturbam
externa podan hacer que el sistema brinquecifmente la
barrera de enetg que separa a los dogmimos, obligandolo
a adoptar la configuramn estable.

Al disminuir ain mas la temperatura se enconfran va-

ma de referencia en el que se calcule este tensor. Al utilizdor T¢, referido como laemperatura citica, a la cual son

la relacbn entreS y Q y las Ecs.24) y (25) en la Ec. [26),

igualmente estables la fase idgiica y la fase ordenada. En

fou puede escribirse como un polinomio de cuarto grado detras palabras, @ = T los dos ninimos de la eneig ad-

Sv
1, o o 2 3 1 4
fbulk:f0+§A (T -T%)S —72735 +§cs, (27)

la cual muestra qu¢, es la densidad de enéagcorrespon-
diente aS = 0, i.e, la enerda por unidad de volumen de la
fase isotopica.

La Ec. 27) permite describir muy bien, a nivel fenome-
nolbgico, la transidn entre las fases isdpica y nenati-
ca. Para ello, conviene introducir el exceso de daerg

A fouic (S) = fouk — fo, 0 sea
1 ! * 2 2 3 1 4
A foulk () = §A (T -T%)5° - 2—735 + §CS . (28)

El comportamiento de esta fugci para diferentes valo-
res del” se muestra en la Fig. 10.
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FIGURE 10. Enerda libre volungtrica por unidad de volumen de
un CLN en el modelo de Landau—de Gennes dado por [é2Bg. (

quieren el mismo valoA fy,k = 0. Si la temperatura dismi-
nuye din mas,T < Tg, el minimo enS = 0 se convertia en
local y el que ocurre ef > 0 sei@ el minimo global. Enton-
ces,T; puede considerarse la temperatura a partir de la cual
la fase neratica es la fase estable. Durante(algntervalo
de temperaturas menores, la fase igoita sed metaestable,
pero al' = T*, el termino cuadatico en la Ec.28) se vuel-
ve negativo yS = 0 ya no correponde con uninimo de la
enerda. Entonces, a temperaturis< T* la fase isotbpica
es inestable y la neftica sef lalinica que se obsendr

La ocurrencia de las fases estables y los valores concretos
de equilibrio deS pueden identificarse al obtener losmnin
mos de la fundn A fy,k(S). Para ello pueden usarse los
métodos conocidos debfculo y elalgebra, tal como se de-
talla en el Aendice C. Esto conduce a la solei

2 (s vimm),

para el paametro de orden de la fase naica, dondes =
A" (T — T*) C/B?. Tambgn se obtiene la temperaturatier
ca,

S = (29)

B2
Te=T"+——
Cc + 27A/Ca (30)
y la cantidad de orden a la temperaturkica,
1B
=-—. 31
Se=3a (31)

La transicon de fase isofipica—neratica se ilustra tam-
bien mediante una gfica de los valores estables sieontra
T. Esa gafica se muestra en la Fig. 11 para el modelo de
Landau—de Gennes'y los valorgsi¢os de los pametros fe-
nomenobgicos mencionados previamente. Para> Tg, la
fase estable es lais6picayS = 0. EnT = T hay una dis-
continuidad pues$ aumenta hasté., su valor de equilibrio
en la fase nedtica. A partir de all S aumenta de manera
monbtona tomando los valores descritos por la 26).(Este
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L0 ' - El proposito de esta sedmi es analizar@mo pueden uti-

F 1 lizarse estas derivadas determinar las diferentes deformacio-
sk | nes que se pueden producir en un CLN. Posteriormente, en la
= Sec. 7.2.2 estudiaremoémo se relacionan las deformacio-

Q [ ) .
3 nes con la enefg de estas mesofases.
§ 061 ] Al igual que hacemos en otros campos deikida para
E r 1 inferir la geomefia de los campos, podemos utilizar opera-
S04 . dores diferenciales para caracterizar las propiedades espacia-
5 | . o les del directof. Por ejemplo, podemos sabefisiiene una
£ Nematico Isotrépico “ " . .
€ sl | fuente” local al calcular su divergencia
o-c: .
I 1 V -0 =01n1 + 02ng + O3na, (33)
0.0 - | L \* I - |
T-2K T T T+2K o saber si tiene una circulaei alrededor de un punto al cal-

c
Temperatura, 7 (en K) .
cular su rotacional,

FIGURE 11. La transicon entre las fases is@pica y nenatica es

evidenciada por la aparimn de ordenZTt, dada por la Ec.30), V x i = (Oang — O3ns) &,

representa la temperatura a la cual cambia elatar estable de

dichas fases. — (O1n3 — O3nq) €3 + (O1ng — Oany) €3.  (34)
comportamiento discontinuo es la carafgtca principal de La notacbn deindices junto con la conver@m de suma
las llamadas transiciones de fase de primer orden [75]. de Einstein, son multtiles en el adlisis de la deformaciones.

A partir de este aflisis puede darse un interpreta- Con ellas se puede escribir de manera compacta la3Be. (
cion retrospectiva de los coeficientes fenomégulos en la  como
Ec. (28). El coeficiente de5? es el responsable de conducir V - = 0una. (35)
la transicon debido a su dependencia con la temperatura. El
término dibico, permitido por la simét, es el responsable
de que la transiéin sea discontinua. El coeficiendepermite
estabilizar la eneiig al impidir que decrezca indefinidamente
cuando elérmino cuadatico cambia de signo.

En algebra de tensores, ®ldice que indica la sumato-
ria, e.g.« en la Ec. [85), se llama urindice “mudo”. Esto
se debe a que el nombre que utilicemos paras irrele-
vante porque, de todas formas, corre sobre todos sus valo-
res posibles. Dicho de otra manera, taembpudimos haber
7.2. Energa elastica escnto,e.g_, V.-n = aﬁnp_, §|n glterar la suma imfdita.
Una regla importante al utilizandices repetidos es que nun-
7.2.1. Deformaciones del alineamiento y su deschipci ca debemos usar el mismidice mudo ras dos veces en
matenatica un ttrmino de ninguna ecudxi, debido a que esto gendear
_ _ _ confusbn acerca de@mo llevar a cabo la sumatoria. Consi-
En un CLN, los ejes moleculares tienden a alinearse a"ed‘%reremos,e.g, el cuadrado de la divergencia éle que ten-
dor den. Aln en el caso eatico, n puede ser obligado a dra un significadoisico concreto como veremosasiadelan-
cambiar de un punto a otro por la amcide fuerzas externas te en la Sec. 7.2.2. Al tomar en cuenta la [35)(podiamos
o condiciones de frontera, voendose un campo dependiente pensar en primera instancia en escribir esta cantidad como:
de la posidbn,n (r). Los cambios dé entre regiones cerca- (V- ﬁ)2 = Onna Dana. Sin embargo, esto no es ldasicon-
nas reciben el nombre dieformacioney representan des- veniente pues loindices repetidos po@m indicar nas de
viaciones con respecto al estado ideal de alineamiento UNima sumatoria incorrect&rg’ podﬁamos pensar en expan-

forme de una muestra de CLN. _ dir primero una sumatoria sobre loglices de las derivadas
Para describir mateaticamente a las deformaciones, Separciales y luego expandir la sumatoria sobrénelice del

toma en cuenta que en la majgde las situaciones las dis- djrector:

tancias para las cuales son apreciables los cambios del campo

director son muy grandes en compaéaccon las dimensio- (V- ﬁ)2 = OuNa Oala
nes moleculares. Entonces, puede asumirsendug¢ es un

campo continuo que cambia de manera suave.ess\alido = 01na O1na + 9ana ana + d3na dsna

medir las variaciones d& (r) en &rminos de sus derivadas — Oyny O1ng + Bing Byng + Oyns 01z
espaciales. Dado guetiene tres componentesy(, no y n3),
que dependen de las tres direcciones espaciales{y z3), + Oany dany + . ... — jlncorrecto!
se pueden formar nueve derivadas del director, que represen- o g
taremos mediante Este error se evita si para cada facto(®e- )" utiliza-
Ong _ on (32) Mos unindice mudo diferente,e.,
Oxe 7
parac, 5 = 1,2,3. (V-0)* = 04nq Ogng, (36)
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n
=
o

FIGURE 12.Tres deformaciones en un CLN: a) deforntacile aristagplay), b) deformaddn torcida {wist); c) deformaaddn dobladaljend.

en la cual es claroamo deben expandirse las sumatorias:  con(V - 7)? de la siguiente manera

Dane Oang = (9101 + Oang + H3ns) ang Banp png = (V-1)* =V -m, (37)
= (01n1 + Oyny + O3n3)*. donde el vectom se define por sus componentes como
Como mencionamos, la divergencia del director mide una Mo = —Ng0gNa + Na0gng. (38)

caracteistica geordtrica de las deformaciones. Un campo di-
rector que diverge tiene un comportamiento espacial como el Otra relacdn resulta del hecho de que el director es un
que se ilustra en la Fig. 12a). Cuan®0; i # 0, se dice que vegtor ur_litario,nana = 1. Entonces es claro que cual-
el CL tiene una deformaii de tiposplay. No es muy coran ~ quier derivada dex,n, Siempre se anula, lo que conduce a
nombrar las diferentes deformaciones de los CL enfedpa 95 (ana) = 2nadsna = 0y, por lo tanto,
pero si tuveramos que proponer una traddgtpara las de-
formacionessplay, esta sdn “deformaciones de arista”, por nadgna = 0. (39)
el hecho de que se produein al confinar al CL entre dos
placas planas que se van aproximando una a la otra 'y eveps
tualmente se intersectan sobre undiea, tal como se ilustra
en la Fig. 12a).

Una relaocbn util, que se demuestra en detalle en el [V x 0], = £ap,pn, (40)
Apéndice D, conecta las segundas derivadas espaciates de
| dondez,z, es elsimbolo de Levi—Civitadefinido por la regla

Por otra parte, la escritura de las derivadas “cruzadas” que
forman las componentes del rotacionahdamben pue-
de simplificarse en la notdm deindices como sigue,

+1, si{a, 8,7} ={1,2,3}, {2,3,1} 6 {3,1,2},
Eaﬁ’)’ = _17 Si {aa/B,ﬂY} = {173)2}’ {23 1)3} 6 {332)1}» (41)
0, sSia=p,a=v60=Hn.

En otras palabras,,s, vale 1, si susindices forman una
permutaddn dclica de{1,2,3}; vale —1, si susindices no
esfin no esdn repetidos y no forman una permutaciclica
de{1,2,3}; y se anula si cualquiera de sinslices se repite.
El simbolo de Levi-Civita es muyitil para expresar deter-
minantes y productos vectoriales en nobacdeindices, de
alli que se use tamén en la érmula del rotacional. En par-
ticular, dados dos vectoresy b, el producto vectorial entre
ellos es otro vectot = a x b con componentes

Por definicon, las componentes déhsholo de Levi-Civita
cuyosindices esin permutadosiclicamente son ignticas,
.8, €agy = €8ya = E4ap; Mientras que dos componentes
relacionadas por una permutaeino dclica deindices tienen
Signos opuestos, e, e,3y = —€ga~- Otras dos propiedades
importantes de,, 3, son la contracéin consigo mismo sobre
uno de su$ndices,

Ca = €ap~agb. 42
T “2) EapyEapr = 080y — 0y 0y, (43)
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y su producto externo consigo mismo Por otra parte, el cuadrado del producto que define la de-

formacbn torcida es, de acuerdo con la E&5)(
50& 6(¥;L 50zll

EaprExuw = 0px  Opu  Opu| = dax (9pu0yy — 0pulyy) (B V % 8)? = nanxcap e dpny (49)
A Oy Oy = 0qng Oang — 0anp Ogng
— Oap (6x0y0 — 8u052) — NNy O Oy (50)
+ 0aw (6705 — 0042 - (44) = 0anpdans — V -m — (V - f)?
El rotacional den es un vector que puede multiplicarse —(nx (V x ﬁ))2, (51)

escalar o vectorialmente por cualquier otro. En particular, las . L
multiplicaciones escalar y vectorial entiey V x i, son €N donde el vectom es el mismo que se defnien la
muy importantes por su significado geetmco. Un campo Ec. 39). , . ,

de orientaciones cofi- ¥ x fi # 0, tiene una estructura dis- _ Fara obtener la igualda31) utilizamos diversas ecua-
torsionada como la que se ilustra en la Fig. 12b) a la que cglones presentadas en esta secial como se explica en el

le llama una deformaén twist, en ings, y que adureferi-  ~\Péndice D.
remos como una “deformadm torcida”, por el hecho de que i
puede producirse al confinar al CL entre dos placas paralelgsz'z' Energa de Oseen-Frank

gi_radas una con respecto a la otra, como se ilustra en la propjg, respuesta a las deformaciones, el crigtplitio genera
Fig. 12D). torcas y almacena una forma de enangotencial que se li-
Matematicamente, el producta - V x 1 resulta en Un  pera cuando desaparecen las fuerzas externas &blitara
escalar que, de acuerdo con la E20)( podemos escribir  describir esta enefa, se parte del modeloas simple posible
como y se supone que las torcas son directamente proporcionales a
las deformaciones. Esto equivale a la ley del resorte de Hoo-
0V xn=ne[V XA, =nacapydpny. (45) ke que aprendemos en los cursos de Atéza Chsica, en la
cual la fuerza del resorte es proporcional al estiramiehiq,
La multiplicacibn vectorialn x (V x n) tambén esta y |a enerda potencial e$tdada por
asociada con una deforméni caractédstica con la geome- 1
tria ilustrada en la Fig. 12c), la cual se conoce erésgbmo Uglas= =k (A;p)2 , (52)
deformacbn bend Esta deformaéin, que podamos llamar 2
“doblada” en espigol, se produce al confinar a un CLN entre dondef es la elasticidad del resorte.
dos placas paralelas que posteriormente se doblan para darles Como se disculi brevemente en la Se2.3, el problema

la forma ilustrada en la Fig. 12c). de calcular la enefg libre de las deformaciones de un CL
La componentes del produdox (V x ) las podemos fge abordado primero por Oseen y chher [23,24] y poste-
encontrar a partir de las Ec40) y (42), riormente por Frank [25], quien lo formken &rminos de la
simetiia de las fases y deiMa expreshin que se usa hasta el
[ x (V x 0)], = eapyns [V x 0] dia de hoy con mayor frecuencia. A la densidad de déaerg
v libre elastica,feas S€ le conoce en la literatura coranerga
= €aByNBE ALONT - (46)  elastica de Oseen-Franlkaunque frecuentemente se le dice

sblo enerdga de Frank
En el agndice se demuestra que los productos en la La ener@a ebstica del CL se anula en ausencia de de-

Ec. (46) se reducen a formaciones y se incrementa cuando ocurren variaciones es-
paciales del director. Aspuede considerarse una expansi
0 x (V xn)|, = -—ngdgnag. (47)  de feasen €rminos de las derivadds,ng, 0,031, etc. Al

considerar qué& cambia de manera suave en el espacio, di-

Para finalizar esta seéai, escribiremos un par de resul- chas derivadas pueden considerarse peggig la expanén
tados mater@ticos que sén muy valiosos por razones que se de feiaspuede truncarse hasta I@minos de segundo orden
aclaraan mas adelante en la Sec. 7.2.2. Estos consisten en ef@an30,nx Y 9,0315), l0 que resulta en
presar la intensidad cudatica de las deformaciones torcida ~ ~
y doblada. Comencemos directamente con el segundo caso. fetas = k1PapOans + k2 Qapyrdansdyna
De acuerdo con la Ec4T), la norma al cuadrado del vector + kE3Rapy0adpn., (53)
nx (V xn),es o
dondek, ko Y k3 son constantes, mientras que los tensores
Papr Qasyr Y Rasy tienen el papel de agrupar los cambios
espaciales del director. Observa queiludices de estos ten-
=npny Ipna Oy (48)  sores se contraen con todos lodices de las derivadas para

[ x (V x0)]? =[0 x (V x )], [hx (Vi)

[
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garantizar quefeias S€ea un escalar. La idea que permite en-ciones producen los siguientes resultados

contrar la forma de los tensor@s,g, Qapyr Y Rasy €S que

estos pueden expresarse emtinos de los vectores y tenso-

res fundamentales,, dag Y €ap-
Al escribir las primeras y segundas derivadasndeon

indices que pueden correr sobre todos sus valores, estamos

5a58an5 = 8ana, (55)
y
(56)

€a57n78an5.

permitiendo de entrada que todas las combinaciones de ellas Aunque los resultados de las E&S)y (56) no se cance-

puedan contribuir a la endeg Sin embargo, en la expaosi
resultante &lo deben ser permitidos aquell@drminos que
cumplan con las dos siméis de la fase neatica discutidas
enla Sec. 6.1 — —nyr — —r. El objetivo del siguien-
te arélisis es mostrar qug.jas SOlo tiene tres contribuciones
permitidas, la primera proporcional & - ﬁ)2, la segunda a
(f-V x n)’yladltimaaln x (V x n)]*.

Antes de comenzar con dicho&isis conviene comentar
gue las simetasn — —n y r — —r permiten una contri-
bucion adicional proporcional a la divergencia del veator
definido por la Ec..38). Ahora bien, feas al igual quefuuik
en la Sed?7.], es una densidad de engxg.e., es energa por
unidad de volumenfeqs representa la densidad de enarg

lan, podemos ver que tales contribuciones naregermitidas
por violar una o ambas de las siniem — —nyr — —r.
En otras palabras, estd@ininos cambian de signo al inver-
tir el director o el vector de posimn. En particular, obser-
va que al invertir las coordenadas se tiethe,, /0(—z3) =
—Ong/0xg.

Lo anterior se resume en la Tabla I, en donde se consi-
deran los productos de las contribucionesRigd,ng que
no se anulan y se indica cano x, respectivamente, si los
resultados satisfacen o no las sirfetry si son permitidos o
no. De este alisis podemos concluir que no pueden existir
contribuciones lineales en las derivadasite fejas

Para el segund@tmino en el lado derecho de la EB3),

causada por las distorsiones, almacenada en un elemento ﬁ@demos ver que existen diversas combinaciones,dé, s
(0%

volumen infinitesimaldV, centrado en una pos@i r. La
enerda ehstica total de una muestra de CL se obténdie-

Y €8y Que forman tensores de cuarto rango. Al utilizélos
el director, se puede formar la combinaTin,ngn,ny. Al

grandofeias(r) dV' sobre todo el volumen ocupado por dicha compinar el director y la delta de Kronecker, se pueden for-

muestra,

Futas = / / [ foastr) av,

en donde hemos enfatizado el @eter tridimensional de la
operacbn involucrada al escribir una integral triple.
Para cualquierarmino en la Ec.33) que sea una diver-

genciage.g.V-m, podemos utilizar el teorema de la divergen-

cia de Gauss y escribir su contribémia F 55 de la siguiente

manera
/// V~de:#m~éd$,
\% S

en dondeS es la superficie cerrada que delimit&as es el
vector unitario que apunta en la diremeinormal aS desde
el interior hacia el exterior{S es el elemento infinitesimal de
area y la doble integral cerrada enfatiza ebcter bidimen-
sional de la operaén. En otras palabras, la contribagide
V -m ala energp total se reduce al flujo da sobre la super-
ficie de la muestra. Esta contriboai se interpreta entonces
como una eneiig superficial y no se considera cuandtos
se estudia la enei@ volunétrica del CL o bien, cuando se
sabe que la contribu@mn superficial sér pequéa. Esta es la
situacbn que consideraremos a partir de ahora.

Dicho todo lo anterior, consideremos el primérmino
de la expangin defeasen la Ec.63). El tensor de rango dos,

mar seis&rminos:dagn nx, daynana, arNyNg, 0gyNar,
dganany Y dyanang. Al utilizar el director y el §mbolo

de Levi-Civita se forman las siguientes cuatro combinacio-
NES:EagyNx, Eay AT EaBrly Y €ayANq. POrlItimo, al utili-
zar(nicamente la delta de Kronecker, resultan teesinos:
9a80yx1 6ar082 Y 0ards,. La enorme mayada de las combi-
naciones anteriores se anulan al multiplicarseda@ 0, n,
debido a la Ec/39). Concretamente,

NaNgNynrOang Oyny = 0,
dagNynrOang Oyny = 0,
dayngnaang Oyny = 0,
darnyngOang 0yny = 0,
0gynanrOang Oyny = 0,
dyanangOang Oyny =0,

EapyNaOang Oyny =0,
EayangOang Oyny = 0.

Las contribuciones &, que no se anulan cuando se
multiplican pord,nzd,n, conducen a los resultados mos-

P.s, puede tener tres contribuciones formadas a partir ddfados en la Tabla I, en donde hemos ignorado éosinos

director, la delta de Kronecker y €insbolo de Levi-Civita:

NaNg, 008 Y EafyMy-
resultado nulo al multiplicarse péy,ng,
Nnangdang =0, (54)

debido a la Ec.39). Mientras que lasiltimas dos contribu-

que tienen la forma de una divergencia. La demodirade

Sin embargo, la primera conduce a un €St0S resultados pueden consultarse en éhdjee D.

Por otra parte, el tens@®, 3+ en la Ec.[63), puede tener
las contribucionesi,ngny, €agy, 0agNys 6ayng Y 0gyNas
que dan lugar a los resultados que se muestran en la Tabla Ill
y se obtienen en el Andice D, despgs de ignorar aquellos
términos con la forma de una divergencia.
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TABLE |. Posibles contribuciones dg,ng a la energa ebstica.

Producto Resultado Sim@m — —n Simetiar — —r ¢ Permitido?
0ap0ang Oana X X X
6ag’yn»yaan5 Eaﬂ’ynw({)an,g v X X

TABLE |l. Posibles contribuciones d&,nzd,ny a la energa ebstica. La columna de resultados ignora aquekosiinos que tienen la
forma de una divergencia.

Producto Resultado Sim@m — —n Simetifar — —r ¢ Permitido?
03042 0anzdynx (V -n)? v v v
Sar0pr0an 0y (V-1)? + (2-V xn)>+ (0 x V x n)? v v v
Sar0,Dansdynx (V -h)? v v v

0 ATy OangOyin (h x V x n)? v v v
EaBANO0angOynix €aBANyOangOynx X v X
€8vANa0an g0y N €8y AN aOaNgOyni X v X

TABLE Ill. Posibles contribuciones dk dsn a la energa ebstica. La columna de resultados ignora aqueéaninos que tienen la forma
de una divergencia.

Producto Resultado Sim@m — —n Simetiar — —r ¢ Permitido?
NangNyDadsny — (A x (V x 1))’ v v v
EapyOadpny EapyOadpny X v X
ey Oadpn, —(V-h)? = (A-V xn)® - (ax(Vxn))? v v v
0arynpOadpny — (V- ﬁ)2 v v v
834M00adpn, —(V -n)? v v v

Los resultados de las Tablas | a Ill demuestran, comaolumen yn es adimensional, las unidades de las constantes
hakdamos anticipado, que todas las contribuciones permitidade Frank son las mismas que las de la fuerdpicamen-
a felaspueden agruparse en las intensidades étimdss de las  te sus valores son del orden de los pN(*2 N) y tienen
deformaciones de aristaV - n)°, torcida,(i- V x n)?, y  una dependencia fuerte con la temperatura. Mediciones re-
doblada,i x (V x ﬁ)]2. La forma esindar de agrupar es- portan para el 5CB a 2€, K; = 6.5 pN, Ko = 3.5 pN

tas contribuciones es y K3 = 9.8 pN [76]. Para la misma substancia a los 30
1 , 1 ) se reportan(; = 5.3 pN, Ko = 3.2pNy K3 = 5.8pNYy
Jelas= §K1 (V-n)" + §K2 (n-V xn) cerca de los 26C otras mediciones dan resultados similares:
1 K; =6.2pN, Ky =39pNy K3 = 82pN [77]. Para el
+ 5}(3 (h x V x ﬁ)2 ) (57) MBBA cerca de los 25C, los valores reportados son [77,78]

K; =6.0pN, Ky =38 pNy K3 = 7.5 pN. Mientras que
La Ec. 57) resalta la similitud entre la elasticidad de un para el PAA alos 125C se han reportado [7#; = 4.5 pN,
CL con la elasticidad de un resorte, E52) En efecto, para K> =2.9pNy K3 = 9.5 pN.
un resorte de Hooke, en el que la fuerza es proporcional al
gis’ot:algna:(ra;tjor; I(?Lelgegeqlggg;[?czmelsc?;nn?;;eezocnu:ih(:ili;or miento, K3, es significativamepte_ mayor que las otras dos.
L . . . .~ Porsu parte, la constante de torsiK,, es pequia.

solo que en las tres deformaciones independientes ilustradas
en la Fig. 12. Esto es una indicani de que el modelo de En muchas situaciones de iréisr la enera descrita por
Oseen-Frank tamén esh basado en una aproximani li- la Ec. 67) es demasiado compleja para tratarseitinalo
neal, en el que las torcas sobre el director son proporcionalesiméricamente. Cuando esto ocurre, suele utilizarse una sim-
a las deformaciones, aunque, por brevedad, no abundaremplificacion que consiste en suponer que todas las constantes
mas sobre la descrigm matenatica de dicha relaén. En  de Frank tienen el mismo valarg,, K1 = Ky = K3 = K.
la Ec. £7), cada contribudn tiene su propio coeficiente de A esta simplificaddn se le llama laaproximacén de cons-
elasticidad. AK{, K, y K3 se les conoce como las constantestantes ehsticas igualesBajo ella, feias adquiere la siguiente
de Frank o constantesasticassplay, twisty bend respecti- forma, que es sencilla de recordar puéksnvolucra a la
vamente. Ya quéeias S€ mide en unidades de eniergobre  divergencia y rotacional del director,

Se puede observar que la constante asociada al dobla-
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1 a su vez, de7, 27 y 81 términos, respectivamente. Por ello,
folas = 5[{ [(V A1) 4 (V x ﬁﬂ ' (58)  se recomienda prestar mucho aténca dicha expangn al
acercarse por primera vez a su Uso.
Los coeficientes de la expabgsien la Ec.[%9), L, Lo
y L3, son las constanteséatticas correspondientes a la re-

. I i les de | i presentadin tensorial de tres deformaciones fundamentales
os valores experimentales de las constamtes K, y tienen la caractéstica de ser independientes fela re-

K3 que presentamos prgviamente para el 5CB, gl MBBA Y cion entre las constantds; y L;, parai — 1,2, 3, puede
el PAA, claramente prohiben que podamos considerar exaggiaplecerse al sustituir la EL1 en la Ec. 59), desarro-
tas las predicciones basadas en la B8).(A pesar de esto, 51 |55 derivadas involucradas suponiendo s uniforme

la aproxmacmg d%constantesaﬁlqca; |gugles ?s, mWtl  nara as comparar miembro a miembro el resultado con la
para comprender de manera cualitativa y describir aproxima=¢ “57) Esto conduce a

damente las distorsiones del campo director.

El uso de la notadin deindices facilita mucho el poder
reducir la Ec.57) a la Ec. 68), como se demuestra en el
Apéndice E.

_23K2—K1 + K3

7.2.3. Representamn tensorial de la eneig elastica Ly = 2752 ' (60)
Ademas de las consideraciones que hemos hecho en la Ly = 4@7 (61)
Secl7.2.2, una limitacbn importante de la Ec5F) que pode- 952

mos séalar es que, al deducirla, no hemos tomado en cuenta

que aderas del director, el pametro de orden escalar tam- Ly — 4K3 - K 62)
bién puede sufrir variaciones espaciales. Esto es particular- 2783 7

mente importante en el caso de los llamados CL coloidalesal como se demuestra en detalle en eéAgice F.

gue se forman al introducir p&ttilas de tami@ micro o na- En la péctica, los valores dB;, L, y L3 suelen asignarse
nometrico en un CL [42,79]. En estos casos se forman singugtilizando las Ecs. 60) a 62) y los valores experimentales
laridades alrededor de las gaulas intrusas, conocidas como para las constantes de Frank y elgaetro de orden esca-
defectos topdigicos, que pueden tomar la forma de puntos dar [66,80,81]. En la aproxima@n de constantes iguales, las
curvas con un incleo con un valor muy bajo d&, como si  Ecs. 60) a (62) resultan en

alli el CL se hubiera fundido. Esto genera variaciones muy

grandes en la endiggehstica que la Ec5({) no puede recu- Li=L= 2K (63)
perar. Mas din, en el ficleo de los defectos el director que- 952’

da indefinido y la Ec.[§7) pierde sentido. En estos casos €Sy I, = Ly = 0, lo que reduce la EC5€) a

necesario representar la erierghstica ené&rminos de los )
cambios espaciales del tenggys, los cuales cuantifican de
manera ras acertada las deformaciones del CL.

De manera sirpiilar al proceso que IIevamps a cabo pa- La Ecs. B7) y (89) son las érmulas fundamentales de
ra obtener la ecuah (57), las derivadas espacialésQs, la teofia de los CL descritos como materia continua y son

8‘*65627.” etc.,, pu_eden con5|dera_rse P Y felas puede ampliamente utilizadas en investigaciones actuales, donde se
expandirse enerminos de ellas. Sin embargo, debido a que : o ! : -

. . ) consideran las contribuciones a la enhargstudiadas agu
Q. tiene un rango tensorial mayor que llevar cabo es-

. _ e , : otras que representan la inter&ecdel CLN
ta expagin es un procedimiento matético mas complejo. Jouk + fetas ¥ d P

. o , con superficies y campos externos, para analizar las distor-
Aqui nos limitaremos a presentar la formagstar de la ex- . : :
. - - L siones resultantes en el alineamiento molecular [82-84].
panson resultante y s&lar su conexin con la ecuaéin (57).

Espedficamente feas€n la representain tensorial suele es-

1
felas = iLa'yQaﬂ a’yQaﬂ~ (64)

cribirse como 8. Reflexiones finales
1 1
felas= §L18~/Qaﬁ 0,Qap + iLZaﬁQaﬁ 0y Qary En este aitulo hemos presentado algunas de las propieda-
des Iasicas de las fases intermedias de la materia conocidas
+ ELBQ(}B D0 Q-2 5Q-. (59) como CL. Despaés de discutir sobre su hi_storia,y_tipos prin-
2 cipales, hemos presentado una desadipenatenatica deta-

Observa que en la Ec59) hay sumatorias imfditas so- llada de las caractesticas que definen la estructura, sirfeetr
bre todos lo$ndices involucrados, lo que implica qfig.ses, vy enerda de la fase de CL &s simplej.e,, la lamada fase
como debdn, un escalar. Cabe resaltar aguutilidad de la  nematica. Al entender que la lectura de este trabajo pudiera
notacbn deindices que permite condensar en urarfulare-  representar un primer acercamiento al tema de los CL, hemos
lativamente compacta una expanscon una forma exjgita  excluido la exposidin de situaciones en donde los CLNast
muy larga. Espdficamente, si se expandieran las sumatoriasgluyendo o se ven afectados por campos externos, superficies
sobreindices repetidos en la E&Y), se observaa que el pri- o parfculas intrusas. Todas estas situaciones son de enorme
mer, segundo y tercegitminos en su lado derecho consisten,interés fundamental y jpcctico pero, dada su complejidad y
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extensbn, consideramos que es mejor discutirlas en entregas 4
subsecuentes. En una segunda parte de este curso se presen-
taran, precisamente, los efectos de campos eleatioss y
magnetositicos sobre el campo director y el anclaje que cau-
san superficiestdidas en contacto con CLN y se analiaar

en detalle diversos patrones de orierttagjue surgen como
consecuencia de estos efectos.

Como hemos podido apreciafjraen este caso, el trata-
miento materatico de un CL no es sencillo. El entendimien-
to de sus conceptos y propiedadésibas requiere del uso
de herramientas matéxticas que abarcan, entre otras, la pro-
babilidad, el @lculo vectorial, eflgebra lineal y ellgebra
de tensores. En esteiarilo, hemos procurado explicasmo
deben utilizarse estas herramientas y en algunos casos he-
mos, incluso, presentado las definiciones de las operaciones
utilizadas. Lo anterior vuelve a este primer curso de CL auto-
contenido y, en nuestra opam, brinda dos ventajas adiciona-
les. Primero, se aprecia la relevancia de todas estas ramas gig yre 13. Sistema de referencia utilizado para calcular el
las Matenaticas en la fsica, conénfasis en el estudio de la paametro de orden escalar.
materia suave. Segundo, l&snicas aprendidas dquueden
utilizarse para el estudio de otros sistengag.el manejo de donde
tensores para el estudio de la raeica de fluidos o el medio dQ; = ser¥; do; db;,
continuo.

Asimismo, hemos discutido sobre la cortexide los CL
con ramas de laiBica y la Qimica como el Electromagne-
tismo, la Termodiamica, laOptica y la Qimica Organica.

En la investigadn actual, los CL son de intes en una di-
versidad mucho @s grande de campos. Proveen de ejemplo
tangibles y casos de estudio a la Topdoyg la Teora de
Nudos [84] a los ratodos nuraricos de soluéin de ecuacio-
nes diferenciales parciales [85,86] y de Iai€a Estatstica
Computacional [72,87-89] donde muchas de ¢asiulas que
hemos endeado aquson ampliamente utilizadas. Targhi
son enormemente estudiados por su relevancia en potencia-

es el elemento dangulo $lido de las coordenadas éstas
y P (¢;,0;) la densidad de probabilidad de gizges€ orien-
tado a lo largo de loangulosy; vy 6;.

Cuando un CLN e&t completamente desordenado,
P (¢:,0;) se distribuye uniformemente sobre la esfera uni-
?aria. La probabilidad de encontray dentro del elemento de
angulo élido d); es

7

Al sustituir la Ecs./A.2) en (A.1) se obtiene

les aplicaciones biogdicas [33,54,56]. 1 2 ™
Todo lo anterior demuestra que el estudio de los CLes S = 87/ ddh'/ db; serb; (3 cos® f; — 1)
multidisciplinario y complejo y que su aprendizaje déaer 0 0
. . _ 1 s T
con5|de.rarse funqamental para todos los interesados en 'des _ 1 3/ d0; serp; cos? 0; — / d6; serd,
arrollar investiga@n de frontera en el campo de la materia 4 0 0

condensada suave.
= 1 3g -2 =0
4173 e

Por otra parte, cuando todas las éwllas estn perfecta-
mente alineadas con el director tenem@s= n y al sustituir
esta igualdad en la E¢Z)nos queda

Apéndice
A. Valores limite del parametro de orden

Para calculals, puede considerarse un marco de referencia

en donden coincide con el eje polar de un sistema cartesia- S =
no, tal como se muestra en la Fig. 13. El eje molecuiar,
gueda determinado por Iéngulos polargd;, y azimutal,¢;.
Dada la simeta uniaxial ,&stelltimo puede medirse con res-
pecto a cualquier eje sobre el plano perpendicular a

De acuerdo con la Ec7), .S puede calcularse de laforma pyyg Jlevar a cabo losatculos en este @mdice utilizaremos
notacbn matricial, en la cual el tensor de paretro de orden
/ dQ P (¢i,0;) (3cos®0; —1), (A1) tiene laforma )
sfera unitaria Q= §<3flﬁ -I). (B.1)

. 1
(3(n~n)2—1>:§<3—1>:1.

DN | =

B. Valores y vectores propios del tensor de
parametro de orden en el caso uniaxial

S:

o NI+
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En el caso uniaxial, dlnico eje distitivo es paraleloia se proyecten igualmente sobre ellas. Consecuentemente,
Las direcciones perpendicularesiaon todas equivalentes. (i - my)?) = (- m,)?), lo que conduce a
Entonces, por simd#, puede anticiparse quese@ un vec-
tor propio deQ. Consecuentementé), - n = An, donde\ es
el valor propio correspondiente. Entonces, al multiplicar por
n' por la izquierda podremos escribir

1 ((@-a)*) 1

2 -3
en donde, para obtener ldtima igualdad se ha utilizado la
Ec. B.3). Finalmente, al sustituir la E¢B(7) en la Ec.|B.5)
se obtiene el menor de los eigenvalore€}yle

((&-1iy)?) = 1-5), (B7)

n-Q-n=n"-\n=A\ (B.2)

Ahora es posible demostrar que, efectivamentes S.

Para ello, sustituyamos la EB.0) en B.2), N = —%. (B.8)
A= 1ﬁT-<3ﬁﬂl—I>-ﬁ
2 ' C. Sy T; en el modelo de Landau—de Gennes

Dado quen es constante, puede entrar enboaketsque
indican el promedio. Aisse obtiene

1

La cantidad de orden en la fase rigina puede encontrarse al
calcular el valor en el quA fyuik adquiere un rimimo. Al de-
rivar la expresbn (28) con respecto &, igualar el resultado

= - AT . (113 . N — AT . . N
A= 2 (3n (i) - n—n"-1 n> a cero y considerar el caso en el dtig- 0, se obtiene
1 T oA T
=5 (3(a"-0a-8) -4"-A) M 2 0w (C.1)
3 9 9
1 L2 i .
=3 {3 <(u - 1) > — 1} la cual, despéis de un poco dalgebra, se reduce a
_ 1 a-n)> = 34 _ B 2 _
—§<3(u-n) —1>_s. G~ aaS TS =0 (C.2)

De laUltima igualdad taml&in se obtiene el siguiente re-
sultado que sérde utilidad

Al resolver esta ecuan cuadatica paraS se obtiene,
precisamente, la Ec28). La solucbn conjugada no se con-
, 925 + 1 sidera pues corresponde ahxrimo de la fundn A fouk, que
<(ﬁ - 1) > = . separa a las fases ispjrica y nenatica.

3 La cantidad de orden a la temperaturiica puede obte-

Tambien por simefia, puede anticiparse q@@tenda un  nerse de imponer la condini de que ade&s de tener un
valor propio degenerado,, asociado con la libertad de que minimo en S, A foux tambin se anula en ese valir,,
cualquier vector en el plano perpendiculaf alebe ser un A fou(Se) = 0, lo que conduce a
vector propio. Sin prdida de generalidad, consideremos el

(B.3)

sistema ortonormal de vectorgg,, iy, i} mostrado en la Ag 2B g LG (C.3)
Fig. 13. Entonces, de maneraaoga a la Ec/B.2), se cum- 3¢ 217 9 7
ple o bien, al considerar qu§. = 0 y multiplicar por2
Q- =\, (B.4) AR 7 0y multiplicar p
- L 2A 4B 2
y al sustituir la Ec.B.1) y desarrollar los productos tanémi 3~ WSC + ?CSC2 =0. (C.9)

se obtiene 1
r_ = Aa N2
A= 3 <3(u ;) 1>. (B.5)

Entonces, al evaluar la E.C(1) en S = S, y restar el
resultado&rmino a &rmino con la Ec.C.4), resulta

Las orientaciones moleculares se pueden expresar en

términos de la basfm,, 1y, 11}, de la siguiente forma

0, = (G - 1iy) iy + (O - M)y + (4; -n)a. (B.6)

Dado quem;, m, y i1 SON unitarios y mutuamente per-
pendiculares, tenemeg = 1 = (1, - rh1)2 + (q; - rh2)2 +
(1; - 1)° y, al promediar,

(@ y)?) 4 (G- 1)) + (- B)?) = 1.

Sin embargo, dado que las direccion&s y ms son

2 4 42\ Lo
(9 + 27) BS, + <9 - 9> CS2=0,  (C5)

cuya soluabn no trivial es justamente la ESJ).

Finalmente, al sustituiS, dado por la Ec..31) en la
Ec. (C.2) se obtiene

34 B? B?

3¢~ 60z Tac —

(C.6)

de la cual, al sustituid = A’(T; — T*) y despejarl; se

equivalentes, podemos esperar que los ejes molecularebtiene la Ec.30).
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D. Demostraciones adicionales relacionadas con las derivadasiile
La Ec. 37) puede demostrarse al calcular primero
O (Nadsng) = N100adsns + Oane Jsng = nadadsng + (V -0)%, (D.1)
en donde hemos utilizado la EGE), y
0o (n30ana) = ng0adsng + 0ang Opng = na0a0gng + 0ang Ogna, (D.2)

en donde, para obtener la segunda igualdad intercambiamos el order de las derivadas en @rprinwey despés renom-
bramos losndicesa como/3 y viceversa, aprovechando que son mudos. Al restar miembro a miembro laBA}Yy. (D.2)
y reorganizar losérminos, se obtiene la E@&7).
Para demostrar la validez de la E47), podemos partir de la E¢46€) reescrita con un reordenamiento de los factores y
una permutadin dclica deindices
[0 (V x D), = eyap8y2um3027-

Al utilizar la Ec. 43) y expandir los productos involucrados obtenemos el resultado deseado,
[fl X (V X fl)}a = (5,1)\55# — (SQHém) n[ga)\nu = ngaang — ngagna = —ngagnm

en donde en dlltimo paso hemos utilizado la E39).
Con el fin de demostrar la EG1), podemos sustituir el producte,g-e»,,, dado por la Ec/44) en la igualdad49). Al
desarrollar los productos y contraer sobre las deltas de Kronecker obtenemos

(fl -V x IAI)2 = nan)\ag’n,y 8#”” 5a)\ (551L5’YV — 55V5’YM) — 511/1 (55>\6’YV - 5[3”(57)\) + (S(W (65>\5"/M - 55H(S’Yk)}
0

= g1y Oy (080v0 — 61 0yu) — NaMAOaTy Doy (G520yy — 010 0) *Wém‘sw — 03u042)
0

= 0Ny Ogny — Ogny Oyng — Nang 0Ny Oany — Nan 5013

= 0qng Oang — 0o ONa — Nghy 03N 04N, (D.3)

en donde hemos podido cancelar var&rstinos inticamente debido que contienen productos de la forma dada por&3Fc. (
y en eldltimo paso simplemente hemos renombraddrdsces mudos para facilitar la compakatsubsecuente del resultado.
El segundo &rmino del lado derecho de la E®.8), esh dado por la Ec/37), mientras que el tercero es el negativo de
(0 x (V x ﬁ))2, tal como se exhibe en la E@8). Al hacer estas identificaciones y sustituir, se demuestra que |[&8Heq
correcta.
Los productos que aparecen en la segunda columna de la Tabla Il pueden obtenerse de la siguiente manera. Para el primer
rengbn, la contracdn directa de loéndicesg y A produce

0030y20am3 Oy = Oang Oyny = (V -11)%.
Para el tercer rengh, al contraery y A resulta
0o 0520ang Oy = Bangdang = (V-0)° 4+ (0 -V x 1)* 4 (A x V x 1)° + V - m,

donde se ha utilizado la E&G1). Al ignorar el ErminoV - m se obtiene el resultado deseado.
De manera similar, para el cuarto rebigilse tiene, de acuerdo con la EZ7)(

Sur03y0anp Oyny = dang Ogne = (V -0)° + V - m,

gue tambén produce el resultado deaseado al ignorar la divergeneia de
El producto del quinto rengh es

98ANaNy0ang Oyny = NanyOangdyng = (N x (V X ﬁ))2,
donde la identificaéin es directa de acuerdo con la E48)(
Los Ultimos dos renglones de la Tabla Il no requieren desarrollo.
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Para obtener los resultados de la segunda columna en la Tabla llhsl@anveniente es seguir un paso similar al que se
usa en la integraén por partes, seguido de anular las productos que tienen la forma dada poB) Hesijedficamente, para
el producto del segundo reiagl se tiene

0
Nangn,0a0gn,y = nanﬁw— NaNnglany Ogny = — (I X V X fl)2 ,

de acuerdo con la E¢48).
El tercer rengbn en la Tabla Il no requiere desarrollo, mientras que para el cuarto se tiene

0
Sy Doy = 1y QDo = Do (179a7T07) — Dty Dy,

en donde elérmino que no se cancela puede indentificarse en |a3g. Al despejarlo e ignorar la divergencia de se
obtiene el resultado deseado.
Los resultados del quinto y sexto reaglen la Tabla Il se obtienen de maneraritica como sigue

5(177158016[377,7 = nﬂaaﬁﬁna = ngagaan(, = 85 (nﬁ&,na) — 35715 (%na,

donde se obtiene el resultado buscado al ignorar el prieneminio por ser una divergencia.

E. Aproximacion de constantes élsticas iguales
Para obtener la exprési (58), puede partirse primero de la igualdad
(V-1)° +(V X 1)° = 0ana 0pnp + €apy05nyEapn Oy = dalia Oans + 05120 (05,00 — 0510,
= O Opng + 0pny Ouny — 000y = Bane Opnp + 0ang Oang — Oanpdsng,  (E.1)
en donde en la segunda igualdad hemos utilizado ledBgy(en lalltima hemos renombrado Idsdices mudos.
Por otra parte, al suponéf; = K, = K3 y reescribir la Ec.38) en £rminos de las expresiones en nabacieindices
para(V - n)* (Ec. 36)), (i x (V x n))* (Ec. 48)),y (- V x n)* (Ec. B0)), obtenemos
1
felas= §K (OanaOpng + 0ang Oang — Oang Ogna — Ny OgNa OyNa +ngNy OgNa OyNg)
1
= §K (aanaagng + 6an5 &Jm — 8anﬁ 8571@) . (E.2)
Al comparar las EcsH.1) y (E.2) se observa la validez de la exp@si58).
F. Relacbn entre las constantes élsticask; y L;
Al utilizar la Ec. (11) y suponer quéS es uniforme, se puede demostrar la siguiente igualdad

3
04Qap = 55 (naOyng +ngdyna),

de la cual se obtienen las contribuciones a la éaezgstica en la representaaitensorial, Ec/59),

9
8762&/387@% = 582%% (9gna, (F.l)
9
aﬁQaﬁana'y = 152 (aana aﬁnﬂ + nﬂnyaﬁna a’yna) ) (FZ)
9
QagaaQw\aﬁQ,y)\ = 153 (3710471[38&717 (‘)Bm, — 8571(18571(1) . (F3)

Para obtener las E@.() a (F.3) es necesario expandir los productos y utilizar la B8).(
Las cantidades en el lado derecho de las Hed) & (F.3 pueden identificarse con las contribuciones catichis de las
deformaciones a tr&g de las Ecs36), (48) y (51). Al utilizar estas ecuaciones, agrupar lésninos correspondientes a cada
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tipo de deformadin, ignorar aquellos que correspondenauna Como nota final se menciona que las E€€) @ (62) son
divergenciay comparar el resultado miembro a miembro coequivalentes a las reportadas en Ref. [90], excepto porque la
la Ec. 57) se obtienen las igualdades siguientes representadin de la energ en esa referencia se da émti-

9 9 9 . nos del tensor que agllamamosS,g y por un aparente error
55 Li+ 15 Ly - 15 Ls = K, (F4)  enla potencia d& en la brmula parals.
9 9
5S2L1 — ZS?’Lg = Ko, (F.5)
y 9 9 9 Agradecimientos
2 2 3
53 L1+ 357 La + S Ly = K. (F.6)

62) resulta de restar miembro a miembro las El autor agradece el apoyo del CONAHCYT a &awel pro-
Ecs. FE) y (F4) y despejarL3_ La Ec. ‘61) se obtiene al Yecto CB 2017-2018 A1-S-46608 “Simulaa multi-escala
sustituir la brmula obtenida pard; en la Ec.[E5) y des-  de cristalesifjuidos neraticos” y al Dr. Mictor Duarte Ala-
pejar L,. Finalmente, la Ec/G0) se obtiene al sustituir los Niz por comentarios muy valiosos. Todas las figuras, excepto
resultados paré, y L; en la Ec.F.4) y despejat.. las Figs. 10 y 11, fueron elaboradas pbr

La Ec.

i. La mayofa de los primeros ddulos sobre CL eén escritos
en alenan y fran@s. Algunos de ellos pueden encontrarse tra-
ducidos en la Ref. [5], que es una compitaticomentada de
arficulos hisbricamente importantes sobre este tema.

z. En este aftulo las propiedades tensoriales de las diversas can-
tidades que estudiaremos no&geranalizadas exhaustivamente.
Para nuestros prégitos sei suficiente identificar como tenso-

res a aquellas cantidades escalares, vectoriales o matriciales que
son invariantes ante un cambio de la base utilizada para descri-
birlas. Esto implicag.g, que un vector es al mismo tiempo un
tensor de rango uno, si al cambiar de base sigue apuntando en
la misma direcdn y teniendo la misma magnitud, aunque sus
componentes sean distintas.

En electromagnetimcg.g, la ley de Gauss nos dice que los
campos electroaticos emanan de los puntos con densidad de
carga edtrica diferente de cerdy - E = pe/eo; y la ley de
Ampeére nos dice que un campo magnéitisb circula alrede-
dor de una densidad de corrien®,x B = poJ.

L. Hirst, Fundamentals of Soft Matter Science (CRC Press, Bo-
ca Raton, 2012).

7i. Algunas emulsiones nos son muy familiares, como la leche (go-
tas de aceite en agua) o la vinagreta (gotas de aceite en vinagre).
Ambos ejemplos soriduidos turbios y es por ello que super-
ficialmente se parecen al estado @piido turbio identificado

por Reinitzer.

Lehmann fue nominado, séxito, para recibir el Premio Nobel ze.
de 1913 a 1922.

El termino “nendtico”, proviene del griego antigusematos
viuatos, que significacabella La radn por la cual la fase
nematica recibe este nombre es que al mirarse en un micros-
copio con polarizadores cruzados, se aprecian curvas delgadas’
obscuras que asemejan cabellos. El nombre fue sugerido por

.

vi.

VL.

VL.

Marie Friedel, hija de Georges Friedel [&stedltimo, despés 2.

de afirmar que los CL no eran birrefringentes, cante opi-
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