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En este trabajo se muestra como d@tado de iteracin asinbtica puede ser empleado para obtener eigenvalores y eigenfunciones en dife-
rentes campos de lgsfca. Partiendo de la ecuanide Schidinger en cada caso, se pueden calcular las Engilgs funciones de onda del

atomo de hidbgeno o los modos cuasi—normales en el caso de agujeros negros. El objetivo central, es mostrar como aplicar el asymptotic
iteration method en algunaseas de laBica.
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In this work, we show how the asymptotic iteration method can be used to obtain eigenvalues and eigenfunctions in different fields of physics.
Starting from the Sclidinger equation in each case, the energies and wave functions of the hydrogen atom or the quasi-normal modes in the
case of black holes can be calculated. The central objective is to show how to apply the asymptotic iteration method in some areas of Physics
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1. Introduccion numeéricas, el AIM, permite obtener soluciones exactas y en
su versbn mejorada puede proporcionar soluciones &imm
En muchas ocasiones, cuando uno requiere estudiar el coras.
portamiento de un sistemgsico o resolver un problema par- De las ideas expresadas en |dsrpfos anteriores, el
ticular en al@in area especifica de lésfca, en general se re- proposito principal de este trabajo es mostrar como aplicar
duce a resolver una ecuani diferencial homognea de se- el AIM en tres ejemplos particulares: BEtomo de hidbge-
gundo orden en una dimepsi, como la expreén (1). En  no, el grafeno y modos cuasi-normales. Para ello, en la Sec. 2
este sentido, como hallar soluciones de ecuaciones diferege realiza una breve descripaidel AIM, mientras que en la
ciales es de gran intes en lafsica para hallar los eigenvalo- Sec. 4 se aborda la solbai de la parte radial déitomo de
resE 'y las eigenfuncioneg(x). hidrogeno. En la Sec. 5, se proporciona una breve desgripci
Aunqgue en general, el @odo nés empleado para resol- de la ecuad@n de Dirac-Weyl y se estudian las soluciones de
ver (1) es el de series de Frobenius, tagrtbexisten muchas los estados ligados en el grafeno en presencia de un campo
otras €cnicas que pueden ser empleadas y que proporcionamagrético externo que posee una sirfeetraslacional. En la
soluciones an#ticas como fracciones continuas [1], ebto-  Sec. 6, se inicia con un pedie préambulo referente a los
do de Nikoforov-Uvarov [2], ratodos aproximados, o solu- modos cuasi-normales y posteriormente se calculan las fre-
ciones nuraricas como diferencias finitas [3], Runge-Kutta cuencias de los modos cuasi-normales para un agujero negro
[4], entre otros. de Schwarzschild rodeado de quintaesencia para perturbacio-
Aunado a los rétodos mencionados en épafo ante- Nnes escalares. Finalmente, en la Sec. 7 se enfoca en la discu-
rior, existe otra&cnica que puede sétil para encontrar so- Sion de los resultados.
luciones de la Eclj), el método de iteraéin asinbtica (AIM
por sus siglas en ing$) propuesto por Ciftci, Hall y Saad [5],
es una de las variaécnicas que permiten resolvdl).(Este
método ha sido muytil en muchas aplicaciones de laita,
como por ejemplo, ha sido empleado en la sdnale ecua-
ciones de Sclidinger [6,7], de Dirac [8,9], de Klein-Gordon
[10,11] y de Duffin-Kemmer-Petiau [12].
A diferencia de algunas otraédnicas en la solugh de
ecuaciones diferenciales hongrgas de segundo orden, que d2(x)
permiten obtener solo soluciones dtighs o solo soluciones o T V@)Y(e) = By(z). 1)

2. Metodo de iteracdn asintotica

En esta secoin se muestra brevemente la estructura del AIM
presentado en Ref. [5].

Como punto de partida es posible considerar la ebuaci
de Schodinger en una dimertan




2

Para implementar el AIM en la Ecl), es necesario realizar
la siguiente redefiniéin

P(z) = flz)x(z). )

Insertandol2) en (1) se obtiene la ecuam diferencial ho-
mogenea lineal de segundo orden

d*x(x) dx(z)
S =M@ @@, @)
donde
%
Mo(x) = =222 4
d“‘df@
so(z) =E—V(z)— —4 5
Usualmente se analizan los comportamientos afsius de

la ecuaddn diferencial L) para hallar a la funéin f(x) re-
querida en Ec:2), y ad poder aplicar el AIM. Cabe mencio-
nar que las funcioneky(z) (Ao(x) # 0) ¥ so(z) son funcio-
nesCy(a,b).

Para hallar una soluan a la ecuadin diferencial8), se
aprovecha la estructura sitnica del lado derecho de dicha
ecuacbn diferencial. Derivandd3) respecto de;, se tiene

d*x(x) dx(x)

e )\1(9[7)W + s1(2)x(2), (6)

con
Ai(z) = %f) + so(x) + [Mo(2)]? (7)
sia) = P omote). ®

Iterativamente, para la derivada de orden- 1 y de orden
n+2Mn=1,23,...), setiene

XU (@) = A1 (@)X (2) + sno1(2)x(@)
X" () = Mo (2)X () + sn(2)x(2)

donde las funciones,, (z) y s, (z) se definen de la siguiente
forma

An(T) = )‘ln—l(z) + sn—1(x) + Ao(@)A—1,

sn(x) = 85,1 (x) + s0(x)An_1()

9)
(10)

(11)
12)

aqu la tilde’ y los superindices ¢ + 1) y (n + 2) indican
derivada respecto de
Tomando el cociente d9)y (10)

An (X’ + r)
)\nfl (XI + §1i11>

y haciendo uso del comportamiento aétito del nétodo, el

d n+2

dzx

X _
Xn+1 -

In (X"'H) = (13)
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Ahora, considerandd) en [13), se tiene la siguiente expre-
sibn

d n+1) _ )\n
T In (x"*') = S (15)
Cuya soludbn es
ToA(t)
n+1 _
X" (x) = Crexp [/ W) dt] . (16)

SiendoC; una constante de integrao. Nuevamente em-
pleando 14) y (11) en [16), se puede expresar@ ! (x)
como

X" @)=C1 M1 (x) exp [/ {a(t)+Mo(t)} dt} . @17
El siguiente paso es sustitultd) en ), con el fin de obtener
X' () + a(z)x(z) = Cidn-1(2)

X exp [ / " +>\0(t)}dt] . @as)

la cual admite la soludh de la siguiente forma

(@) = exp [— / " a) dt] {02
e / " exp < / " Dolt) + 26 (8)] dt> dT} . (19)

donde nuevamentg, es una constante. Las constantes de in-
tegracon C y Cy pueden ser determinadas al aplicar las con-
diciones de frontera correspondientes a cada sitndisica.
Generalmente, si uno requiere de soluciones exactas, enton-
ces se debe de considetar = 0.

Ahora bien, una forma alternativa d&4f es
Or(z) = sp(@)Ap-1(z) — sp—1(@)Ae(z) =0,  (20)
aqu k denota el amero de iteraciones a realizar. Usualmente

0r = 0 se le suele llamar laondicbn de cuantizaéiny su
importancia radica en que susaes proporcionan los eigen-
valores dell).

3. Meétodo de iteracbn asintbtica mejorado
Como se muestra en el trabajo realizado por Ciftci, Hall y

Saad [13], una caracfistica poco atractiva de las relaciones
de recurgdn (11) y (12), es que al realizar cada iteranij se

cual indica que para una suficientemente grande, se debedebe tomar la derivada de Idsminoss(x) y A(z) de la ite-

satisfacer la siguiente relaci

(14)

Rev. Mex. Fis.

racion anterior. Esto puede realentizar considerablemente la
implementadn nunerica del AIM, lo cual puede provocar
problemas con la precimn nunérica. Para solventar dicha
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problenatica, se desarrdluna versin mejorada de l&etni-  solucbn de la parte angular de la fubai de onda son los
ca, que evita la necesidad de tomar derivadas en cada pasoglenonicos eséricos, es decig(d,¢) = Y™ (6, ¢), mien-
cual mejora significativamente la preéisj a§como tambgn  tras que la parte radidt(r) = U(r)/r, satisface la siguiente

la velocidad de convergencia deétodo. ecuachn
La idea del nétodo mejorado de iterami asinbtica radi- e
ca en tomar la serie de Taylor de las funciohgér) y s, () [2 + ‘71(36)} U(z) =0,
alrededor de algn punto¢ en el que se implementa ekto- dx
do. Teniendo ds _ l(i+1 1 1
- Vl(l’):—(ﬁz) S (27)
=Y ¢ (z—¢) 21
=2 a@=9" D) onde
> ) ~ —-F e? 2Ar h?
=> d,(x-9)", 22 A=\ g Po=on T G =7 (28)

agu ag es el radio de Bohr. Ahora, para implementar el AIM,
es conveniente analizar el comportamiento asic de 27)
para valores de muy grandes, es decir, cuande— oo, (27)
toma la siguiente forma

conct, y d:, los respectivos coeficientes de Taylor de las fun-
C|ones/\ (5) Yy s, (£). Colocandol2]) y (22) en las Ecs/11)
y (12), se obtienen las siguientes relaciones de recurrencia

. A 7 2
= (7’ + 1)07:'_11 + dn 1 + chcn 1> (23) |:(;lr2 — i:| U({E) =0. (29)
7=0

La solucbn a esta ecuadn es
di = (i +1)diH + Zd” . (24)
U(x) ~ Ae™2 + Be2 . (30)

Combinando las expresione21f-(24) en la condiddn de

R ) o ,C. . Imponiendo la condiéin de frontera (que la fun@ de onda
cuantizaadn (20), se tiene la siguiente relaei de recurgin

sea cuadrado integrable)20f, implica queB = 0.
L P L =0 (25) Ahora bien, estudiando el comportamiento_eiﬂinb de
e nean (27) para valores de muy pequéos @ — 0), se tiene
Esta condidn Unicamente requiere tomar las primeras deri- 2+ 1)
vadas de\, y sy para obtener los coeficientesy dj reque- {2 — 5 } U(xr)=0. (31)
ridos para emplear la relari de recurrencia y obtener los dx x
correspondientes eigenvalores de forma arioa.

Para ejemplificar como implementar el AIM y su vérsi
mejorada, en las siguientes secciones se analizegs casos Ulz) ~ ax™ + bz, (32)
espedicos: atomo de hidbgeno, grafeno y agujeros negros.
donde nuevamente, las condiciones de frontera en3}. (
implican queb = 0. De (30) y (32), la solucdn de 27) debe
de ser
Uno de los problemas tradicionales que se abordan en los - B I+1
cursos de memica céntica es el estudio détomo de hi- U(z) = filz)x(z), filz) =e 22
drogeno. En esta seéri se muestra como implementar el
AIM para resolver la ecuagn radial delatomo de hidbge-
no, y a$ hallar los eigenvalores (enéag) y las eigenfuncio-

Cuya soluddn es

4. Atomo de hidrogeno

(33)

Agui se puede ver quE (z) tiene la forma de2), por lo que
es posible hacer uso c4)(y (5) introduciendof; (x), se ob-

. . tienen
nes (funciones de onda) correspondientes.
La ecuaddn de Schidinger independiente del tiempo pa- A\ o —2(1+1) 34
ra elatomo de Hidbgeno admite la siguiente forma o(w) = x ’ (34)
h? e? Ai+1)—1
— 7 - Dy — so(z) = ————, 35
U ()= E¥(7), H= 2Nv —. (28 o() = (35)
dondep es la masa reducida, la constante Planck y la  donde se ha considerad®dz) = V,(z) y E = 0. De acuer-

carga del elecém. Al considerar separdsi de variables en do a [11) y (12), es posible calcular las siguientes funciones
coordenadas esficas¥ (7) = ¢(6, ¢)R(r), implica que la  auxiliares

Rev. Mex. Fis. E22020202
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2A(2z+3)(z+1)—x[3X(z+1)+1]

M(z) =1+ = , (36)
[X(l+1)—1} (20 +3 — )
81(.%‘) == 22\ ) (37)
222 (2A[1+1]+1) —2z (21 +3) (2A[1+1] +1 3
Aa(z) = ( S ) m3; )( i ) L2 (2”3);2; 20 (38)
x25\—x(5\[31+4]+1)+25\(2l—|—3)(l+2) )
sa(z) = O (/\ [l—i—l]—l) ) (39)

Incluyendo 84)-(39) en la condiddn de cuantizaéin (20), se tiene

[X(z“)—l} [X(Hz)_q
51 (.’17) = $25\2 5 (40)
[X(z+1)—1} P\(Z+2) - 1} {X(z+3) . 1}
d2(z) = 2303 : (41)
Aqui los eigenvalores son obtenidos de ldsea de las expresionel) y (41). De forma general se tiene
~ 1
= — =1,2,3,... 42
)\l/l I + 1/) v ) 73a ) ( )
aqu, \,; no depende de y | por separado, si no@s bien de su suma,= [ + v y en combinadn con 42) se tiene
- 1
A==, n=123,..., (43)
n
por lo que de acuerdo 28), los niveles de energ delatomo de hidbgeno esin dados por
Eq e? 13.6eV
E,=——=- =— =1,2,3,.... 44

Antes de proseguir con ebfculo de las eigenfuncioné$(z), es importante analizar la relacin = [ + v. Es evidente que
para unan fija, | puede tomar varios valores, es decir, cuandome su valor s pequRo vmin = 1, [ toma su raximo
valor lmax = n — vmin = n — 1 y para cuande tome su valor ras grande/max = n, [ alcanza su valor imimo, es decir,
Imin = n — vmax = 0, en otras palabras, para un valor dadagepuede tomar valores entre oy~ 1 (I =0,1,2,...,n—1).

Para calcular las eigenfuncion€$z) del atomo de hidbgeno, es necesario calcular primero las funciegnes de (14).
Paran = 1 (I = 0) y de acuerdo &ld), se tiene

s l
011()(:1,‘) =20

_ %0 S N — 45
)\0’/\:/\1 20—z +2li=0 ’ (45)

donde el primer subdice denotas = 1 y el segundd = 0. De forma adloga, parax = 2 (I = 0,1) y de acuerdo &1d), se

tiene (I—1)(2+3—2)
- S1 — — X
== = - 46
() /\1‘>\:>\2 22—z (3l +5)+20(2l+5)+6 (46)
Considerando los valores de= 0, 1 en 46), se obtiene
- 1
0420(33) = Tr_9’ (47)
5421(1‘) =0. (48)
Empleando45) y (19) es posible obtener la eigenfubinipara el estado base
X10(x) = c1pexp {— / Qoo dx} =ci0.- (49)

Rev. Mex. Fis. E22020202
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Procediendo de forma similar, las eigenfunciones para el prieion de Dirac-Weyl independiente del tiempo se puede expre-

mer estado excitado son sar como
[ ~ vFp (Up) \IJ($7y):E\IJ(g}7y)7
X20(x) = copexp |— | Gp1dx
: W(a,y) = (M““” y)) )
dzx ,(/}* (ZL’, y)
= Cg0 €XpP 9 = C20 (I - 2) . (50) o i
L/ T con¥(z,y) la funcion de onda de dos componentes, siendo
r B 1+ las componentes del vector columna.
X21(2) = ca1exp | — / Qo1 dfﬂ} = Co1. (51) Si el electbn de Dirac interaéta con un campo magti-

co externoB = V x A perpendicular al plano del grafe-
Los polinomios [49)-(51), son los polinomios asociados de no, entonces, de acuerdo a la regla de acoplamieimd m
LaguerreLiljll(x) no normalizados y en cada caso latjue  mo, el operador de momenis puede ser reemplazado por
calcular las constantes de normalifagipor consiguiente, p + eA/c, con—e la carga del elechn y el vector potencial
se tiene quey, () = L25 (z). Para finalizar el disis del ~ es dado poA = (4., 4,,0). De esta forma5) se puede
atomo de hidbgeno, usand®g), (33), (43) y las expresiones expresar como

(49)-(52), la solucon de la parte radial détomo de hidbge- e
no es a [C" (P + EA)} U(z,y) = E¥(z,y).  (56)

2\ ! , o Si el campo maggtico externo posee simgitraslacional en
Ryu(r) = () exp <—> Lilj_rll <n> . (52) unadirecddn particular, entonces, sin perdida de generalidad

se puede fijar el eje de simigten la direcédny, adenas em-

Cabe mencionar que este resultado se obtiene tradiciond!!€@ndo la norma de Landau, uno puede expresar al vector

mente usando el &todo de Frobenius, sin embargo, el AIM Potencial como
proporciona una forma alterna de obtener el mismo resultado.

aopn apn

A =(0,4,(z),0), Bz(O,O,C{zj’). (57)

5. Grafeno (Ecuacdn de Dirac-Weyl) La implementacc’in de [67), implica que I_a expreén (56) es
independiente de la coordenaglgpermitiendo parametrizar

Como otro ejemplo de implementaai del Metodo de Ite- la funcion de ondal(z,y) de la siguiente forma

racion Asinbtica, en esta sedm se estudi@n los estados ik ; T

H ' % H \P ) = ! y ) - ) 58
ligados de un eledbn de Dirac en una placa de grafeno ba- (z,y) = e (¥4 (2), () (58)
jo la influencia de un campo magtico perpendicular a ella, dondek es el imero de onda en la direéeiy y T denota la
considerando interacciones mégjnas invariantes bajo tras- transpuesta del vector columna. Incorporarig) én [56) se

laciones. tienen dos ecuaciones desacopladas

Laimportancia del grafeno, radica en que el confinamien- d e
to de electrones de Dirac en presencia de camposétiags, [dx +k+ chAy] Y_(z) = Edy (), (59)
es crucial para el di$® de dispositivos elecinicos. Particu-
larmente el lector puede consultar [14], donde se tratan algu- _d Lt Sa _¢ 60
nos otros perfiles de campo ma&gico usando el gtodo de dx e ch™ Y ¥+ (@) v-(2), (60)
la factorizacon. donde€ = E/ (fwys). Combinando9) y (60), es posible

En el gr_afeno, el Hamiltpniano (_efectivo aIrededor_de UNohtener una ecua tipo Schedinger para cada furtan .,
;Junto de Dirac para un eleotr de Dirac posee la siguiente y . Al se tiene que las funciones. y v satisfacen
orma

d2
H=vpo - p, (53) [—M + Vi(x)] Yy = epi(z), (61)
dondevr = ¢/300 = 10%m/s, conc la velocidad de la donde
luz en el vaw, o = (0., 0,) son las matrices de Pauli y
p = —ih(9,,d,) es el operador de momento en dos dimen- e = E*/(h*v), (62)
siones. )
e e dA,(x
De esta forma, a bajas engs, el espectro de enéag es Vi(z) = (k + aAy(x)) + 7 5’; ) . (63)
descrito por la ecuaon de Dirac-Weyl . . .
Ahora, para proseguir con el estudio del grafeno se conside-
B ¢ rara el siguiente perfil de campo magito
Ha(2,,0) = vr (o p) B(a,y.1) = in 2l (54) : .
ot A = (0, By tan (ax),0), —3 Sa:ﬂgg, (64)
Para estados estacionarios, la famctde onda admite la si- )
guiente formab(z,y,t) = ¥(x,y)e *Ft/" por ello la ecua- B = (0,0,aBy sec” (ax)) . (65)

Rev. Mex. Fis. E22020202
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FIGURE 1. Gréfica de los potencialés. (x), dado por[66). Con

Colocando/§4) en 63), los potenciales son

Vi(z) = k* — D?* + D (D + a) sec? (ax)

+ 2Dk tan (ax) . (66)

con D eBy/ch. La giéfica de los potenciale®$6), se
muestran el la Fig. 1.
Anadiendo/66) en [61), se tiene
d2

—E+k}2—D2+D

+2Dk tan (ax)] 4 (z) = epy(z) .

(D + a)sec? (ax)
(67)

Para resolver la Ec67), es conveniente redefinir la fudci
14 y aplicar el siguiente cambio de variable

P+ (2)

ia[1—22]

Pi(z) = z = itan (ax) .

(68)

Evaluando/§8) en [67) se obtiene la siguiente ecuanitipo
Schibdinger
d2
LZZQ

+ m@} bi(2) =0, (69)

D(D+a)22+2iDkzFa(D+a)—k*+¢
02 (22 —1)°

, (70)

El siguiente paso es estudiar los comportamientoséigins
de [69) cuandoz — +1. Cuandoz — 1, se tiene

2 o —(D+ik)’ —e
el =0. 71
dz2 42 (Z _ 1)2 Qsi(z) ( )
Esta ecuadin posee las siguiente solani
;_;,.ﬂ 1_51
dp+(2)=A1(z—1)2722 + By (2 —1)2" 2« | (72)

Rev. Mex. Fis.
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dondeg; se define como

B =/ (D +ik)* +e.

La condicbn de frontera (cuadrado integrable) implica que
By = 0. Por otra parte cuando— —1, se tiene

(73)

2 o= (D—ik)>—¢
[sz rperey g e
cuya soludbn es
1452 1_52
dr(2)=As(z+1)27 22 + By(z+1)27 2« | (75)
donde
By =1\/(D —ik)* +e. (76)

Aqui la condicbn de frontera implica qu8,; = 0.
De este modo, la funén ¢ (2) puede escribirse como

0+(2) = fa(2)x+(2),

1

f2)=(-D)PH r)itR . (77)

Colocando &>(z) en @)y (5), se pueden hallar las siguientes
relaciones

— (20 + B4) 2 + B

)\Oi = o (22 — 1) ’ (78)
A

S0+ = ma (79)

By =P1+ P2, B-=p02—P1, (80)

A=D(D+2a)+k*—e— (10— afy, (81)

donde se ha tomadd = V. (z), definida en la Ec/70) y
E = 0. Aqui x4 (z) satisface la siguiente ecuénidiferen-
cial

d?x+(2) dx+(z)

dz? dz

Sin embargo, cabe mencionar que él@sis realizado ¢69)
cuandoz — +1 para determinar #(z) no es suficiente pa-
ra precisar los comportamientos aéiitos en dichos puntos.
Para establecer el comportamiento atinb dey 1 (z) cuan-
doz — =£1, se sugiere el siguientnsatz

(=" -

= Aox(2) +so+(2)x+(2).  (82)

x+(2) 1)? emmarctat=iz) ¢, (z), (83)
dondegq y 1 son constantes a determinar. Sin perdida de ge-
neralidad, de adien adelante solo se prosigue con dlésis

de las funciones con el siigice nas (debido a que el estu-

dio de las funciones con sirglice menos conlleva un alisis

similar).
Evaluando/83) en B82) se tiene
dPfi(z) - df+(z) =
d;( ) /\01(2)% + Sox(2) f+(2) - (84)
E22 020202
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Con
%+:(””‘hzéff55‘+%“? (85)
2 .
Sot = Algza;;?iz 1+)2A3 202 (ZAQ - ©9
Ay = —daq(2aq+a+G4) (87)
Ay = 2ia (dapq + pBy — 2igB-) , (88)
As =20 (ap® + 2aqg —ipB-) . (89)

sy N I' g
L % [y S 7 /
12 s AN — =0 K ; 4
K v 1 ,/ ; /
A T T —— =
(o] TR AN n /oy
% \ AY 4 ’ B
‘\ \\ ..... - n=2 ’/ ; 7 K
L s \ s o
— 8 “, N mm——— n=3 7 K 5
X . \ N ’ Ké +
o \ % /
c 6 E N s 0
¥ ' S - 4 0
W % S Sy /s o
* N ’” 2
4 s . 5 Rl
-, S -l -
.
. K
2F S, o4
0 : : . :
-4 -2 0 2 4

Para aplicar el AIM, se debe de imponer las siguientes conFigure 2. Grafica de los primeros eigenvalorgs dados eri06).

diciones
A =—Asz, Ay =0. (90)
Lo cual conduce a
g=-5t, (o1)
(6%
18-
w=—. (92)
«Q

Bajo esta elecoin dey y ¢ dados en las Eqs91) y (92),
entonces\o+(z) Y o+ (z) pueden escribirse como

. —(a—py)z—po
>\0+ - a (22 — 1) ) (93)
N A
Sot = 502 1) (04)
Usando las funcione®8) y (94) es posible obtener
~ 2 —_ —
Ay = 2°T —48_z B+ za} +7Ts 7 (95)
202 (22 - 1)
§1+ _ F3 [’Z (ﬂ-’r B 40[) zﬂ—] , (96)
203 (22 - 1)
Iy =120 + 3613, — 11afBy — 3k? + 3¢
+ D (5D + 20) , (97)
Iy =40 — 5k% + 5¢ — 53152 — afy
+ D (3D —2a) , (98)
I3 =D(D+2a)+k*—e— (18— By . (99)

Procediendo de forma atoga alatomo de hidbgeno, la im-
plementadin de la condi@n de cuantizaéin proporciona la
siguiente ecuabn

A,
— o2 1
& 4ot (22 — 1)2 ’ (100)
Ay=D (D+2a) —f1 ot (B —4a) +k*—€,  (101)
Ay =D (D +2a) — 12 —afy +k* —¢. (102)

ConD=1,k=1ya=0.5.

Las Gnicas solucionesigicamente aceptables d&0() (se
consideraninicamente eigenvalores positivos, los cuales
conducen a enelgs reales) son

(=0, (103)
2D D? 4+ 2D 21k
€ = a( +a)( + 20["'_04 + ) s (104)
(D + «)
da (D D? 4+ 4D 40% + k2
€3 = @ ( + a) ( + atdam+ ) . (105)

(D + 2a)?
En el caso general, los eigenvalores pueden escribirse como

D?k?

en:kz—Dg—k(D—kna)Q—iz,
(D + na)

n=0,1,2,.... (106)
La Fig. 2 muestra los primeros cuatro eigenvalaresomo
funcion dek.

De acuerdo al resultado previo y con ayudalé®,(los
niveles de eneig para un elechn de Dirac en presencia de
un campo maggtico pueden expresarse como

9 D22
E,i+=* hvp,|k?=D?+ (D+na)” —— . (107)
(D+na)
conn =0,1,2,.... Estos niveles de endegsuelen llamarse

niveles de Landau.a enerda del estado base,= 0 es igual
cero e independiente de la presencia del campo &tagn
Cabe mencionar que los niveles de efeegpsitivos corres-
ponden a la banda de condumtide grafeno, mientras que
los niveles de enetg negativos corresponden a la banda de
valencia.

Para el élculo de las eigenfunciones, es conveniente re-
escribir las funciones9@), (94), (95) y (96) colocando ex-
plicitamente el valor de dado en/10€). Por consiguiente se
tiene
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8 M. JIMENEZ, N. Y. LOPEZ, Y O. PEDRAZA

~ b—a-— b+2 1.0F
AL (R AR L (108)
1—22
5 n—1)n—-14+a+b+1 —
R ), 109) X oof
Q
< ez +dz +
Sy = E T ET9 (110)
z¢—1 0.0 o3
. s
f = o Dlnrad D@D b gy ErR NOT:
-3 -2 -1 0 1 2 3
con X
_ itkD 112 FIGURE 3. Gréafica de la densidad de estaggpgz). ConD = 1,
a——f—n—l-m, (112) k=1ya=0.5.
b= D n— __ kD ’ (113) Finalmente de@8) y (77), la funcibn de onda para el gra-
@ a(D+na) feno es
— 2 1 14a . .
c=la+b) Yot @) = Az +1)F (= 1) F ellohentin
+n(a+b+n—1)+2(2a+2b+3), 114 u
( ) +2( ) (114) « POV, n=1,2,3,...
d=2(a+b+3)(a—0), (115) 14 R (a)
—A (22_1) 2 e—%(a)ampr(ba_»g) (Z) . (123)

g=(a—b’—n(a+b+n—1)+2(a+b+1). (116)

dondeA es una constante de normalizaci R (a) y S (a)

es la parte real e imaginaria de respectivamente. Para el
calculo de las funciones_ (), se procede de forma alo-
Ja a (23, sin embargo adquy_ (x) ~ Pﬁ“’b)(z), con
n=20,1,2,... y estas funciones si consideran el eigenvalor
€0 = 0, adiferenciade (z). LaFig. 3, muestrala densidad
de estados para los primeros tres niveles.

De acuerdo a las definiciones dg, y S0+, n = 0 queda
excluido debido a la soluan no satisface las condiciones de
frontera, es decir, las eigenfunciongs (z) no incluyen el
eigenvalor cero. Ahora bien, se puede calcular las funcion
a(z). Paran = 1, la ecuaddn (14) conduce a

- 514(2) i ) .
a(z) = St (2) =0. (117) Es importante destacar que para&talo de las enefgs
14+12) Ip=1 y funciones de onda para el grafeno, usualmente se emplean
Mientras que para = 2, se tiene técnicas de mémica cié@ntica supersigtrica, como se puede
ver en la Ref. [14].
dQ(Z) = ;\2+((Z)) )
2415 In=2 6. Modos cuasi-normales

_ (D + «a) (D + 2a)
 —z(D+a)(D+2a)+ Dki (118)

Los agujeros negros presentes en nuestro universo, No pue-
den permanecer completamente aislados, ellos deben de inte-
De acuerdo a los resultaddsl(y) y (118), las eigenfunciones  ractuar con la materia y enéagpresentes alrededor de ellos,

para el estado base y el primer estado excitado son esta interacéin puede perturbar al agujero negro. Cuando un
agujero negros es perturbado, su comportamiento resultante
fis(2) = crexp [_ / ay(z) dz} =cp, (119)  puede ser descrito en tres etapas:
~ 1. La primera etapa corresponde a la radiacilebida a
for(2) = crexp | = /0‘2(2) dz| (120) las condiciones iniciales de la perturlizci
= ¢ [Dki— (D + o) (D +2a) 2] , (121) 2. La segunda etapa corresponde a oscilaciones amor-
tiguadas con frecuencias complejas. Los modos
=clla+b+2)(z-1+2@+1]| . (122) de dichas oscilaciones se denomimaodos cuasi-
o _ normales Los modos cuasi-normales son una mani-
Calculando las constantes Ole br;ormahaml Yy ¢z, Se tiene festacon de las oscilaciones de resonancia del propio
que las funcioneg, ; (z) = P,”1'(z), conn = 1,2,3,...y espacio-tiempo del agujero negro y dominan poco des-
dondeP!*" (z) son los polinomios de Jacobi. pués de la etapa transitoria inicial.
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Estas frecuencias son independientes de las condicio- 2. Cuandow; > 0, la funcibn ¢ (z,t) ~ e~ crece in-
nes iniciales y solo dependen de las propiedades del definidamente conforme el tiempo avanza, por lo que
agujero negro. este comportamiento describe una sdlndnestable.

3. La tercera etapa en general corresponde a una ley de 3. Mientras que siv; = 0, la solucbn (124) describe los
potencia de decaimiento de los campos. modos normales, es decir, el agujero negro permane-
cer@ oscilando indefinidamente.
Cabe mencionar que el estudio de los modos cuasi normales
es muytil para caracterizar a los agujeros negros, debido ha materia de quintaesencia es uno de los varios mecanismos
que estas frecuencias dependaitamente de los pametros ~ due permite proveer una fuente de pbesnegativa que per-
que describen al agujero negro, es decir, pueden considerayite contrarrestar a la interaéai gravitacional y por lo tanto
se como la huella digital del agujero negro (ver Ref. [15]),entender por que el universo se expande de forma acelerada.
por lo que el &lculo de las eigenfunciones en este caso es La solucbn de un agujero negro rodeado por materia de
irrelevante. quintaesencia fue discutida por Kiselev [17], esta permite ob-
El analisis de los modos cuasi-normales consiste en resofener la funcdn métrica de un agujero negro rodeado de quin-
ver una ecuadin tipo Schodinger con un potencial efectivo taesencia alfeadir el ermino de quintaesenciac/r*« ! a
que depende de la furfsi métrica que describe la soléci  1a metrica del agujero negro.

de agujero negro. Si el agujero negro posee simesséri- Para el élculo de los modos cuasi-normales, en este tra-
ca eshtica y es perturbado por un campo escalar, la ednaci P30 se elije al agujero negro de Schwarzschild rodeado de
gue describe los modos cuasi-normales es quintaesencia, cuyo elemento dlegla es descrito por
@ ds? = — f(r)dt? 1 dr? 2402 + 12 sin2 0do? . (129
EZ//(QU) + [w? = V()] ¥(z) =0, (124) S f(r)dt” + ) re+r +r?sin® 0dg* |, (129)
dondex es la coordenada tortuga, definida como donde la fundn métrica toma la siguiente forma
dx 1 2M c
— =7 125 fr)=1-"—"— 5, (130)
r f(r)’ (125) r riwetl

aqu M es la maséa; es un factor de normalizami y w, es el
palametro de estado que debe de satisfacer la siguiente res-
I(1+1)  1df(r) triccion —1 < w, < —1/3. Particularmente, en este trabajo

- ) (126)  se considerdrel caso especifico de, = —2/3, por consi-
guiente|(30) se puede expresar como

y el potencial efectivd’(r) puede expresarse como

v = 0|1

r r dr

siendof (r) la funcibn métrica del agujero negrolyel indice oM

del arndnico esérico. fry=1—="— —cr. (131)
Los modos cuasi normalesse definen como soluciones r
de [124) sujeto a las condiciones de frontera Para poder proseguir, es primordial determinar el rango de
. valores que los pametros que describen el agujero negro
¥(z) = {6__“”’ T — —00, (127) deben de tomar, esto facilita eladisis de los horizontes.
et x— 400, Los horizontes se definen como lagces positivas de la

funcion métrica dada poil(31), lo cual conlleva a
de dichas condiciones de frontera se obtienen un conjunto

discreto de soluciones con frecuencias complejas r—2M—c?=0. (132)
W= wp + iw; (128) Esta ecuaéin posee dos feesry, y r.

Aqui w,. es la frecuencia de oscilé@ei del agujero negroy; _— 1—+1—-8cM _ 1++v1—8cM (133)

describe la estabilidad del agujero negro (el lector puede con- h 2c e 2c ’

sultar la Ref. [16] para @&s detalles). Es importante mencio-
nar que de acuerdo al valor dg, las siguientes situaciones
pueden ocurrir:

siendor;, el horizonte de eventos ¥, el horizonte cos-
' molbgico o aparenter, < r.). Ambos horizontes coinci-
denr;, = r. cuandoM toma el valor de la masa critica

1. Siw; < 0, se tiene una oscilamn amortiguada, debi- M- = 1/8cy se tiene dos horizontes cuandd < M..
do a quey(z,t) ~ e~ decrece conforme el tiem- EN este trabajo se emplearan valores de loamatrosi y

po avanza y eventualmente tiende a cero para tiempgsPara el cual el agujero negro teadfos horizontes.

muy grandes, por lo que la oscilaai del agujero ne- Para resolveil24), es mas adecuado realizar el siguiente
gro cesara, este comportamiento describe una éwiuci c@mbio de variable 1
estable. §=-. (134)
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Por lo tanto, la fund@n métrica f(r) y el potencialV (r) se
pueden expresar en la nueva variaptsomo

16 = pf) (135)

p(&) =& —2ME> — ¢t (136)
2 _

V(E) = p(e) [za 4t Wi] S a3

Colocando el potenciallB7) en (124) y aplicando/134), se
obtiene

p? P

+p’d¢+{w2 l(l—i—l)_2M§2—c}w:07

p d§ &p
(138)
dondep’ = 2¢ — 6ME? — ¢ (aqu la prima significa derivar a
p respecto &).
Redefiniendo la funéin de onday (&)

== 139
¥(§) 7 (139)
entonces14(0) se formula como
d?
GG (140
con
() = AMZEr — Al (1 + 1)p2—|—c[2p’ — ] + 4w? . (1a1)

4p
Para poder continuar con eblculo de los modos cuasi-

normales, es necesario expresar las condiciones de frontera

(127) en €rminos de la variabl€¢. Para ello se obtiene pri-
mero la coordenada tortuga

_[dr [ e de
S ) /p(o /2M€ E—&)E—&)’
__In (& —¢&1)
2M &y (S0 — &)
() In(€—&)
2M&1&  2M&o (S0 — &) (142)
donde
2¢c 1
N VA (143)
2c 1
S Y T A (149

Por otra parte, si se calcula la gravedad superficialpard,

E=& Y& =¢& (& < &), se obtienen entonces las siguien-

tes expresiones

_1df & df _
KR = 5% o - 5?6 o - _Mg()é-l 5 (145)
2
Ko = — %% e =M& (6o — &), (146)
2
K1 = — 523];’5:51 =—M& (S —&1) - (147)

M. JIMENEZ, N. Y. LOPEZ, Y O. PEDRAZA

Las ecuaciones anteriores permiten expresar a la coordenada
tortugaz en €rminos de, de la siguiente forma

r=In()% +In(E— &)™ +In(E— &)™ . (148)

Insertando14€) en la condicdn de frontera de onda entrante
(127), se tiene

iw
PL3)

et = ET (&) 20 (- &) (149)
Cabe mencionar que etrimino dominante en la exprési
anterior cuanda — —oo (r — r, Y € — &), €s el segundo
término del lado derecho d&49), por ello, el escalamiento
adecuado cerca del horizonte de eventos se puede formular
como sigue

_ dw

Yn~(E—&) (150)

Por otra parte, cuando— oo, la segunda condion de fron-
tera dell27) (r — ooy & — 0) se puede formular como
sigue

€T = £ (E— &)™ (&), (151)

Aqui puede observarse que no hay un comportamiento domi-
nante, como eril60), por lo que es ras adecuado escalar el
comportamiento divergente c&51) cuandor — +o0, cOmo

oo ~ €% = ¢ 7G| (152)
Para implementar el AIM erlld4(0), se puede considerar

¥(€) = f2()x(6),

Fa(€) = (€ — &) e 5 (153)

Introduciendof, en @) y (5), dondeE = 0, V = V(¢), se
obtiene la forma eandar

2
dd’é(f) — Ao(g)d’;(;) +s0(x(©),  (154)
donde
Ao(§) = (?f &) : _pm ’ (159)
2 3 _ ¢
so(€) 11+ 1)¢ ;;Mﬁ £
Ciw(iw + k1) | iw(p — 2iw)
€& mpE- &) (150)

A diferencia de los dos casos mostrados anteriormente en es-
te trabajo, la soluéin de los modos cuasi-normales requiere
de un proceso completamente reénmo. Es por ello que se
empleara el Mtodo de lteraéin Asinbtico Mejorado.
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TABLE |. Frecuencias de los modos cuasi-normales para un agujero negro de Schwarzschild rodeado de quintaeskheid) para

c(l=3) n=20 n=1 n=2
0.1 3.05551-0.42448 2.99338-1.28481 2.87824-2.17741
0.2 2.71143-0.36452 2.66079-1.10242 2.56626-1.86562
0.3 2.33573-0.30192 2.29682-0.91214 2.22349-1.54074
c(l=4) n=1 n=2 n=3
0.1 3.92815-0.423%7 3.87902-1.27827 3.78510-2.15308
0.2 3.48940-0.3637%3 3.44934-1.09661 3.37241-1.84534
0.3 3.00923-0.30116 2.97848-0.90735 2.91907-1.52495

TABLE Il. Valores de los modos cuasi-normales para un agujero negro de Schwarzschild rodeado de quintaeseneid, para

M (1=3) n=0 n=1 n—2
0.1 6.43724-0.90740 6.30162-2.74740 6.05110-4.6594i1
0.2 3.05551-0.42448 2.99338-1.28481 2.87824-2.177471
0.3 1.92450-0.26318 1.88690-0.79629 1.81697-1.34860

M (I =4) n=20 n=1 n=2
0.1 8.27166-0.90613 8.16446-2.73386 7.95991-4.60668
0.2 3.92815-0.42377 3.87902-1.27827 3.78510-2.15308
0.3 2.47539-0.262G8 2.44564-0.79215 2.38865-1.33360

El siguiente paso, es tomar los desarrollos de Taylor de lagenfunciones y los eigenvalores a partir de la ec@matipo
funciones\o(€) y so(¢) alrededor de un punto = ¢, para  Schiddinger asociada a cada caso. Como una alternativa a los
desp@s insertar dichos coeficientes @%)( obteniendo una métodos y &cnicas de soluciones de ecuaciones diferenciales
ecuacbn algebraica que permite calcular de forma Budoa  homogeneas de segundo orden ya conocidos en la literatura.

las frecuencias, para una elecoh adecuada de. En este Por otra parte, la eledmn de los ejemplos mostrados en
trabajo se empleo el softwaMathematica para realizar  este trabajo, tiene la intertri de que el lector no experto ten-
todos estosalculos nurricos, pero el lector puede consultar ga un primer acercamiento a los temas deanama ciéntica

el codigo enPython  en la Ref. [7]. _ X y agujeros negros y tarrém sirva de motivaéin para lectores

Es importante mencionar que la elégtidel puntcf de-  mas avanzados a adentrarsasna dichas teéticas.

beiia de ser independiente del valor obtenido parpero en Como primer caso, se estudio la ecaaciadial defato-

la practica hay variaciones muy pedies al cambiar el va- 1,4 ge hidpgeno y se mosirque el AIM, proporciona los
lor ¢. Sin embargo, se ha encontrado qug sorresponde  oqitados ya conocidos en los libros de texto dezmiea

al valor donde el potenciall87) alcanza su @ximo valor, o antica. El objetivo para este ejemplo es mostrar otra forma

entonces se obtienen mejores resultadospara alternativa de resolver la parte radial d@mo de hidogeno.
Las Tablas | y Il muestran los resultados obtenidos de los L . .
En el segundo caso, se resélla ecuadn de Dirac-Weyl

modos cuasi-normales para diferentes valores dénpetro ‘ L .
. . . . para un perfil de campo magiico proporcional a una secante
de quintaesenciay para el paametro de masa/. Sicy M ; .
uadrada. De los resultados obtenidos, se tiene que los esta-

incrementan, la parte real e imaginaria de las frecuencias aga . . L
. - os ligados correspondémicamente al movimiento de las
los modos cuasi-normales disminuyen.

. B : cargas en la direcgn z, donde los niveles de Landau presen-
Como se menciono en losipafos previos, la parte real

de los modos cuasi-normales representan la frecuencia de gan una dependencia eipta del numero de onda. Por lo
P e la velocidad promedio en la diregoiy de esos estados

cilacion, entonces se puede indicar que la presencia de quir- :
. ) puede 4 P q gados pueden ser calculados al tomar la derivada respecto
taesencia suprime la oscilécidel agujero negro y su amorti-

. ) .dek alos niveles de eneia
guamiento aumenta con forme aumenta la presencia de quin- , L
En el estudio de grafeno, usualmente se empleaciait

taesencia, es decir, aumenta el valoede s i : A
ca de la factorizaéin, y tambén se suele recurrir a definir

variables complejas com68). Referente a la ecudmni (84),

con la definiocdn de5\0+ y 504 dados en10€) y (109, cabe

mencionar que esta es la ecuscdiferencial de jacobi, por

En este trabajo se han estudiado tres casos ifispsaddonde lo quen no puede incluir al cero. Sin embargo en este trabajo

se ha mostrado como implementar el AIM para hallar las eise ha mostrado que AIM proporciona la misma sdloci

7. Conclusiones
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Eltercer caso abordado en este trabajo, se enfoédcal-c  baciones escalares cuando el factor de normabnamimen-
lo de los modos cuasi-normales (eigenvalores) para un canta.
po escalar en un agujero negro de Schwarzschild rodeado de Aunque los resultados mostrados en las Tablas | y II, se
guintaesencia. Como primer paso, se réadizaralisis de los consideran los modos para algunos valoresidel > n,
horizontes y determinar la regi de valores de los pame- el AIM es lo suficientemente robusto y funciona adecuada-
tros, para los cuales se tienen uno o dos horizontes. mente para valores de < n, a diferencia de otros como
Aqui vale la pena enfatizar que un factor fundamental paWKB (Gregor Wentzel, Hendrik Kramers y Leon Brillouin)
ra la implementaéin del AIM, es factorizar adecuadamente ver Ref. [18] para mayor referencia.
el comportamiento asiatico en los horizontes e infinito, tal
como se muestra ed’0) y (152) y dicho aralisis en general
dependex de la soluén de agujero negro que se estudie.
De los resultados obtenidos de las frecuencias de los mdeste trabajo ha sido realizado parcialmente gracias al apo-
dos cuasi-normales, se enc@ngue el agujero negro de Sch- yo del SNII-CONAHCYT, Mexico. N. Y. Lopez agradece al
warzschild rodeado de quintaesencia, es estable para pert@ONAHCYT por la beca otorgada 822768.
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