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En este trabajo se muestra como el método de iteración asint́otica puede ser empleado para obtener eigenvalores y eigenfunciones en dife-
rentes campos de la fı́sica. Partiendo de la ecuación de Schr̈odinger en cada caso, se pueden calcular las energı́a y las funciones de onda del
átomo de hidŕogeno o los modos cuasi–normales en el caso de agujeros negros. El objetivo central, es mostrar como aplicar el asymptotic
iteration method en algunasáreas de la F́ısica.
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In this work, we show how the asymptotic iteration method can be used to obtain eigenvalues and eigenfunctions in different fields of physics.
Starting from the Schrödinger equation in each case, the energies and wave functions of the hydrogen atom or the quasi-normal modes in the
case of black holes can be calculated. The central objective is to show how to apply the asymptotic iteration method in some areas of Physics.
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1. Introducción

En muchas ocasiones, cuando uno requiere estudiar el com-
portamiento de un sistema fı́sico o resolver un problema par-
ticular en alǵun área especifica de la fı́sica, en general se re-
duce a resolver una ecuación diferencial homoǵenea de se-
gundo orden en una dimensión, como la expresión (1). En
este sentido, como hallar soluciones de ecuaciones diferen-
ciales es de gran interés en la f́ısica para hallar los eigenvalo-
resE y las eigenfuncionesψ(x).

Aunque en general, el ḿetodo ḿas empleado para resol-
ver (1) es el de series de Frobenius, también existen muchas
otras t́ecnicas que pueden ser empleadas y que proporcionan
soluciones analı́ticas como fracciones continuas [1], el méto-
do de Nikoforov-Uvarov [2], ḿetodos aproximados, o solu-
ciones nuḿericas como diferencias finitas [3], Runge-Kutta
[4], entre otros.

Aunado a los ḿetodos mencionados en el párrafo ante-
rior, existe otra t́ecnica que puede serútil para encontrar so-
luciones de la Ec. (1), el método de iteración asint́otica (AIM
por sus siglas en inglés) propuesto por Ciftci, Hall y Saad [5],
es una de las varias técnicas que permiten resolver (1). Este
método ha sido muýutil en muchas aplicaciones de la fı́sica,
como por ejemplo, ha sido empleado en la solución de ecua-
ciones de Schrödinger [6,7], de Dirac [8,9], de Klein-Gordon
[10,11] y de Duffin-Kemmer-Petiau [12].

A diferencia de algunas otras técnicas en la solución de
ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden, que
permiten obtener solo soluciones analı́ticas o solo soluciones

numéricas, el AIM, permite obtener soluciones exactas y en
su versíon mejorada puede proporcionar soluciones numéri-
cas.

De las ideas expresadas en los párrafos anteriores, el
proṕosito principal de este trabajo es mostrar como aplicar
el AIM en tres ejemplos particulares: Elátomo de hidŕoge-
no, el grafeno y modos cuasi-normales. Para ello, en la Sec. 2
se realiza una breve descripción del AIM, mientras que en la
Sec. 4 se aborda la solución de la parte radial delátomo de
hidrógeno. En la Sec. 5, se proporciona una breve descripción
de la ecuacíon de Dirac-Weyl y se estudian las soluciones de
los estados ligados en el grafeno en presencia de un campo
magńetico externo que posee una simetrı́a traslacional. En la
Sec. 6, se inicia con un pequeño préambulo referente a los
modos cuasi-normales y posteriormente se calculan las fre-
cuencias de los modos cuasi-normales para un agujero negro
de Schwarzschild rodeado de quintaesencia para perturbacio-
nes escalares. Finalmente, en la Sec. 7 se enfoca en la discu-
sión de los resultados.

2. Método de iteracíon asintótica

En esta sección se muestra brevemente la estructura del AIM
presentado en Ref. [5].

Como punto de partida es posible considerar la ecuación
de Schr̈odinger en una dimensión

d2ψ(x)
dx2

+ V (x)ψ(x) = Eψ(x) . (1)
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Para implementar el AIM en la Ec. (1), es necesario realizar
la siguiente redefinición

ψ(x) = f(x)χ(x) . (2)

Insertando (2) en (1) se obtiene la ecuación diferencial ho-
moǵenea lineal de segundo orden

d2χ(x)
dx2

= λ0(x)
dχ(x)

dx
+ s0(x)χ(x) , (3)

donde

λ0(x) = −2
df(x)

dx

f(x)
, (4)

s0(x) = E − V (x)−
d2f(x)

dx2

f(x)
. (5)

Usualmente se analizan los comportamientos asintóticos de
la ecuacíon diferencial (1) para hallar a la función f(x) re-
querida en Ec. (2), y aśı poder aplicar el AIM. Cabe mencio-
nar que las funcionesλ0(x) (λ0(x) 6= 0) y s0(x) son funcio-
nesC∞(a, b).

Para hallar una solución a la ecuación diferencial (3), se
aprovecha la estructura simétrica del lado derecho de dicha
ecuacíon diferencial. Derivando (3) respecto dex, se tiene

d3χ(x)
dx3

= λ1(x)
dχ(x)

dx
+ s1(x)χ(x) , (6)

con

λ1(x) =
dλ0(x)

dx
+ s0(x) + [λ0(x)]2 , (7)

s1(x) =
ds0(x)

dx
+ s0(x)λ0(x) . (8)

Iterativamente, para la derivada de ordenn + 1 y de orden
n + 2 (n = 1, 2, 3, . . . ), se tiene

χ(n+1)(x) = λn−1(x)χ′(x) + sn−1(x)χ(x) , (9)

χ(n+2)(x) = λn(x)χ′(x) + sn(x)χ(x) , (10)

donde las funcionesλn(x) y sn(x) se definen de la siguiente
forma

λn(x) = λ′n−1(x) + sn−1(x) + λ0(x)λn−1 , (11)

sn(x) = s′n−1(x) + s0(x)λn−1(x) , (12)

aqúı la tilde ′ y los supeŕındices (n + 1) y (n + 2) indican
derivada respecto dex.

Tomando el cociente de (9) y (10)

d

dx
ln

(
χn+1

)
=

χn+2

χn+1
=

λn

(
χ′ + sn

λn

)

λn−1

(
χ′ + sn−1

λn−1

) , (13)

y haciendo uso del comportamiento asintótico del ḿetodo, el
cual indica que para unan suficientemente grande, se debe
satisfacer la siguiente relación

sn

λn
=

sn−1

λn−1
≡ α̃(x) . (14)

Ahora, considerando (14) en (13), se tiene la siguiente expre-
sión

d

dx
ln

(
χn+1

)
=

λn

λn−1
. (15)

Cuya solucíon es

χn+1(x) = C1 exp
[∫ x λn(t)

λn−1(t)
dt

]
. (16)

SiendoC1 una constante de integración. Nuevamente em-
pleando (14) y (11) en (16), se puede expresar aχn+1(x)
como

χn+1(x)=C1λn−1(x) exp
[∫ x

{α̃(t)+λ0(t)} dt

]
. (17)

El siguiente paso es sustituir (17) en (9), con el fin de obtener

χ′(x) + α(x)χ(x) = C1λn−1(x)

× exp
[∫ x

{α̃(t) + λ0(t)} dt

]
, (18)

la cual admite la solución de la siguiente forma

χ(x) = exp
[
−

∫ x

α̃(t) dt

]{
C2

+ C1

∫ x

exp
(∫ τ

[λ0(t) + 2α̃(t)] dt

)
dτ

}
, (19)

donde nuevamenteC2 es una constante. Las constantes de in-
tegracíonC1 y C2 pueden ser determinadas al aplicar las con-
diciones de frontera correspondientes a cada situación f́ısica.
Generalmente, si uno requiere de soluciones exactas, enton-
ces se debe de considerarC1 = 0.

Ahora bien, una forma alternativa de (14) es

δk(x) = sk(x)λk−1(x)− sk−1(x)λk(x) = 0 , (20)

aqúı k denota el ńumero de iteraciones a realizar. Usualmente
δk = 0 se le suele llamar lacondicíon de cuantización y su
importancia radica en que sus raı́ces proporcionan los eigen-
valores de (1).

3. Método de iteracíon asintótica mejorado

Como se muestra en el trabajo realizado por Ciftci, Hall y
Saad [13], una caracterı́stica poco atractiva de las relaciones
de recursíon (11) y (12), es que al realizar cada iteración, se
debe tomar la derivada de los términoss(x) y λ(x) de la ite-
ración anterior. Esto puede realentizar considerablemente la
implementacíon nuḿerica del AIM, lo cual puede provocar
problemas con la precisión nuḿerica. Para solventar dicha

Rev. Mex. Fis. E22020202
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probleḿatica, se desarrolló una versíon mejorada de la técni-
ca, que evita la necesidad de tomar derivadas en cada paso, lo
cual mejora significativamente la precisión, aśı como tambíen
la velocidad de convergencia del método.

La idea del ḿetodo mejorado de iteración asint́otica radi-
ca en tomar la serie de Taylor de las funcionesλn(x) y sn(x)
alrededor de alǵun puntoξ en el que se implementa el méto-
do. Teniendo ası́

λn(ξ) =
∞∑

i=0

ci
n (x− ξ)i

, (21)

sn(ξ) =
∞∑

i=0

di
n (x− ξ)i

, (22)

conci
n y di

n los respectivos coeficientes de Taylor de las fun-
cionesλn(ξ) y sn(ξ). Colocando (21) y (22) en las Ecs. (11)
y (12), se obtienen las siguientes relaciones de recurrencia

ci
n = (i + 1)ci+1

n−1 + di
n−1 +

i∑

j=0

cj
0c

i−j
n−1 , (23)

di
n = (i + 1)di+1

n−1 +
i∑

j=0

dj
0c

i−j
n−1 . (24)

Combinando las expresiones (21)-(24) en la condicíon de
cuantizacíon (20), se tiene la siguiente relación de recursíon

d0
nc0

n−1 − d0
n−1c

0
n = 0 . (25)

Esta condicíon únicamente requiere tomar las primeras deri-
vadas deλ0 y s0 para obtener los coeficientesci

0 y di
0 reque-

ridos para emplear la relación de recurrencia y obtener los
correspondientes eigenvalores de forma numérica.

Para ejemplificar como implementar el AIM y su versión
mejorada, en las siguientes secciones se analizarán tres casos
espećıficos:átomo de hidŕogeno, grafeno y agujeros negros.

4. Átomo de hidrógeno

Uno de los problemas tradicionales que se abordan en los
cursos de mećanica cúantica es el estudio delátomo de hi-
drógeno. En esta sección se muestra como implementar el
AIM para resolver la ecuación radial delátomo de hidŕoge-
no, y aśı hallar los eigenvalores (energı́as) y las eigenfuncio-
nes (funciones de onda) correspondientes.

La ecuacíon de Schr̈odinger independiente del tiempo pa-
ra elátomo de Hidŕogeno admite la siguiente forma

HΨ (~r) = EΨ(~r) , H = − ~
2

2µ
∇2 − e2

r
, (26)

dondeµ es la masa reducida,~ la constante Planck ye la
carga del electŕon. Al considerar separación de variables en
coordenadas esféricasΨ(~r) = g(θ, φ)R(r), implica que la

solucíon de la parte angular de la función de onda son los
armónicos esf́ericos, es decirg(θ, φ) = Y m

l (θ, φ), mien-
tras que la parte radialR(r) = U(r)/r, satisface la siguiente
ecuacíon

[
d2

dx2
+ V̄l(x)

]
U(x) = 0,

V̄l(x) = − l(l + 1)
x2

+
1
λ̃x

− 1
4

, (27)

donde

λ̃ =
√−E

E0
, E0 =

e2

2a0
, x =

2λr

a0
, a0 =

~2

µe2
, (28)

aqúı a0 es el radio de Bohr. Ahora, para implementar el AIM,
es conveniente analizar el comportamiento asintótico de (27)
para valores dex muy grandes, es decir, cuandox →∞, (27)
toma la siguiente forma

[
d2

dx2
− 1

4

]
U(x) = 0 . (29)

La solucíon a esta ecuación es

U(x) ≈ Ae−
x
2 + Be

x
2 . (30)

Imponiendo la condición de frontera (que la función de onda
sea cuadrado integrable) a (30), implica queB = 0.

Ahora bien, estudiando el comportamiento asintótico de
(27) para valores dex muy pequẽnos (x → 0), se tiene

[
d2

dx2
− l(l + 1)

x2

]
U(x) = 0 . (31)

Cuya solucíon es

U(x) ≈ axl+1 + bx−l , (32)

donde nuevamente, las condiciones de frontera en Ec. (32)
implican queb = 0. De (30) y (32), la solucíon de (27) debe
de ser

U(x) = f1(x)χ(x), f1(x) = e−
x
2 xl+1 . (33)

Aqúı se puede ver queU(x) tiene la forma de (2), por lo que
es posible hacer uso de (4) y (5) introduciendof1(x), se ob-
tienen

λ0(x) =
x− 2 (l + 1)

x
, (34)

s0(x) =
λ̃ (l + 1)− 1

xλ̃
, (35)

donde se ha considerado aV (x) = V̄l(x) y E = 0. De acuer-
do a (11) y (12), es posible calcular las siguientes funciones
auxiliares
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λ1(x) = 1 +
2λ̃ (2l + 3) (l + 1)− x

[
3λ̃ (l + 1) + 1

]

x2λ̃
, (36)

s1(x) = −

[
λ̃ (l + 1)− 1

]
(2l + 3− x)

x2λ̃
, (37)

λ2(x) =
2x2

(
2λ̃ [l + 1] + 1

)
− 2x (2l + 3)

(
2λ̃ [l + 1] + 1

)

x3λ̃
+

4λ̃ (2l + 3) (l + 2) (l + 1)
x3λ̃

− 1 , (38)

s2(x) =
x2λ̃− x

(
λ̃ [3l + 4] + 1

)
+ 2λ̃ (2l + 3) (l + 2)

x3λ̃

(
λ̃ [l + 1]− 1

)
. (39)

Incluyendo (34)-(39) en la condicíon de cuantización (20), se tiene

δ1(x) =

[
λ̃ (l + 1)− 1

] [
λ̃ (l + 2)− 1

]

x2λ̃2
, (40)

δ2(x) =

[
λ̃ (l + 1)− 1

] [
λ̃ (l + 2)− 1

] [
λ̃ (l + 3)− 1

]

x3λ̃3
. (41)

Aqúı los eigenvalores son obtenidos de las raı́ces de las expresiones (40) y (41). De forma general se tiene

λ̃νl =
1

l + ν
, ν = 1, 2, 3, . . . , (42)

aqúı, λ̃νl no depende deν y l por separado, si no ḿas bien de su suma,n = l + ν y en combinacíon con (42) se tiene

λ̃n =
1
n

, n = 1, 2, 3, . . . , (43)

por lo que de acuerdo a (28), los niveles de energı́a delátomo de hidŕogeno est́an dados por

En = −E1

n2
= − e2

2a0n2
= −13.6 eV

n2
, n = 1, 2, 3, . . . . (44)

Antes de proseguir con el cálculo de las eigenfuncionesU(x), es importante analizar la relación n = l + ν. Es evidente que
para unan fija, l puede tomar varios valores, es decir, cuandoν tome su valor ḿas pequẽno νmin = 1, l toma su ḿaximo
valor lmax = n − νmin = n − 1 y para cuandoν tome su valor ḿas grandeνmax = n, l alcanza su valor ḿınimo, es decir,
lmin = n− νmax = 0, en otras palabras, para un valor dado den, l puede tomar valores entre 0 yn− 1 (l = 0, 1, 2, . . . , n− 1).

Para calcular las eigenfuncionesU(x) del átomo de hidŕogeno, es necesario calcular primero las funcionesα̃(x) de (14).
Paran = 1 (l = 0) y de acuerdo a (14), se tiene

α̃10(x) =
s0

λ0

∣∣∣
λ=λ1

= − l

2l − x + 2

∣∣∣
l=0

= 0, (45)

donde el primer subı́ndice denotan = 1 y el segundol = 0. De forma ańaloga, paran = 2 (l = 0, 1) y de acuerdo a (14), se
tiene

α̃2l(x) =
s1

λ1

∣∣∣
λ=λ2

= − (l − 1) (2l + 3− x)
x2 − x (3l + 5) + 2l (2l + 5) + 6

, (46)

Considerando los valores del = 0, 1 en (46), se obtiene

α̃20(x) = − 1
x− 2

, (47)

α̃21(x) = 0 . (48)

Empleando (45) y (19) es posible obtener la eigenfunción para el estado base

χ10(x) = c10 exp
[
−

∫
α̃00 dx

]
= c10 . (49)

Rev. Mex. Fis. E22020202
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Procediendo de forma similar, las eigenfunciones para el pri-
mer estado excitado son

χ20(x) = c20 exp
[
−

∫
α̃01 dx

]

= c20 exp
[∫

dx

x− 2

]
= c20 (x− 2) . (50)

χ21(x) = c21 exp
[
−

∫
α̃01 dx

]
= c21 . (51)

Los polinomios (49)-(51), son los polinomios asociados de
LaguerreL2l+1

n+l (x) no normalizados y en cada caso habrá que
calcular las constantes de normalización, por consiguiente,
se tiene queχnl(x) = L2l+1

n+l (x). Para finalizar el ańalisis del
átomo de hidŕogeno, usando (28), (33), (43) y las expresiones
(49)-(51), la solucíon de la parte radial delátomo de hidŕoge-
no es

Rnl(r) =
(

2r

a0n

)l

exp
(
− r

a0n

)
L2l+1

n+l

(
2r

a0n

)
. (52)

Cabe mencionar que este resultado se obtiene tradicional-
mente usando el ḿetodo de Frobenius, sin embargo, el AIM
proporciona una forma alterna de obtener el mismo resultado.

5. Grafeno (Ecuacíon de Dirac-Weyl)

Como otro ejemplo de implementación del Método de Ite-
ración Asint́otica, en esta sección se estudiarán los estados
ligados de un electrón de Dirac en una placa de grafeno ba-
jo la influencia de un campo magnético perpendicular a ella,
considerando interacciones magnéticas invariantes bajo tras-
laciones.

La importancia del grafeno, radica en que el confinamien-
to de electrones de Dirac en presencia de campos magnéticos,
es crucial para el diseño de dispositivos electrónicos. Particu-
larmente el lector puede consultar [14], donde se tratan algu-
nos otros perfiles de campo magnético usando el ḿetodo de
la factorizacíon.

En el grafeno, el Hamiltoniano efectivo alrededor de un
punto de Dirac para un electrón de Dirac posee la siguiente
forma

H = vF σ · p , (53)

dondevF ≈ c/300 = 106 m/s, con c la velocidad de la
luz en el vaćıo, σ = (σx, σy) son las matrices de Pauli y
p = −i~(∂x, ∂y) es el operador de momento en dos dimen-
siones.

De esta forma, a bajas energı́as, el espectro de energı́as es
descrito por la ecuación de Dirac-Weyl

HΦ(x, y, t) = vF (σ · p)Φ(x, y, t) = i~
∂Φ(x, y, t)

∂t
. (54)

Para estados estacionarios, la función de onda admite la si-
guiente formaΦ(x, y, t) = Ψ(x, y)e−iEt/~, por ello la ecua-

ción de Dirac-Weyl independiente del tiempo se puede expre-
sar como

vF (σ · p)Ψ(x, y) = EΨ(x, y),

Ψ(x, y) =
(

ψ+(x, y)
ψ−(x, y)

)
, (55)

conΨ(x, y) la función de onda de dos componentes, siendo
ψ± las componentes del vector columna.

Si el electŕon de Dirac interactúa con un campo magnéti-
co externoB = ∇ × A perpendicular al plano del grafe-
no, entonces, de acuerdo a la regla de acoplamiento mı́ni-
mo, el operador de momentop puede ser reemplazado por
p + eA/c, con−e la carga del electrón y el vector potencial
es dado porA = (Ax, Ay, 0). De esta forma (55) se puede
expresar como

vF

[
σ ·

(
p +

e

c
A

)]
Ψ(x, y) = EΨ(x, y) . (56)

Śı el campo magńetico externo posee simetrı́a traslacional en
una direccíon particular, entonces, sin perdida de generalidad
se puede fijar el eje de simetrı́a en la direccíony, adeḿas em-
pleando la norma de Landau, uno puede expresar al vector
potencial como

A = (0, Ay(x), 0) , B =
(

0, 0,
dAy

dx

)
. (57)

La implementacíon de (57), implica que la expresión (56) es
independiente de la coordenaday, permitiendo parametrizar
la función de ondaΨ(x, y) de la siguiente forma

Ψ(x, y) = eiky (ψ+(x), iψ−(x))T
, (58)

dondek es el ńumero de onda en la direccióny y T denota la
transpuesta del vector columna. Incorporando (58) en (56) se
tienen dos ecuaciones desacopladas

[
d

dx
+ k +

e

c~
Ay

]
ψ−(x) = Eψ+(x) , (59)

[
− d

dx
+ k +

e

c~
Ay

]
ψ+(x) = Eψ−(x) , (60)

dondeE = E/ (~vf ). Combinando (59) y (60), es posible
obtener una ecuación tipo Schr̈odinger para cada funciónψ+

y ψ−. Aśı se tiene que las funcionesψ+ y ψ− satisfacen
[
− d2

dx2
+ V±(x)

]
ψ± = εψ±(x) , (61)

donde

ε = E2/(~2v2
F ) , (62)

V±(x) =
(
k +

e

c~
Ay(x)

)2

± e

c~
dAy(x)

dx
. (63)

Ahora, para proseguir con el estudio del grafeno se conside-
raŕa el siguiente perfil de campo magnético

A = (0, B0 tan (αx) , 0) , −π

2
≤ αx ≤ π

2
, (64)

B =
(
0, 0, αB0 sec2 (αx)

)
. (65)

Rev. Mex. Fis. E22020202



6 M. JIMENEZ, N. Y. LÓPEZ, Y O. PEDRAZA

FIGURE 1. Gráfica de los potencialesV±(x), dado por (66). Con
D = 1, k = 1 y α = 0.5.

Colocando (64) en (63), los potenciales son

V±(x) = k2 −D2 + D (D ± α) sec2 (αx)

+ 2Dk tan (αx) . (66)

con D = eB0/c~. La gŕafica de los potenciales (66), se
muestran el la Fig. 1.

Añadiendo (66) en (61), se tiene
[
− d2

dx2
+ k2 −D2 + D (D ± α) sec2 (αx)

+2Dk tan (αx)] ψ±(x) = εψ±(x) . (67)

Para resolver la Ec. (67), es conveniente redefinir la función
ψ± y aplicar el siguiente cambio de variable

ψ±(z) =
φ±(z)√

iα [1− z2]
, z = i tan (αx) . (68)

Evaluando (68) en (67) se obtiene la siguiente ecuación tipo
Schr̈odinger

[
d2

dz2
+ V̄±(z)

]
φ±(z) = 0 , (69)

con

V̄±(z) =

− D (D ± α) z2 + 2iDkz ∓ α (D ± α)− k2 + ε

α2 (z2 − 1)2
, (70)

El siguiente paso es estudiar los comportamientos asintóticos
de (69) cuandoz → ±1. Cuandoz → 1, se tiene

[
d2

dz2
+

α2 − (D + ik)2 − ε

4 α2 (z − 1)2

]
φ±(z) = 0 . (71)

Esta ecuación posee las siguiente solución

φ±(z) = A1 (z − 1)
1
2+

β1
2α + B1 (z − 1)

1
2−

β1
2α , (72)

dondeβ1 se define como

β1 =
√

(D + ik)2 + ε . (73)

La condicíon de frontera (cuadrado integrable) implica que
B1 = 0. Por otra parte cuandoz → −1, se tiene

[
d2

dz2
+

α2 − (D − ik)2 − ε

4 α2 (z + 1)2

]
φ±(z) = 0 , (74)

cuya solucíon es

φ±(z) = A2 (z + 1)
1
2+

β2
2α + B2 (z + 1)

1
2−

β2
2α , (75)

donde

β2 =
√

(D − ik)2 + ε . (76)

Aqúı la condicíon de frontera implica queB2 = 0.
De este modo, la funciónφ±(z) puede escribirse como

φ±(z) = f2(z)χ±(z),

f2(z) = (z − 1)
1
2+

β1
2α (z + 1)

1
2+

β2
2α . (77)

Colocando af2(z) en (4) y (5), se pueden hallar las siguientes
relaciones

λ0± =
− (2α + β+) z + β−

α (z2 − 1)
, (78)

s0± =
∆

2α2 (z2 − 1)
, (79)

β+ = β1 + β2, β− = β2 − β1 , (80)

∆ = D (D ± 2α) + k2 − ε− β1β2 − αβ+ , (81)

donde se ha tomadoV = V̄±(z), definida en la Ec. (70) y
E = 0. Aqúı χ±(z) satisface la siguiente ecuación diferen-
cial

d2χ±(z)
dz2

= λ0±(z)
dχ±(z)

dz
+ s0±(z)χ±(z) . (82)

Sin embargo, cabe mencionar que el análisis realizado a (69)
cuandoz → ±1 para determinar af2(z) no es suficiente pa-
ra precisar los comportamientos asintóticos en dichos puntos.
Para establecer el comportamiento asintótico deχ±(z) cuan-
doz → ±1, se sugiere el siguienteansatz

χ±(z) =
(
z2 − 1

)q
e−µ arctan(−iz)f±(z) , (83)

dondeq y µ son constantes a determinar. Sin perdida de ge-
neralidad, de aquı́ en adelante solo se prosigue con el análisis
de las funciones con el subı́ndice ḿas (debido a que el estu-
dio de las funciones con subı́ndice menos conlleva un análisis
similar).

Evaluando (83) en (82) se tiene

d2f+(z)
dz2

= λ̃0±(z)
df+(z)

dz
+ s̃0±(z)f+(z) . (84)

Rev. Mex. Fis. E22020202
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Con

λ̃0+ =
− (2α + β+ + 4qα) z + β− + 2iµα

α (z2 − 1)
, (85)

s̃0+ =
∆1z

2 + ∆2z + ∆3

2α2 (z2 − 1)2
+

∆
2α2 (z2 − 1)

, (86)

∆1 = −4αq (2αq + α + β+) , (87)

∆2 = 2iα (4αµq + µβ+ − 2iqβ−) , (88)

∆3 = 2α
(
αµ2 + 2αq − iµβ−

)
. (89)

Para aplicar el AIM, se debe de imponer las siguientes con-
diciones

∆1 = −∆3, ∆2 = 0 . (90)

Lo cual conduce a

q = −β+

2α
, (91)

µ =
iβ−
α

. (92)

Bajo esta elección deµ y q dados en las Eqs. (91) y (92),
entonces̃λ0+(z) y s̃0+(z) pueden escribirse como

λ̃0+ =
− (2α− β+) z − β−

α (z2 − 1)
, (93)

s̃0+ =
∆

2α2 (z2 − 1)
. (94)

Usando las funciones (93) y (94) es posible obtener

λ̃1+ =
z2Γ1 − 4β−z [β+ − 3α] + Γ2

2α2 (z2 − 1)2
, (95)

s̃1+ =
Γ3 [z (β+ − 4α) + β−]

2α3 (z2 − 1)2
, (96)

Γ1 = 12α2 + 3β1β2 − 11αβ+ − 3k2 + 3ε

+ D (5D + 2α) , (97)

Γ2 = 4α2 − 5k2 + 5ε− 5β1β2 − αβ+

+ D (3D − 2α) , (98)

Γ3 = D (D + 2α) + k2 − ε− β1β2 − αβ+ . (99)

Procediendo de forma análoga alátomo de hidŕogeno, la im-
plementacíon de la condicíon de cuantización proporciona la
siguiente ecuación

δ1 =
∆1∆2

4α4 (z2 − 1)2
, (100)

∆1=D (D+2α)−β1β2+α (β+−4α)+k2−ε , (101)

∆2 = D (D + 2α)− β1β2 − αβ+ + k2 − ε . (102)

FIGURE 2. Gráfica de los primeros eigenvaloresεn, dados en (106).
ConD = 1, k = 1 y α = 0.5.

Las únicas soluciones fı́sicamente aceptables de (100) (se
consideranúnicamente eigenvalores positivos, los cuales
conducen a energı́as reales) son

ε1 = 0 , (103)

ε2 =
α (2D + α)

(
D2 + 2Dα + α2 + k2

)

(D + α)2
, (104)

ε3 =
4α (D + α)

(
D2 + 4Dα + 4α2 + k2

)

(D + 2α)2
. (105)

En el caso general, los eigenvalores pueden escribirse como

εn = k2 −D2 + (D + nα)2 − D2k2

(D + nα)2
,

n = 0, 1, 2, . . . . (106)

La Fig. 2 muestra los primeros cuatro eigenvaloresεn como
función dek.

De acuerdo al resultado previo y con ayuda de (62), los
niveles de energı́a para un electrón de Dirac en presencia de
un campo magńetico pueden expresarse como

En±=± ~vF

√
k2−D2+(D+nα)2− D2k2

(D+nα)2
. (107)

conn = 0, 1, 2, . . . . Estos niveles de energı́a suelen llamarse
niveles de Landau. La enerǵıa del estado base,n = 0 es igual
cero e independiente de la presencia del campo magnético.
Cabe mencionar que los niveles de energı́a positivos corres-
ponden a la banda de conducción de grafeno, mientras que
los niveles de energı́a negativos corresponden a la banda de
valencia.

Para el ćalculo de las eigenfunciones, es conveniente re-
escribir las funciones (93), (94), (95) y (96) colocando ex-
plicitamente el valor deε dado en (106). Por consiguiente se
tiene

Rev. Mex. Fis. E22020202



8 M. JIMENEZ, N. Y. LÓPEZ, Y O. PEDRAZA

λ̃0+ = −b− a− (a + b + 2) z

1− z2
, (108)

s̃0+ = − (n− 1) (n− 1 + a + b + 1)
1− z2

, (109)

λ̃1+ =
cz2 + dz + g

z2 − 1
, (110)

s̃1+ =
(n− 1) (n + a + b) [z (a + b) + b− a]

z2 − 1
, (111)

con

a = −D

α
− n +

ikD

α (D + nα)
, (112)

b = −D

α
− n− ikD

α (D + nα)
, (113)

c = (a + b)2

+ n (a + b + n− 1) + 2 (2a + 2b + 3) , (114)

d = 2 (a + b + 3) (a− b) , (115)

g = (a− b)2 − n (a + b + n− 1) + 2 (a + b + 1) . (116)

De acuerdo a las definiciones deλ̃0+ y s̃0+, n = 0 queda
excluido debido a la solución no satisface las condiciones de
frontera, es decir, las eigenfuncionesψ+ (x) no incluyen el
eigenvalor cero. Ahora bien, se puede calcular las funciones
α̃(z). Paran = 1, la ecuacíon (14) conduce a

α̃1(z) =
s̃1+(z)
˜̃λ1+(z)

∣∣∣∣
n=1

= 0 . (117)

Mientras que paran = 2, se tiene

α̃2(z) =
s̃2+(z)
λ̃2+(z)

∣∣∣∣
n=2

,

=
(D + α) (D + 2α)

−z (D + α) (D + 2α) + Dki
. (118)

De acuerdo a los resultados (117) y (118), las eigenfunciones
para el estado base y el primer estado excitado son

f1+(z) = c1 exp
[
−

∫
α̃1(z) dz

]
= c1 , (119)

f2+(z) = c2 exp
[
−

∫
α̃2(z) dz

]
, (120)

= c2 [Dki− (D + α) (D + 2α) z] , (121)

= c2 [(a + b + 2) (z − 1) + 2 (a + 1)]
∣∣∣
n=2

. (122)

Calculando las constantes de normalización c1 y c2, se tiene
que las funcionesfn+(z) = P

(a,b)
n−1 (z), conn = 1, 2, 3, . . . y

dondeP (a,b)
n (z) son los polinomios de Jacobi.

FIGURE 3. Gráfica de la densidad de estadosρn(x). ConD = 1,
k = 1 y α = 0.5.

Finalmente de (68) y (77), la funcíon de onda para el gra-
feno es

ψn+ [z(x)] = A (z + 1)
1+b
2 (z − 1)

1+a
2 ei(a−b)arctan(−iz)

× P
(a,b)
n−1 (z), n = 1, 2, 3, . . . ,

=A
(
z2−1

) 1+<(a)
2 e−=(a)αxP

(a,b)
n−1 (z) . (123)

dondeA es una constante de normalización, < (a) y = (a)
es la parte real e imaginaria dea, respectivamente. Para el
cálculo de las funcionesψ− (x), se procede de forma análo-
ga a (123), sin embargo aquı́ ψ− (x) ∼ P

(a,b)
n (z), con

n = 0, 1, 2, . . . y estas funciones si consideran el eigenvalor
ε0 = 0, a diferencia deψ+ (x). La Fig. 3, muestra la densidad
de estados para los primeros tres niveles.

Es importante destacar que para el cálculo de las energı́as
y funciones de onda para el grafeno, usualmente se emplean
técnicas de mecánica cúantica supersiḿetrica, como se puede
ver en la Ref. [14].

6. Modos cuasi-normales

Los agujeros negros presentes en nuestro universo, no pue-
den permanecer completamente aislados, ellos deben de inte-
ractuar con la materia y energı́a presentes alrededor de ellos,
esta interacción puede perturbar al agujero negro. Cuando un
agujero negros es perturbado, su comportamiento resultante
puede ser descrito en tres etapas:

1. La primera etapa corresponde a la radiación debida a
las condiciones iniciales de la perturbación.

2. La segunda etapa corresponde a oscilaciones amor-
tiguadas con frecuencias complejas. Los modos
de dichas oscilaciones se denominanmodos cuasi-
normales. Los modos cuasi-normales son una mani-
festacíon de las oscilaciones de resonancia del propio
espacio-tiempo del agujero negro y dominan poco des-
pués de la etapa transitoria inicial.
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Estas frecuencias son independientes de las condicio-
nes iniciales y solo dependen de las propiedades del
agujero negro.

3. La tercera etapa en general corresponde a una ley de
potencia de decaimiento de los campos.

Cabe mencionar que el estudio de los modos cuasi normales
es muyútil para caracterizar a los agujeros negros, debido a
que estas frecuencias dependenúnicamente de los parámetros
que describen al agujero negro, es decir, pueden considerar-
se como la huella digital del agujero negro (ver Ref. [15]),
por lo que el ćalculo de las eigenfunciones en este caso es
irrelevante.

El ańalisis de los modos cuasi-normales consiste en resol-
ver una ecuación tipo Schr̈odinger con un potencial efectivo
que depende de la función métrica que describe la solución
de agujero negro. Si el agujero negro posee simetrı́a esf́eri-
ca est́atica y es perturbado por un campo escalar, la ecuación
que describe los modos cuasi-normales es

d2

dx2
ψ(x) +

[
ω2 − V (r)

]
ψ(x) = 0 , (124)

dondex es la coordenada tortuga, definida como

dx

dr
=

1
f(r)

, (125)

y el potencial efectivoV (r) puede expresarse como

V (r) = f(r)
[
l(l + 1)

r2
+

1
r

df(r)
dr

]
, (126)

siendof(r) la función métrica del agujero negro yl el ı́ndice
del arḿonico esf́erico.

Los modos cuasi normalesω se definen como soluciones
de (124) sujeto a las condiciones de frontera

ψ(x) =

{
e−iωx, x → −∞ ,

eiωx, x → +∞ ,
(127)

de dichas condiciones de frontera se obtienen un conjunto
discreto de soluciones con frecuencias complejas

ω = ωr + iωi , (128)

Aqúı ωr es la frecuencia de oscilación del agujero negro yωi

describe la estabilidad del agujero negro (el lector puede con-
sultar la Ref. [16] para ḿas detalles). Es importante mencio-
nar que de acuerdo al valor deωi, las siguientes situaciones,
pueden ocurrir:

1. Si ωi < 0, se tiene una oscilación amortiguada, debi-
do a queψ(x, t) ∼ e−iωt decrece conforme el tiem-
po avanza y eventualmente tiende a cero para tiempos
muy grandes, por lo que la oscilación del agujero ne-
gro cesara, este comportamiento describe una solución
estable.

2. Cuandoωi > 0, la funcíon ψ(x, t) ∼ e−iωt crece in-
definidamente conforme el tiempo avanza, por lo que
este comportamiento describe una solución inestable.

3. Mientras que siωi = 0, la solucíon (124) describe los
modos normales, es decir, el agujero negro permane-
ceŕa oscilando indefinidamente.

La materia de quintaesencia es uno de los varios mecanismos
que permite proveer una fuente de presión negativa que per-
mite contrarrestar a la interacción gravitacional y por lo tanto
entender por que el universo se expande de forma acelerada.

La solucíon de un agujero negro rodeado por materia de
quintaesencia fue discutida por Kiselev [17], esta permite ob-
tener la funcíon métrica de un agujero negro rodeado de quin-
taesencia al ãnadir el t́ermino de quintaesencia−c/r3ωq+1 a
la métrica del agujero negro.

Para el ćalculo de los modos cuasi-normales, en este tra-
bajo se elije al agujero negro de Schwarzschild rodeado de
quintaesencia, cuyo elemento de lı́nea es descrito por

ds2 = −f(r)dt2 +
1

f(r)
dr2 +r2dθ2 +r2 sin2 θdφ2 , (129)

donde la funcíon métrica toma la siguiente forma

f(r) = 1− 2M

r
− c

r3ωq+1
, (130)

aqúı M es la masa,c es un factor de normalización yωq es el
paŕametro de estado que debe de satisfacer la siguiente res-
tricción−1 < ωq < −1/3. Particularmente, en este trabajo
se considerará el caso especifico deωq = −2/3, por consi-
guiente (130) se puede expresar como

f(r) = 1− 2M

r
− cr . (131)

Para poder proseguir, es primordial determinar el rango de
valores que los parámetros que describen el agujero negro
deben de tomar, esto facilita el análisis de los horizontes.

Los horizontes se definen como las raı́ces positivas de la
función métrica dada por (131), lo cual conlleva a

r − 2M − cr2 = 0 . (132)

Esta ecuación posee dos raı́cesrh y rc

rh =
1−√1− 8cM

2c
, rc =

1 +
√

1− 8cM

2c
, (133)

siendo rh el horizonte de eventos yrc el horizonte cos-
mológico o aparente (rh < rc). Ambos horizontes coinci-
den rh = rc cuandoM toma el valor de la masa critica
M∗ = 1/8c y se tiene dos horizontes cuandoM < M∗.
En este trabajo se emplearan valores de los parámetrosM y
c para el cual el agujero negro tendrá dos horizontes.

Para resolver (124), es ḿas adecuado realizar el siguiente
cambio de variable

ξ =
1
r

. (134)

Rev. Mex. Fis. E22020202



10 M. JIMENEZ, N. Y. LÓPEZ, Y O. PEDRAZA

Por lo tanto, la funcíon métricaf(r) y el potencialV (r) se
pueden expresar en la nueva variableξ como

f(ξ) =
p(ξ)
ξ2

, (135)

p(ξ) = ξ2 − 2Mξ3 − cξ . (136)

V (ξ) = p(ξ)
[
l(l + 1) +

2Mξ2 − c

ξ

]
. (137)

Colocando el potencial (137) en (124) y aplicando (134), se
obtiene

d2ψ

dξ2
+

p′

p

dψ

dξ
+

{
ω2

p2
− l(l + 1)

p
− 2Mξ2 − c

ξp

}
ψ = 0 ,

(138)
dondep′ = 2ξ − 6Mξ2 − c (aqúı la prima significa derivar a
p respecto aξ).

Redefiniendo la función de ondaψ(ξ)

ψ(ξ) =
ϕ(ξ)√

p
, (139)

entonces (140) se formula como
[

d2

dξ2
+ V̄ (ξ)

]
ϕ(ξ) = 0 , (140)

con

V̄ (ξ) =
4M2ξ4 − 4l (l + 1) p + c [2p′ − c] + 4ω2

4p2
. (141)

Para poder continuar con el cálculo de los modos cuasi-
normales, es necesario expresar las condiciones de frontera
(127) en t́erminos de la variableξ. Para ello se obtiene pri-
mero la coordenada tortuga

x =
∫

dr

f(r)
= −

∫
dξ

p(ξ)
=

∫
dξ

2Mξ (ξ − ξ0) (ξ − ξ1)
,

=
ln (ξ − ξ1)

2Mξ1 (ξ0 − ξ1)

− ln (ξ)
2Mξ1ξ0

− ln (ξ − ξ0)
2Mξ0 (ξ0 − ξ1)

, (142)

donde

ξ0 =
2c

1 +
√

1− 8Mc
=

1
rc

, (143)

ξ1 =
2c

1−√1− 8Mc
=

1
rh

. (144)

Por otra parte, si se calcula la gravedad superficial paraξ = 0,
ξ = ξ0 y ξ = ξ1 (ξ0 < ξ1), se obtienen entonces las siguien-
tes expresiones

κ =
1
2

df

dr

∣∣∣∣
r→r′

= − ξ2

2
df

dξ

∣∣∣∣
ξ=0

= −Mξ0ξ1 , (145)

κ0 = − ξ2

2
df

dξ

∣∣∣∣
ξ=ξ0

= Mξ0 (ξ0 − ξ1) , (146)

κ1 = − ξ2

2
df

dξ

∣∣∣∣
ξ=ξ1

= −Mξ1 (ξ0 − ξ1) . (147)

Las ecuaciones anteriores permiten expresar a la coordenada
tortugax en t́erminos deξ, de la siguiente forma

x = ln (ξ)
1
2κ + ln (ξ − ξ0)

1
2κ0 + ln (ξ − ξ1)

1
2κ1 . (148)

Insertando (148) en la condicíon de frontera de onda entrante
(127), se tiene

e−iωx = ξ−
iω
2κ (ξ − ξ0)

− iω
2κ0 (ξ − ξ1)

−iω
2κ1 , (149)

Cabe mencionar que el término dominante en la expresión
anterior cuandox → −∞ (r → rh y ξ → ξ1), es el segundo
término del lado derecho de (149), por ello, el escalamiento
adecuado cerca del horizonte de eventos se puede formular
como sigue

ψh ≈ (ξ − ξ1)
− iω

κ1 . (150)

Por otra parte, cuandox →∞, la segunda condición de fron-
tera de (127) (r → ∞ y ξ → 0) se puede formular como
sigue

eiωx = ξ
iω
2κ (ξ − ξ0)

iω
2κ0 (ξ − ξ1)

iω
2κ1 , (151)

Aqúı puede observarse que no hay un comportamiento domi-
nante, como en (150), por lo que es ḿas adecuado escalar el
comportamiento divergente de (151) cuandox → +∞, como

ψ∞ ≈ eiωx = e−iω
∫ dξ

p(ξ) . (152)

Para implementar el AIM en (140), se puede considerar

ψ(ξ) = f2(ξ)χ(ξ),

f2(ξ) = (ξ − ξ1)
− iω

κ1 e−iω
∫ dξ

p(ξ) , (153)

Introduciendof2 en (4) y (5), dondeE = 0, V = V̄ (ξ), se
obtiene la forma estándar

d2χ(ξ)
dξ2

= λ0(ξ)
dχ(ξ)

dξ
+ s0(ξ)χ(ξ) , (154)

donde

λ0(ξ) =
2iω

κ1 (ξ − ξ1)
− p′ − 2iω

p
, (155)

s0(ξ) =
l(l + 1)ξ2 + 2Mξ3 − cξ

ξ2p

− iω(iω + κ1)
κ2

1 (ξ − ξ1)
2 +

iω(p′ − 2iω)
κ1p(ξ − ξ1)

. (156)

A diferencia de los dos casos mostrados anteriormente en es-
te trabajo, la solución de los modos cuasi-normales requiere
de un proceso completamente numérico. Es por ello que se
empleara el Ḿetodo de Iteración Asint́otico Mejorado.
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TABLE I. Frecuencias de los modos cuasi-normales para un agujero negro de Schwarzschild rodeado de quintaesencia, paraM = 0.2.

c (l = 3) n = 0 n = 1 n = 2

0.1 3.05551-0.42448i 2.99338-1.28481i 2.87824-2.17747i

0.2 2.71143-0.36452i 2.66079-1.10242i 2.56626-1.86562i

0.3 2.33573-0.30192i 2.29682-0.91214i 2.22349-1.54074i

c (l = 4) n = 1 n = 2 n = 3

0.1 3.92815-0.42377i 3.87902-1.27827i 3.78510-2.15308i

0.2 3.48940-0.36373i 3.44934-1.09661i 3.37241-1.84534i

0.3 3.00923-0.30116i 2.97848-0.90735i 2.91907-1.52495i

TABLE II. Valores de los modos cuasi-normales para un agujero negro de Schwarzschild rodeado de quintaesencia, parac = 0.1.

M (l = 3) n = 0 n = 1 n = 2

0.1 6.43724-0.90740i 6.30162-2.74749i 6.05110-4.65941i

0.2 3.05551-0.42448i 2.99338-1.28481i 2.87824-2.17747i

0.3 1.92450-0.26318i 1.88690-0.79629i 1.81697-1.34860i

M (l = 4) n = 0 n = 1 n = 2

0.1 8.27166-0.90613i 8.16446-2.73386i 7.95991-4.60668i

0.2 3.92815-0.42377i 3.87902-1.27827i 3.78510-2.15308i

0.3 2.47539-0.26268i 2.44564-0.79215i 2.38865-1.33369i

El siguiente paso, es tomar los desarrollos de Taylor de las
funcionesλ0(ξ) y s0(ξ) alrededor de un puntoξ = ξ̂, para
despúes insertar dichos coeficientes en (25), obteniendo una
ecuacíon algebraica que permite calcular de forma numérica
las frecuenciasω, para una elección adecuada den. En este
trabajo se empleo el softwareMathematica para realizar
todos estos ćalculos nuḿericos, pero el lector puede consultar
el código enPython en la Ref. [7].

Es importante mencionar que la elección del puntoξ̂ de-
beŕıa de ser independiente del valor obtenido paraω, pero en
la pŕactica hay variaciones muy pequeñas al cambiar el va-
lor ξ̂. Sin embargo, se ha encontrado que siξ̂ corresponde
al valor donde el potencial (137) alcanza su ḿaximo valor,
entonces se obtienen mejores resultados paraω.

Las Tablas I y II muestran los resultados obtenidos de los
modos cuasi-normales para diferentes valores del parámetro
de quintaesenciac y para el paŕametro de masaM . Si c y M
incrementan, la parte real e imaginaria de las frecuencias de
los modos cuasi-normales disminuyen.

Como se menciono en los párrafos previos, la parte real
de los modos cuasi-normales representan la frecuencia de os-
cilación, entonces se puede indicar que la presencia de quin-
taesencia suprime la oscilación del agujero negro y su amorti-
guamiento aumenta con forme aumenta la presencia de quin-
taesencia, es decir, aumenta el valor dec.

7. Conclusiones

En este trabajo se han estudiado tres casos especı́ficos donde
se ha mostrado como implementar el AIM para hallar las ei-

genfunciones y los eigenvalores a partir de la ecuación tipo
Schr̈odinger asociada a cada caso. Como una alternativa a los
métodos y t́ecnicas de soluciones de ecuaciones diferenciales
homoǵeneas de segundo orden ya conocidos en la literatura.

Por otra parte, la elección de los ejemplos mostrados en
este trabajo, tiene la intención de que el lector no experto ten-
ga un primer acercamiento a los temas de mecánica cúantica
y agujeros negros y también sirva de motivación para lectores
más avanzados a adentrarse más a dichas teḿaticas.

Como primer caso, se estudio la ecuación radial deĺato-
mo de hidŕogeno y se mostró que el AIM, proporciona los
resultados ya conocidos en los libros de texto de mecánica
cuántica. El objetivo para este ejemplo es mostrar otra forma
alternativa de resolver la parte radial delátomo de hidŕogeno.

En el segundo caso, se resolvió la ecuacíon de Dirac-Weyl
para un perfil de campo magnético proporcional a una secante
cuadrada. De los resultados obtenidos, se tiene que los esta-
dos ligados correspondeńunicamente al movimiento de las
cargas en la direcciónx, donde los niveles de Landau presen-
tan una dependencia explı́cita del numero de ondak. Por lo
que la velocidad promedio en la dirección y de esos estados
ligados pueden ser calculados al tomar la derivada respecto
dek a los niveles de energı́a.

En el estudio de grafeno, usualmente se emplea la técni-
ca de la factorización, y tambíen se suele recurrir a definir
variables complejas como (68). Referente a la ecuación (84),
con la definicíon deλ̃0+ y s̃0+ dados en (108) y (109), cabe
mencionar que esta es la ecuación diferencial de jacobi, por
lo quen no puede incluir al cero. Sin embargo en este trabajo
se ha mostrado que AIM proporciona la misma solución.
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El tercer caso abordado en este trabajo, se enfoca al cálcu-
lo de los modos cuasi-normales (eigenvalores) para un cam-
po escalar en un agujero negro de Schwarzschild rodeado de
quintaesencia. Como primer paso, se realizó el ańalisis de los
horizontes y determinar la región de valores de los paráme-
tros, para los cuales se tienen uno o dos horizontes.

Aqúı vale la pena enfatizar que un factor fundamental pa-
ra la implementación del AIM, es factorizar adecuadamente
el comportamiento asintótico en los horizontes e infinito, tal
como se muestra en (150) y (152) y dicho ańalisis en general
dependeŕa de la solucíon de agujero negro que se estudie.

De los resultados obtenidos de las frecuencias de los mo-
dos cuasi-normales, se encontró que el agujero negro de Sch-
warzschild rodeado de quintaesencia, es estable para pertur-

baciones escalares cuando el factor de normalización aumen-
ta.

Aunque los resultados mostrados en las Tablas I y II, se
consideran los modos para algunos valores den y l > n,
el AIM es lo suficientemente robusto y funciona adecuada-
mente para valores del < n, a diferencia de otros como
WKB (Gregor Wentzel, Hendrik Kramers y Leon Brillouin)
ver Ref. [18] para mayor referencia.
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