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Este trabajo ofrece una introducción a los conceptos fundamentales del cálculo fraccional, destacando las definiciones más utilizadas de
la derivada fraccional y poniendóenfasis en sus propiedades y aplicaciones. En particular, se analiza la derivada fraccional de Fourier,
subrayando su relativa simplicidad para la implementación nuḿerica, y se presentan códigos en Matlab y Python basados en métodos
espectrales para su cálculo. Adeḿas, se exploran aplicaciones clave de las derivadas fraccionales en fı́sica, como su uso en hacesópticos,
estructuras viscoelásticas, mećanica cúantica y el oscilador arḿonico fraccional. Como complemento, se introducen los fundamentos de la
función de Mittag-Leffler, ampliamente utilizada en el cálculo fraccional. Finalmente, se discuten posibles aplicaciones futuras del cálculo
fraccional, destacando su relevancia en diversasáreas de la fı́sica.
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This work offers an introduction to the fundamental concepts of fractional calculus, highlighting the most commonly used definitions of the
fractional derivative and emphasizing its properties and applications. In particular, the fractional Fourier derivative is analyzed, underscoring
its relative simplicity for numerical implementation, and Matlab and Python code based on spectral methods for its calculation is presented.
Furthermore, key applications of fractional derivatives in physics are explored, such as their use in optical beams, viscoelastic structures,
quantum mechanics, and the fractional harmonic oscillator. As a complement, the fundamentals of the Mittag-Leffler function, widely used
in fractional calculus, are introduced. Finally, potential future applications of fractional calculus are discussed, highlighting its relevance in
various areas of physics.
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1. Historia del cálculo fraccional

El cálculo infinitesimal, ḿas coloquialmente conocido sim-
plemente como “ćalculo”, es una rama de las matemáticas
que estudia el cambio tomando en cuenta variaciones infini-
tesimales, por lo que tiene gran aplicación en la modelación
de la evolucíon continua de diversos sistemas en ciencia y
tecnoloǵıa. Un concepto clave dentro del cálculo es la defi-
nición de la derivada, que modela la razón de cambio ins-
tant́anea de una función seǵun se modifique una variable in-
dependiente. Esta idea fue formalizada por Isaac Newton y
Gottfried Wilhelm Leibniz a finales del siglo XVII, dando lu-
gar al desarrollo del análisis mateḿatico [1]. Al aplicar de
forma recurrente este concepto de derivada sobre una misma
función, es posible calcular la derivada de la derivada, ob-
teniendo aśı la segunda derivada. Repitiendo este proceso n
veces, se puede determinar ası́ la derivada de ordenn.

Sin embargo, al pensar de una manera no tan ortodoxa,
surge el cuestionamiento: ¿el n-ésimo orden puede ser un
número no entero? De esta pregunta, que en un principio po-
dŕıa parecer incluso carente de sentido, nace el cálculo frac-
cional, el cual permite operar con derivadas e integrales de
orden no entero. La idea de derivadas fraccionarias fue plan-
teada por L’Ĥopital en 1695 cuando envió una carta a Leib-
niz planteando la cuestión del significado de una derivada de
orden fraccional, especı́ficamente preguntando sobre la deri-

vada de orden1/2. La respuesta de Leibniz, ahora altamente
citada en ḿultiples introducciones al cálculo fraccional, fue
tanto intuitiva como visionaria: “y esto es una paradoja apa-
rente que permitiŕa en el futuro extraer consecuencias muy
útiles” [2]. Respuesta a la que el tiempo ha dado y sigue dan-
do la raźon. Ya que actualmente, el cálculo fraccional ha ge-
nerado muchos resultados de gran interés para la ciencia y la
tecnoloǵıa.

La rama del ćalculo fraccional no se desarrolló plena-
mente hasta el siglo XIX, cuando matemáticos como Joseph
Fourier, Bernhard Riemann y Joseph Liouville comenzaron
a formalizar estas ideas [3]. El pionero en estudiar formal-
mente este campo fue Joseph Liouville, quien en su “Mémoi-
re sur questions de Ǵeoḿetrie et de Ḿecanique, et sur un
nouveau genre de Calcul pour résoudre ces Questions” pro-
porciona una expresión para la integral fraccionaria de una
función, mostrando la relación entre la derivada fraccional
y una integral definida [3]. Posteriormente, Bernhard Rie-
mann, en súepoca de estudiante e inspirado por el trabajo
de Liouville, propuso una expresión para la derivada frac-
cionaria que hoy conocemos como la derivada fraccional de
Riemann-Liouville [1].

A partir de este desarrollo teórico, el ćalculo fraccional
comenźo a encontrar aplicaciones prácticas en diversas dis-
ciplinas. Una de las primeras aplicaciones del cálculo frac-
cional en la f́ısica la realiźo Niels Henrik Abel en 1823 para
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resolver el problema de la tautócrona o curva iśocrona, que
consiste en encontrar cuál es la curva, sobre la cual un obje-
to se deslizaŕa hasta el punto ḿas bajo en el mismo tiempo,
siendo esto independientemente del punto de partida. Abel
formuló una ecuación integral que requerı́a una operación
similar a la integracíon fraccional de orden1/2, mostrando
aśı una aplicacíon concreta del ćalculo fraccional en proble-
mas f́ısicos. Su enfoque fue considerado revolucionario y, co-
mo tal, geneŕo poĺemica, pues implicaba que una derivada
fraccional aplicada a una constante no siempre resulta en ce-
ro, lo cual fue un amplio motivo de desacuerdo con diversos
miembros de la comunidad matemática de esáepoca [4].

Otro aporte interesante provino del ingeniero y matemáti-
co autodidacta Oliver Heaviside, quien en el siglo XIX des-
arrolló métodos poco convencionales para resolver ecuacio-
nes diferenciales en circuitos eléctricos. Heaviside aplicó el
cálculo fraccional utilizando el operadorD1/2 como si fuera
un ńumero real, simplificando la resolución de ciertos proble-
mas, aunque sus ḿetodos carećıan del rigor formal. En una
de sus propuestas trató la derivada fraccional de una cons-
tante como1/

√
πt, lo que geneŕo cŕıticas debido a la fal-

ta de justificacíon formal . Sin embargo, sus métodos fue-
ron tan efectivos que serı́an validados mateḿaticamente ãnos
despúes, cuando el ćalculo fraccional fue formalizado [4].

A lo largo del siglo XX, el ćalculo fraccional experi-
ment́o un notable avance gracias a la introducción de nuevas
definiciones. Entre ellas, destaca la derivada de Caputo, in-
troducida por Michele Caputo en 1967 en “Elasticità e Dissi-
pazione” [5], que se convirtió en una herramienta importante
en f́ısica, ya que no requerı́a condiciones iniciales fracciona-
rias, facilitando aśı la interpretacíon f́ısica de sus resultados.
Más recientemente, en 2015, la derivada de Caputo-Fabrizio,
introducida por Caputo y Fabrizio, llaḿo la atencíon de in-
vestigadores por las propiedades de su núcleo exponencial
no singular, lo cual mejora la modelación de feńomenos con
memoria no local y reduce la complejidad computacional [6].

No obstante, y de forma quizás algo sorprendente, una
definición que áun no ha sido estudiada en toda su profundi-
dad, o al menos no con la misma atención que otras defini-
ciones de derivadas fraccionarias, es la derivada fraccionaria
usando la transformada de Fourier. Lo anterior posiblemen-
te, entre otros motivos, a que el uso de la transformada de
Fourier requiere un manejo más complicado en el uso de las
definiciones de las condiciones iniciales de los problemas a
modelar. Esto en comparación a otro tipo de transformacio-
nes, como la dada por Laplace, en donde, por ejemplo, al cal-
cular la transformada de una derivada de ordenn, aparecen
de manera explı́cita las condiciones iniciales. Sin embargo,
la transformada de Fourier, desarrollada por Joseph Fourier
en el siglo XIX, es actualmente una herramienta fundamen-
tal en el ańalisis de sẽnales e información. Básicamente, esta
transformacíon descompone la información en sus compo-
nentes de frecuencia, lo que resulta crucial para el estudio de
fenómenos períodicos y la propagación de ondas.

En este contexto, la derivada fraccionaria de Fourier, al
basarse en la transformada de Fourier en su definición, per-

mite analizar las propiedades de las señales en el dominio
de la frecuencia. Adeḿas, dado que el cálculo de la trans-
formada de Fourier y su inversa se realiza de manera simi-
lar, su manejo mateḿatico resulta, en principio, ḿas sencillo.
En particular, en el campo de laóptica, esta derivada ha de-
mostrado ser especialmenteútil para mejorar la resolución de
imágenes y para analizar la propagación de ondas en medios
dispersivos, ya que facilita el ajuste preciso de los parámetros
de las sẽnales [7]. Adeḿas, se ha demostrado que la fraccio-
nalizacíon de haces de Hermite-Gauss permite introducir una
distribucíon asiḿetrica y no local en el perfil de los haces,
lo cual esútil para aplicaciones en mediosópticos comple-
jos [8]. Tambíen se ha utilizado en otros campos, como la
mećanica cúantica [9-12], para describir sistemas cuánticos
con memoria.

En el presente trabajo se presenta la derivada fraccional
de Fourier como una alternativa viable y altamente aplicable
a diferenteśareas del ćalculo fraccional desde una perspecti-
va f́ısica y computacional. En la siguiente Sec. 2, se presen-
tan las definiciones ḿas utilizadas para la derivada fraccional,
tales como las de Riemann-Liouville, Caputo, y Grünwald-
Letnikov, aśı como algunos criterios que son tomados en
cuenta para definir una derivada fraccionaria. Después, en
la Sec. 3, se profundiza en el uso de Fourier para el cálcu-
lo fraccional, mostrando cómo esta definición aprovecha la
transformada de Fourier para realizar diferenciación deórde-
nes arbitrarios. Posteriormente, en la Sec. 4, se describe un
algoritmo nuḿerico para calcular derivadas fraccionales.

En la Sec. 5, se discuten algunas de las aplicaciones rele-
vantes de la derivada fraccional en la fı́sica, tales como el
ańalisis de materiales viscoelásticos [5.1], la extensión de
conceptos en mecánica cúantica [5.2] y el disẽno de haces
ópticos Hermite-Gauss fraccionarios [5.3]. En la Sec. 6, se in-
troduce el oscilador arḿonico fraccional, que permite mode-
lar sistemas dińamicos con memoria. Finalmente, se ofrecen
como conclusiones algunas posibles aplicaciones del cálculo
fraccional. Adeḿas, se ofrecen al lector tres apéndices: el pri-
mero introduce la función Mittag-Leffler, considerada la “rei-
na” del ćalculo fraccional. En el segundo apéndice se definen
las propiedades ḿas b́asicas de la transformada de Laplace,
mientras que el tercer apéndice proporciona el link corres-
pondiente para los códigos en Matlab y Python, para realizar
cómputo nuḿerico de derivadas fraccionales de funciones lo-
calizadas.

2. Definiciones b́asicas de las derivadas frac-
cionales

A diferencia de la contraparte para el caso de orden entero,
la derivada fraccionaria no posee una definición única. Esta
carencia de unicidad puede generar, de manera comprensi-
ble, mucha confusión en los estudiantes e investigadores que
se introducen al mundo del cálculo fraccional por primera
vez. De manera no rigurosa, uno pudiera pensar que estas
múltiples definiciones son debidas a que se pueden seleccio-
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nar diversos caminos de “interpolación” que coinciden en las
definiciones déordenes enteros. Lo anterior es similar al caso
de interpolacíon entre dos puntos: se puede hacer la interpo-
lación con una ĺınea recta, pero también, con un polinomio
de orden 2, orden 3, etc. Usando un poco más de formalismo,
podemos decir que existen múltiples definiciones de deriva-
da fraccional debido a que este es un operador no local: para
su definicíon, se necesita conocer información de la funcíon
no únicamente en su vecindad, sino en una mayor parte del
dominio de la funcíon.

En losúltimos ãnos, el ćalculo fraccional ha abarcado di-
ferentes aspectos de las ciencias e ingenierı́as, pues se han
propuesto numerosas definiciones para la derivada fracciona-
ria. Para las definiciones presentadas a continuación, el valor
deα representa el orden de la derivada fraccionaria.

Una de las definiciones ḿas utilizadas y aceptadas por
la comunidad cientı́fica es la derivada de Riemann-Liouville,
que involucra la expresión usando una integral, con un lı́mite
de integracíon inferiora y cuya forma est́a dada por [3]:

RL
a Dα

x f(x) =
1

Γ(m− α)

×
(

d

dx

)m ∫ x

a

(x− τ)m−α−1f(τ)dτ, (1)

dondem ≤ α < m + 1, es decir,m = bαc, o tambíen
conocida como función piso.

Como se menciońo en la Ec. (1), otra de las definicio-
nes ḿas relevantes y aceptadas por la comunidad cientı́fica
de las derivadas fraccionales es la derivada de Caputo, la cual
est́a definida como [5]:

C
a Dα

x f(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(τ)
(x− τ)α+1−n

dτ, (2)

donde esta vezn − 1 < α < n, es decir,n = dαe, o tam-
bién conocida como la función techo, yΓ(α) es la funcíon
Gamma.

Es importante notar que en la definición de Riemann-
Liouville, primero se realiza una convolución, seguida de una
derivada de orden entero. Sin embargo, en la definición de
Caputo se comienza primero con el cálculo de una derivada
de orden entero, para dar paso seguido al cálculo de la convo-
lución. Por lo que serı́a natural pensar que ambos operadores

fraccionarios tienen cierta relación entre ellos. En la Ref. [3]
se muestra que los cálculos que llevan a cabo los operado-
res no son conmutativos, sin embargo, hay una relación entre
ambas derivadas fraccionales que está dada por:

RLDα
t

(
f(t) =

n−1∑

k=0

tk

k!
fk(0+)

)
=C Dα

t f(t). (3)

Por lo que es importante dejar en claro que las derivadas
fraccionales de una función dependen de la definición que
se usa y del dominio que se decida emplear de acuerdo
con la definicíon, por ejemplo, si consideramos la función
f(t) = exp(kt), con un dominio que comience ena = 0,
tenemos como derivada fraccional acorde a la definición de
Riemann-Liouville:

RLDα
t (f(t)) = sign(t)|t|−αE1,1−α(kt), (4)

mientras que acorde a la definición de Caputo tenemos:

CDα
t (f(t)) = k|t|1−αE1,2−α(kt). (5)

Las funcionesEm,n(t), conocidas como funciones de
Mittag-Leffler, son una generalización de la funcíon expo-
nencial y desempeñan un papel fundamental en el cálculo
fraccional. Su importancia es tal en el cálculo fraccional, que
hemos incluido el Aṕendice A para ḿas informacíon sobre
esta funcíon “reina” del ćalculo fraccional. Otro ejemplo re-
levante es la Fig. 1, donde se muestra la derivada fraccional
de la funcíon 1/(x2 + 1), tambíen conocida como función
Lorentziana. En dicho ejemplo, se muestra un dominio de la
función más amplio, ya que en estos ejemplos para las de-
finiciones de Caputo y Riemann-Liouville el valor dea se
tomó como−5, adeḿas de mostrar la derivada fraccional me-
diante la definicíon 1/(x2 + 1), que analizaremos ḿas ade-
lante. En este primer ejemplo gráfico, se observa que Fourier
produce un comportamiento más siḿetrico respecto al ejex
mientras que Caputo y Riemann-Liouville tienden a ser me-
nos uniformes, especialmente en los extremos de la función.
Caputo suaviza ḿas ŕapidamente los valores extremos con-
formeα disminuye, mientras que Riemann-Liouville genera
valores ḿas amplios en los extremos. En contraste, Fourier

FIGURA 1. Derivada fraccional de ordenα entre0 y 1 de la funcíonf(x) = 1/x2 + 1.

Rev. Mex. Fis. E23010211
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FIGURA 2. Derivada fraccional de ordenα = 0.5 de la funcíon
f(x) = 1/x2 + 1 en el intervalo[−5,−4].

refleja una transición más homoǵenea, probablemente debi-
do a su relacíon con sistemas periódicos, haciendo que los
cambios enα afecten de manera ḿas uniforme a la función.
Sin embargo, a pesar de las discrepancias, las tres definicio-
nes convergen al mismo resultado en los valores deα = 0
y α = 1. Aunque la Fig. 1 sugiere que la transición entre
los órdenes fraccionarios para las derivadas fraccionarias de
Caputo, Fourier y Riemann-Liouville produce resultados si-
milares, es importante destacar que esto no siempre es el ca-
so. En particular, la Fig. 2 revela las diferencias que emergen
en los extremos de las derivadas obtenidas con estas distintas
definiciones.

Otra definicíon de derivada fraccional, que es sumamen-
te relevante para el cálculo fraccionario cuando se desea su
cálculo nuḿerico o su establecer relaciones con diferencias
finitas, es la llamada derivada de Grünwald-Letnikov, pro-
puesta por Anton Grünwald y Aleksey Letnikov de manera
independiente. Esta derivada toma la definición de la deriva-
da fraccionaria y la extiende generalizando las operaciones
de la misma [13,14] esta derivada tiene la forma:

GL
a Dαf(x) = ĺım

h→0
h−α

×
x−a

h∑

k=0

(−1)k

(
Γ(α + 1)

k!Γ(α− k + 1)

)
f(x− kh),

Dicha expresíon esútil cuando se quiere calcular la derivada
fraccional en un contexto mucho más nuḿerico.

Otra de las definiciones ḿas recientes utilizadas es la lla-
mada derivada fraccional de Caputo-Fabrizio que está dada
por:

CF Dα
x f(x) =

M(α)
1− α

∫ t

a

f ′(τ)e−
α(t−τ)
1−α dτ, (6)

donde M(α) es una funcíon de normalización tal que
M(0) = M(1) = 1 y α ∈ [0, 1] [6].

Además de estas definiciones de derivadas fraccionarias,
existen muchas ḿas: la derivada fraccional de Atangana-
Baleanu, la derivada fraccional de Riesz y, por supuesto, la

derivada fraccional de Fourier. Cada una de estas definicio-
nes puede llegar a producir resultados muy diferentes, lo cual,
aunque inicialmente parece desorientador, puede también ser
ventajoso, ya que permite a los investigadores seleccionar la
definición que mejor se ajuste a sus datos experimentales.

En este trabajo, nos enfocamos con mayor detalle en
la derivada fraccional de Fourier, que es más natural en el
contexto de ondas, y en especial, mostramos su aplicación
en óptica; sin embargo, trabajos futuros que usen diferen-
tes ḿetodos de fraccionalización podŕıan ser de interés para
explorar. Es importante mencionar que, dadas las anteriores
definiciones de derivadas fraccionales, se ha establecido que
todas estas deben cumplir con ciertos criterios básicos de lo
que constituye un operador de derivada fraccional. En este
trabajo, consideramos los criterios propuestos por Ortigueira
y Machado [15] que son los siguientes:

i) Linealidad: El operador derivada fraccional debe satis-
facer el criterio de linealidad.

ii) Identidad: La derivada fraccional de orden cero debe
devolver la funcíon original.

iii) Compatibilidad con enteros: Una derivada fraccional
debe coincidir con la derivada original cuando el orden
es un ńumero entero.

iv) Mantener la ley de lośordenes: Debe satisfacerse que
DαDβf(t) = Dα+βf(t), paraα, β > 0. Y finalmen-
te.

v) La regla generalizada de Leibniz:

Dα[f(t)g(t)] =
∞∑

j=0

(
α

j

)
Djf(t)Dα−jg(t). (7)

que b́asicamente generaliza la regla del producto, dan-
do lan-ésima derivada del producto de dos funciones.

Usando los criterios anteriores, nos gustarı́a comentar que
existe una cierta controversia sobre la validez de la definición
utilizada por Caputo y Fabrizio en el mundo del cálculo frac-
cional. En la Ref. [16], Ortigueira y Machado muestran que
la definicíon de derivada fraccional propuesta por Caputo y
Fabrizio no satisface la condición (iv), y tambíen demuestran
que dicho operador no se comporta como un operador frac-
cional a trav́es de su transformada de Laplace. Sin embar-
go, otros investigadores han pasado por alto esta controver-
sia, centŕandose en aspectos como la convergencia, su núcleo
no singular y su comportamiento dependienteúnicamente del
orden de la derivada [17]. A nuestro parecer, esto muestra in-
dicios de que, áun hoy en d́ıa, el campo de estudio del cálculo
fraccional est́a áun en su proceso de formalización y estanda-
rización de sus conceptos.
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3. La derivada fraccional usando Fourier

A inicios del siglo XIX, Joseph Fourier introdujo la idea de
mapear funciones en el dominio del espacio o tiempo, al do-
minio de frecuencias, dando ası́, nacimiento al concepto de
la transformada de Fourier. Dicha transformación tiene la ca-
pacidad de generalizar de manera directa la derivada para
cualquier orden, introduciendo ası́ la correspondiente deriva-
da fraccionaria. La derivada fraccionaria de Fourier maneja
la diferenciacíon y la integracíon de orden fraccional en el
dominio de la frecuencia, lo que amplı́a significativamente el
alcance de las aplicaciones de la transformada de Fourier.

La idea de la definición, como se mencionó anterior-
mente, aprovecha la transformada de Fourier de la deriva-
da de una función a un orden arbitrario. De este modo, es
conocido que si la transformada de Fourier para una fun-
ción f(x) la denotamos comoF [f(x)] = f̂(k), entonces
la transformada de Fourier de una derivada está dada por
F [(dn/d)xnf(x)] = (ik)nf̂(k) paran ∈ N0 y en dondei
representa la unidad imaginaria, definida comoi =

√−1. Al
extender esta definición, a los ńumeros reales es decir,n = α
conα ∈ R, podemos definir la derivada de orden fraccionario
como:

dα

dxα
f(x) = F−1

[
(ik)αf̂(k)

]
.

Al tomar la definicíon de transformada inversaF−1(k), te-
nemos que la derivada de orden fraccionario de Fourier toma
entonces la forma:

dα

dxα
f(x) =

1
2π

∫ ∞

−∞
(ik)αf̂(k)eikxdk, (8)

donde la transformada de Fourier en su forma integral
est́a definida como

f̂(k) =
∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx. (9)

La derivada fraccional de Fourier cuenta con diferentes pro-
piedades que son importantes y la vuelven relevante para su
estudio y aplicaciones, entre ellas destacan:

Linealidad: Debido a la linealidad que posee la trans-
formada de Fourier, esta definición de derivada frac-
cionaria es lineal.

Conmutatividad y aditividad: Seanf(x) y g(x) fun-
ciones,a, b coeficientes cualesquiera yα, β ∈ [0,1].
Entonces se tiene:

Dα[Dβf(x)] = Dα
[
F−1

[
(ik)β f̂(k)

]]
.

Aplicando nuevamente la definición para la derivada
de ordenα

Dα[Dβf(x)] = F−1
[
(ik)α+β f̂(k)

]
.

Por otro lado, tenemos que la derivada de ordenα + β
tiene la forma

Dα+β [f(x)] = F−1
[
(ik)α+β f̂(k)

]
.

Por lo que el criterio de aditividad se cumple; del mis-
mo modo, se puede notar que se cumple el criterio de
conmutatividad de la derivada.

Identidad: Considerandoβ = −α tenemos que:

Dα[D−αf(x)] = D0[f(x)] = f(x).

Cuandoα = 0 el exponente de(ik)α = 1, por lo que
en la operacíon tenemos la transformada de Fourier y la
transformada inversa de Fourier, dando como resultado
la función original.

Compatibilidad con enteros: Por definicíon, la deri-
vada fraccionaria de Fourier cuandon es entero coin-
cide con la derivada estándar.

Regla de Leibniz: Esta derivada cumple con la regla
generalizada de Leibniz tal y como se muestra en la
Ref. [7] en donde se muestra la expresión:

Dα[f(t)g(t)] =
iα√
2π

∫ ∞

−∞
eisxĝ(s)

×
(∫ ∞

−∞
eiqxf̂(q)(s + q)α

)
ds,

La cual Bagarello describe como una extensión a la re-
gla del producto de Leibniz, sin embargo, en la Ref. [8] se
muestra que esta expresión es una forma diferente de escribir
dicha regla del producto.

Por lo tanto, podemos ver que la definición de deriva-
da fraccionaria de Fourier cumple con los criterios propues-
tos por Ortigueira y Machado mencionados en la sección 2.
Además de cumplir con el formalismo necesario para ser con-
siderada una derivada fraccionaria, la derivada fraccional de
Fourier presenta la ventaja de que su cálculo nuḿerico es
considerablemente ḿas directo que el de otras definiciones.
Esto se debe a la implementación de algoritmos basados en
la transformada ŕapida de Fourier, los cuales se analizan de
forma b́asica en la siguiente sección.

Cabe destacar que la derivada fraccional de Fourier posee
una estrecha conexión con la derivada fraccional de Riesz,
una herramienta ampliamente utilizada en el análisis de soli-
tonesópticos en medios no fraccionarios[18,19], y que usual-
mente est́a definida a trav́es de su transformada de Fourier:

F [Rα
xf(x)] = − |k|α F [f(x)] , (10)

Por lo que al usar la transformada de Fourier de una derivada

−∞Dα
x f(x) = F−1 [(ik)αF(f(x))] , (11)

∞Dα
x f(x) = F−1 [(−ik)αF(f(x))] , (12)
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es posible reescribir la derivada de Riesz como se muestra en
Ref. [20]

F [Rα
xf(x)] = − (ik)α + (−ik)α

2 cos
(

απ
2

) F [f(x)] . (13)

4. Algoritmo numérico para el ćalculo de la
derivada fraccional de Fourier

Desde un punto de vista numérico, la obtencíon de la deriva-
da fraccional de Fourier en sı́, es un algoritmo relativamente
sencillo de programar. Sin embargo, su entendimiento no es
del todo directo, ya que es necesario tener presente que se
est́a trabajando en dos espacios numéricos discretos: el espa-
cio fı́sico, dado porx, y el espacio de Fourier, dado pork.
Es importante recordar que, desde un punto de vista numéri-
co, tanto el espacio fı́sico como el de Fourier son discretos
y finitos. Adeḿas, la correspondiente transformada de Fou-
rier se realiza en su versión discreta utilizando la FFT (Fast
Fourier Transform). En los siguientes pasos, la descripción de
algunos comandos será basada en los dados por Matlab; sin
embargo, el algoritmo descrito es fácil y directamente exten-
dible a otros lenguajes de programación. De manera general,
el algoritmo para la obtención de derivadas fraccionales uti-
lizando Fourier es el siguiente:

1. Se define la longitud del espacio real (L) y el número
de puntos a usar (N). Esto define, de forma automática,
el espaciamiento enx, que seŕıa dx = L/N , aśı como
el espacio en k, dado pordk = 2π/L. Esto se debe
a la normalizacíon de la periodicidad de las funciones
seno y coseno sobre las que trabaja la transformada de
Fourier.

2. Se genera el espacio numérico enx mediante la de-
finción dex = s dx, y de manera similar, el espa-
cio k est́a dado pork = s dk; donde s es un vector
numérico definido pors = −N/2 : 1 : N/2 − 1.
Por ejemplo, siN = 8, se tiene que el vectors =
[−4,−3, 2−, 1, 0, 1, 2, 3].

3. A continuacíon, se evaĺua nuḿericamente la función
y(x), para posteriormente calcular su correspondiente
transformada nuḿerica de Fourier, mediante el uso de
la fft. Además, seŕa adecuado usar un re-ordenamiento
en los elementos del vector, mediante el uso del co-
mando “fftshift”, para aśı ser congruentes con nuestra
definición previa del espacio nuḿerico enk. Es decir,
generamosF [y(x)] = fftshift[fft(y))];

4. Se multiplica la funcíon en el dominio de Fourier, que
fue obtenida en el paso anterior, por un vector comple-
jo dado por(ik)α, en donde el coeficienteα es el valor
fraccional de la derivada, y además, la operación de ex-
ponenciacíon es realizada elemento por elemento del
vectork. Por lo que, obtenemos la derivada fraccional
en espacio de Fourier medianteDF = (ik)αF [y(x)].

5. Finalmente, hacemos la correspondiente transforma-
ción inversa de nuestra derivada para obtener su
representación en espacio dex, usando coman-
dos como df=ifftshift[ifft(DF))]. Al graficar usando
plot(x,real(df)), se obtiene la representación gŕafica de
la derivada fraccional de ordenα usando Fourier. Aun-
que anaĺıticamente la derivada fraccional deberı́a ser
una funcíon real si la sẽnal original lo es, en la prácti-
ca, los ćalculos nuḿericos pueden introducir pequeñas
componentes imaginarias debido a errores de redon-
deo y precisíon. Ćomo anexo en el apéndice C, se pro-
porciona el link a ćodigos tanto en Matlab como en
Python, para que el usuario pueda visualizar la deriva-
da fraccional para diversas funciones bien localizadas,
como es el caso de una función Gaussiana.

Es importante remarcar que el algoritmo anteriormente
descrito, funciona directamente, sólo para funciones cuyos
valores en las fronteras de la ventana tienden a cero. De lo
contrario, hay que usar algoritmos más especializados, como
por ejemplo, aquellos en donde se usan puntos de interpola-
ción de Chebyshev.

Para motivar a los lectores a explorar los resultados obte-
nidos con las derivadas fraccionales utilizando la definición
de Fourier, hemos puesto a disposición el ćodigo correspon-
diente, tanto en Matlab como en Python, el enlace mostrado
en el aṕendice C de este trabajo. Además, los autores estarán
encantados de compartir los códigos directamente, previa so-
licitud a trav́es de comunicación por correo electrónico.

5. Algunas aplicaciones en la fı́sica de las deri-
vadas fraccionales

A través de lośultimos ãnos, la derivada fraccionaria ha de-
mostrado ser una herramienta de alta utilidad en la modela-
ción de diferentes feńomenos f́ısicos. Si bien estamos acos-
tumbrados a pensar que las derivadas modelan la razón de
cambio infinitesimal de las funciones, podemos extender esta
noción pensando que las derivadas fraccionales modelan el
cambio de funciones, pero considerando ahora eventos pasa-
dos, en el caso de evolución temporal, o considerando valores
muy lejanos del punto de la función en cuestíon, en el caso de
evolucíon espacial. En otras palabras, las derivadas fraccio-
nales tienen la capacidad de capturar y modelar la memoria
de un sistema, es decir, cómo la influencia de eventos ante-
riores a los estudiados puede afectar a los resultados y por
ende, esto convierte a la derivada fraccionaria en una herra-
mienta ideal para abordar sistemas complejos que poseen ca-
racteŕısticas no locales [3,12,21-23]. Por estas razones, las
aplicaciones que puede tener son sumamente variadas y am-
plias en diferentes campos de la fı́sica, tales como dińamica
[24,25], electŕonica [26,27], electrodińamica [22], mećanica
cuántica [9-12],óptica [28-30], por mencionar solamente al-
gunos campos [31].
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5.1. Análisis de estructuras viscoeĺasticas

El cálculo fraccional ha mostrado ser especialmenteútil en
el ańalisis de materiales viscoelásticos por sus efectos de me-
moria, lo cual es clave en sistemas donde el comportamiento
depende de la historia del esfuerzo y la deformación. Bagley
y Torvik en Ref. [32] desarrollaron una formulación de la
derivada fraccional para modelar materiales viscoelásticos y
construir relaciones tensión-deformacíon que capturan mejor
estas propiedades.

En su formulacíon, se utiliza la derivada fraccional deno-
tada porDβ de la tensíon σ(t) y la derivada fraccionalDα

de la deformacíon ε(t) en la ecuacíon constitutiva:

σ(t) + bDβ [σ(t)] = Y0ε(t) + Y1D
α[ε(t)], (14)

donde los t́erminosY0, Y1 representan los ḿodulos eĺasticos y
el términob es un paŕametro del modelo que captura el efecto
viscoeĺastico. Aqúı, la derivada fraccional permite incluir los
efectos de memoria y frecuencia dependientes, haciendo que
el modelo sea ḿas preciso en la representación del compor-
tamiento viscoeĺastico del material, especialmente cuando se
somete a ciclos de carga complejos.

En el art́ıculo de Bagley y Torvik se muestran diferentes
maneras de tratar el operador de derivada fraccional, una de
ellas es a trav́es de la transformada de Fourier donde llegan a
la siguiente expresión,

F [σ(ik)] =
Y0 + Y1(ik)α

1 + b(ik)β
F [ε(ik)], (15)

dondeF [σ(ik)] y F [ε(ik)] es la transformada de Fourier de
la tensíon σ y de la deformacíon ε. Este enfoque con cálculo
fraccional sugiere que el ḿodulo dependiente de la frecuen-
cia es una función de potencias fraccionarias de la frecuen-
cia [32]. Esto es particularmente beneficioso en la formula-
ción de matrices de rigidez en métodos de elementos finitos:
en lugar de los ḿetodos tradicionales que requieren numero-
sos paŕametros emṕıricos para describir la viscoelasticidad,
este modelo fraccional sólo necesita unos pocos parámetros
bien definidos, simplificando considerablemente el proceso
de ćalculo.

En el art́ıculo lograron modelar las propiedades mecáni-
cas de un vidrio Corning a550◦C dopado cońoxidos de alu-
minio, sodio y cobalto en las porciones7.5% deAl2O3 , 3%
deNa2O, 1 % deCo2O3. Con estos resultados, Bagley y Tor-
vik demostraron que, en aplicaciones prácticas, este modelo
reduce significativamente la cantidad de trabajo numérico y
permite obtener soluciones cerradas para estructuras amorti-
guadas viscoelásticamente. Estos resultados destacan cómo
la derivada fraccional proporciona una forma de modelar es-
tructuras que experimentan cargas dinámicas de manera ḿas
precisa y eficiente.

5.2. Derivadas fraccionales en la mecánica cúantica

La mećanica cúantica fraccional ha emergido como una ex-
tensíon interesante de la mecánica cúantica cĺasica, ya que

permite modelar sistemas con caracterı́sticas no locales y
efectos de memoria. Bagarello en Ref. [7] explora las propie-
dades de la derivada fraccional de Fourier, para posteriormen-
te esta definicíon definir operadores en un contexto cuántico.
A través de la formulación de la derivada fraccional de Fou-
rier, se extiende el operador de momento en mecánica cúanti-
ca al operador de momento fraccional,

Pα = (−iD)α
. (16)

Con este operador fraccional, Bagarello demuestra que es po-
sible analizar sistemas cuánticos con efectos de memoria. Un
resultado importante es que este formalismo permite descri-
bir part́ıculas que siguen trayectorias tipo vuelo Lévy, que
son trayectorias aleatorias caracterizadas por saltos largos y
distribuciones de probabilidad anómalas. Este tipo de trayec-
torias son de gran utilidad para modelar fenómenos de trans-
porte ańomalo y procesos de difusión no convencional en
mećanica cúantica.

Además, al aplicar operadores fraccionales en el contexto
de la mećanica cúantica, Bagarello muestra cómo es posible
redefinir las relaciones de incertidumbre en este marco ex-
tendido. Los resultados destacan que, en este contexto frac-
cional, los operadores de posición y momento no necesaria-
mente cumplen con las relaciones de conmutación est́andar,
lo que abre la puerta a nuevos tipos de relaciones de incerti-
dumbre y comportamientos cuánticosúnicos. Esta investiga-
ción subraya ćomo el uso de la derivada fraccional de Fourier
puede ampliar la comprensión de sistemas cuánticos con ca-
racteŕısticas de no localidad y dependencia histórica.

5.3. Haceśopticos Hermite-Gauss fraccionarios

El uso de la derivada fraccional ha sido también explorado en
óptica; por ejemplo, se ha usado para la fraccionalización de
haceśopticos de luz estructurada. Es sabido que, partiendo de
la ecuacíon de onda paraxial, es posible demostrar que exis-
ten diferentes familias de hacesópticos dependiendo de la
simetŕıa del sistema de coordenadas empleado para resolver
dicha ecuacíon. Por ejemplo, al resolver la ecuación paraxial
en coordenadas cartesianas, obtenemos los llamados haces de
Hermite-Gaussianos.

En el art́ıculo [8], se muestra un estudio realizado a ha-
cesópticos definidos en una dimensión transversalx y una
dimensíon longitudinalz, resultando en haces que tienen una
estructura general del tipo:

U(x, z) = AHn(x/B) exp(−x2/C2), (17)

donde,A es una constante de normalización, B y C son
paŕametros de escalamiento y confinamiento del haz, respec-
tivamente, yHn(x) representa la función de Hermite.

Aguilar-Márquezet al. en Ref. [8] desarrollaron una cla-
se de haceśopticos, los llamados haces Hermite-Gaussianos
fraccionarios generalizados (GFHG), que son el resultado de
aplicar la derivada fraccional de Fourier. Para construir estos
haces, se obtiene la derivada fraccional de Fourier para una
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función Gaussiana,e−x2
. Haciendo uso de la derivada frac-

cional de Fourier, los autores construyeron los haces GFHG
de la forma:

HGα (x; A,B, C) = A
2α

√
π

Iα

( x

B

)
e−

x2

C2 , (18)

conA una constante de normalización,Iα(x) una funcíon de
Hermite fraccional generalizada que incorpora el orden frac-
cionalα, tal que:

Iα(x) = Γ
(

1 + α

2

)

1

F1

(
−α

2
,
1
2
, x2

)
cos

(πα

2

)

+ xαΓ
(α

2

)
1F1

(
1− α

2
,
3
2
, x2

)
sin

(πα

2

)
,

dondeB ajusta la escala de la función de Hermite fraccional,
y el términoe−x2/C2

proporciona una apodización Gaussia-
na que asegura la localización del haz. La funcíon de Hermi-
te fraccional, denotada comoHα(x), permite modelar haces
con propiedades de simetrı́a y periodicidad ajustables. Esta
función se puede calcular numéricamente como:

Hα(x) = A
2α+1

√
π

exp(x2)

×
∫ ∞

0

exp(−t2) cos(2xt− π

2
α) dt. (19)

En la Fig. 3 se presentan diversas funciones de Hermite frac-
cionarias. En la Fig. 3a) se muestran las funciones de Hermite
correspondientes áordenes enteros como referencia, mientras
que en la Fig. 3b) se ilustra la transición entre lośordenes 0 y
1. De manera similar, en la Fig. 3c) se representa la transición
entre lośordenes 1 y 2, y finalmente, en la Fig. 3d) se observa
la transicíon entre lośordenes 2 y 3.

En particular, estos haces GFHG presentan propiedades
únicas de localización de luz y simetŕıa rota. Al ajustar los
paŕametrosB y C , Aguilar-Márquez et al. demostraron que
es posible controlar la dispersión del haz y asegurar su con-
finamiento. Un hallazgo clave es que los haces GFHG mues-
tran un umbral cŕıtico entreB y C para que el haz permanez-
ca bien localizado. SiB < C, la solucíon no converge para
α fraccionales; mientras que, paraB ≥ C, se obtienen solu-
ciones bien localizadas. De manera interesante, la propiedad
deB < C se da de manera natural al obtener soluciones para
el oscilador arḿonico cúantico, por lo que con esto, se tie-
ne una manera alternativa de demostrar que lasúnicas solu-
ciones localizadas y posibles en ese caso corresponden a las
soluciones dadas para valores deα enteros. En la Fig. 4 se
presentan los hacesópticos del tipo Hermite-Gauss fraccio-
narios. En la Fig. 4a) se muestran los haces Hermite-Gauss
paraórdenes enteros, utilizados como referencia. Por otro la-
do, en la Fig. 4b) se ilustra la transición entre lośordenes 0 y
1. De manera similar, la Fig. 4c) representa la transición entre

FIGURA 3. Funciones de Hermite fraccionarias. a) Funciones de Hermite de orden entero y funciones de Hermite fraccionarias para los casos
en los queα est́a entre b) 0 y 1, (c) 1 y 2, y, (d) 2 y 3.
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FIGURA 4. Haces Hermite Gauss Fraccionarios. a) Haces Hermite Gauss de orden entero, también se muestran ordenes fraccionarios entre
b) HG0 y HG1, c) HG1 y HG2, d) HG2 y HG3. En cada una de las gráficasB = 1 y C = 1 asegurando la condición de existencia
B ≥ C.

las órdenes 1 y 2, mientras que en la Fig. 4d) se observa la
transicíon entre lośordenes 2 y 3.

En general, los resultados obtenidos con los GFHG re-
sultan especialmente atractivos para su aplicación en medios
ópticos no lineales con efectos no locales, donde el perfil
fraccional permite un control preciso sobre la interacción luz-
materia en configuraciones de alta precisión. Estos resultados
resaltan la aplicabilidad de los haces fraccionarios en siste-
masópticos avanzados y en el desarrollo de configuraciones
de haces adaptados para aplicaciones en ruteo y control de
guiado de onda para futuras tecnologı́as totalmentéopticas.

6. El oscilador armónico fraccional

El oscilador arḿonico es un problema omnipresente y de gran
relevancia en la fı́sica, debido a su sencillez para modelar di-
versas situaciones en las que una partı́cula u objeto se despla-
za hacia adelante y hacia atrás con respecto a una posición
de equilibrio. Resulta natural considerar su análogo bajo un
enfoque fraccionario, ya que esto puede contribuir a la com-
prensíon de diferentes sistemas fı́sicos cĺasicos, como confi-
guraciones de movimiento de partı́culas en presencia de cam-
pos eĺectricos y magńeticos, circuitos RC, RLC, ṕendulos
simples, entre otros. Este enfoque permite incorporar efectos

de memoria y no localidad, ampliando ası́ las posibilidades
de modelado y ańalisis. De esta manera, la ecuación que des-
cribe dicho movimiento arḿonico simple en una dimensión
estaŕıa dada por:

m
d2x(t)

dt2
= −kx(t), (20)

donde para el sistema clásico de masa-resorte,m es la masa
del objeto,x(t) es el desplazamiento en el tiempo yk es la
constante de fuerza, que representa la fuerza por unidad de
desplazamiento. Esta ecuación cĺasica describe un oscilador
armónico donde la fuerza restauradora es lineal y proporcio-
nal a la distancia respecto al punto de equilibrio.

Para los efectos del estudio usando derivadas fracciona-
les, se propone una versión fraccional de la ecuación del os-
cilador arḿonico; sin embargo, para evitar problemas con las
unidades, primero se debe adimensionalizar la ecuación. Es-
to lo realizamos a trav́es de la introducción de una escala
t0 =

√
m/k. Con esto se realiza un cambio de variable tal

que, seãx = x(t)/x0 y t̃ = t/t0, entonces la Ec. (20) adi-
mensionalizada, tiene la forma:

d2x̃(t̃)
dt̃2

= −x̃. (21)
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Una vez se adimensionaliza la ecuación, es posible reempla-
zar la derivada de segundo orden por una derivada fraccional
de ordenα con1 ≤ α ≤ 2 de forma que la ecuación fraccio-
nal se expresa como:

Dαx̃(t̃) + x̃(t̃) = 0. (22)

Esta formulacíon permite modelar la dińamica del sistema in-
corporando efectos de memoria intrı́nsecos, comunes en ma-
teriales o sistemas con interacción retardada. Debido a las di-
ferentes definiciones que puede tomar la derivada fraccional
del sistema, existen diferentes métodos de solución del siste-
ma. En particular, haciendo uso de la derivada de Fourier, es
posible reescribir la Ec. (22) como:

F−1
[
(iω)αF [

x̃(t̃)
]
(ω)

]
+ x̃(t̃) = 0.

Por lo que el sistema puede ser reescrito como:

F [
x̃(t̃)

]
(ω) ((iω)α + 1) = 0.

Esto nos lleva a una ecuación caracteŕıstica ((iω)α + 1) la
cual tiene ráıces complejas:

ω = −ie
iπ(2n+1)

α ,

conn ∈ N0. Lo que se ha encontrado es que para el sistema
de Fourier existen diferentes frecuenciasωn distribuidas en
el plano complejo eńangulos determinados por el orden de
la derivada, por lo que las soluciones en el dominio tempo-
ral son combinaciones de las correspondientes exponenciales
complejas [33]. En otras palabras, las soluciones en este ca-
so, si bien son del tipo oscilatorio, pueden tener atenuación
o amplificacíon. Aśı que, de manera interesante, la introduc-
ción del operador fraccionario de Fourier en el movimiento
armónico simple nos puede llevar también al estudio de sis-
temas no conservativos.

De manera similar, podemos optar por el uso de otro tipo
de derivadas fraccionales para facilitar la resolución del os-
cilador arḿonico fraccional. Por ejemplo, las soluciones de
la Ec. (22), pero para el caso de la derivada de Caputo, son
funciones concretas y mucho más sencillas de manejar. Para
este caso, se hace uso de la transformada de Laplace descri-
ta en el Aṕendice B con condiciones inicialesx(0) = x0 y
x′(0) = v0, es posible reescribir la Ec. (22) como:

L {x(t)} =
x0s

α−1

sα + 1
+

v0s
α−2

sα + 1
. (23)

Al realizar la transformada inversa de Laplace sobre la
Ec. (23). obtenemos una expresión anaĺıtica para el movi-
miento dado por:

x(t) = x0Eα,1(−tα) + v0tEα,2(−tα), (24)

en dondeEα,1(t) y Eα,2(t) corresponden a las funciones de
Mittag-Leffler. En la Fig. 5 se presentan algunos resultados
descritos por estas funciones. Es importante notar que,

FIGURA 5. Oscilador arḿonico fraccional para la derivada de Ca-
puto con diferentes valores para el ordenα con condiciones inicia-
lesx(0) = 1 y v(0) = 1.

al igual que su contraparte de Fourier, los resultados obte-
nidos describen un comportamiento oscilatorio amortiguado,
donde el paŕametroα controla la tasa de decaimiento. Para
valores deα cercanos a 2, el sistema exhibe oscilaciones con
menor amortiguamiento, mientras que para valores más pe-
quẽnos, el amortiguamiento es mayor. Esto sugiere una ma-
yor pérdida de energı́a en el sistema, que puede asociarse con
la memoria del mismo.

En este caso, para la resolución del oscilador arḿonico
fraccional, se ha optado por el uso de la transformada de La-
place en lugar de la de Fourier. Esta elección se debe a la
relevancia que adquieren las condiciones iniciales en ciertos
casos, a diferencia de un sistema oscilatorio donde el interés
principal recae en los resultados a largo plazo o en estado es-
table. Dado que en numerosos textos la transformada de La-
place es ḿas coḿunmente empleada para resolver problemas
de ćalculo fraccional, hemos decidido incluir el Apéndice B
con la informacíon más relevante sobre dicha transformada
en relacíon con el ćalculo fraccional.

Gracias a sus propiedades fraccionales, el oscilador
armónico fraccional se ha podido aplicar enáreas donde se
presentan efectos de memoria y comportamiento no local.
Como ejemplo, podemos mencionar que los sistemas de ma-
teriales con propiedades viscoelásticas pueden ser modelados
con el oscilador arḿonico fraccional, ya que se puede captu-
rar el comportamiento oscilatorio como el amortiguamiento
dependiente de la historia de la deformación.

7. Conclusiones

El cálculo fraccional constituye hoy en dı́a una poderosa
herramienta mateḿatica, que aunque de primera entrada pu-
diera parecer una cuestión ex́otica, cuenta ya con aplicacio-
nes en ḿultiples ramas de la fı́sica e ingenierı́a. Es importante
mantener presente que la definición del operador de derivada
fraccional no eśunico, sino que hay ḿultiples definiciones
que deben satisfacer diversos criterios. En este trabajo, mos-
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UNA INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO FRACCIONAL CON APLICACIONES EN LA F́ISICA 11

tramos algunas nociones básicas de ćalculo fraccional, con
especiaĺenfasis en el operador fraccional acorde a la transfor-
mada de Fourier. Mostramos que dicha transformación puede
ser implementada de manera relativamente directa en méto-
dos nuḿericos, y mostramos algunos problemas fı́sicos en
donde puede ser usada, en especial detallando algunos resul-
tados aplicados aĺarea de luz estructurada. De manera simi-
lar, se habĺo de otras aplicaciones ası́ como se han presentado
otros conceptos base, como la función de Mittag-Leffler y el
uso de la transformada de Laplace en el contexto de opera-
dores fraccionales. Este trabajo busca ser una introducción
accesible al fascinante mundo del cálculo fraccional. Somos
conscientes de que quedan muchos temas por explorar y de-
sarrollar, pero esperamos que la información aqúı presentada
motive a los lectores a aventurarse en estaárea y, de paso,
sigan d́andole la raźon a Leibniz sobre la intrigante derivada
de orden un medio.

Appendix

A. La funci ón de Mittag-Leffler

La función Mittag-Leffler es una generalización directa de
la función exponencial, utilizada ampliamente en el cálculo
fraccional. Esta función denotada porEα(z) fue definida y
estudiada por Mittag-Leffler en 1903. Esta función es esen-
cial en el ćalculo fraccionario por su capacidad para describir
fenómenos que involucran memoria y no localidad. La fun-
ción de Mittag-Leffler est́a dada por:

Eα(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + 1)
, (A.1)

DondeΓ(x), es la funcíon Gamma de Euler [34].
Debido a su versatilidad, dicha función puede ser genera-

lizada con diferentes parámetros:

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
, (A.2)

La Ec. (A.2) corresponde a la función de Mittag-Leffler ge-
neralizada también llamada funcíon de Mittag-Leffler de dos
paŕametros.

Eγ
α,β(z) =

∞∑

k=0

(γ)kzk

Γ(αk + β)
, (A.3)

donde(γ)k es el śımbolo de Pochhammer. La expresión (A.3)
corresponde a la función de Mittag-Leffler de tres parámetros
[35], la cual es sumamente conveniente cuando se trabaja con
ecuaciones diferenciales fraccionarias, debido a su transfor-
mada de Laplace.

Algunas de las propiedades sumamenteútiles de esta fun-
ción son [36]:

E1
α,β , (z) = Eα,β(z),

Eα,1(z) = Eα(z),

Eα,β(z) = zEα,α+β(z) + 1
Γ(β) ,

dEα,β(z)
dz = 1

αz Eα,β−1(z)− β−1
αz Eα,β(z).

Algunos casos especiales para la función de Mittag Leffler
son [36]:

E0(z) = 1
1−z , |z| < 1,

E1(z) = ez,

E2(z) = cosh(
√

z), z ∈ C,

E2(−z2) = cos(z), z ∈ C,

E 1
2
(±z

1
2 ) = ez[1 + erf(±z

1
2 )], z ∈ C,

E1,2(z) = ez−1
z ,

E2,2(z) = sinh(
√

z)√
z

.

Siendoerf(z) la función error, que está definida por

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−t2dt.

B. La transformada de Laplace

La transformada de Laplace es fundamental para resolver
ecuaciones diferenciales fraccionales en diversos contextos
fı́sicos, sobre todo por su manejo directo de las condiciones
iniciales del problema fı́sico en cuestión. Para una función
f(t) su transformada de Laplace en el dominios est́a dada
por:

L {f(t)} =
∫ ∞

0

f(t)e−stdt, (B.1)

Del mismo modo, si la transformada de Laplace la denotamos
comoF (s) su transformada inversa está dada por:

L−1 {F (s)} =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (s)estds. (B.2)

Debido a su importancia a continuación, se presentan algu-
nos ejemplos clave que pueden serútiles en la resolución de
ecuaciones diferenciales fraccionales.

En la Sec. 1 se hace mención de que Oliver Heaviside to-
ma la derivada de orden1/2 de 1 como (πt)−1/2 , esto es
posible demostrarlo a través de la transformada de Laplace.
Para este caso tomamos la transformada de Laplace de una
derivada:

L {Dn[f(t)]} = snL {f(t)} −
n−1∑

k=0

sn−1−kfk(0),
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TABLA I. Transformadas inversas de Laplace relevantes.

F (s) f(t) = L−1[F (s)]

sγα−β

(sα+a)γ tβ−1Eγ
α,β(−atα)

1

(s + a)α
tα−1

Γ(α)
e−at

a

s(sα + a)
1−Eα(−atα)

1

sα(s− a)
tαE1,1+α(at)

1

sα
tα−1

Γ(α)

1

sα + a
tα−1Eα,α(−atα)

sα

s(sα + a)
Eα(−atα)

sα

s− a
−tαE1,1−α(at), 0 < α < 1

sα−1

sα ± λ
Eα(∓λtα), Re(s) > |λ|1/α

y debido a que la función original es una constante, las con-
diciones iniciales, dadas por las derivadas deórdenes entero,
son cero; por lo que podemos escribir la transformada de La-
place de la derivada de orden1/2 de 1 como,

L
{

D
1
2 (1)

}
= s

1
2
1
s
,

al simplificar, podemos determinar la derivada fraccional
aplicando la transformada inversa de Laplace,

D
1
2 (1) = L−1

{
s−

1
2

}
,

D
1
2 (1) =

t−
1
2

Γ( 1
2 )

.

Por lo que el valor de esta derivada está dado por:

D
1
2 (1) = (πt)−1/2.

De este modo, se demuestra el resultado aparentemente con-
traintuitivo mencionado alguna vez por Heaviside.

C. Códigos nuḿericos en Matlab y Python

Finalmente, en esta sección proporcionamos el enlace corres-
pondiente para descargar los códigos en Matlab y Python para
calcular la derivada fraccional utilizando Fourier. Es impor-
tante destacar que estos códigos pueden ejecutarse sin ne-
cesidad de conocimientos avanzados de programación; bas-
ta con escribir el nombre del archivo en la ventana de co-
mandos y seguir las opciones que se presentan. Una de las
ventajas de estos códigos es su flexibilidad, ya que pueden
modificarse f́acilmente para incluir o eliminar diversos pro-
cesos o datos según las necesidades del usuario. Por ejemplo,
es posible adaptarlos para calcular la derivada fraccional de
funciones en dos dimensiones. Los códigos est́an disponibles
para su descarga en:https://github.com/serloa1/
Fracfourier1d Rev Mex Fis .”
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