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Este trabajo ofrece una introdudni a los conceptos fundamentales dalcalo fraccional, destacando las definicionessmtilizadas de

la derivada fraccional y poniendenfasis en sus propiedades y aplicaciones. En particular, se analiza la derivada fraccional de Fourier,
subrayando su relativa simplicidad para la implemendtaciungrica, y se presentarodigos en Matlab y Python basados egtaudos
espectrales para silculo. Adenas, se exploran aplicaciones clave de las derivadas fraccionalesoan ¢omo su uso en hacagticos,
estructuras viscoasticas, menica cntica y el oscilador aromico fraccional. Como complemento, se introducen los fundamentos de la
funcion de Mittag-Leffler, ampliamente utilizada en @leaulo fraccional. Finalmente, se discuten posibles aplicaciones futuraéldeloc
fraccional, destacando su relevancia en diveaseas de laiica.
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This work offers an introduction to the fundamental concepts of fractional calculus, highlighting the most commonly used definitions of the
fractional derivative and emphasizing its properties and applications. In particular, the fractional Fourier derivative is analyzed, underscoring
its relative simplicity for numerical implementation, and Matlab and Python code based on spectral methods for its calculation is presented.
Furthermore, key applications of fractional derivatives in physics are explored, such as their use in optical beams, viscoelastic structures,
guantum mechanics, and the fractional harmonic oscillator. As a complement, the fundamentals of the Mittag-Leffler function, widely used
in fractional calculus, are introduced. Finally, potential future applications of fractional calculus are discussed, highlighting its relevance in
various areas of physics.
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1. Historia del calculo fraccional vada de ordei /2. La respuesta de Leibniz, ahora altamente
citada en mltiples introducciones alatculo fraccional, fue
tanto intuitiva como visionaria: “y esto es una paradoja apa-
rente que permitla en el futuro extraer consecuencias muy
ptiles" [2]. Respuesta a la que el tiempo ha dado y sigue dan-

El calculo infinitesimal, mas coloquialmente conocido sim-
plemente como ‘@lculo”, es una rama de las mataticas

gue estudia el cambio tomando en cuenta variaciones infin k .
tesimales, por lo que tiene gran aplicacien la modelaéin do la radn. Ya que actualmente, éhlculo fraccional ha ge-

de la evoluddbn continua de diversos sistemas en ciencia )perado muchos resultados de gran iesgrara la ciencia y la

tecnologa. Un concepto clave dentro déllculo es la defi- tecnologa.

nicion de la derivada, que modela la dazde cambio ins- La rama del alculo fraccional no se desarrolblena-
tantanea de una fungn sedin se modifique una variable in- mente hasta el siglo XIX, cuando matéticos como Joseph
dependiente. Esta idea fue formalizada por Isaac Newton kourier, Bernhard Riemann y Joseph Liouville comenzaron
Gottfried Wilhelm Leibniz a finales del siglo XVII, dando lu- a formalizar estas ideas [3]. El pionero en estudiar formal-
gar al desarrollo del atisis materatico [1]. Al aplicar de  mente este campo fue Joseph Liouville, quien en sartidi-
forma recurrente este concepto de derivada sobre una mismea sur questions de &netrie et de Mecanique, et sur un
funcion, es posible calcular la derivada de la derivada, obnouveau genre de Calcul powsoudre ces Questions” pro-
teniendo asla segunda derivada. Repitiendo este proceso porciona una expresn para la integral fraccionaria de una
veces, se puede determinarlasderivada de orden. funcion, mostrando la rela@n entre la derivada fraccional

¥ una integral definida [3]. Posteriormente, Bernhard Rie-
mann, en swepoca de estudiante e inspirado por el trabajo
6i_e Liouville, propuso una exprési para la derivada frac-
cionaria que hoy conocemos como la derivada fraccional de

Sin embargo, al pensar de una manera no tan ortodox
surge el cuestionamiento: ¢elésimo orden puede ser un
nimero no entero? De esta pregunta, que en un principio p
dria parecer incluso carente de sentido, naceéleudo frac- ) N
cional, el cual permite operar con derivadas e integrales ggiemann-Liouville [1].
orden no entero. La idea de derivadas fraccionarias fue plan- A partir de este desarrollo &eco, el d@lculo fraccional
teada por L'Hopital en 1695 cuando erivuna carta a Leib- comend a encontrar aplicacionesgamticas en diversas dis-
niz planteando la cuesti del significado de una derivada de ciplinas. Una de las primeras aplicaciones ddtulo frac-
orden fraccional, espdicamente preguntando sobre la deri- cional en la fsica la realip Niels Henrik Abel en 1823 para
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resolver el problema de la ta@drona o curva iscrona, que mite analizar las propiedades de lagiaes en el dominio
consiste en encontrar &les la curva, sobre la cual un obje- de la frecuencia. Adeas, dado que elaculo de la trans-
to se deslizar hasta el punto &s bajo en el mismo tiempo, formada de Fourier y su inversa se realiza de manera simi-
siendo esto independientemente del punto de partida. Abé&r, su manejo mateatico resulta, en principio, &s sencillo.
formuld una ecuaéin integral que requex una operabn  En particular, en el campo de ¢tica, esta derivada ha de-
similar a la integradin fraccional de ordeth/2, mostrando mostrado ser especialmeriti#l para mejorar la resolugn de
ad una aplicadin concreta delalculo fraccional en proble- imagenes y para analizar la propageacile ondas en medios
mas fsicos. Su enfoque fue considerado revolucionario y, codispersivos, ya que facilita el ajuste preciso de loapestros
mo tal, gened polemica, pues implicaba que una derivadade las sBales [7]. Adenas, se ha demostrado que la fraccio-
fraccional aplicada a una constante no siempre resulta en cealizacbn de haces de Hermite-Gauss permite introducir una
ro, lo cual fue un amplio motivo de desacuerdo con diversoslistribucibn asingtrica y no local en el perfil de los haces,
miembros de la comunidad matatica de esépoca [4]. lo cual esltil para aplicaciones en mediégticos comple-

Otro aporte interesante provino del ingeniero y mattm jos [8]. Tambén se ha utilizado en otros campos, como la
co autodidacta Oliver Heaviside, quien en el siglo XIX des-mednica cé@ntica [9-12], para describir sistemasaaticos
arrollb métodos poco convencionales para resolver ecuacicson memoria.
nes diferenciales en circuitoséetricos. Heaviside aplicel En el presente trabajo se presenta la derivada fraccional
calculo fraccional utilizando el operaddr'/? como sifuera  de Fourier como una alternativa viable y altamente aplicable
un nimero real, simplificando la resoliéci de ciertos proble-  a diferentesareas del @lculo fraccional desde una perspecti-
mas, aunque susé&todos cardan del rigor formal. En una va fisica y computacional. En la siguiente Sec. 2, se presen-
de sus propuestas téata derivada fraccional de una cons- tan las definiciones &s utilizadas para la derivada fraccional,
tante comol //7t, lo que genes ciiticas debido a la fal- tales como las de Riemann-Liouville, Caputo, yuBwald-
ta de justificaddn formal . Sin embargo, susétdos fue- Letnikov, a$ como algunos criterios que son tomados en
ron tan efectivos que dan validados mateaticamente@s  cuenta para definir una derivada fraccionaria. Déspen
desp@s, cuando elaculo fraccional fue formalizado [4]. la Sec. 3, se profundiza en el uso de Fourier pardlkeiue

A lo largo del siglo XX, el @lculo fraccional experi- lo fraccional, mostrandotmo esta definiéin aprovecha la
menb un notable avance gracias a la introdooaile nuevas transformada de Fourier para realizar diferenéiaceérde-
definiciones. Entre ellas, destaca la derivada de Caputo, imes arbitrarios. Posteriormente, en la Sec. 4, se describe un
troducida por Michele Caputo en 1967 en “Elas#i@tDissi-  algoritmo nun&rico para calcular derivadas fraccionales.
pazione” [5], que se convidien una herramienta importante Enla Sec. 5, se discuten algunas de las aplicaciones rele-
en fisica, ya que no requiercondiciones iniciales fracciona- vantes de la derivada fraccional en lai¢a, tales como el
rias, facilitando &isla interpretadin fisica de sus resultados. arélisis de materiales viscaadticos [5.1], la extengh de
Mas recientemente, en 2015, la derivada de Caputo-Fabrizieonceptos en ménica ciéntica [5.2] y el dis@o de haces
introducida por Caputo y Fabrizio, llégra atenddn de in-  dpticos Hermite-Gauss fraccionarios [5.3]. En la Sec. 6, se in-
vestigadores por las propiedades de &uolep exponencial troduce el oscilador arémico fraccional, que permite mode-
no singular, lo cual mejora la modelaoide fedmenos con |ar sistemas diamicos con memoria. Finalmente, se ofrecen
memoria no local y reduce la complejidad computacional [6].como conclusiones algunas posibles aplicacionesalelio

No obstante, y de forma quig algo sorprendente, una fraccional. Adenas, se ofrecen al lector treséaqlices: el pri-
definicion que @&n no ha sido estudiada en toda su profundi-mero introduce la funéin Mittag-Leffler, considerada la “rei-
dad, o al menos no con la misma atémcgue otras defini- na” del d@lculo fraccional. En el segundoé@mdice se definen
ciones de derivadas fraccionarias, es la derivada fraccionarias propiedades as lasicas de la transformada de Laplace,
usando la transformada de Fourier. Lo anterior posiblememientras que el tercer apdice proporciona el link corres-
te, entre otros motivos, a que el uso de la transformada dgondiente para losodigos en Matlab y Python, para realizar
Fourier requiere un manejoas complicado en el uso de las computo nurérico de derivadas fraccionales de funciones lo-
definiciones de las condiciones iniciales de los problemas ealizadas.
modelar. Esto en comparaai a otro tipo de transformacio-
nes, como la dada por Laplace, en donde, por ejemplo, al cal-
cular la transformada de una derivada de ordeaparecen 2. Definiciones lasicas de las derivadas frac-
de manera exptita las condiciones iniciales. Sin embargo, cionales
la transformada de Fourier, desarrollada por Joseph Fourier
en el siglo XIX, es actualmente una herramienta fundamenA diferencia de la contraparte para el caso de orden entero,
tal en el adlisis de sBales e informadin. Basicamente, esta la derivada fraccionaria no posee una defamidinica. Esta
transformadin descompone la informaei en sus compo- carencia de unicidad puede generar, de manera comprensi-
nentes de frecuencia, lo que resulta crucial para el estudio d#e, mucha confuéin en los estudiantes e investigadores que
fenomenos pefidicos y la propagabn de ondas. se introducen al mundo dehlculo fraccional por primera

En este contexto, la derivada fraccionaria de Fourier, alez. De manera no rigurosa, uno pudiera pensar que estas
basarse en la transformada de Fourier en su ddéfmigier-  mltiples definiciones son debidas a que se pueden seleccio-
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nar diversos caminos de “interpoléal’ que coinciden en las fraccionarios tienen cierta rel@ci entre ellos. En la Ref. [3]
definiciones dérdenes enteros. Lo anterior es similar al cascse muestra que losatculos que llevan a cabo los operado-
de interpoladn entre dos puntos: se puede hacer la interpores no son conmutativos, sin embargo, hay una r@teentre
lacion con unaihea recta, pero tanmém, con un polinomio ambas derivadas fraccionales quéeakida por:

de orden 2, orden 3, etc. Usando un poc&srde formalismo,

podemos decir que existenlitiples definiciones de deriva- . nol ok i .
da fraccional debido a que este es un operador no local: para Dy | f(t) = Z ! (0F) | = Df(t).  (3)
su definicon, se necesita conocer informaeide la funaddn k=0 "

no Gnicamente en su vecindad, sino en una mayor parte d|e:>| | ) ante dei | las derivad
dominio de la fundin. or lo que es importante dejar en claro que las derivadas

En los(ltimos dios, el @lculo fraccional ha abarcado di- fraccionales de una furtm dependen de la definii que

ferentes aspectos de las ciencias e ing@seipues se han Se usay .dgl’dommlo.que Se ‘?'ec'da. emplear de gcgerdo
propuesto numerosas definiciones para la derivada fraccion§o" la definicbn, por ejemplt_),_SI conS|der_amos la fupei
ria. Para las definiciones presentadas a contidbuaei valor J(t) = exp(kt), con un domln_lo que comience @n= 0,
dea representa el orden de la derivada fraccionaria. te.nemos cqmo.denvada fraccional acorde a la de@inide

Una de las definiciones &8 utilizadas y aceptadas por Riemann-Liouville:
la comunidad cieiifica es la derivada de Riemann-Liouville, RL o ) .
que involucra la expregn usando una integral, con timite Dy (f(t)) = sign(t)|t| " Er1-a(kt), 4)
de integraddn inferiora y cuya forma est dada por [3]:

mientras que acorde a la defirtinide Caputo tenemos:
RL na 1
« Dol ==y CDE(f(£)) = k[t|"* By o (kt). (5)

m xT
X <d> / (x — 7)™ > f(r)dr, (1) Las funcionesE,, ,(t), conocidas como funciones de
dx a Mittag-Leffler, son una generalizari de la funddn expo-

dondem < a < m + 1, es decirm = |af, o tambén  nencial y desemi@n un papel fundamental en elculo
conocida como funéin piso. fraccional. Su importancia es tal en é@leulo fraccional, que

Como se mencianen la Ec.[f), otra de las definicio- hemos incluido el Apndice A para ras informaddn sobre
nes nas relevantes y aceptadas por la comunidad ifiest esta fundbn “reina” del @lculo fraccional. Otro ejemplo re-
de las derivadas fraccionales es la derivada de Caputo, la cuavante es la Fig. 1, donde se muestra la derivada fraccional

est definida como [5]: de la funcon 1/(x? + 1), tamb&n conocida como fungn
1 @ (n) Lorentziana. En dicho ejemplo, se muestra un dominio de la
Cpaf(x) = fmT) dr (2)  funcion mas amplio, ya que en estos ejemplos para las de-
e 'n—-a)J, (x—7)atl-n"" ’

finiciones de Caputo y Riemann-Liouville el valor dese
donde estavezr — 1 < a < n, es decirp = [«], 0 tam-  tomb como—5, aden&s de mostrar la derivada fraccional me-
bién conocida como la fun@n techo, yI'(a) es la funcdn  diante la definiddn 1/(z2 + 1), que analizaremos &s ade-
Gamma. lante. En este primer ejemplo&jico, se observa que Fourier
Es importante notar que en la defirioi de Riemann- produce un comportamientoas singétrico respecto al eje
Liouville, primero se realiza una convolaei, seguida de una mientras que Caputo y Riemann-Liouville tienden a ser me-
derivada de orden entero. Sin embargo, en la definidie  nos uniformes, especialmente en los extremos de ladanci
Caputo se comienza primero con é@laulo de una derivada Caputo suaviza &s @apidamente los valores extremos con-
de orden entero, para dar paso seguid@kiudo de la convo- forme « disminuye, mientras que Riemann-Liouville genera
lucion. Por lo que séa natural pensar que ambos operadorevalores nas amplios en los extremos. En contraste, Fourier

2 Caputo 2 Fourier 2

Riemann-Liouville

-4 -2 0 2 4
a) X

FIGURA 1. Derivada fraccional de ordementre0 y 1 de la funcon f(z) = 1/z2 4 1.
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Comperacién do dertvades facclonaree (8208 derivada fraccional de Fourier. Cada una de estas definicio-
] R nes puede llegar a producir resultados muy diferentes, lo cual,
aunque inicialmente parece desorientador, puede &msiair
ventajoso, ya que permite a los investigadores seleccionar la
definicion que mejor se ajuste a sus datos experimentales.

En este trabajo, nos enfocamos con mayor detalle en
la derivada fraccional de Fourier, que edsmatural en el
contexto de ondas, y en especial, mostramos su agitaci
en optica; sin embargo, trabajos futuros que usen diferen-
tes neétodos de fraccionalizamn podian ser de intés para
explorar. Es importante mencionar que, dadas las anteriores
definiciones de derivadas fraccionales, se ha establecido que
todas estas deben cumplir con ciertos criteriasitons de lo

" que constituye un operador de derivada fraccional. En este
FIGURA 2. Derivada fraccional de ordem = 0.5 de la funcon  trahajo, consideramos los criterios propuestos por Ortigueira
f(@) =1/2* + 1 en el intervalg—5, —4]. y Machado [15] que son los siguientes:

0.075

0.050

0.025

D2 f(x)

—0.025

~0.075

-0.100

refleja una transiéin mas homo@nea, probablemente debi-
do a su reladin con sistemas péricos, haciendo que los
cambios envy afecten de maneraas uniforme a la funéin.

Sin embargo, a pesar de las discrepancias, las tres definicio-
nes convergen al mismo resultado en los valores de 0 ii) Identidad: La derivada fraccional de orden cero debe
y @ = 1. Aunque la Fig. 1 sugiere que la transicientre devolver la funddn original.

los 6rdenes fraccionarios para las derivadas fraccionarias de

Caputo, Fourier y Riemann-Liouville produce resultados si- iii) Compatibilidad con enteros: Una derivada fraccional
milares, es importante destacar que esto no siempre es el ca-  debe coincidir con la derivada original cuando el orden
so. En particular, la Fig. 2 revela las diferencias que emergen es un rimero entero.

en los extremos de las derivadas obtenidas con estas distintas

i) Linealidad: El operador derivada fraccional debe satis-
facer el criterio de linealidad.

definiciones. iv) Mantener la ley de loérdenes: Debe satisfacerse que
Otra definicon de derivada fraccional, que es sumamen- DeDP f(t) = DA f(t), parac, 3 > 0.Y finalmen-

te relevante para elatculo fraccionario cuando se desea su te.

calculo nungrico o su establecer relaciones con diferencias

finitas, es la llamada derivada de i@wald-Letnikov, pro- v) Laregla generalizada de Leibniz:

puesta por Anton Gnwald y Aleksey Letnikov de manera
independiente. Esta derivada toma la defonaile |la deriva-

da fraccionaria y la extiende generalizando las operaciones N > /a\ . o
de la misma [13,14] esta derivada tiene la forma: D[f(t)g()] = (j>DJf(t)D T9t). ()
j=0

LD f(x) = lm B~
h=0 gue kasicamente generaliza la regla del producto, dan-
z-a do lan-ésima derivada del producto de dos funciones.

INa+1
0 (et s ) fo - k),

0 Usando los criterios anteriores, nos gustaomentar que

existe una cierta controversia sobre la validez de la dedimici
utilizada por Caputo y Fabrizio en el mundo dalaulo frac-
cional. En la Ref. [16], Ortigueira y Machado muestran que
la definicbn de derivada fraccional propuesta por Caputo y
Fabrizio no satisface la condisi (iv), y tambén demuestran
por: que dicho operador no se comporta como un operador frac-
or M) [t agen) cional a tra@s Qe su transformada de Laplace. Sin embar-
Dg f(z) = m/ fl(r)e”=a"dr,  (6) go, otros investigadores han pasado por alto esta controver-
@ sia, centandose en aspectos como la convergenciaijsiea
donde M(a) es una fundn de normalizaéin tal que no singulary sucomportamiento dependignieamente del
MO)=M(1)=1y«a € [0,1][6]. orden de la derivada [17]. A nuestro parecer, esto muestra in-
Ademas de estas definiciones de derivadas fraccionariaglicios de que,ian hoy en dh, el campo de estudio ddilculo
existen muchas &s: la derivada fraccional de Atangana- fraccional esi ain en su proceso de formalizéniy estanda-
Baleanu, la derivada fraccional de Riesz y, por supuesto, l6zacion de sus conceptos.

Dicha expredin esutil cuando se quiere calcular la derivada
fraccional en un contexto muchoas nunérico.

Otra de las definiciones as recientes utilizadas es la lla-
mada derivada fraccional de Caputo-Fabrizio qué dsida
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3. Laderivada fraccional usando Fourier Por otro lado, tenemos que la derivada de orden3

L ) o ] ] tiene la forma
A inicios del siglo XIX, Joseph Fourier introdujo la idea de

mapear funciones en el dominio del espacio o tiempo, al do-
minio de frecuencias, dandoiasacimiento al concepto de

DAL (@)] = F (k)™ f (k)]

la transformada de Fourier. Dicha transfornaadiene la ca- Por lo que el criterio de aditividad se cumple: del mis-
pacidad de generalizar de manera directa la derivada para o modo, se puede notar que se cumple el criterio de
cualqwe.r ordt_en, mtrodgmendoida porre;pondlentg deriva- _ conmutatividad de la derivada.

da fraccionaria. La derivada fraccionaria de Fourier maneja

la diferenciaddn y la integradn de orden fraccional en el Identidad: Considerand@ = —o tenemos que:
dominio de la frecuencia, lo que arfgkignificativamente el

alcance de las aplicaciones de la transformada de Fourier. De[D~%f(z)] = D°[f(x)] = f(x).

La idea de la definién, como se mencidnanterior-
mente, aprovecha la transformada de Fourier de la deriva-  Cuandoa = 0 el exponente d¢ik)® = 1, por lo que

da de una funéin a un orden arbitrario. De este modo, es en la operadin tenemos la transformada de Fouriery la
conocido que si la transformada de Fourier para una fun- transformada inversa de Fourier, dando como resultado
cion f(x) la denotamos comd|f(z)] = f(k), entonces la funcion original.

la transformada de Fourier de una derivada efda por
Fl(d™/d)a" f(x)] = (ik)" f(k) paran € Ny y en dondei
representa la unidad imaginaria, definida come/—1. Al
extender esta definian, a los fimeros reales es decir= «
cona € R, podemos definir la derivada de orden fraccionario Regla de Leibniz: Esta derivada cumple con la regla
como: generalizada de Leibniz tal y como se muestra en la
Ref. [7] en donde se muestra la expoesi

Compatibilidad con enteros: Por definicén, la deri-
vada fraccionaria de Fourier cuandaes entero coin-
cide con la derivada emtdar.

D) = 7 [k ).
Al tomar la definicon de transformada inversa ' (k), te- D[f(t)g(t)] m e g(
nemos que la derivada de orden fraccionario de Fourier toma -
entonces la forma: y (/ eiqu(q)(erq)a) ds,
1 o0 R ik — 00
da:iaf( x) = Qﬁ/ (k)" f (k)e™™ dk, 8) La cual Bagarello describe como una exténsa la re-
la del producto de Leibniz, sin embargo, en la Ref. [8] se
donde la transformada de Fourier en su forma integraﬁwuestra que esta exprésies una forma diferente de escribir
esh definida como dicha regla del producto.
oo i Por lo tanto, podemos ver que la defibicide deriva-
/ ! e (9)  da fraccionaria de Fourier cumple con los criterios propues-

tos por Ortigueira y Machado mencionados en la $et2i
La derivada fraccional de Fourier cuenta con diferentes proAdemas de cumplir con el formalismo necesario para ser con-
piedades que son importantes y la vuelven relevante para siderada una derivada fraccionaria, la derivada fraccional de
estudio y aplicaciones, entre ellas destacan: Fourier presenta la ventaja de que flicalo nungrico es
considerablemente &8 directo que el de otras definiciones.
Linealidad: Debido a la linealidad que posee la trans-gsto se debe a la implementagide algoritmos basados en
formada de Fourier, esta defirdei de derivada frac- |3 transformadaapida de Fourier, los cuales se analizan de
cionaria es lineal. forma kasica en la siguiente seoai.
Conmutatividad y aditividad: Seanf(z) y g(x) fun- Cabe destacar que la derivada fraccional de Fourier posee
ciones,a, b coeficientes cualesquieraay, 5 € [0,1]. una estrecha conea con la deny_ada fracc[opql de R|<_asz,
Entonces se tiene: una hgrr§m|enta amphamente u.tlllza(ja en dlisis de soli-
tonesopticos en medios no fraccionarios[18,19], y que usual-
mente est definida a traés de su transformada de Fourier:

DD f(2)) = D [F 7 |(ik)*F (k)| -

FIRf ()] = = |kI* F[f(2)], (10)
Aplicando nuevamente la definimi para la derivada Por lo que al usar la transformada de Fourier de una derivada
de ordenx
—o D3 f(z) = FH[(ik)F(f ()], (11)
DR(D S ()] = 77 @)+ (k)] D f(x) = F (=) F(f@)],  (12)
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es posible reescribir la derivada de Riesz como se muestra en 5. Finalmente, hacemos la correspondiente transforma-

Ref. [20] cion inversa de nuestra derivada para obtener su
e - representadin en espacio der, usando coman-
FIRSf(z)] = —M}-[f(l”)]- (13) dos como df=ifftshift[ifft(DF))]. Al graficar usando
2 cos (%) plot(x,real(df)), se obtiene la representatgiafica de
la derivada fraccional de ordenusando Fourier. Aun-
4. Algoritmo numeérico para el calculo de la que andticamente la derivada fraccional detzeser
derivada fraccional de Fourier una funcén real si la sial original lo es, en la jcti-
ca, los @lculos nurericos pueden introducir pegies
Desde un punto de vista némico, la obtendin de la deriva- componentes imaginarias debido a errores de redon-
da fraccional de Fourier en, s un algoritmo relativamente deo y preciin. Como anexo en el &mdice C, se pro-

sencillo de programar. Sin embargo, su entendimiento no es  porciona el link a 6digos tanto en Matlab como en
del todo directo, ya que es necesario tener presente que se  Python, para que el usuario pueda visualizar la deriva-
esh trabajando en dos espacios raniwos discretos: el espa- da fraccional para diversas funciones bien localizadas,
cio fisico, dado por, y el espacio de Fourier, dado por como es el caso de una fudniGaussiana.

Es importante recordar que, desde un punto de vista&rium

co, tanto el espaciddico como el de Fourier son discretos  gq jmportante remarcar que el algoritmo anteriormente
y finitos. Adenas, la correspondiente transformada de Fouyegcrito, funciona directamentebls para funciones cuyos
rier se realiza en su vetsi discreta utilizando la FFT (Fast \giores en las fronteras de la ventana tienden a cero. De lo
Fourier Transform). En los siguientes pasos, lades@ipde  .qnirario, hay que usar algoritmosaimespecializados, como

algunos comandos sebasada en los dados por Matlab; siny o ejemplo, aquellos en donde se usan puntos de interpola-
embargo, el algoritmo descrito excfl y directamente exten- s, de Chebyshev.

dible a otros lenguajes de prograntatiDe manera general,
el algoritmo para la obtenn de derivadas fraccionales uti-
lizando Fourier es el siguiente:

Para motivar a los lectores a explorar los resultados obte-
nidos con las derivadas fraccionales utilizando la definici
de Fourier, hemos puesto a dispositel ddigo correspon-
diente, tanto en Matlab como en Python, el enlace mostrado
en el agendice C de este trabajo. Adés) los autores estar
encantados de compartir logdigos directamente, previa so-
licitud a traves de comunicaéh por correo elecbnico.

1. Se define la longitud del espacio real (L) y éinmero
de puntos a usar (N). Esto define, de forma adatiica,
el espaciamiento en, que seiladxz = L/N, as como
el espacio en k, dado pelk = 27 /L. Esto se debe
a la normalizadn de la periodicidad de las funciones
seno y coseno sobre las que trabaja la transformada de
Fourier. 5. Algunas aplicaciones en laisica de las deri-

L . vadas fraccionales
2. Se genera el espacio nénto enx mediante la de-

fincion dex = s dz, y de manera similar, el espa-
cio k esh dado pork = s dk; donde s es un vector
numérico definido pors = —N/2 : 1 : N/2 — 1.

A través de lodiltimos dios, la derivada fraccionaria ha de-
mostrado ser una herramienta de alta utilidad en la modela-
: : . cion de diferentes fémenos fsicos. Si bien estamos acos-
Por ejemplo, sV = 8, se tiene que el vector = tumbrados a pensar que las derivadas modelan &nrde
[-4,-3,2-,1,0,1,2,3]. cambio infinitesimal de las funciones, podemos extender esta
3. A continuacon, se evala nunéricamente la funéin nocion pensando que las derivadas fraccionales modelan el

y(z), para posteriormente calcular su correspondient@ambio de funciones, pero considerando ahora eventos pasa-
transformada nugrica de Fourier. mediante el uso de d0S. en el caso de evoléci temporal, o considerando valores

la fft. Ademas, se adecuado usar un re-ordenamiento™UY lejanos del punto de la furasi en cuestn, en el caso de
en los elementos del vector. mediante el uso del co€volucon espacial. En otras palabras, las derivadas fraccio-

mando “fftshift”, para aser congruentes con nuestra nales tignen la capaci(_jad de cgpturar y modelar la memoria
definicion previa del espacio niarico enk. Es decir, d_e un sistema, es decimo la influencia de eventos ante-
generamosF[y(z)] = fitshift[fft(y))]; riores a los estu_d|ados pued.e afectar a los resultados y por
ende, esto convierte a la derivada fraccionaria en una herra-
4. Se multiplica la fund@dn en el dominio de Fourier, que mienta ideal para abordar sistemas complejos que poseen ca-
fue obtenida en el paso anterior, por un vector compleracteisticas no locales [3,12,21-23]. Por estas razones, las
jo dado por(ik)*, en donde el coeficientees el valor  aplicaciones que puede tener son sumamente variadas y am-
fraccional de la derivada, y adé@s) la operadin de ex-  plias en diferentes campos de lai€a, tales como damica
ponenciadn es realizada elemento por elemento del[24,25], electonica [26,27], electrodéimica [22], me&nica
vectork. Por lo que, obtenemos la derivada fraccionalcuantica [9-12],6ptica [28-30], por mencionar solamente al-
en espacio de Fourier mediadbd = (ik)*Fly(z)]. gunos campos [31].
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5.1. Analisis de estructuras viscodlsticas permite modelar sistemas con caraistigtas no locales y
efectos de memoria. Bagarello en Ref. [7] explora las propie-
El calculo fraccional ha mostrado ser especialmériieen  gades de la derivada fraccional de Fourier, para posteriormen-
el aralisis de materiales viscdticos por sus efectos de me- (e esta definicin definir operadores en un contextdntico.
moria, lo cual es clave en sistemas donde el comportamientg traves de la formulaéin de la derivada fraccional de Fou-

depende de la historia del esfuerzo y la deforiacBagley rier, se extiende el operador de momento enan@&a cianti-
y Torvik en Ref. [32] desarrollaron una formulaoide la  ¢3 a) operador de momento fraccional,

derivada fraccional para modelar materiales visast@os y
construir relaciones tertsi-deformadn que capturan mejor P® = (—iD)“. (16)
estas propiedades.

En su formuladdn, se utiliza la derivada fraccional deno- Con este operador fraccional, Bagarello demuestra que es po-
tada porD? de la tenghn o(t) y la derivada fraccionaD®  sible analizar sistemas &nticos con efectos de memoria. Un

de la deformadin ¢(¢) en la ecuadin constitutiva: resultado importante es que este formalismo permite descri-
P bir parfculas que siguen trayectorias tipo vueléwy, que
o(t) +bD"[o(t)] = Yoe(t) + YiD[e(t)],  (14)  son trayectorias aleatorias caracterizadas por saltos largos y

distribuciones de probabilidad @malas. Este tipo de trayec-

L A torias son de gran utilidad para modelar@erenos de trans-
el ttrminob es un paametro del modelo que captura el efecto . o .
porte aldmalo y procesos de difusi no convencional en

viscoehstico. Aqw,_la derivada fraccmnal permlte |ncly|r los mednica céantica.
efectos de memoria y frecuencia dependientes, haciendo que i : .
Ademas, al aplicar operadores fraccionales en el contexto

el modelo sea &s preciso en la representacidel compor- P L , .
P P P de la meénica céntica, Bagarello muestra@mo es posible

tamiento viscoélstico del material, especialmente cuando se - . . -
: ) €SP fedefinir las relaciones de incertidumbre en este marco ex-
somete a ciclos de carga complejos.

: . tendido. Los resultados destacan que, en este contexto frac-
En el arfculo de Bagley y Torvik se muestran diferentes _. P .

. . ional, los operadores de posiniy momento no necesaria-
maneras de tratar el operador de derivada fraccional, una 3 | | laci d braeishnd
ellas es a tra&s de la transformada de Fourier donde llegan [nente cumplen con [as relaciones de conmoaesandar,
la siquiente expresi fo que abre la puerta a nuevos tipos de relaciones de incerti-

9 P ' dumbre y comportamientos &nticoslinicos. Esta investiga-
, Yo + Yi (k) , cibn subraya@mo el uso de la derivada fraccional de Fourier
Flo(ib)] = = T o(ik)P Fle(ik)l, (15)  puede ampliar la compresi de sistemas énticos con ca-
. ractefsticas de no localidad y dependenciatriga.
dondeF[o(ik)] y Fle(ik)] es la transformada de Fourier de
la tensbn o y de la deformadin e. Este enfoque coréiculo 53, Hacespticos Hermite-Gauss fraccionarios
fraccional sugiere que el@dulo dependiente de la frecuen-
cia es una funéin de potencias fraccionarias de la frecuen-El uso de la derivada fraccional ha sido tagrbéxplorado en
cia [32]. Esto es particularmente beneficioso en la formulaéptica; por ejemplo, se ha usado para la fraccionalrade
cion de matrices de rigidez enatodos de elementos finitos: hacepticos de luz estructurada. Es sabido que, partiendo de
en lugar de los i@todos tradicionales que requieren numeroda ecuaddn de onda paraxial, es posible demostrar que exis-
sos paametros empicos para describir la viscoelasticidad, ten diferentes familias de hacégticos dependiendo de la
este modelo fraccionab® necesita unos pocos panetros  simetia del sistema de coordenadas empleado para resolver

bien definidos, simplificando considerablemente el procesdicha ecuadin. Por ejemplo, al resolver la ecu@eiparaxial

donde los&rminosyy, Y; representan los @dulos ehsticos y

de c@lculo. en coordenadas cartesianas, obtenemos los llamados haces de
En el artculo lograron modelar las propiedades aie =~ Hermite-Gaussianos.
cas de un vidrio Corning 80°C dopado corbxidos de alu- En el arfculo [8], se muestra un estudio realizado a ha-

minio, sodio y cobalto en las porcione$ % deAl,O3 ,3%  cesopticos definidos en una dimefai transversat y una
deNay0, 1 % deCo,03. Con estos resultados, Bagley y Tor- dimenson longitudinalz, resultando en haces que tienen una
vik demostraron que, en aplicacionefgticas, este modelo estructura general del tipo:

reduce significativamente la cantidad de trabajo @&uco y

permite obtener soluciones cerradas para estructuras amorti- U(x,2) = AH,(z/B) exp(—2?/C?), 17)
guadas viscoékticamente. Estos resultados destadancc .

la derivada fraccional proporciona una forma de modelar eddonde, 4 es una constante de normalizati B y C' son

tructuras que experimentan cargasadincas de maneraas patametros de escalamiento y confinamiento del haz, respec-
precisa y eficiente tivamente, yH,, (x) representa la funén de Hermite.

Aguilar-Marquezet al. en Ref. [8] desarrollaron una cla-
5.2. Derivadas fraccionales en la meémica clantica se de haceépticos, los llamados haces Hermite-Gaussianos
fraccionarios generalizados (GFHG), que son el resultado de
La med@@nica c@ntica fraccional ha emergido como una ex-aplicar la derivada fraccional de Fourier. Para construir estos
tensbn interesante de la m&gica c@ntica chsica, ya que haces, se obtiene la derivada fraccional de Fourier para una
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" . 2 . . . . . .
funcibn Gaussiana;~* . Haciendo uso de la derivada frac- En la Fig. 3 se presentan diversas funciones de Hermite frac-
cional de Fourier, los autores construyeron los haces GFH@ionarias. En la Fig. 3a) se muestran las funciones de Hermite
de la forma:

HGq (2;A,B,C) = A

con A una constante de normalizéni I, (z) una funcén de

2(X

Tl (%) e ET,  (18)

correspondientes@denes enteros como referencia, mientras
que en la Fig. 3b) se ilustra la tranginientre loHrdenes 0 y

1. De manera similar, en la Fig. 3c) se representa la tramsici
entre losordenes 1y 2, y finalmente, en la Fig. 3d) se observa
la transicon entre lo$rdenes 2y 3.

Hermite fraccional generalizada que incorpora el orden frac-  En particular, estos haces GFHG presentan propiedades
cionalq, tal que:

1 1
Ia(x)zl“( —&2—@) F1 (—3,2,332) cos (%)
1

l1—a 3
+aal () 1F (za z’zz) sin (5)
dondeB ajusta I2a ezscala de la furdei de Hermite fraccional,
y el ttrminoe—* /¢~ proporciona una apodizani Gaussia-
na que asegura la localizacidel haz. La funén de Hermi-

te fraccional, denotada contd, (z), permite modelar haces
con propiedades de simitry periodicidad ajustables. Esta

funcion se puede calcular ni@ricamente como:

Hy(x)=A

r)

-
B

H o

a)

H.(x)

c)

10

-10

10

-10

2a+1
NG

></ exp(—tz)cos(th—ga) dt.  (19)
0

exp(z?)

1.0
3.0
3

I

Unicas de localizadn de luz y simefa rota. Al ajustar los
patametrosB y C', Aguilar-Marquez et al. demostraron que
es posible controlar la dispebsi del haz y asegurar su con-
finamiento. Un hallazgo clave es que los haces GFHG mues-
tran un umbral dtico entreB y C para que el haz permanez-

ca bien localizado. SB < C, la solucén no converge para

« fraccionales; mientras que, paBa> C', se obtienen solu-
ciones bien localizadas. De manera interesante, la propiedad
de B < C se da de manera natural al obtener soluciones para
el oscilador arrnico cuantico, por lo que con esto, se tie-
ne una manera alternativa de demostrar quétésas solu-
ciones localizadas y posibles en ese caso corresponden a las
soluciones dadas para valoresaenteros. En la Fig. 4 se
presentan los haceéspticos del tipo Hermite-Gauss fraccio-
narios. En la Fig. 4a) se muestran los haces Hermite-Gauss
paradrdenes enteros, utilizados como referencia. Por otro la-
do, en la Fig. 4b) se ilustra la trangiai entre loHrdenes 0 y

1. De manera similar, la Fig. 4c) representa la tradsieintre

10
ST T T | & o
iy e
82 et L L
— P
: 0 a7 //
m / “
I'-_d,.
AF
-5 + !
' —a=0.0 ——a=0.25
i‘ a =0.5 a =0.75
I @®a=1
—-10 i / | I T . ‘
4 -2 =i 4 1 2 3
b) T
10 r ;
I
]
5 L
I
s |
i |
z 0r I
I
= i
I
1
=B |7 ! : .
—q =2.0 ——a =2.25--a =25
a=275@® a =3
—-10 1 LI, L T 1 I T
3 =2 =1 8 1 =2 B8
d) 5

FIGURA 3. Funciones de Hermite fraccionarias. a) Funciones de Hermite de orden entero y funciones de Hermite fraccionarias para los casos
enlosquexestientreb)Oy1,(c)ly2,y,(d)2y3.
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4 B
2r 1
,;; /_\,\'\‘\\ =
S ! S
= ol --‘—11:"/ Al 5 A
© @
T : = :
—a=00 i
=2 rl—q =00 -1r —-§=0.25
——-a=1.0 a =0.5
a=2.0 a=0.75
a=3.0 ® a=1
_4 1 1 [l 1 1 __2 L ] 1 1 1
-4 32 0 2 4 -4 — 0 2 4
a) b) T
2 r 4 r e
1+t 2P
i, ~=
g S
g 0 F 8 0 F
O] O
T NS
—a=1.0 —a=
-1 F ——~§=1.25 i -2 r ~——§=
a=15 o=
a=175 s
® a=2 b ® o=
- 1 1 A 1 Il sl 1 ] L L 1
-4 -2 0 2 4 —4 -2 0 2 4
C) & d) x

FIGURA 4. Haces Hermite Gauss Fraccionarios. a) Haces Hermite Gauss de orden entegn semhiuestran ordenes fraccionarios entre
b) HGoy HG1, ¢) HG1y HG2, d) HG2 y HG3. En cada una de las@ficasB = 1y C = 1 asegurando la condim de existencia
B>C.

las 6rdenes 1y 2, mientras que en la Fig. 4d) se observa lde memoria y no localidad, amplianda é&s posibilidades

transicbn entre lo$rdenes 2y 3. de modelado y alisis. De esta manera, la ecuatique des-
En general, los resultados obtenidos con los GFHG reeribe dicho movimiento arfmico simple en una dimergsi

sultan especialmente atractivos para su aplisaen medios estafa dada por:

opticos no lineales con efectos no locales, donde el perfil

fraccional permite un control preciso sobre la interénduz- md%(t) — —ka(t) (20)

materia en configuraciones de alta premsiEstos resultados dt? ’

resaltan la aplicabilidad de los haces fraccionarios en siste: . .

masopticos avanzados y en el desarrollo de configuracionegonde.para el sistemaasiico de rnasa-resor@ es la masa

| objeto,z(t) es el desplazamiento en el tiempa s la

de haces adaptados para aplicaciones en ruteo y control constante de fuerza, que representa la fuerza por unidad de
guiado de onda para futuras tecndlxgtotalmentépticas. X » Gue Teprese . por u
desplazamiento. Esta ecu@wmiclasica describe un oscilador

armbnico donde la fuerza restauradora es lineal y proporcio-

6. El oscilador armonico fraccional nal a la distancia respecto al punto de equilibrio.
Para los efectos del estudio usando derivadas fracciona-

El oscilador armnico es un problema omnipresente y de grarles, se propone una vebsi fraccional de la ecuam del os-
relevancia en lai$ica, debido a su sencillez para modelar di-cilador arndnico; sin embargo, para evitar problemas con las
versas situaciones en las que unaipata u objeto se despla- unidades, primero se debe adimensionalizar la ebnatis-
za hacia adelante y hacia @rcon respecto a una posici  to lo realizamos a traés de la introducoin de una escala
de equilibrio. Resulta natural considerar sialago bajo un ¢, = /m/k. Con esto se realiza un cambio de variable tal
enfoque fraccionario, ya que esto puede contribuir a la comgue, sear = z(t)/xo y t = t/to, entonces la Ec20) adi-
prenson de diferentes sistemadisitos casicos, como confi- mensionalizada, tiene la forma:
guraciones de movimiento de pattlas en presencia de cam- _
pos eéctricos y mageticos, circuitos RC, RLC, gndulos d*z(t) _ 21)
simples, entre otros. Este enfoque permite incorporar efectos dt? '
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Una vez se adimensionaliza la ecusxies posible reempla- s
zar la derivada de segundo orden por una derivada fracciona

de ordemx conl < « < 2 de forma que la ecuam fraccio- Lor
nal se expresa como:

05}

D*%(t) + Z(t) = 0. (22)

Esta formuladn permite modelar la damica del sistema in-
corporando efectos de memoria insecos, comunes en ma-
teriales o sistemas con interaimciretardada. Debido a las di-
ferentes definiciones que puede tomar la derivada fracciona
del sistema, existen diferente€tados de solubn del siste-
ma. En particular, haciendo uso de la derivada de Fourier, et

-15p L L L L L

posible reescribir la Ec2@) como: 0 2 A s 10
t
F [(iw)a}— [9:"({)] (W)] + 55(5) = 0. FIGURA 5. Oscilador armnico fraccional para la derivada de Ca-
puto con diferentes valores para el ordenon condiciones inicia-
Por lo que el sistema puede ser reescrito como: lesz(0) = 1y v(0) = 1.
F [95(75)] (w) ((iw)* +1) =0. al igual que su contraparte de Fourier, los resultados obte-

nidos describen un comportamiento oscilatorio amortiguado,
Esto nos lleva a una ecuaci caractestica ((iw)® + 1) 1a gonde el paametroa controla la tasa de decaimiento. Para

cual tiene réeces complejas: valores dex cercanos a 2, el sistema exhibe oscilaciones con
im(2n41) menor amortiguamiento, mientras que para valoras pe-
w=-—we = qgueios, el amortiguamiento es mayor. Esto sugiere una ma-

Ne. L h irad | sist yor pérdida de eneig en el sistema, que puede asociarse con
conn € No. Lo que se ha encontrado es que para el sistemg o 0ie del mismo.

Fourier existen diferen fr ncigs distribui n L . L.
de Fourier existen diferentes frecuencigsdistribuidas e En este caso, para la resolcidel oscilador ar@nico

g gﬁ?vzggm%?% eﬁg%;lsozoﬁﬁé?;;n;gagﬁselpggme:n?;dtz%difraccional, se ha optado por el uso de la transformada de La-
ral son com’b?nacior?es de las correspondientes ex onenc[i)al lace en lugar de la de Fourier. Esta eloacse debe a la
P P Slevancia que adquieren las condiciones iniciales en ciertos

complejas [33]. En otras palabras, las soluciones en e5te.cgésos, a diferencia de un sistema oscilatorio donde eEmter

i bien son del ti ilatori n tener atedwaci . .
S0, si bien son del tipo oscilatorio, pueden tener ateduac principal recae en los resultados a largo plazo o en estado es-

o amplificacon. Ad que, de manera interesante, la introduc-

cion (r:IJeI operador f(r]acc’ionario de Fourier en el’ movimientotable' Dado que en numerosos textos la transformada de La-
' det op Sy ; .~ place es ras coninmente empleada para resolver problemas

arnmonico simple nos puede llevar targhial estudio de sis-

) de dlculo fraccional, hemos decidido incluir el Apdice B
temas no conservativos.

o ._con la informaddbn méas relevante sobre dicha transformada
De manera similar, podemos optar por el uso de otro t|p%n relachn con el @lculo fraccional

de derivadas fraccionales para facilitar la resdnalel os- . . : .
Gracias a sus propiedades fraccionales, el oscilador

cilador arnmdnico fraccional. Por ejemplo, las soluciones de__ . . . : ,
. armonico fraccional se ha podido aplicar areas donde se
la Ec. 22), pero para el caso de la derivada de Caputo, son . .
. , ) : presentan efectos de memoria y comportamiento no local.
funciones concretas y muchcassencillas de manejar. Para

Como ejemplo, podemos mencionar que los sistemas de ma-
este caso, se hace uso de la transformada de Laplace des%rl-. . o
S . N eriales con propiedades viscasiicas pueden ser modelados
ta en el Agendice B con condiciones inicialeg0) = z Yy . L .
, . - con el oscilador ar@nico fraccional, ya que se puede captu-
2'(0) = vy, es posible reescribir la E22) como:

rar el comportamiento oscilatorio como el amortiguamiento
a—1 a—2 dependiente de la historia de la deforn@aci

oS VoS
. 23
so‘+1+sa+1 (23)

L{z(t)} =

Al realizar la transformada inversa de Laplace sobre la/. Conclusiones
Ec. (23). obtenemos una exprési anaitica para el movi-

miento dado por: El calculo fraccional constituye hoy eriaduna poderosa
herramienta mateatica, que aunque de primera entrada pu-
z(t) = 20 By 1(—t%) 4+ vot Eq o(—t%), (24)  diera parecer una cuesti exotica, cuenta ya con aplicacio-

nes en mltiples ramas de ldgica e ingenida. Es importante
en dondeE,, 1 (t) y E. 2(t) corresponden a las funciones de mantener presente que la defibitidel operador de derivada
Mittag-Leffler. En la Fig. 5 se presentan algunos resultadofraccional no edinico, sino que hay fitiples definiciones
descritos por estas funciones. Es importante notar que, gue deben satisfacer diversos criterios. En este trabajo, mos-
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tramos algunas nocionesdicas de &lculo fraccional, con w E,1(2) = Eu(2),
especiaénfasis en el operador fraccional acorde a la transfor- .
mada de Fourier. Mostramos que dicha transforomapiiede » E.5(2) = 2Eqa48(2) + 135
ser implementada de manera relativamente directa&tn-m
o L. dE, g(z) _ 1 B—1
dos nunéricos, y mostramos algunos probleméscbs en o =502 = - FEy5-1(2) — 5 Eap(2).

donde puede ser usada, en especial detallando algunos resul- ) o )
tados aplicados drea de luz estructurada. De manera simi-*/gunos casos especiales para la foncde Mittag Leffler
lar, se hat® de otras aplicacionesia®mo se han presentado SON [36]:

otros conceptos base, como la furtide Mittag-Leffler y el

uso de la transformada de Laplace en el contexto de opera-
dores fraccionales. Este trabajo busca ser una introglucci ., g, (2)
accesible al fascinante mundo délaulo fraccional. Somos

conscientes de que quedan muchos temas por explorary de- = E,(z) = cosh(y/z), z€C,
sarrollar, pero esperamos que la inforndacaqu presentada

Eo(z) = 1,14 < 1,

z
’

9]

motive a los lectores a aventurarse en ésta y, de paso, = Ey(—2%) =cos(z), z€C,
sigan éndole la raan a Leibniz sobre la intrigante derivada N B N
de orden un medio. = By(£27) = eF[L+erf(£22)], z€C,

Appendix

‘ Baa(s) = S0,

Siendoer f (z) la funcion error, que eétdefinida por

A. La funcion de Mittag-Leffler

La funcibn Mittag-Leffler es una generalizéci directa de

la funcibn exponencial, utilizada ampliamente en &lcalo erf(z) = 2 /Z ot
fraccional. Esta funéin denotada poFE,(z) fue definida y VT Jo
estudiada por Mittag-Leffler en 1903. Esta fudties esen-

cial en el @lculo fraccionario por su capacidad para describirg La transformada de Laplace
fenbmenos que involucran memoria y no localidad. La fun-

cion de Mittag-Leffler est dada por: La transformada de Laplace es fundamental para resolver
o . ecuaciones diferenciales fraccionales en diversos contextos
E.(2) = Z z 7 (a.1) fisicos, sobre todo por su manejo directo de las condiciones
= Tlak+1) iniciales del problemaigico en cuestin. Para una funon
f(t) su transformada de Laplace en el domiriest dada
DondeT'(z), es la funcbn Gamma de Euler [34]. por:
Debido a su versatilidad, dicha fubai puede ser genera-
lizada con diferentes pametros: SLf(b) = /OO F)estdt, (B.1)
00 k 0
Eop(z) = Z m7 (A.2)  Delmismo modo, silatransformada de Laplace la denotamos

;v.
I

0 comoF(s) su transformada inversa éstada por:

La Ec. [A.2) corresponde a la funn de Mittag-Leffler ge- 1 otico
neralizada tamkin llamada fundén de Mittag-Leffler de dos LHF(s)} = — / F(s)e*ds. (B.2)
pa@metros. 2m

o—100

L (y)zh Debido a su importancia a continuagj se presentan algu-
Egﬂ(z) = Z %7 (A.3) nos ejgmplos.clave que puede'n gdles en la resoludin de
k=0 & ecuaciones diferenciales fraccionales.

3 L. En la Sec. 1 se hace meanide que Oliver Heaviside to-
donde(y). es el $mbolo de Pochhammer. La expr@siiA.3) ma la derivada de ordety2 de 1 como (rt)~/2 , esto es

corresponde a la funn de Mittag-Leffler de tres pametros 1, qipje demostrarlo a trag de la transformada de Laplace.

[35], la cual es sumamente conveniente cuando se trabaja C@) 5 este caso tomamos la transformada de Laplace de una
ecuaciones diferenciales fraccionarias, debido a su transfoa-erivada.

mada de Laplace.

Algunas de las propiedades sumaméitifes de esta fun- . . n—1 N
cion son [36]: L{D"fWO]} = s"L{f (1)} = > s f7(0),
k=0

" B 5.(2) = Eap(2),
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TABLA |. Transformadas inversas de Laplace relevantes.

F(s) f() = L7F(s)]
sre—h - «a
(s%+a)Y t° 1El,ﬁ(—at )
1 t“*lefat
(S+a)a T'(w)
a
1— E,(—at®
s(s* +a) (—at®)
1
t*E olat
s%(s —a) 11+a(at)
i toefl
e T'(a)
L t* By o(—at®)
s +a
SOA
E,(—at®
s(s* +a) (—at®)
5 —to‘ELl,a(at), 0l<ax<l1
s—a
Ea(FA), Rels) > [\
s+ A\

y debido a que la fundi original es una constante, las con-

diciones iniciales, dadas por las derivada®rdienes entero,

P. OLIVA-SANCHEZ, R. AGUILAR-MARQUEZ, J. A. EREZ-GARZA, A. MALDONADO-TRACONIS, AND S. IOPEZ-AGUAYO

al simplificar, podemos determinar la derivada fraccional
aplicando la transformada inversa de Laplace,

Di() =g {57t

3

- I(3y)
Por lo que el valor de esta derivadagedado por:
Dz(1) = (xt)~ /2,

De este modo, se demuestra el resultado aparentemente con-
traintuitivo mencionado alguna vez por Heaviside.

C. Cbdigos nunericos en Matlab y Python

Finalmente, en esta sebaiproporcionamos el enlace corres-
pondiente para descargar l@slggos en Matlab y Python para
calcular la derivada fraccional utilizando Fourier. Es impor-
tante destacar que esto8digos pueden ejecutarse sin ne-
cesidad de conocimientos avanzados de programabas-

ta con escribir el nombre del archivo en la ventana de co-
mandos y seguir las opciones que se presentan. Una de las
ventajas de estoshdigos es su flexibilidad, ya que pueden
modificarse &cilmente para incluir o eliminar diversos pro-

son cero; por lo que podemos escribir la transformada de Lasesos o datos ség las necesidades del usuario. Por ejemplo,

place de la derivada de ordép2 de 1 como,

S{D%a)} - séé,

es posible adaptarlos para calcular la derivada fraccional de
funciones en dos dimensiones. Lagligos esin disponibles
para su descarga ehttps://github.com/serloal/
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