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1. Introduccion La funcibn V : Q x [0, co) — R representa un potencial
externo al cual eétsujeta la partula y# es la constante de

El uso de simulaciones nuéricas se ha convertido en una pjanck reducida. La endatotal del sistema se describe por

practica conain, casi indispensable, en el estudio de problenedio del operador Hamiltoniar®¥(-), el primer &rmino

mas fsicos complejos cuya solumi no puede expresarse en gg relaciona con la endegcirética mientras que el segundo

forma cerrada o simplemente porque estarequieréldalos  esg vinculado con la energ potencial. Para una introduc-

complicados para su manipuléni En la actualidad, existe cjon al tema sugerimos Griffiths y Schroeter [8] o la extensa

una enorme cantidad de&todos nuraricos para aproximar opra de Cohen y colaboradores [5]. El problema se completa

la solucbn de un problema espéico, cada uno con venta- con condiciones iniciales(x, 0) = 1, (x) y condiciones de

jas y desventajas. Desafortunadamente, la falta 0 poco C@prde para dominios acotados, las cuales pueden ser de tipo

nocimiento térico puede provocar un uso deficiente de esta$jrichlet nulas o pefidicas.

técnicas. El propsito del presente trabajo es mostrar median- | 5 funcion de onda satisface dos leyes de consebvebe

te un simple aalisis tebrico, el cual no requiere &s que de  gran relevancia de lasica, la primera es la probabilida2e;

conocimientos &sicos dealgebra lineal y aalisis nunérico |5 segunda es la enéagtotal (valor esperado del operador

adquiridos a nivel de licenciatura, algunas de las propiedayamiltoniano) I25), la cual ocurre para potenciales externos
des de ciertos &todos cksicos de avance en tiempo apli- jhdependientes del tiempo

cados a un problema espigmo pero de gran relevancia en

fisica. Concretamente, nos enfocaremos en alguétsdos . 2

de Runge-Kutta (RK), para aproximar la sofutide la ecua- P(t) = /Q 90" ax, (22)
cion lineal de Schidinger, la cual juega un papel central en

mednica c@ntica. En esta ecudni, el estado cntico de E(t) = | " (x,t)H (Y(x,1)) dx. (2b)
una paricula de masan se modela mediante una futinide @

onda de valor complej(x, ¢), cuya magnitud al cuadrado En ugar de aplicar resultados generales, nuestra déscasi
representa la densidad de la probabilidad de la presencia @gfocaa en el estudio de las propiedades de I@atos de
la paricula en la posid@in x en el instanté; y su evoluodn  avance en tiempo aplicados esffieamente a la ecuam i-

temporal satisface neal de Schidinger, baandonos en la conservaai de los

b analogos discretos de los invariantes, la solubilidad y la esta-

2
thosr = H(Y), H():= —%A(-) +V(x,t)(-). (1) pilidad nunérica.
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Con el propsito de obtener una ecuanidiferencial or- onda y su velocidad real, sin embargo esto requiere otro tipo
dinaria (EDO), en la Sec. 2 se describe el processich  de aralisis el cual no discutiremos en este trabajo.
de semi discretizadn para la ecuaén de Schidinger (1), La formulacbn semi-discreted) es similar para proble-
utilizando diferencias finitas comoétodo de discretizagbh ~ mas multidimensionales, en donde la discretizadel ope-
espacial. En la Sec. 3 se repasan brevemente &asdos de rador laplaciano se obtiene simplemente aplicando la misma
avance en tiempo de tipo Runge-Kutta para la aproxiamaci formula de diferenciadn en cada una de las direcciones es-
numérica de esta EDO y algunas de sus propiedadsie&s. paciales. En cualquier caso, la matriz\;, es singétrica de-
El estudio térico y nunérico de las propiedades de conser-finida positiva, cuando se consideran condiciones de borde
vacion de estos Btodos se realiza en la Sec. 4; y en la Sec. Sle tipo Dirichlet y singtrica positiva no definida para condi-
se discuten algunos aspectos computacionales relacionadtienes peiddicas. Por lo qué(¢) (o simplemented cuan-
con la selecd@n del incremento en tiempo. do no hay dependencia temporal) taérbes sirgtrica y por

lo tanto ortogonalmente diagonalizable, es decir, admite una

2. Semi discretizachn factorizacon de la forma

Por claridad en la presentaai, nos restringimos a proble- H = QAQT, (4)
mas unidimensionales. La aproxim@ginunérica se reali-
za en aritrética de nuréros complejos con doble prediai
(15 dgitos de precigin), en un dominio espacial acotado
Q = [a, b], el cual se discretiza utilizando una diigiuni-
forme deN, segmentosg,, = a + md,, m = 0,..., Ny,

0 = (b — a)/N,. Se consideran condiciones de borde d
tipo Dirichlet nulas, aunque tan#n podramos considerar
condiciones pedidicas. En la formuladn semi discreta, se 3. Meétodos de Runge-Kutta

asume la variable temporal continua y la espacial discreta. El

problema originallI) se transforma en un sistema acopladoExiste una gran variedad deétodos de avance en tiempo
de M = N, — 1 ecuaciones diferenciales ordinarias linea-desarrollados esp#icamente para aproximar la solanidel
les, el cual se escribe de forma compacta como una éruacisistema de ecuaciones diferenciales ordina@xsMotiva-

dondeQ € RM*M es una matriz ortogonal § € RM>*M
es una matriz diagonal. Adexs, si el potencial externig(-)
es una funén no negativa todos los valores propios e
son estrictamente positivos. Esta descomposi@spectral
esela de gran utilidad para nuestroédisis.

diferencial lineal auinoma dos principalmente en obtener mayor eficiencia, sobre todo
dW 72 para problemas en 3D, la tendencia predominante se enfo-
iﬁg =H@)¥Y, H(t):= —2—Ah +Vi(t), (3) caen nktodos exptitos, los cuales requierémicamente de
m

la implementad@n de la acén del operador Hamiltoniano
donde la componente del vector® ¢ C es la aproxima- sobre un vector (multiplicaéh matriz-vector). Por ejemplo,
cion devy (z,, 1), Vi (t) € RM*M es una matriz diagonal, Visscher [16], interpretando el problema original como un
cuyos elementos en la diagonal principal $6(r,,,t); ¥,  sistema lineal acoplado para la parte real e imaginaria del
Aj, € RM*M es el operador discreto que se obtiene al aproeampor)(z, t), propone un ratodo en donde, en cada paso
ximar 92 (-)/0x? mediante algunafmula de diferenciadbn.  de tiempo, primero se aproxima la parte real y luego la ima-
En nuestro caso, consideramos por su sencilledriadla  ginaria, ambas de forma egita. Este rétodo tamkén fue

clasica de diferenciagn central utilizado por Sullivan [13] Cap 6, aunque su aparente moti-
824(m) e (@) — 20(@m) + V(@) vacion fue la de gvrtar arltletlga complej:';\; y por Dulm.eo [7]
o2 W(Tm) = . para modelar varios escenarios de la ecwrade Schiddinger

2
0 con potenciales que dependen del tiempo en problemas unidi-

Asumiendo que)(-) es suficientemente suave, en concretomensionales. El alisis térico de estaécnica fue realizado
gue al menos la cuarta derivada de su parte real e imaginger Day y col. en [6]. En todas estas referencias se atiliz

ria sean continuas, un alisis elemental mediante desarro- ferencias finitas centrales de segundo orden para la discreti-
llos de Taylor muestra que estariula es de segundo orden, zacbn espacial. Recientemente, van Dijk [15] considera la
es decir,|82¢(acm)/8a:2 — 6g(xm)| < (C4§2,dondeC esuna técnica de paso multiple de Askar y Cakmak [3] combinada
constante que solo depende de la fonap. Para aproxima- con diferencias finitas de alto orden en espacio. Desafortuna-
ciones de orden superior a dos, y asumiendo que la $oluci damente, no todos son capaces de reproduciéngamente
posee ras regularidad, se pddn considerar las presentadas algunas de las propiedades relevantes del problesicafen

por Lele [12]. Estas fueron utilizadas por uno de los autoregarticular, no conservan, necesariamente, los invariantes de
en [1, 2] para el dis& de un netodo conservativo para sis- la ecuaddn de Schidinger, o mejor dicho los @togos dis-
temas de ecuaciones de Sitlinger no lineales en 1D y re- cretos del2g)-(2b).

cientemente en [4] para sistemas de Gross-Pitaevskii en 2D. En este estudio nos enfocaremos en algunet®dos de
Ademas de obtener mayor predsi, estas poseen otras ven- Runge-Kutta (RK), que son frecuentemente tratados en cur-
tajas como la de reducir el error de fase, es decir, reducir laos introductorios de alisis nun&rico a nivel de licenciatu-
diferencia entre la velocidad de propagechunérica de una ra: concretamente en a) el de Euler &sipb e impicito, los
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cuales denotaremos respectivamente por ERK1 y IRK1; h)
ambas versiones delétodo del Trapecio, ERK2 y IRK2; c) TasLA I. Funcibn de estabilidad y orden de convergencia.
el método chsico ERK4, exptito de orden 4 y d) el &to-

. . . . Método R Orden
do implicito de Hammer & Hollingsworth. Para una intro- (2)
duccbn al ardlisis teébrico y discusbn de varios aspectos ~ ERK1 1+2 1
computacionales de estos y otro tipo détauos, se reco- ERK2 1+2z+ 32 2
mienda fuertemente la excelente obra de Hairer y colabora- ERK4 L+z+ 322+ 2284 L2 4

La aplicacon de cualquiera de estostodos al sistema IRK2 (1+12)/(1-12) 5
lineal (3) obtenido en la secdh anterior, comienza con una ) s : L s
discretizaddn en el tiempo. Sea> 0y ¥™ € CM la apro- IRK4  (I+32+552°)/(1-52+152) 4

ximacion obtenida en el tiempo discretp = nr. Esencial- . .
mente, un rétodo de avance en tiempo de un paso tiene comdi(2)| = 1; 0 por lo menos la desigualdad. Este conjunto se
objetivo calculanb™*! a partir de®™, para cualquien € N.  conoce como dominio de estabilidad absoluta, defini@.1

En particular, la estructura general de uBtado RK des ~ P-16[11]. Enla Tabla I, muestra dicha fubnide estabilidad

etapas intermedias, aplicado a la ecéiadineal aubnoma Y €l orden de convergencia para cada uno de le@dos par-
U = A(t)¥ es ticulares anteriormente citados, parasrdetalles consultar

IV.3 .40 [11].
Ki=A (tn + 017') (‘I’n + 7 (CLuKl + .. .alsKs)) s

4. Conservacon de invariantes

4.1. Problema modelo
Ky=A(tn+csm) (" + 7 (a1 K1 + ... ass Ky))
T =B 7 (0K by K. 5) Con el progsito de ilustrar de manera clara y sencilla la con-

servacbn de invariantes a nivel discreto, comenzaremos ana-
Los coeficientes,;, b;, ¢; satisfacen ciertas condiciones pa- 1Zando un problema escalar lineal, mafdicamente ao-

ra garantizar orden de convergeneigtimo, [10,11]. Parala 9° al problema3). Esto facilitad nuestra discush sobre la

Ec. 3) se tieneA(t) := —(i/h)H(t). Si bien es cierto que conservadn de la probabilidac2g). Para ello consideremos

en la mayoia de nuestros ejemplos los potenciales son e<E! Siguiente problema de Cauchy; [0, oo) — C, tal que
tacionarios, lo cual simplifica la implementanj nos parece dy .

pertinente presentar la formulaci de manera un pocoas at —ixp, P(0) =10, AER, (®)
general, la cual tambn considera potenciales externos que

~ - _ 7l>\t
dependen del tiempo. Se puede mostrar [11] que para cuagg1 zzfz(?cleugnsieﬁ?g]?eesrf Ifgggg ﬁg)co_ns‘?e' w."(jirlz 232:
quier metodo RK aplicado a un sistema lineal de coeficientes 9 prop DA

constantes existe una fubaipolinomial o racionalR(-), lla- quiert > 0 se cumplefy(t)] = ||, Ggor‘retncamente,
! o : la solucbn permanece en eirculo de radior, := |¢,| ¥
mada fundbn de estabilidad (lineal) tal que .
centro en el origen del plano complejb Naturalmente de-
T = R(rA)E", Vi > 0. (6) Seamos queun @bodo nunérico reproduzca esta propiedad.

De acuerdo a la definian de la funddn de estabilidad6),

En particular, para cualquierétodo RK exgkito de orden la conservadin del invariante equivale a probar la refati
p, cons = p, la funcbn de estabilidad es el polinomio de [R(—iAT)| = 1 para cualquier valor de > 0y de € R.

Taylor de gradg de la funcon exponenciat?, (Ec. (2.12) EN el caso de los gtodos RK impicitos en la Tabla | un
p.17 [11]), simple @lculo muestra que

1, 1 - o 1/v/1+4 22 IRK1,

R(z)=1+2z+ Tk + ..+ HZP (7) 2= AT, |R(—iz)| = { 1 IRK2, IRKA4. ©)
Esta funcbn juega un papel central en elddisis y desarrollo  Podemos concluir inmediatamente que lastodos del Tra-
de netodos de avance en tiempo para ecuaciones diferencipecio impicito (IRK2) y el de Hammer & Hollingsworth
les ordinarias. Por ejemplo, el concepto de estabilidad abs@lRK4) conservan el invariante; mientras que étodo Euler
luta o de nétodo A-estable, definign 3.3 p.42 [11], el cual implicito (IRK1), a pesar de ser unagtodo absolutamente es-
refiere a emular nuéricamente el mismo comportamiento table, no lo preserva, por el contrario este decae en magnitud
asinbtico de aquellas soluciones exactas que decaen a ceya que para cualquier> 0, |R(—iA7)| < 1.
cuandot tiende al infinito, se obtiene dé)( imponiendo la Por otro lado, de acuerdo @)( la funcibn |R(—z‘z)\2 es
condicbn |R(z)| < 1. Debido a la conservamn de la distri-  un polinomio de grad@p para cualquier ietodo RK expici-
bucion de probabilidad, es de gran irierdeterminar aque- to, cons = p; por lo que estos no pueden ser conservativos.
llos valores der € C que satisfacen, en el mejor de los casos En particular, para los @iodos ERK1 y ERK2 se tiene
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donde(-, -), el producto interior en el espacl® y su res-
pectiva norma|-||, estin definidos para cualquier,v <

CM, por (u,v), = 4, Z;-Vilujﬂj y ||uH,QL = (u,u),. El
factord, se utiliza para que estas cantidades se ajusten debi-
damente al valor de la integral, adases la norma adecuada
para analizar la convergencia para discretizaciones espacia-
les en diferencias finitas. Primerodtese que el invariante
discreto de probabilida@, (-) es precisamente el invariante
natural del sisteméj, el cual se obtiene de

0.8

0.6

1d 2 d
—— |||}, =REL{ ( —¥, ¥ 12a
. s vl - ReL((gww) ). (122)
0 | ™ — REL <<—ZH\II,'II> ) —0, (12b)
j . h
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 h
FIGURA 1. Comportamiento deR(—iz)|* para IRK1y ERK4. donde lalltima igualdad se justifica notando qué es

una matriz herntica. Por lo tanto para cualquier > 0,
||\Il(t)||i = ||\IJ(O)|\Z = P (0). Este resultado esalido &in
1422 ERKL para potenciales de valor real que depgnden del tiempo: el
(10) Hamiltoniano discretd? sigue siendo heritico. La conser-
vacion de este invariante indica que la sofrcide B) per-

Claramente, ambas funciones son estrictamente mayores 4efece a la esfera de radip = /P,,(0) enC", de forma
para cualquier valor de y ), por lo que la magnitud del similar a Io_ que ocurre en el prgblema gspalar. Comq vere-
invariante aumenta, en menor cantidad para ERK2 que pafi0s & continuaén, podemos aplicar el alisis de la secon
ERKL1 si se escoge) < 1. En conclushn, estos ratodos anterior para determinar &les nétodos RK preservan la pro-
son incondicional y absolutamente inestables por lo que nBabilidad.

son apropiados para el problema mod8)o Debemos resal- Asumiendo que el potencial externo es independiente del
tar que no se trata de una falta de convergencia,@isimde  tiempoy considerando el cambio de variable- Q” ¥ don-
error correspondiente revela que para el problema de Cauclilg @ es la matriz ortogonal de la descomposiciespectral
(lineal o no lineal)y = f(t,y), una condiddn suficiente para de I, (4), se tieng|®" |, = Y|, para cualquien € N;
convergencia es que la fulei f (¢, y) sea Lipschitz en la se- adends el problema discret8)(se transforma en un sistema
gunda variable, la cual se cumple evidentemente en nuesté®mpletamente desacoplado, por lo tantasreencillo para

z = AT, R(—i2)|? =
1R(=iz)] {1-&-}124 ERK2.

prob]ema modelo. el aralisis. El netodo RK se reduce a
El comportamiento del polinomio correspondiente al .
método ERK4 es s interesante y se muestra en la Fig. 1. Y =R (*i%A) Y™, VneN (13)

A pesar de no conservar el invariantétese que parg\r| €

[0, 1] este polinomio difiere de 1 por muy poco, lo cual sugie-SiendoR (—i(r/%)A) una matriz diagonal, cada componen-
re que escogienddr| en ese rango, se obsezamuy poca te de (L3) es la aplicadn del nétodo RK a una ecuami
variacbn en la evoludn del invariante, dando una falsa im- similar al problema escalar model8)( Por lo que la con-
presbn de conservadn en simulaciones a corto plazo. En la servacdn del invariante discret®,, se reduce al estudio de
practica, esta condioh suele ser muy restrictiva. Para tener comportamiento de la funon |R(—iz)|, z := 7, dondeX
una mejor idea, cuando se utiliza larmula de diferencia- pertenece al espectro (je/ﬁ)H Adenas, puesto quél es
cion central en la ecuami de Sch’bdinger unidimensionah simétrica,\ € R, el método conservarp;, siempre y cuando
recorre el espectro de la matf(iz/7)H y su valor niaximo  dicha funcon sea igual a 1 para cualquier valorde R. De
es de ordem ?. Por otro lado, olirvese que en el interva- acuerdo al estudio realizado en la séocanterior, podemos
lo [0, 1], el mbdulo de la fund@n de estabilidad del @odo  concluir que ninguno de losé&@odos exptitos RK preserva
IRK1 es mucho menor que el de ERK4, lo cual favorece ek| invariante de probabilidad; y al igual que en el caso escalar,
uso de esteltimo por presentar un menor decaimiento en elios Ginicos nétodos imgicitos que preservan la probabilidad
invariante. son IRK2 e IRK4.

Ejemplo 1. Consideramos el problema de un eléntrde
masam,, atrapado en un pozZd = [0, L] de potencial in-
Jinito. Las condiciones iniciales son los estados estacionarios
Un(x) :=+/2/Lsin (k,x), k, =nn/L,conn = 1,2 4. Es-
te problema tiene solun exactay(x,t) = wn(x)e—i%t,
Prltn) = €[, (11)  dondeE, = k242/ (2m.) es el nivel de enefg.

4.2. Conservaddn de probabilidad

El aralogo discreto del invariante de probabilidad se defin
formalmente por

Rev. Mex. Fis. E23010209
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FIGURE 2. Evolucion del error relativo en la probabilidad para los
métodos IRK2 (arriba), IRK4 (abajo) en el Ejemplo 1. Losgrae-
tros de discretizadn utilizados fueronL = 100, N, = 1000
(6. = 0.1), Ny = 10° (r = 0.001) para IRK2 yN; = 10°

(7 = 0.01) para IRKA4.

En la Fig. 2 se muestra la evolaai del error relativo de
Pr(-) con respecto a su aproximaaiinicial P (0). Clara-
mente, la escala de lagfica comprueba la conservacidel
invariante discreto en todos los ejemplos y para amh&tem
dos IRK2 e IRKA4.

En la Fig. 3 se ilustra la evolumn del error relativo (sin

5e-13

-5e-13

Error relativo

> dt=2.70x 103
——dt=250x107°

dt=2.00x103
“dt=1.25x10"3

-le-12 1

-1.5e-12

0 200 400 600

tiempo

800 1000

FIGURA 3. Evolucion del error relativaPy, (t) /Pr(0) — 1 para el
método ERK4 en el Ejemplo 1 cam = 4 y diferentes valores del
incremento en tiempo.
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w 1070 F 1
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: 1041 L i
Ilu 10'12 k-
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FIGURA 4. Evolucion del error relativo de la probabilidad para el
problema de degraddri, Ejemplo 2.

Ejemplo 2. Estudiamos la conservéci para un mode-
lo que simula un sistema &ntico con degradatn. Inicial-
mente la paitula se encuentra confinada en unadegpero
debido al efectoltnel esta se escapa a teavde la barrera

valor absoluto) de la probabilidad para el problema anteriord€ potencial. La soluon anaitica de este problema para di-

conn = 4y distintos valores de, para el netodo ERK4. En

ferentes escenarios fue estudiada por van Dijk y Nogami en

primer lugar, el valor negativo muestra, como previsto por eRef. [14]. Los paametros de este problema fueron tomados

comportamiento de la funin de estabilidad de estettodo,
el decaimiento del invariante para cualquier valorrd@or

otro lado, se observa la degradatde la aparente conserva-

cidbn para simulaciones a largo plazo. Debido a la resécci
severa impuesta por la estabilidad détodo, el cual requie-
re escogerAmax ~ 1, (r &~ 6, 2) el numero de puntos uti-
lizados en esta simulam fue menorV, = 200, §, = 0.5.
Notese que para la malla utilizada en logtodos imgicitos
donded,, = 0.001, la estabilidad del imtodo ERK4 requeria
escogerr ~ 10~° para un total dd0® pasos en tiempo, lo
cual ilustra una desventaja en el uso de wtado expicito
para simulaciones en largos fmtos de tiempo.

de [15] donder = 2m,. = 1; las condiciones iniciales en el
dominioQ2 = [0, 800] se definen por

_ V2sin (rx), x €0, 1],
Vola) = { 0 1<z

La barrera de potencial se modela mediante la siguiente fun-
cion

(14)

o0
V) =1 s ~@-12/0
o ’

En la Fig. 4 se muestra la evolaai del error relativo en la
probabilidad. Los pametros de discretizam fueronN, =

x <0,
15
0< . (15)

Rev. Mex. Fis. E23010209
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8000, 4, = 0.1, esto permite tener cerca de 20 puntos den- 0%
tro una barrera de potencial donde= 0.1. Para satisfa- 1070
cer el criterio de estabilidad delétodo ERK4, se consi- 107

de® N; = 10000 conT = 1.0 x 10~3; lo cual asegura 10°
TAmax =~ 0.402 < 1. Nbotese que a pesar de satisfacer el cri-
terio de estabilidad se observa una pobre consémwade!
invariante en el caso del&todo expicito ERK4. Cabe men-
cionar que debido a la poca regularidad de las condiciones
iniciales, este problema es muchasndificil de aproximar.

En este caso se debe considerar otro tipo de discretizacione: 107
espaciales, que no estamos considerando, como por ejemplc 10 3
volumen/elemento finito, el cual permite hacer adaptatividad 1o §™
en espacio.

o
&
53

—+ IRK2

—— Punto medio | ]

Error relativo
3333

10718

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

4.3. Potenciales que dependen del tiempo tlampo

El ardlisi brel L. lizad | i ant FIGURA 5. Evolucion del error relativo de la probabilidad para los
aralisIs sobre la conservam realizado en la seam ante- 514405 |RK2 y punto medio, en el Ejemplo 3. con una discreti-

rior asume que la matriél es constante, por lo que no aplica ,5¢¢n donder, = 100, N, = 500, 6, = 0.02'y N; = 135000,
en el caso de potenciales que dependen del tiempo. Sin em— (o1,

bargo, podemos preservar el invariante de probabilidad, con-

siderando el ratodo del punto medio, el cual tandhies un
método RK de orden 2. SeH,, 1/, := H (t, +7/2), un  TaBLA Il. Valor exacto y aproximado d&,,, n = 1,2 en eV.
paso en tiempo de estestodo se escribe

n exacto aproximado
T = g — i%HnH 2 (BT ) (16) 1 3.760302e+01 3.760289e+01
1.504121e+02 1.504124e+02

Noétese que este @odo coincide con el gtodo IRK2 para
potenciales que no dependen del tiempo; delalposible
confusbn en el uso correcto de sus nombres. La itéradie 02
este nétodo se escribe

gl = g z;—ﬁ (Hppr @™ + H,®") . (17)

Iy (x,0)l

La conservadin se obtiene considerando la parte real del pro-
ducto interior en/16) con el vectord™+! + ¥ y teniendo
en cuenta qué/(-) es herritico para cualquiet > 0.

Ejemplo 3. Con el fin de ilustrar la validez de la pro-
piedad de conservam de la probabilidad para potenciales
gue depende del tiempo, simulamos la tradsiaile estado
de un electhn que se encuentra inicialmente en su estado

fundamental de enei@F, y pasa a uno con enéegr,. La . FIGURA 6. Algunas instancias de la evolaci de|y(z,t)| en el

paricula se encuentra conf_lnada |n|C|aImept¢ en el do_mmutjemplo 3. En azul estado fundamental de ke, en rojo es-
[-L/2, L/2]y luego se aplica una perturbanidel Hamil- 40 qe eneig Es.

toniano de la forma

(18)  gerr < 1.73 x 1074, lo cual muestra que el uso deEtodo
ERK4 no es apropiado en este caso.

dondeT), .., := (4L?m.) / ((m* — n?) 7h) es el peifodo En la Tabla Il se muestra el valor de ambas efasigEl

de la frecuencia exacta de resonancia para que el sistema agroximado de€vs reportado corresponde al del instante dis-

enerda inicial £,, pase a uno de enéeyF,,,. Este potencial cretot, donde la diferencia con su valor exacto eimo.

representa un campaéelrico que oscila en el tiempo alrede- En la Fig. 6 se muestra la evoléai de|y(z, t)| para algunos

dordeE = 100 GV/m. Se utilid el pm como unidad espacial instantes discretos. El estado inicial de efeefg se muestra

y as para el tiempo. La Fig. 5 muestra la consefmacie la  en azul mientras que en rojo el del estado donde se alcan-

probabilidad para el &todo del punto medio, en pre@side  za aproximadamente la en&ag, ent,, = 1146 as. Como

méaquina, pero no para elatodo IRK2. Notese que para el esperado, la forma de ediitima funcbn muestra un com-

Hamiltoniano inicial\max =~ 5.788 x 103; porlo tanto para portamiento similar al del estado de eriargs.

para satisfacer el criterio de estabilidad se tendue esco-
V(z,t) := g.Exsin ( t) ,

n—m
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muestra claramente la consendatide la enefig para am-

100 bos netodos impicitos, por el contrario el Atodo expikito

1097 | ERK4 no posee dicha propiedad.
108

S 0 - 5. A ti

% ool T IRK2 || . vance en tilempo

= ol 2 IRK4 1 5.1. Solubilidad

< —— ERK4

w' ] En cada paso de tiempo de ugtodo implcito se plantea un
10 ] problema lineal o no lineal dependiendo de la naturaleza de
0 E ] la ecuaddn diferencial, pero que adérm depende de. Por
10'15 L ¢ .

lo tanto se debe justificar de manerartea el rango de valo-
res der que garanticen la existencia y unicidad de la s@nci
de dicho problema. Para losatodos impiitos en conside-
racibn podemos hacer un breveadisis destacando una vez
FIGURA 7. Evolucion del error relativo de la endéegpara el pro-  mas la hermiticidad del operador discretby recurriendo
blema del Ejemplo 4. nuevamente a la funan de estabilidad, la cual de acuerdo a

la Tabla | es una funon racionalR(-) := A(-)/B(-) donde

A(+) y B(-) son polinomios. Por lo tanto la iteréci (6) se
4.4. Conservacn de enerda reescribe como un sistema lineal de la forma

RRERSE 22 S ;
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

tiempo

Para potenciales que no dependen del tiempo, podemos con- p (—izH) Pl — 4 <—izH) " YneN. (21)

siderar el aadlogo discreto del valor esperado del operador h h

Hamiltoniano Bh), el cual se define como Usando la descomposimi espectral deH, (4) se tiene

oo B(—i(r/h)H) = QB (—i(7/h)A) Q, por lo que la no sin-

Enltn) = (HT", W), . (19) gularidaél de esta matriz(sé d)ed)uce estudiando lasgalel

80I|nom|0 B(-). Para los ratodos IRK1 e IRK2, estas son

reales. Como el espectro @€ est contenido erR por ser

esta matriz herfitica, entonces para cualquier valor propio

de (1/h)H se tieneB (—itA) # 0. Para el rdtodo IRK4,

observe que las tees deB(-) son3 =+ i\/3 por lo que pa-

ra cualquier valor propio\ de (1/h)H tambin se cumple

B (—iTA) # 0. Por lo tanto, en cada paso de tiempo el sis-

tema es soluble para cualquier incremento en tiemptste

resultado no contradice el de los teoremas 7.2 p.206 [10] o

14.2 p.216 [11], donde se imponen restricciones solpara

garantizar solubilidad en un contextcamgeneral. Por otro

lado, el ailisis se extiende naturalmente a cualquier discre-

lcuocr:(;in dgrealrioesngl@ rgzizrrl]oas drgtziOSIéEtKi’el ZE:%;;E% tizacibn que preserve la hermiticidad @& lo cual garantiza
b . Hqu . que su espectro sea real; y adentamben aplica al caso
barrera de potencial. Las condiciones iniciales y el pmenc'ﬂiﬂultidimensional

estin dados por

El analisis sobre las condiciones que deben satisfacer los ¢
eficientes de un &todo impicito RK de alto orden para ga-
rantizar la conservagn de este invariante requiere de un co-
nocimiento n&s profundo yé&cnico de estos @todos. La pre-
sentaddn de esta tede esh fuera de nuestros prositos, el
interesado poda consultar [9]. Sin embargo, para ettndo
IRK2/método del punto medio se puede elaborar unisisal
elemental, simplemente, considerandoXi) [a parte imagi-
naria del producto interior con el vect®”t! — ¥" y nue-
vamente la hermiticidad d&.

Ejemplo 4. Para ilustrar el comportamiento de la evo-

5.2. Paso en tiempo

= (1> 12m/ke—$2/(202)7 (20a)
o La selecadn der en el netodo ERK4, al igual que en otros
z < 20, métodos exptitos, se ve seriamente limitada por una con-
{ 20 < z, (20b)  dicion de estabilidad absoluta, la cual se expresa como una

desigualdad de la forma\max < Cgr, dondelmax €s el va-
dondeA = o = 2nm. En la Fig. 7 se muestra la evolu- lor propio de mayor magnitud de la matriz/h)H y Cegr,
cion del error relativo para una barrera de potengiaeV.  es la constante de Courant-Friedrichs-Lax, que no depende
Se considér un dominio espacial suficientemente grandede nindin paédmetro de discretizamn. Desafortunadamen-
Q = [-100, 100] (unidad de longitud nm) para evitar el te \nax €s de orders, 2. Por el contrario, en los @todos
efecto de contamina@n debido a las condiciones de borde implicitos 7 est subordinada mayormente a un criterio de
nulas. El valor del incremento en tiempo fue= 10~ (uni-  precisbn y en lograr capturar las fluctuaciones de aquellas
dad de tiempo ps), el cual satisface el criterio de estabilidadoluciones altamente oscilatorias en tiempo, pero no por una
del metodo ERK4 parav, = 1000. La escala de la figura condicbn de estabilidad.
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= 10°
o
=
11 104
10°®
10°¢
107
10° 10’
n
FIGURA 8. Error de la aproximaéin enT = 100,n = 1,..., 10,

en escala log@mica para el Ejemplo 5. Los pametros de discre-
tizacion sonN, = 8000y 7 = 0.01.

Ejemplo 5. Evaluamos el error en el tiempo fin&l =

en el tiempdl” = 100; claramente se observa la dependencia
lineal (en escala logémica) con una pendiente ddo cual
concuerda de forma exacta con nuestraliars.

6. Conclusiones

El método ERK4 se beneficia de una i@gide estabilidad
muy particular la cual justifica su gran popularidad. Para si-
mulaciones en cortos dedos de tiempo y soluciones que
poseen bastante regularidad, la degramaen la conserva-
cion de los invariantessicos podia considerarse hasta cierto
punto aceptable. Sin embargo, su desdinpge ve limitado
para simulaciones a largo plazo y discretizaciones muy finas
las cuales imponen una severa restéingén la selecéin de

7. Por el contrario, los &todos impicitos del trapecio, punto
medio o el de Hammer & Hollinsworth reproducen réenn
camente la conservdxi de los invariantes discretos en preci-
sibn de m@uina. Mediante un simple afisis, se mostr que,

en cada paso de avance en tiempo, la solubilidad de la ite-
racion de estos &todos, aplicados a la ecuawilineal de

100 para el nétodo IRK2 aplicado al problema del Ejem- Schiddinger, est garantizada para cualquier valorde- 0.
plo 1, utilizando como condiciones iniciales los estados esSu selecdn esh supeditada &s bien a un criterio de preci-

tacionarios para = 1,...,10 en el dominio[0, 100]. El

sibn, pero no por una restriém debido a estabilidad. Estos

analisis de convergencia de esté&tmdo revela que existen métodos son incondicional y absolutamente estables.

constantes Cy C, que dependen d@*y/0x* y 931 /0t3,

respectivamente, tales que para- J,, el errore(T) en el
tiempo finalT, es proporcional &C; + C,) 7. Para la so-
lucibn exacta de este problema, las constantey C, son
de ordem* y nf, respectivamente; por lo qu¢T’) se com-

Para muchos, el mayor inconveniente estriba en tener que
resolver, en cada paso de tiempo, un sistema lineal el cual
podiia ser costoso, en particular para problemas en 3D. Sin
embargo, existerétnicas iterativas eficientes las cuales pue-
den ser utilizadas. En el caso de problemas unidimensionales,

porta comon®72. Para un incremento en tiempo fijo, la pre- el costo computacional de resoléicimediante eliminadin

cision se ved seriamente afectada a medida queumenta;

de Gauss (todo de Thomas) es similar al de la opebaci

es decir, la aproximagn de la solud@n para altos niveles de matriz-vector por lo que no deliarser un factor determinan-

enerda E,, requiere valores de bastante pegi®s, no por
un problema de estabilidad nénica sino por una cueéti de

te en el uso de un @todo impicito. Desde un punto de vista
personal, preferimos aquellostiodos que emulen las pro-

precisbn. En la Fig. 8 se muestra el error de la aproxirdaci

piedadesibicas.
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