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Se comparan diferentes métodos de Runge-Kutta tradicionales aplicados a la ecuación lineal de Schr̈odinger. Se estudia la conservación de
los invariantes f́ısicos relevantes de esta ecuación haciendo uso de un problema escalar elemental, la hermiticidad del operador hamiltoniano
y argumentos b́asicos déalgebra matricial. Adeḿas, se discute la estabilidad numérica, solubilidad y selección del paso en tiempo en estos
métodos.
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1. Introducción

El uso de simulaciones numéricas se ha convertido en una
práctica coḿun, casi indispensable, en el estudio de proble-
mas f́ısicos complejos cuya solución no puede expresarse en
forma cerrada o simplemente porque esta requiere de cálculos
complicados para su manipulación. En la actualidad, existe
una enorme cantidad de métodos nuḿericos para aproximar
la solucíon de un problema especı́fico, cada uno con venta-
jas y desventajas. Desafortunadamente, la falta o poco co-
nocimiento téorico puede provocar un uso deficiente de estas
técnicas. El proṕosito del presente trabajo es mostrar median-
te un simple ańalisis téorico, el cual no requiere ḿas que de
conocimientos b́asicos déalgebra lineal y ańalisis nuḿerico
adquiridos a nivel de licenciatura, algunas de las propieda-
des de ciertos ḿetodos cĺasicos de avance en tiempo apli-
cados a un problema especı́fico pero de gran relevancia en
fı́sica. Concretamente, nos enfocaremos en algunos métodos
de Runge-Kutta (RK), para aproximar la solución de la ecua-
ción lineal de Schr̈odinger, la cual juega un papel central en
mećanica cúantica. En esta ecuación, el estado cúantico de
una part́ıcula de masam se modela mediante una función de
onda de valor complejoψ(x, t), cuya magnitud al cuadrado
representa la densidad de la probabilidad de la presencia de
la part́ıcula en la posicíon x en el instantet; y su evolucíon
temporal satisface

i}
∂ψ

∂t
= H(ψ), H(·) := − }

2

2m
∆(·) + V (x, t)(·). (1)

La función V : Ω× [0, ∞) −→ R representa un potencial
externo al cual está sujeta la partı́cula y} es la constante de
Planck reducida. La energı́a total del sistema se describe por
medio del operador HamiltonianoH(·), el primer t́ermino
se relaciona con la energı́a cińetica mientras que el segundo
est́a vinculado con la energı́a potencial. Para una introduc-
ción al tema sugerimos Griffiths y Schroeter [8] o la extensa
obra de Cohen y colaboradores [5]. El problema se completa
con condiciones inicialesψ(x, 0) = ψo(x) y condiciones de
borde para dominios acotados, las cuales pueden ser de tipo
Dirichlet nulas o períodicas.

La función de onda satisface dos leyes de conservación de
gran relevancia de la fı́sica, la primera es la probabilidad (2a);
la segunda es la energı́a total (valor esperado del operador
Hamiltoniano) (2b), la cual ocurre para potenciales externos
independientes del tiempo

P(t) :=
∫

Ω

|ψ(x, t)|2 dx, (2a)

E(t) :=
∫

Ω

ψ∗(x, t)H (ψ(x, t)) dx. (2b)

En lugar de aplicar resultados generales, nuestra discusión se
enfocaŕa en el estudio de las propiedades de los métodos de
avance en tiempo aplicados especı́ficamente a la ecuación li-
neal de Schr̈odinger, baśandonos en la conservación de los
ańalogos discretos de los invariantes, la solubilidad y la esta-
bilidad nuḿerica.
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Con el proṕosito de obtener una ecuación diferencial or-
dinaria (EDO), en la Sec. 2 se describe el proceso clásico
de semi discretización para la ecuación de Schr̈odinger (1),
utilizando diferencias finitas como método de discretización
espacial. En la Sec. 3 se repasan brevemente los métodos de
avance en tiempo de tipo Runge-Kutta para la aproximación
numérica de esta EDO y algunas de sus propiedades básicas.
El estudio téorico y nuḿerico de las propiedades de conser-
vación de estos ḿetodos se realiza en la Sec. 4; y en la Sec. 5
se discuten algunos aspectos computacionales relacionados
con la seleccíon del incremento en tiempo.

2. Semi discretizacíon

Por claridad en la presentación, nos restringimos a proble-
mas unidimensionales. La aproximación nuḿerica se reali-
za en aritḿetica de nuḿeros complejos con doble precisión
(15 d́ıgitos de precisíon), en un dominio espacial acotado
Ω = [a, b], el cual se discretiza utilizando una división uni-
forme deNx segmentos,xm = a + mδx, m = 0, . . . , Nx,
δx := (b − a)/Nx. Se consideran condiciones de borde de
tipo Dirichlet nulas, aunque también podŕıamos considerar
condiciones periódicas. En la formulación semi discreta, se
asume la variable temporal continua y la espacial discreta. El
problema original (1) se transforma en un sistema acoplado
de M = Nx − 1 ecuaciones diferenciales ordinarias linea-
les, el cual se escribe de forma compacta como una ecuación
diferencial lineal aut́onoma

i}
dΨ
dt

= H(t)Ψ, H(t) := − }
2

2m
∆h + Vh(t), (3)

donde la componentem del vectorΨ ∈ CM es la aproxima-
ción deψ (xm, t), Vh(t) ∈ RM×M es una matriz diagonal,
cuyos elementos en la diagonal principal sonV (xm, t); y,
∆h ∈ RM×M es el operador discreto que se obtiene al apro-
ximar∂2(·)/∂x2 mediante alguna fórmula de diferenciación.
En nuestro caso, consideramos por su sencillez, la fórmula
clásica de diferenciación central

∂2ψ(xm)
∂x2

≈ δo
h(xm) :=

ψ(xm−1)− 2ψ(xm) + ψ(xm+1)
δ2
x

.

Asumiendo queψ(·) es suficientemente suave, en concreto,
que al menos la cuarta derivada de su parte real e imagina-
ria sean continuas, un análisis elemental mediante desarro-
llos de Taylor muestra que esta fórmula es de segundo orden,
es decir,

∣∣∂2ψ(xm)/∂x2 − δo
h(xm)

∣∣ ≤ Cδ2
x, dondeC es una

constante que solo depende de la función ψ. Para aproxima-
ciones de orden superior a dos, y asumiendo que la solución
posee ḿas regularidad, se podrı́an considerar las presentadas
por Lele [12]. Estas fueron utilizadas por uno de los autores
en [1, 2] para el disẽno de un ḿetodo conservativo para sis-
temas de ecuaciones de Schrödinger no lineales en 1D y re-
cientemente en [4] para sistemas de Gross-Pitaevskii en 2D.
Además de obtener mayor precisión, estas poseen otras ven-
tajas como la de reducir el error de fase, es decir, reducir la
diferencia entre la velocidad de propagación nuḿerica de una

onda y su velocidad real, sin embargo esto requiere otro tipo
de ańalisis el cual no discutiremos en este trabajo.

La formulacíon semi-discreta (3) es similar para proble-
mas multidimensionales, en donde la discretización del ope-
rador laplaciano se obtiene simplemente aplicando la misma
fórmula de diferenciación en cada una de las direcciones es-
paciales. En cualquier caso, la matriz−∆h es siḿetrica de-
finida positiva, cuando se consideran condiciones de borde
de tipo Dirichlet y siḿetrica positiva no definida para condi-
ciones períodicas. Por lo queH(t) (o simplementeH cuan-
do no hay dependencia temporal) también es siḿetrica y por
lo tanto ortogonalmente diagonalizable, es decir, admite una
factorizacíon de la forma

H = QΛQT , (4)

dondeQ ∈ RM×M es una matriz ortogonal yΛ ∈ RM×M

es una matriz diagonal. Además, si el potencial externoV (·)
es una funcíon no negativa todos los valores propios deH
son estrictamente positivos. Esta descomposición espectral
seŕa de gran utilidad para nuestro análisis.

3. Métodos de Runge-Kutta

Existe una gran variedad de métodos de avance en tiempo
desarrollados especı́ficamente para aproximar la solución del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3). Motiva-
dos principalmente en obtener mayor eficiencia, sobre todo
para problemas en 3D, la tendencia predominante se enfo-
ca en ḿetodos explı́citos, los cuales requierenúnicamente de
la implementacíon de la accíon del operador Hamiltoniano
sobre un vector (multiplicación matriz-vector). Por ejemplo,
Visscher [16], interpretando el problema original como un
sistema lineal acoplado para la parte real e imaginaria del
campoψ(x, t), propone un ḿetodo en donde, en cada paso
de tiempo, primero se aproxima la parte real y luego la ima-
ginaria, ambas de forma explı́cita. Este ḿetodo tambíen fue
utilizado por Sullivan [13] Cap 6, aunque su aparente moti-
vación fue la de evitar aritḿetica compleja; y por Dimeo [7]
para modelar varios escenarios de la ecuación de Schr̈odinger
con potenciales que dependen del tiempo en problemas unidi-
mensionales. El análisis téorico de esta t́ecnica fue realizado
por Day y col. en [6]. En todas estas referencias se utilizó di-
ferencias finitas centrales de segundo orden para la discreti-
zacíon espacial. Recientemente, van Dijk [15] considera la
técnica de paso multiple de Askar y Cakmak [3] combinada
con diferencias finitas de alto orden en espacio. Desafortuna-
damente, no todos son capaces de reproducir numéricamente
algunas de las propiedades relevantes del problema fı́sico; en
particular, no conservan, necesariamente, los invariantes de
la ecuacíon de Schr̈odinger, o mejor dicho los análogos dis-
cretos de (2a)-(2b).

En este estudio nos enfocaremos en algunos métodos de
Runge-Kutta (RK), que son frecuentemente tratados en cur-
sos introductorios de análisis nuḿerico a nivel de licenciatu-
ra: concretamente en a) el de Euler explı́cito e impĺıcito, los
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cuales denotaremos respectivamente por ERK1 y IRK1; b)
ambas versiones del método del Trapecio, ERK2 y IRK2; c)
el método cĺasico ERK4, explı́cito de orden 4 y d) el ḿeto-
do impĺıcito de Hammer & Hollingsworth. Para una intro-
duccíon al ańalisis téorico y discusíon de varios aspectos
computacionales de estos y otro tipo de métodos, se reco-
mienda fuertemente la excelente obra de Hairer y colabora-
dores [10,11].

La aplicacíon de cualquiera de estos métodos al sistema
lineal (3) obtenido en la sección anterior, comienza con una
discretizacíon en el tiempo. Seaτ > 0 y Ψn ∈ CM la apro-
ximación obtenida en el tiempo discretotn = nτ . Esencial-
mente, un ḿetodo de avance en tiempo de un paso tiene como
objetivo calcularΨn+1 a partir deΨn, para cualquiern ∈ N.
En particular, la estructura general de un método RK des
etapas intermedias, aplicado a la ecuación lineal aut́onoma
Ψ̇ = A(t)Ψ es

K1 = A (tn + c1τ) (Ψn + τ (a11K1 + . . . a1sKs)) ,

...

Ks = A (tn + csτ) (Ψn + τ (as1K1 + . . . assKs)) ,

Ψn+1 = Ψn + τ (b1K1 + . . . bsKs) . (5)

Los coeficientesaij , bj , cj satisfacen ciertas condiciones pa-
ra garantizar orden de convergenciaóptimo, [10, 11]. Para la
Ec. (3) se tieneA(t) := −(i/})H(t). Si bien es cierto que
en la mayoŕıa de nuestros ejemplos los potenciales son es-
tacionarios, lo cual simplifica la implementación, nos parece
pertinente presentar la formulación de manera un poco más
general, la cual también considera potenciales externos que
dependen del tiempo. Se puede mostrar [11] que para cual-
quier ḿetodo RK aplicado a un sistema lineal de coeficientes
constantes existe una función polinomial o racional,R(·), lla-
mada funcíon de estabilidad (lineal) tal que

Ψn+1 = R(τA)Ψn, ∀n ≥ 0. (6)

En particular, para cualquier ḿetodo RK expĺıcito de orden
p, con s = p, la funcíon de estabilidad es el polinomio de
Taylor de gradop de la funcíon exponencialez, (Ec. (2.12)
p.17 [11]),

R(z) = 1 + z +
1
2!

z2 + . . . +
1
p!

zp. (7)

Esta funcíon juega un papel central en el análisis y desarrollo
de ḿetodos de avance en tiempo para ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Por ejemplo, el concepto de estabilidad abso-
luta o de ḿetodo A-estable, definición 3.3 p.42 [11], el cual
refiere a emular nuḿericamente el mismo comportamiento
asint́otico de aquellas soluciones exactas que decaen a cero
cuandot tiende al infinito, se obtiene de (6), imponiendo la
condicíon |R(z)| ≤ 1. Debido a la conservación de la distri-
bución de probabilidad, es de gran interés determinar aque-
llos valores dez ∈ C que satisfacen, en el mejor de los casos,

TABLA I. Funcíon de estabilidad y orden de convergencia.

Método R(z) Orden

ERK1 1 + z 1

ERK2 1 + z + 1
2
z2 2

ERK4 1 + z + 1
2
z2 + 1

6
z3 + 1

24
z4 4

IRK1 1/(1− z) 1

IRK2
(
1 + 1

2
z
)
/

(
1− 1

2
z
)

2

IRK4
(
1 + 1

2
z + 1

12
z2

)
/

(
1− 1

2
z + 1

12
z2

)
4

|R(z)| = 1; o por lo menos la desigualdad. Este conjunto se
conoce como dominio de estabilidad absoluta, definición 2.1
p.16 [11]. En la Tabla I, muestra dicha función de estabilidad
y el orden de convergencia para cada uno de los métodos par-
ticulares anteriormente citados, para más detalles consultar
IV.3 p.40 [11].

4. Conservacíon de invariantes

4.1. Problema modelo

Con el proṕosito de ilustrar de manera clara y sencilla la con-
servacíon de invariantes a nivel discreto, comenzaremos ana-
lizando un problema escalar lineal, matemáticamente ańalo-
go al problema (3). Esto facilitaŕa nuestra discusión sobre la
conservacíon de la probabilidad (2a). Para ello consideremos
el siguiente problema de Cauchy,ψ : [0, ∞) −→ C, tal que

dψ

dt
= −iλψ, ψ(0) = ψo, λ ∈ R, (8)

cuya solucíon exacta es la función ψ(t) = e−iλtψo, la cual
satisface la siguiente propiedad de conservación, para cual-
quier t > 0 se cumple|ψ(t)| = |ψo|. Geoḿetricamente,
la solucíon permanece en el cı́rculo de radioro := |ψo| y
centro en el origen del plano complejoC. Naturalmente de-
seamos que un ḿetodo nuḿerico reproduzca esta propiedad.
De acuerdo a la definición de la funcíon de estabilidad (6),
la conservacíon del invariante equivale a probar la relación
|R(−iλτ)| = 1 para cualquier valor deτ > 0 y deλ ∈ R.
En el caso de los ḿetodos RK impĺıcitos en la Tabla I un
simple ćalculo muestra que

z := λτ, |R(−iz)| =

{
1/
√

1 + z2 IRK1,

1 IRK2, IRK4.
(9)

Podemos concluir inmediatamente que los métodos del Tra-
pecio impĺıcito (IRK2) y el de Hammer & Hollingsworth
(IRK4) conservan el invariante; mientras que el método Euler
implı́cito (IRK1), a pesar de ser un método absolutamente es-
table, no lo preserva, por el contrario este decae en magnitud
ya que para cualquierτ > 0, |R(−iλτ)| < 1.

Por otro lado, de acuerdo a (7), la funcíon |R(−iz)|2 es
un polinomio de grado2p para cualquier ḿetodo RK expĺıci-
to, cons = p; por lo que estos no pueden ser conservativos.
En particular, para los ḿetodos ERK1 y ERK2 se tiene
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FIGURA 1. Comportamiento de|R(−iz)|2 para IRK1 y ERK4.

z := λτ, |R(−iz)|2 =

{
1 + z2 ERK1,

1 + 1
4z4 ERK2.

(10)

Claramente, ambas funciones son estrictamente mayores a 1
para cualquier valor deτ y λ, por lo que la magnitud del
invariante aumenta, en menor cantidad para ERK2 que para
ERK1 si se escogeτλ ¿ 1. En conclusíon, estos ḿetodos
son incondicional y absolutamente inestables por lo que no
son apropiados para el problema modelo (8). Debemos resal-
tar que no se trata de una falta de convergencia, el análisis de
error correspondiente revela que para el problema de Cauchy
(lineal o no lineal)ẏ = f(t, y), una condicíon suficiente para
convergencia es que la funciónf(t, y) sea Lipschitz en la se-
gunda variable, la cual se cumple evidentemente en nuestro
problema modelo.

El comportamiento del polinomio correspondiente al
método ERK4 es ḿas interesante y se muestra en la Fig. 1.
A pesar de no conservar el invariante, nótese que para|λτ | ∈
[0, 1] este polinomio difiere de 1 por muy poco, lo cual sugie-
re que escogiendo|λτ | en ese rango, se observarı́a muy poca
variacíon en la evolucíon del invariante, dando una falsa im-
presíon de conservación en simulaciones a corto plazo. En la
práctica, esta condición suele ser muy restrictiva. Para tener
una mejor idea, cuando se utiliza la fórmula de diferencia-
ción central en la ecuación de Schr̈odinger unidimensional,λ
recorre el espectro de la matriz(1/})H y su valor ḿaximo
es de ordenδ−2

x . Por otro lado, obśervese que en el interva-
lo [0, 1], el módulo de la funcíon de estabilidad del ḿetodo
IRK1 es mucho menor que el de ERK4, lo cual favorece el
uso de estéultimo por presentar un menor decaimiento en el
invariante.

4.2. Conservacíon de probabilidad

El ańalogo discreto del invariante de probabilidad se define
formalmente por

Ph(tn) := ‖Ψn‖2h , (11)

donde〈·, ·〉h el producto interior en el espacioCM y su res-
pectiva norma‖·‖h est́an definidos para cualquieru, v ∈
CM , por 〈u, v〉h := δx

∑M
j=1 ujvj y ‖u‖2h := 〈u, u〉h. El

factorδx se utiliza para que estas cantidades se ajusten debi-
damente al valor de la integral, además es la norma adecuada
para analizar la convergencia para discretizaciones espacia-
les en diferencias finitas. Primero, nótese que el invariante
discreto de probabilidadPh(·) es precisamente el invariante
natural del sistema (3), el cual se obtiene de

1
2

d
dt
‖Ψ‖2h = REL

(〈
d
dt

Ψ,Ψ
〉

h

)
, (12a)

= REL

(〈
− i

}
HΨ,Ψ

〉

h

)
= 0, (12b)

donde la última igualdad se justifica notando queH es
una matriz herḿıtica. Por lo tanto para cualquiert > 0,
‖Ψ(t)‖2h = ‖Ψ(0)‖2h = Ph(0). Este resultado es válido áun
para potenciales de valor real que dependen del tiempo: el
Hamiltoniano discretoH sigue siendo herḿıtico. La conser-
vación de este invariante indica que la solución de (3) per-
tenece a la esfera de radioro =

√
Ph(0) enCM , de forma

similar a lo que ocurre en el problema escalar. Como vere-
mos a continuación, podemos aplicar el análisis de la sección
anterior para determinar cuáles ḿetodos RK preservan la pro-
babilidad.

Asumiendo que el potencial externo es independiente del
tiempo y considerando el cambio de variableY = QT Ψ don-
de Q es la matriz ortogonal de la descomposición espectral
deH, (4), se tiene‖Ψn‖h = ‖Y n‖h para cualquiern ∈ N;
adeḿas el problema discreto (3) se transforma en un sistema
completamente desacoplado, por lo tanto, más sencillo para
el ańalisis. El ḿetodo RK se reduce a

Y n+1 = R
(
−i

τ

}
Λ

)
Y n, ∀n ∈ N. (13)

SiendoR (−i(τ/})Λ) una matriz diagonal, cada componen-
te de (13) es la aplicacíon del ḿetodo RK a una ecuación
similar al problema escalar modelo (8). Por lo que la con-
servacíon del invariante discretoPh se reduce al estudio de
comportamiento de la función |R(−iz)|, z := τλ, dondeλ
pertenece al espectro de(1/})H. Adeḿas, puesto queH es
simétrica,λ ∈ R, el método conservaráPh siempre y cuando
dicha funcíon sea igual a 1 para cualquier valor deλ ∈ R. De
acuerdo al estudio realizado en la sección anterior, podemos
concluir que ninguno de los ḿetodos explı́citos RK preserva
el invariante de probabilidad; y al igual que en el caso escalar,
los únicos ḿetodos impĺıcitos que preservan la probabilidad
son IRK2 e IRK4.

Ejemplo 1. Consideramos el problema de un electrón, de
masame, atrapado en un pozoΩ = [0, L] de potencial in-
finito. Las condiciones iniciales son los estados estacionarios
ψn(x) :=

√
2/L sin (knx), kn = nπ/L, conn = 1, 2, 4. Es-

te problema tiene solución exactaψ(x, t) = ψn(x)e−i En
} t,

dondeEn = k2
n}2/ (2me) es el nivel de energı́a.
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FIGURE 2. Evolución del error relativo en la probabilidad para los
métodos IRK2 (arriba), IRK4 (abajo) en el Ejemplo 1. Los paráme-
tros de discretización utilizados fueronL = 100, Nx = 1000
(δx = 0.1), Nt = 106 (τ = 0.001) para IRK2 yNt = 105

(τ = 0.01) para IRK4.

En la Fig. 2 se muestra la evolución del error relativo de
Ph(·) con respecto a su aproximación inicial Ph(0). Clara-
mente, la escala de la gráfica comprueba la conservación del
invariante discreto en todos los ejemplos y para ambos méto-
dos IRK2 e IRK4.

En la Fig. 3 se ilustra la evolución del error relativo (sin
valor absoluto) de la probabilidad para el problema anterior,
conn = 4 y distintos valores deτ , para el ḿetodo ERK4. En
primer lugar, el valor negativo muestra, como previsto por el
comportamiento de la función de estabilidad de este método,
el decaimiento del invariante para cualquier valor deτ . Por
otro lado, se observa la degradación de la aparente conserva-
ción para simulaciones a largo plazo. Debido a la restricción
severa impuesta por la estabilidad del método, el cual requie-
re escogerτλmáx ≈ 1, (τ ≈ δ−2

x ) el número de puntos uti-
lizados en esta simulación fue menorNx = 200, δx = 0.5.
Nótese que para la malla utilizada en los métodos impĺıcitos
dondeδx = 0.001, la estabilidad del ḿetodo ERK4 requerirı́a
escogerτ ≈ 10−5 para un total de108 pasos en tiempo, lo
cual ilustra una desventaja en el uso de un método expĺıcito
para simulaciones en largos perı́odos de tiempo.

FIGURA 3. Evolución del error relativoPh(t)/Ph(0) − 1 para el
método ERK4 en el Ejemplo 1 conn = 4 y diferentes valores del
incremento en tiempo.

FIGURA 4. Evolución del error relativo de la probabilidad para el
problema de degradación, Ejemplo 2.

Ejemplo 2. Estudiamos la conservación para un mode-
lo que simula un sistema cuántico con degradación. Inicial-
mente la partı́cula se encuentra confinada en una región, pero
debido al efecto t́unel esta se escapa a través de la barrera
de potencial. La solución anaĺıtica de este problema para di-
ferentes escenarios fue estudiada por van Dijk y Nogami en
Ref. [14]. Los paŕametros de este problema fueron tomados
de [15] donde} = 2me = 1; las condiciones iniciales en el
dominioΩ = [0, 800] se definen por

ψo(x) =

{ √
2 sin (πx) , x ∈ [0, 1],

0 1 ≤ x.
(14)

La barrera de potencial se modela mediante la siguiente fun-
ción

V (x) =

{ ∞ x < 0,

3
σ
√

π
e−(x−1)2/σ2

, 0 ≤ x.
(15)

En la Fig. 4 se muestra la evolución del error relativo en la
probabilidad. Los parámetros de discretización fueronNx =
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8000, δx = 0.1, esto permite tener cerca de 20 puntos den-
tro una barrera de potencial dondeσ = 0.1. Para satisfa-
cer el criterio de estabilidad del método ERK4, se consi-
deŕo Nt = 10000 con τ = 1.0 × 10−3; lo cual asegura
τλmáx ≈ 0.402 ≤ 1. Nótese que a pesar de satisfacer el cri-
terio de estabilidad se observa una pobre conservación del
invariante en el caso del ḿetodo expĺıcito ERK4. Cabe men-
cionar que debido a la poca regularidad de las condiciones
iniciales, este problema es mucho más dif́ıcil de aproximar.
En este caso se debe considerar otro tipo de discretizaciones
espaciales, que no estamos considerando, como por ejemplo
volumen/elemento finito, el cual permite hacer adaptatividad
en espacio.

4.3. Potenciales que dependen del tiempo

El ańalisis sobre la conservación realizado en la sección ante-
rior asume que la matrizH es constante, por lo que no aplica
en el caso de potenciales que dependen del tiempo. Sin em-
bargo, podemos preservar el invariante de probabilidad, con-
siderando el ḿetodo del punto medio, el cual también es un
método RK de orden 2. SeaHn+1/2 := H (tn + τ/2), un
paso en tiempo de este método se escribe

Ψn+1 = Ψn − i
τ

2}
Hn+1/2

(
Ψn+1 + Ψn

)
. (16)

Nótese que este ḿetodo coincide con el ḿetodo IRK2 para
potenciales que no dependen del tiempo; de ahı́ la posible
confusíon en el uso correcto de sus nombres. La iteración de
este ḿetodo se escribe

Ψn+1 = Ψn − i
τ

2}
(
Hn+1Ψn+1 + HnΨn

)
. (17)

La conservacíon se obtiene considerando la parte real del pro-
ducto interior en (16) con el vectorΨn+1 + Ψn y teniendo
en cuenta queH(·) es herḿıtico para cualquiert > 0.

Ejemplo 3. Con el fin de ilustrar la validez de la pro-
piedad de conservación de la probabilidad para potenciales
que depende del tiempo, simulamos la transición de estado
de un electŕon que se encuentra inicialmente en su estado
fundamental de energı́a E1 y pasa a uno con energı́a E2. La
part́ıcula se encuentra confinada inicialmente en el dominio
[−L/2, L/2] y luego se aplica una perturbación del Hamil-
toniano de la forma

V (x, t) := qeEx sin
(

2π

Tn→m
t

)
, (18)

dondeTn→m :=
(
4L2me

)
/

((
m2 − n2

)
π}

)
es el peŕıodo

de la frecuencia exacta de resonancia para que el sistema de
enerǵıa inicial En pase a uno de energı́a Em. Este potencial
representa un campo eléctrico que oscila en el tiempo alrede-
dor deE = 100 GV/m. Se utiliźo el pm como unidad espacial
y as para el tiempo. La Fig. 5 muestra la conservación de la
probabilidad para el ḿetodo del punto medio, en precisión de
máquina, pero no para el ḿetodo IRK2. Ńotese que para el
Hamiltoniano inicialλmáx ≈ 5.788× 103; por lo tanto para

FIGURA 5. Evolución del error relativo de la probabilidad para los
métodos IRK2 y punto medio, en el Ejemplo 3. con una discreti-
zacíon dondeL = 100, Nx = 500, δx = 0.02 y Nt = 135000,
τ = 0.01.

TABLA II. Valor exacto y aproximado deEn, n = 1, 2 en eV.

n exacto aproximado

1 3.760302e+01 3.760289e+01

2 1.504121e+02 1.504124e+02

FIGURA 6. Algunas instancias de la evolución de|ψ(x, t)| en el
Ejemplo 3. En azul estado fundamental de energı́a E1, en rojo es-
tado de enerǵıaE2.

para satisfacer el criterio de estabilidad se tendrı́a que esco-
gerτ ≤ 1.73× 10−4, lo cual muestra que el uso del método
ERK4 no es apropiado en este caso.

En la Tabla II se muestra el valor de ambas energı́as. El
aproximado deE2 reportado corresponde al del instante dis-
cretotn donde la diferencia con su valor exacto es mı́nimo.
En la Fig. 6 se muestra la evolución de|ψ(x, t)| para algunos
instantes discretos. El estado inicial de energı́aE1 se muestra
en azul mientras que en rojo el del estado donde se alcan-
za aproximadamente la energı́a E2 en tn = 1146 as. Como
esperado, la forma de estaúltima funcíon muestra un com-
portamiento similar al del estado de energı́aE2.
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FIGURA 7. Evolución del error relativo de la energı́a para el pro-
blema del Ejemplo 4.

4.4. Conservacíon de enerǵıa

Para potenciales que no dependen del tiempo, podemos con-
siderar el ańalogo discreto del valor esperado del operador
Hamiltoniano (2b), el cual se define como

Eh(tn) := 〈HΨn,Ψn〉h . (19)

El ańalisis sobre las condiciones que deben satisfacer los co-
eficientes de un ḿetodo impĺıcito RK de alto orden para ga-
rantizar la conservación de este invariante requiere de un co-
nocimiento ḿas profundo y t́ecnico de estos ḿetodos. La pre-
sentacíon de esta teorı́a est́a fuera de nuestros propósitos, el
interesado podrı́a consultar [9]. Sin embargo, para el método
IRK2/método del punto medio se puede elaborar un analı́sis
elemental, simplemente, considerando en (16) la parte imagi-
naria del producto interior con el vectorΨn+1 −Ψn y nue-
vamente la hermiticidad deH.

Ejemplo 4. Para ilustrar el comportamiento de la evo-
lución de la enerǵıa para los ḿetodos IRK2, IRK4 y ERK4
consideramos el problema de un electrón que atraviesa una
barrera de potencial. Las condiciones iniciales y el potencial
est́an dados por

ψo(x) =
(

1
πσ2

)1/4

ei2πx/λe−x2/(2σ2), (20a)

V (x) =
{

0 x ≤ 20,
Vo 20 ≤ x,

(20b)

dondeλ = σ = 2nm. En la Fig. 7 se muestra la evolu-
ción del error relativo para una barrera de potencial0.4eV.
Se consideŕo un dominio espacial suficientemente grande
Ω = [−100, 100] (unidad de longitud nm) para evitar el
efecto de contaminación debido a las condiciones de borde
nulas. El valor del incremento en tiempo fueτ = 10−4 (uni-
dad de tiempo ps), el cual satisface el criterio de estabilidad
del método ERK4 paraNx = 1000. La escala de la figura

muestra claramente la conservación de la enerǵıa para am-
bos ḿetodos impĺıcitos, por el contrario el ḿetodo expĺıcito
ERK4 no posee dicha propiedad.

5. Avance en tiempo

5.1. Solubilidad

En cada paso de tiempo de un método impĺıcito se plantea un
problema lineal o no lineal dependiendo de la naturaleza de
la ecuacíon diferencial, pero que además depende deτ . Por
lo tanto se debe justificar de manera teórica el rango de valo-
res deτ que garanticen la existencia y unicidad de la solución
de dicho problema. Para los métodos impĺıcitos en conside-
ración podemos hacer un breve análisis destacando una vez
más la hermiticidad del operador discretoH y recurriendo
nuevamente a la función de estabilidad, la cual de acuerdo a
la Tabla I es una función racionalR(·) := A(·)/B(·) donde
A(·) y B(·) son polinomios. Por lo tanto la iteración (6) se
reescribe como un sistema lineal de la forma

B
(
−i

τ

}
H

)
Ψn+1 = A

(
−i

τ

}
H

)
Ψn, ∀n ∈ N. (21)

Usando la descomposición espectral deH, (4) se tiene
B (−i(τ/})H) = QB (−i(τ/})Λ)QT , por lo que la no sin-
gularidad de esta matriz se deduce estudiando las raı́ces del
polinomio B(·). Para los ḿetodos IRK1 e IRK2, estas son
reales. Como el espectro deH est́a contenido enR por ser
esta matriz herḿıtica, entonces para cualquier valor propioλ
de (1/})H se tieneB (−iτλ) 6= 0. Para el ḿetodo IRK4,
observe que las raı́ces deB(·) son3 ± i

√
3 por lo que pa-

ra cualquier valor propioλ de (1/})H tambíen se cumple
B (−iτλ) 6= 0. Por lo tanto, en cada paso de tiempo el sis-
tema es soluble para cualquier incremento en tiempoτ . Este
resultado no contradice el de los teoremas 7.2 p.206 [10] o
14.2 p.216 [11], donde se imponen restricciones sobreτ para
garantizar solubilidad en un contexto más general. Por otro
lado, el ańalisis se extiende naturalmente a cualquier discre-
tización que preserve la hermiticidad deH, lo cual garantiza
que su espectro sea real; y además tambíen aplica al caso
multidimensional.

5.2. Paso en tiempo

La seleccíon deτ en el ḿetodo ERK4, al igual que en otros
métodos explı́citos, se ve seriamente limitada por una con-
dición de estabilidad absoluta, la cual se expresa como una
desigualdad de la formaτλmáx ≤ CCFL, dondeλmáx es el va-
lor propio de mayor magnitud de la matriz(1/})H y CCFL

es la constante de Courant-Friedrichs-Lax, que no depende
de ninǵun paŕametro de discretización. Desafortunadamen-
te λmáx es de ordenδ−2

x . Por el contrario, en los ḿetodos
implı́citos τ est́a subordinada mayormente a un criterio de
precisíon y en lograr capturar las fluctuaciones de aquellas
soluciones altamente oscilatorias en tiempo, pero no por una
condicíon de estabilidad.
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FIGURA 8. Error de la aproximación enT = 100, n = 1, . . . , 10,
en escala logarı́tmica para el Ejemplo 5. Los parámetros de discre-
tización sonNx = 8000 y τ = 0.01.

Ejemplo 5. Evaluamos el error en el tiempo finalT =
100 para el ḿetodo IRK2 aplicado al problema del Ejem-
plo 1, utilizando como condiciones iniciales los estados es-
tacionarios paran = 1, . . . , 10 en el dominio[0, 100]. El
ańalisis de convergencia de este método revela que existen
constantes C1 y C2 que dependen de∂4ψ/∂x4 y ∂3ψ/∂t3,
respectivamente, tales que paraτ ∼ δx, el errore(T ) en el
tiempo finalT , es proporcional a(C1 + C2) τ2. Para la so-
lución exacta de este problema, las constantes C1 y C2 son
de ordenn4 y n6, respectivamente; por lo quee(T ) se com-
porta comon6τ2. Para un incremento en tiempo fijo, la pre-
cisión se veŕa seriamente afectada a medida quen aumenta;
es decir, la aproximación de la solucíon para altos niveles de
enerǵıa En requiere valores deτ bastante pequeños, no por
un problema de estabilidad numérica sino por una cuestión de
precisíon. En la Fig. 8 se muestra el error de la aproximación

en el tiempoT = 100; claramente se observa la dependencia
lineal (en escala logarı́tmica) con una pendiente de6 lo cual
concuerda de forma exacta con nuestro análisis.

6. Conclusiones

El método ERK4 se beneficia de una región de estabilidad
muy particular la cual justifica su gran popularidad. Para si-
mulaciones en cortos perı́odos de tiempo y soluciones que
poseen bastante regularidad, la degradación en la conserva-
ción de los invariantes fı́sicos podŕıa considerarse hasta cierto
punto aceptable. Sin embargo, su desempeño se ve limitado
para simulaciones a largo plazo y discretizaciones muy finas
las cuales imponen una severa restricción en la selección de
τ . Por el contrario, los ḿetodos impĺıcitos del trapecio, punto
medio o el de Hammer & Hollinsworth reproducen numéri-
camente la conservación de los invariantes discretos en preci-
sión de máquina. Mediante un simple análisis, se mostŕo que,
en cada paso de avance en tiempo, la solubilidad de la ite-
ración de estos ḿetodos, aplicados a la ecuación lineal de
Schr̈odinger, est́a garantizada para cualquier valor deτ > 0.
Su seleccíon est́a supeditada ḿas bien a un criterio de preci-
sión, pero no por una restricción debido a estabilidad. Estos
métodos son incondicional y absolutamente estables.

Para muchos, el mayor inconveniente estriba en tener que
resolver, en cada paso de tiempo, un sistema lineal el cual
podŕıa ser costoso, en particular para problemas en 3D. Sin
embargo, existen técnicas iterativas eficientes las cuales pue-
den ser utilizadas. En el caso de problemas unidimensionales,
el costo computacional de resolución mediante eliminación
de Gauss (ḿetodo de Thomas) es similar al de la operación
matriz-vector por lo que no deberı́a ser un factor determinan-
te en el uso de un ḿetodo impĺıcito. Desde un punto de vista
personal, preferimos aquellos métodos que emulen las pro-
piedades f́ısicas.
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