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Av. Instituto Tecnoĺogico No. 418, San Andrés Ahuashuatepec, Municipio de Tzompantepec, 90491, Tlaxcala, México,
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En este trabajo, se presenta un estudio del movimiento circular vertical con fricción, modelado mediante una ecuación diferencial no lineal de
primer orden. Se obtiene una solución anaĺıtica del modelo original y, adicionalmente, se aplica el Método de Descomposición de Adomian
como t́ecnica semianalı́tica. Los resultados se validan experimentalmente mediante análisis de video con el software Tracker, encontrando
una buena concordancia entre teorı́a y experimento.

Descriptores:Ecuacíon diferencial no lineal; ḿetodo de descomposición de adomian; movimiento circular vertical; tracker.

This paper presents a study of vertical circular motion with friction, modelled by a first-order nonlinear differential equation. It is obtained an
analytical solution for the original model, and, additionally, the same problem is solved semi-analytically using the Adomian Decomposition
Method. The results are experimentally compared through video analysis using Tracker software, an acceptable agreement between the
experiment and the theoretical solutions is reported.
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1. Introducción

El movimiento de un objeto que se traslada a lo largo de una
trayectoria curva en un plano vertical es un tema que ha sido
ampliamente investigado [1-8]. Un problema clásico analiza-
do en cursos de fı́sica para ciencias e ingenierı́a, consiste en
calcular la altura ḿınima necesaria para que un objeto que
se desliza por un plano inclinado alcance el punto máximo
de un aro vertical de radioR, conectado a la base del pla-
no [9]. Este sistema es conocido comoloop-the-loop, en los
cursos de manera frecuente se asocia con las montañas rusas,
para hacer las clases más interesantes al relacionarlas con el
mundo real [10]. El problema original delloop-the-loopse
puede reformular para plantear como objetivo el cálculo del
valor ḿınimo de la rapidez inicial que el objeto necesita para
completar una vuelta alrededor del aro [6]. Si bien en am-
bos casos, la solución anaĺıtica se obtiene de forma rápida
al despreciar la fricción, en la pŕactica los efectos disipati-
vos son relevantes [1]. En la literatura se han reportado es-
tudios que adoptan un enfoque dinámico para incorporar la
fuerza de friccíon; esto conduce a un modelo matemático no
lineal de primer orden que, al aplicar métodos y herramientas
mateḿaticas accesibles para estudiantes universitarios, pue-
de resolverse de forma analı́tica para obtener la rapidez como
función de la coordenada angular [2,6,7].

En cuanto a los ḿetodos semianalı́ticos, el Ḿetodo de
Descomposicíon de Adomian (MDA) es un ḿetodo simple
que puede implementarse en diferentes sistemas no lineales

en mateḿaticas aplicadas, fı́sica, qúımica, bioloǵıa o inge-
nieŕıa [11-15]. El MDA es una t́ecnica que descompone la
solucíon en una serie de funciones, evitando la necesidad de
linealizar o discretizar el problema. Este método permite ob-
tener soluciones exactas o aproximadas para ecuaciones dife-
renciales (ordinarias o parciales), tanto de orden entero como
fraccionario, proporcionando una alternativa para el análisis
de sistemas no conservativos [16]. El MDA ha sido aplicado
de forma exitosa, tanto en sistemas fı́sicos ampliamente co-
nocidos como en aquellos que involucran conocimientos de
frontera. Por ejemplo, se ha aplicado para obtener la solución
del movimiento de proyectiles en dos dimensiones cuando se
considera la resistencia del aire [17], ası́ como en el estudio
de los efectos de la energı́a oscura en el sistema estático de
Schr̈odinger-Newton [18].

Por otra parte, el comportamiento de la rapidez como fun-
ción de la posicíon angular o del tiempo puede obtenerse por
diferentes ḿetodos experimentales. Por ejemplo, pueden uti-
lizarse fotoceldas para determinar la posición angularθ(t)
y, posteriormente, obtener la rapidez a partir de la expresión
v = R(dθ/dt) [2]. Tambíen se han utilizado acelerómetros
inalámbricos para registrar el comportamiento temporal de
la fuerza normal que siente un usuario desde el lanzamiento,
pasando por encima, hacia la caı́da y el valle de una montaña
rusa [19-21]. Otra estrategia ampliamente utilizada en diver-
sos experimentos de fı́sica para la recolección de datos, es el
ańalisis de videos de alta velocidad con software de acceso
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abierto. Un ejemplo de esto es Tracker [22], herramienta que
permite rastrear objetos en movimiento y facilita la compren-
sión de la f́ısica del feńomeno [23,24].

En este trabajo se presenta un estudio analı́tico y semia-
naĺıtico del movimiento circular vertical con fricción. La des-
cripción del sistema se realiza a partir de un enfoque dinámi-
co que considera la presencia de la fricción cińetica; el mo-
delo mateḿatico resultante es no lineal y de primer orden.
La solucíon anaĺıtica se obtiene mediante la linealización del
modelo, mientras que la solución semianalı́tica se obtiene
aplicando el MDA. Adicionalmente, con el objetivo de com-
plementar el estudio de forma experimental, se registró en un
video de alta definición el comportamiento de la rapidez de
una esfera de radior en el interior del sistemaloop-the-loop.
El bucle del sistema tiene un radioR significativamente ma-
yor que el de la esfera (r ¿ R). El ańalisis del video se rea-
liza con ayuda del software Tracker, los resultados obtenidos
para la rapidez son comparados con aquellos que se obtienen
de forma téorica; se reporta una concordancia aceptable entre
ambos. El estudio téorico-experimental que toma en conside-
ración la rotacíon de la esfera, ası́ como la resistencia del aire
queda fuera del alcance de este trabajo.

2. Marco teórico

Consideremos una esfera de masam y radior que se suelta
desde una alturah y se desliza, por la acción de la gravedad
g, en el interior de una trayectoria circular vertical de radio
R, ver Fig. 1. Supongamos un solo punto de contacto entre
la esfera y el aro, esto esr ¿ R. Un objetivo coḿun en este
problema es calcular la rapidezv0 que la esfera necesita pa-
ra completar una vuelta a lo largo del aro vertical. El cálculo
se simplifica cuando se desprecia la fricción, se aplica con-
servacíon de la enerǵıa mećanica y segunda ley de Newton
para obtener quev0 >

√
5Rg [6]. Para describir la situación

de forma ḿas cercana a la realidad es necesario incorporar la
presencia de la fricción.

La Fig. 2 ilustra el diagrama vectorial de la segunda ley
de Newton en coordenadas tangencial y normal, se conside-
ra una posicíon arbitrariaθ para la esfera. Las fuerzas con-
currentes que actúan en el sistema son el peso, la fuerza nor-

FIGURE 1. Part́ıcula que se desliza a lo largo de una trayectoria
circular vertical.

FIGURE 2. Segunda ley de Newton en coordenadas tangencial y
normal en una posición arbitrariaθ.

mal y la fuerza de friccíon, que se modela comof = µFN ,
dondeµ es el coeficiente de fricción yFN representa la mag-
nitud de la fuerza normal. Al aplicar la segunda ley de New-
ton en cada una de las direcciones se obtiene

ΣFt = −mg sin θ − µFN = m
dv

dt
, (1)

y

ΣFn = FN −mg cos θ =
mv2

R
. (2)

A partir de la Ec. (2), se despejaFN y se sustituye en la
Ec. (1) para obtener

dv

dt
= −g (µ cos θ + sin θ)− µ

v2

R
. (3)

Si bien la Ec. (3) puede resolverse de manera numérica al
acoplarla con la ecuación para la rapidez angular instantánea
dθ/dt = v/R, se prefiere obtener una ecuación parav como
función deθ. Por lo tanto, se multiplicadt/dθ = R/v por la
Ec. (3), lo que resulta en

dv

dθ
= −µv − gR(µ cos θ + sin θ)v−1. (4)

2.1. Solucíon exacta

La Ec. (4) tiene la forma de una ecuación diferencial de Ber-
noulli conn = −1 y v = v(θ), sujeta a la condición inicial
v0 = v(0). Para dar solución a (4) es necesario transformar
la ecuacíon no lineal a una lineal y resolver por factor inte-
grante. Con este objetivo se define

z = v1−(−1) = v2. (5)

Al derivarz con respecto aθ queda:

dz

dθ
= 2v

dv

dθ
. (6)

Al sustituir las Ecs. (4) en (6) y reordenar se obtiene una
ecuacíon diferencial de primer orden lineal no homogénea:

dz

dθ
+ 2µz = −2gR(µ cos θ + sin θ). (7)
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Se puede verificar que el factor integrante para la Ec. (7) ese2µθ. Al multiplicar la Ec. (7) por el factor integrante, después
integrar y simplificar se obtiene:

z = v2 =
−2gR

4µ2 + 1
[
3µ sin θ + (2µ2 − 1) cos θ

]
+

C

e2µθ
. (8)

La constante de integraciónC se calcula al aplicar las condiciones inicialesv0 = v(0) obteniendo

C =
2gR(2µ2 − 1)

4µ2 + 1
+ (v0)2. (9)

La expresíon para la rapidez como función de la posicíon angular a lo largo de la trayectoria se obtiene después de sustituir la
Ec. (9) en (8) y simplificar, esto da como resultado

v =

√
1

e2µθ

[
(v0)2 +

2gR(2µ2 − 1)
4µ2 + 1

]
− 2gR

4µ2 + 1
[3µ sin θ + (2µ2 − 1) cos θ] . (10)

Si la esfera mantiene contacto con la pista vertical durante el
recorrido, entonces se cumple queFN 6= 0, en caso contrario
la esfera pierde contacto con la trayectoria y cae. Al suponer
que esta situación ocurre en el punto ḿaximo de la trayecto-
ria (θ = π), se puede determinar el valor dev(π) a partir de
las Ecs. (2) y (10) para obtener

v(π) =

√
R g

4µ2 + 1
(−4µ2 + 3 e2µπ + 2

)
. (11)

Para que la esfera complete una vuelta en la trayectoria
establecida, la rapidez inicial en la entrada del aro debe ser
mayor al valor obtenido en la Ec. (11), esto es,v0 > v(π).

2.2. Solucíon semianaĺıtica

Existen diferentes formalismos matemáticos con los que se
puede resolver una ecuación diferencial no lineal, en esta
subseccíon se aplica el MDA, un ḿetodo semianalı́tico que
permite resolver ecuaciones diferenciales lineales, no linea-
les, ordinarias, parciales y sistemas de ecuaciones. El método
consiste en aproximar la solución mediante una serie infinita
de t́erminos, que se determinan individualmente paso a paso
mediante una relación recursiva utilizando los polinomios de
Adomian [11-15].

A continuacíon, se aplica el MDA para aproximar la so-
lución de la Ec. (4), estaúltima ecuacíon puede escribirse
como:

Lv = P (θ)v + Q(θ)vn, (12)

donde

L =
d

dθ
, P (θ) = −µ, Q(θ) = −gR(µ cos θ + sin θ)

y n = −1. El MDA establece que la solución de la Ec. (12)
est́a dada por una serie de funciones de la forma

v(θ) =
∞∑

n=0

vn(θ). (13)

El término no linealvn es descompuesto en términos de los
polinomios de Adomian como

vn(θ) =
∞∑

n=0

An(θ), (14)

para una funcíon arbitrariaf(t, θ) los polinomios de Ado-
mian se definen como

An =
1
n!

dn

dεn
f
(
t,

∞∑

i=0

εi vi

)∣∣∣∣∣
ε=0

. (15)

De manera particular, para la función vn, los primeros
cuatro polinomios de Adomian son

A0 = vn
0 , A1 = n v1 v n−1

0 ,

A2 = n v2 v n−1
0 +

n (n− 1)
2!

v2
1 v n−2

0 ,

A3 = nv3v
n−1
0 + n(n− 1)v1v2v

n−2
0

+
n(n− 1)(n− 2)

3!
v3
1vn−3

0 . (16)

A continuacíon, se sustituyen las expresiones paraP (θ),
Q(θ) y n = −1 en la Ec. (12). Al resultado obtenido se aplica
el operadorL−1 =

∫ θ

0
dθ para obtener

v(θ) = v0 − µL−1
[
v
]

−RgL−1
[(

sin θ + µ cos θ
)
v−1

]
, (17)

dondev0 = v(0) es la condicíon inicial. La sustitucíon de las
Ecs. (13)-(14) en (17) da como resultado

∞∑
n=0

vn(θ) = v0 − µL−1

[ ∞∑
n=0

vn(θ)

]

−RgL−1

[
(
sin θ + µ cos θ

) ∞∑
n=0

An(θ)

]
. (18)
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La Ec. (18) puede escribirse de forma recursiva como

v0(θ) = v0, (19)

vk+1 = −µ

∫ θ

0

vkdθ

−Rg

∫ θ

0

(sin θ + µ cos θ)Ak(θ)dθ. (20)

En nuestro estudio, la no linealidad esta caracterizada por
el exponenten = −1. A partir de la Ec. (16) el primer poli-
nomio de Adomian esA0 = v−1

0 . Por consiguiente, a partir
de la Ec. (20), el términov1 se obtiene como

v1 = −µ

∫ θ

0

v0 dθ

−R g

∫ θ

0

(sin θ + µ cos θ)
1
v0

dθ. (21)

Despúes de integrar y evaluar el resultado que se obtiene
es

v1 = −µ v0 θ − R g

v0
(− cos θ + µ sin θ + 1) . (22)

Una vez conocida la expresión parav1 se procede a cal-
cular el segundo polinomio de Adomian [ver Ec. (16)], lo que
resulta en

A1 =
µθ

v0
+

Rg

v3
0

(− cos θ + µ sin θ + 1) . (23)

La expresíon parav2 se obtiene a partir de las Ecs. (20)-
(21) y (23), esto produce

v2 = −µ

∫ θ

0

v1dθ −R g

∫ θ

0

(sin θ + µ cos θ)A1dθ. (24)

Se puede observar que los términos de la serie dependen
de los valores del radio del aro,R, aśı como del valor de la
aceleracíon g y del coeficiente de fricción µ. Es importan-
te mencionar que la complejidad para calcular los términos
vk+1 y Ak se incrementa parak ≥ 2. Por tal motivo, dichos
términos se calculan utilizando un programa simbólico des-
arrollado en MatLab.

3. Resultados

3.1. Experimento

El experimento se realiza con un bucle vertical de radio
R = 0.25 m que fue elaborado con dos varillas de acero
inoxidable de1/4” de espesor, las varillas se unieron me-
diante soldadura asegurando que no exista separación entre
ellas. A continuacíon, se dej́o caer una esfera de acero de
masam = 0.7 g y radio r = 2.83 mm desde una altura
h = 1.26 m, esto permite a la esfera recorrer el bucle sin per-

FIGURE 3. Recorrido de una esfera dentro de un aro vertical con
fricción,r ¿ R.

der contacto con la trayectoria. El movimiento y recorrido de
la esfera se registró con una ćamara de acción en un video de
2700p y 240 cuadros por segundo. Para garantizar estabilidad
en la toma, la ćamara fue colocada sobre un trı́pode y nivelada
utilizando la aplicacíon integrada del dispositivo. El análisis
del video se realiźo en tres etapas mediante el software Trac-
ker [22]. En primer lugar, usando la herramienta de ajuste
circular, se ajust́o la geometŕıa del bucle a una circunferencia
para ubicar en su centro el origen del sistema de coordena-
das. A continuacíon, se utiliźo la herramienta de calibración
del software para establecer una escala de referencia, en este
caso el díametro de la esfera. Una vez establecidas las di-
mensiones, se procedió a rastrear el movimiento de la esfera
cada dos cuadros, marcando su centro en cada fotograma. Es-
te proceso permitió determinar la rapidez de la esfera como
función del desplazamiento angular. En la Fig. 3 se pueden
observar en puntos negros la trayectoria que recorre la esfera,
esta imagen se obtuvo con el filtro estroboscópico de Tracker.

Los resultados téoricos mostrados no dependen de la
masa y se han obtenido con los valoresR = 0.25 m y
g = 9.80 m/s2. La eleccíon deµ = 0.017 permite repro-
ducir satisfactoriamente los resultados experimentales. Para
la solucíon anaĺıtica se obtuvo quev(π) = 3.61 m/s y se se-
lecciońo v0 = 1.24v(π). La solucíon semianalı́tica se obtuvo
con el ćalculo de los primeros cinco términos de la aproxima-
ción de Adomian parav(θ). El primer t́erminov0(θ) = 4.3
m/s corresponde a la condición inicial del problema, este va-
lor se obtuvo directamente del registro guardado por el soft-
ware Tracker y corresponde av0 = 4.3 m/s, se calcularon
los primeros cuatro polinomios de Adomian y los términos
correspondientes de la serie que son:

v1(θ) = 1.0934 cos2
(

θ

2

)
− 0.0762 θ

− 0.0186 cos
(

θ

2

)
sin

(
θ

2

)
− 1.0934, (25)
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v2(θ) = 0.0093 θ + 0.0664 cos θ − 0.0197 sin θ

+ 0.0011 cos θ sin θ − 0.0333 cos2 θ

+ 0.0093 θ cos θ − 0.0002 θ sin θ + 0.0006 θ2

− 0.0330, (26)

v3(θ) = +0.0010 cos(3θ)− 0.0061 cos(2θ)− 0.0003 θ

+ 0.0013 sin(2θ)− 0.0001 sin(3θ) + 0.0145 cos θ

− 0.0029 sin θ − 0.0009 θ cos(2θ) + 0.0011 θ cos θ

+ 0.0001 θ2 cos θ − 0.0001 θ2 − 0.0095, (27)

y

v4(θ) = +0.0006 cos(3θ)− 0.0021 cos(2θ)− 0.0003 θ

− 0.0001 cos(4θ) + 0.0005 sin(2θ)− 0.0001 sin(3θ)

+ 0.000005 sin(4θ) + 0.0042 cos θ − 0.0006 sin θ

− 0.0003 θ cos(2θ) + 0.0001 θ cos(3θ)

+ 0.000009 θ2 cos θ + 0.0000000004 θ3 cos θ

+ 0.0001 θ sin(2θ)− 0.000004 θ sin(3θ)

− 0.000002 θ2 sin θ − 0.000000007 θ3 sin θ

− 0.00002 θ2 cos(2θ) + 0.0000007 θ2 sin(2θ)

+ 0.0005 θ cos θ − 0.00004 θ sin θ − 0.00002 θ2

+ 0.0000004 θ3 + 0.00000001 θ4 − 0.0026. (28)

Las caracterı́sticas descritas del experimento se aproxi-
man a aquella suposición téorica donder ¿ R, de tal ma-
nera que es posible considerar a la esfera como una partı́cula
puntual [25]. Tambíen, al considerar una pendiente pronun-
ciada del sistema loop the loop (ángulo igual a 72.7◦) y una
esfera de acero inoxidable (superficie lisa) es muy probable
que la esfera se deslice por la pendiente y alrededor del bucle
[1,5,26,27]. En consecuencia, bajo estas consideraciones,

FIGURE 4. Comportamiento de la rapidez como función de la po-
sición angular para el movimiento circular vertical con fricción.

FIGURE 5. Comportamiento del error absoluto entre las soluciones
teóricas.

es posible realizar una comparación téorico-experimental, los
resultados se muestran en la Fig. 4 y se observa una concor-
dancia aceptable entre ambos. La esfera ingresa en el aro con
una rapidez inicialv0, a medida que recorre la trayectoria el
valor de la rapidezv(θ) disminuye debido a la fricción. El va-
lor mı́nimo ocurre en el punto ḿas alto de la circunferencia
dondev(π) 6= 0, esto asegura que se mantenga el contacto
entre la esfera y la trayectoria, aún en esta situación cŕıtica
(FN 6= 0). Posteriormente, la rapidez se incrementa por la
accíon de la gravedad, aunque no logra recuperar su valor
inicial. Existen algunas regiones donde los datos experimen-
tales no se ajustan a la predicción téorica, esto se atribuye a
factores como la precisión en el rastreo cuadro por cuadro del
video, el despreciar la rotación de la esfera, ası́ como posibles
variaciones locales en el coeficiente de fricción, entre otros

En cuanto a las soluciones teóricas, se observa que la so-
lución obtenida por el MDA de cuarto orden reproduce en
buen acuerdo el resultado de la solución exacta en toda la
trayectoria; este hecho se confirma a través del error abso-
luto [28,29] que se muestra en la Fig. 5. En el intervalo de
0.0 ≤ θ/2π ≤ 0.2 el error es pŕacticamente nulo entre am-
bas soluciones. En el hemisferio superior de la trayectoria,
0.25 ≤ θ/2π ≤ 0.75, el error exhibe un comportamiento nor-
mal, se registra un valor ḿaximo de aproximadamente0.0102
y ubicado en el punto ḿas alto del aro(θ/2π = 0.5). En el
último trayecto,0.75 ≤ θ/2π ≤ 1.0, el error se incrementa
nuevamente pero sin sobrepasar el30 % de su valor ḿaximo.

Tambíen, en la Fig. 5 se muestra el comportamiento del
error absoluto cuando se consideran soluciones semianalı́ti-
cas de tercer y quinto orden. Para el caso del tercer orden el
error absoluto se incrementa respecto a la aproximación de
cuarto orden. Por el contrario, disminuye cuando la solución
se aproxima con una serie de quinto orden. Es importante
mencionar que el tiempo de cómputo se incrementa a medida
que aumenta el orden de la aproximación semianalı́tica.

Rev. Mex. Fis. E23020211
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4. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado un estudio analı́tico y semia-
naĺıtico de la dińamica del movimiento circular vertical con
fricción. El sistema es descrito por una ecuación diferencial
no lineal de primer orden que fue resuelta parav(θ) de forma
anaĺıtica al simplificar el modelo mateḿatico a una ecuación
diferencial ordinaria lineal, este procedimiento es abordado
en cursos universitarios de ecuaciones diferenciales. Para co-
nocer el comportamiento dev(θ) fue necesario proponer el
valor de la rapidez inicial comov0 = 1.24v(π). En cuanto
a la solucíon semianalı́tica, ésta se obtuvo de forma exitosa
al aplicar el MDA, un ḿetodo que permite resolver ecuacio-
nes diferenciales lineales y no lineales sin necesidad de li-
nealizar o discretizar la ecuación. En este caso, fue necesario
recurrir al experimento para conocer el valor de la rapidez
inicial, v0 = 4.3 m/s. Los resultados teóricos muestran una
concordancia aceptable con los datos experimentales del mo-
vimiento obtenidos mediante el análisis de un video realizado
con el software Tracker, en ambos casos se ha considerado
r ¿ R. Sin embargo, es recomendable ampliar el estudio
teórico-experimental a situaciones donde los efectos de la ro-
tación sean considerados.

Como trabajo futuro, se propone extender el presente
ańalisis a modelos con derivadas fraccionarias. En estos mo-
delos, el MDA podŕıa aplicarse para resolver ecuaciones di-
ferenciales de orden no entero, que describen con mayor fide-
lidad sistemas con memoria y disipación no local. Finalmen-
te, el contenido de este trabajo proporciona una metodologı́a
clara, pedaǵogica e integral para incorporar los métodos se-
mianaĺıticos en el estudio de sistemas no lineales, dirigida a
la formacíon de estudiantes de ciencias e ingenierı́a en las
áreas de mateḿaticas y f́ısica.
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