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En este trabajo, se presenta un estudio del movimiento circular vertical cobrfiinnbdelado mediante una ecuacdiferencial no lineal de
primer orden. Se obtiene una solcianaitica del modelo original y, adicionalmente, se aplica étdtio de Descompos@i de Adomian
como €&cnica semiantdlca. Los resultados se validan experimentalmente mediaalesisnde video con el software Tracker, encontrando
una buena concordancia entre fagr experimento.

Descriptores: Ecuacon diferencial no lineal; ®mtodo de descomposari de adomian; movimiento circular vertical; tracker.

This paper presents a study of vertical circular motion with friction, modelled by a first-order nonlinear differential equation. It is obtained an
analytical solution for the original model, and, additionally, the same problem is solved semi-analytically using the Adomian Decomposition
Method. The results are experimentally compared through video analysis using Tracker software, an acceptable agreement between th
experiment and the theoretical solutions is reported.
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1. Introduccion en materaticas aplicadasjdica, qumica, bioloda o inge-
nieria [11-15]. EI MDA es unaécnica que descompone la

El movimiento de un objeto que se traslada a lo largo de ungplucipn en una serie de funciones, evitando la necesidad de

trayectoria curva en un plano vertical es un tema que ha sidghealizar o discretizar el problema. Estétodo permite ob-

ampliamente investigado [1-8]. Un problemasito analiza-  tener soluciones exactas o aproximadas para ecuaciones dife-

do en cursos dddica para ciencias e ingeri@y consiste en  renciales (ordinarias o parciales), tanto de orden entero como

calcular la altura fimima necesaria para gue un objeto quefraccionario, proporcionando una alternativa para élisis

se desliza por un plano inclinado alcance el punéximo  ge sistemas no conservativos [16]. EI MDA ha sido aplicado

de un aro vertical de radiR, conectado a la base del pla- de forma exitosa, tanto en sistemasidos amp“amente Cco-

no [9]. Este sistema es conocido colnop-the-loopen l0os  nocidos como en aquellos que involucran conocimientos de

cursos de manera frecuente se asocia con las fi@stasas, frontera. Por ejemplo, se ha aplicado para obtener la €wluci

para hacer las clasesasinteresantes al relacionarlas con elde| movimiento de proyectiles en dos dimensiones cuando se

mundo real [10]. EI problema original didop-the-loopse  considera la resistencia del aire [17]j asmo en el estudio

puede reformular para plantear como objetivo&tulo del  de |os efectos de la enéagoscura en el sistema @tto de
valor minimo de la rapidez inicial que el objeto necesita paraschidinger-Newton [18].

completar una vuelta alrededor del aro [6]. Si bien en am-
bos casos, la solumn anailtica se obtiene de formapida Por otra parte, el comportamiento de la rapidez como fun-
al despreciar la fricéin, en la pactica los efectos disipati- cion de la posidén angular o del tiempo puede obtenerse por
vos son relevantes [1]. En la literatura se han reportado esliferentes rdtodos experimentales. Por ejemplo, pueden uti-
tudios que adoptan un enfoque @mico para incorporar la lizarse fotoceldas para determinar la pdsicangularf(t)
fuerza de fricddn; esto conduce a un modelo ma#gico no  y, posteriormente, obtener la rapidez a partir de la expnesi
lineal de primer orden que, al aplicaétodos y herramientas v = R(df/dt) [2]. También se han utilizado acefemetros
matenaticas accesibles para estudiantes universitarios, pu@alambricos para registrar el comportamiento temporal de
de resolverse de forma aitada para obtener la rapidez como la fuerza normal que siente un usuario desde el lanzamiento,
funcion de la coordenada angular [2,6,7]. pasando por encima, hacia ldday el valle de una monita

En cuanto a los #todos semiangicos, el Metodo de rusa [19-21]. Otra estrategia ampliamente utilizada en diver-
Descomposiéin de Adomian (MDA) es un Atodo simple  sos experimentos désfca para la recoledmn de datos, es el
qgue puede implementarse en diferentes sistemas no linealegilisis de videos de alta velocidad con software de acceso
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FIGURE 2. Segunda ley de Newton en coordenadas tangencial y
normal en una positn arbitrariad.

t

abierto. Un ejemplo de esto es Tracker [22], herramienta que
permite rastrear objetos en movimiento y facilita la compren-
sion de la fsica del fedmeno [23,24].

En este trabajo se presenta un estudioificaly semia-
nalitico del movimiento circular vertical con frio@n. La des-
cripcion del sistema se realiza a partir de un enfoquardin
co que considera la presencia de la figcctingtica; el mo-
delo matenratico resultante es no lineal y de primer orden.
La solucbn anaitica se obtiene mediante la linealizéwcidel
modelo, mientras que la soldci semianatica se obtiene
aplicando el MDA. Adicionalmente, con el objetivo de com-
plementar el estudio de forma experimental, se régetrun

video de alta definicin el comportamiento de la rapidez de ma) y |a fuerza de fricén, que se modela comp= pFly,
una esfera de_ radi;oeq el interior del .sis.tgmla_)op-the—loop dondey es el coeficiente de fricth y Fiy representa la mag-
El bucle del sistema tiene un radidsignificativamente ma-  pitud de la fuerza normal. Al aplicar la segunda ley de New-

yor que el de la esfera (< R). El aralisis del video se rea- tgn en cada una de las direcciones se obtiene
liza con ayuda del software Tracker, los resultados obtenidos

/

para la rapidez son comparados con aquellos que se obtienen SF, = —mgsinf — pFy = mdj (1)
de forma térica; se reporta una concordancia aceptable entre ] dt
ambos. El estudio teico-experimental que toma en conside- y
racion la rotacbn de la esfera, asomo la resistencia del aire
: 2
. muv
gueda fuera del alcance de este trabajo SF, = Fy — mgcosf — = @)

2. Marco tedrico A partir de la Ec.2), se despejd'y y se sustituye en la

. . Ec. (1) para obtener
Consideremos una esfera de masg radior que se suelta

desde una altura y se desliza, por la admn de la gravedad
g, en el interior de una trayectoria circular vertical de radio
R, ver Fig. 1. Supongamos un solo punto de contacto entre

2

_ME'

dv

= —g (pcos +sinb) 3)

la esfera y el aro, esto es« R. Un objetivo condin en este
problema es calcular la rapideg que la esfera necesita pa-
ra completar una vuelta a lo largo del aro vertical. &talo
se simplifica cuando se desprecia la frixti se aplica con-

Si bien la Ec./8) puede resolverse de manera raniva al
acoplarla con la ecuamn para la rapidez angular instanea
df/dt = v/R, se prefiere obtener una ecuatparav como
funcion ded. Por lo tanto, se multiplicdt/df = R/v por la

servacbn de la enerfig meé@nica y segunda ley de Newton EC. @), o que resulta en
para obtener quey > /5Rg [6]. Para describir la situagn dv
de forma nas cercana a la realidad es necesario incorporar la —
presencia de la fricon. do
La Fig. 2 ilustra el diagrama vectorial de la segunda ley, 1
de Newton en coordenadas tangencial y normal, se conside-
ra una posi@n arbitrariad para la esfera. Las fuerzas con- La Ec. 4) tiene la forma de una ecuadci diferencial de Ber-
currentes que aizan en el sistema son el peso, la fuerza nor-noulli conn = —1y v = v(#), sujeta a la condion inicial
vo = v(0). Para dar soluén a @) es necesario transformar
la ecuaddn no lineal a una lineal y resolver por factor inte-
grante. Con este objetivo se define

= —pv — gR(pcosf + sinf)v . 4)

Solucon exacta

z =00 =2, (5)
h Al derivar z con respecto 8 queda:
dz dv

Al sustituir las Ecs.4) en [6) y reordenar se obtiene una
ecuacbn diferencial de primer orden lineal no honéoga:

1

FIGURE 1. Paricula que se desliza a lo largo de una trayectoria
circular vertical.

dz

70 +2uz = —2gR(pcos + sin 0).

()
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Se puede verificar que el factor integrante para la/Bege?*?. Al multiplicar la Ec. [7) por el factor integrante, despsi
integrar y simplificar se obtiene:

o _ —29R
4p? +1

. C
[3usin® + (2u° — 1) cos 0] + poTE (8)

La constante de integrdni C' se calcula al aplicar las condiciones inicialgs= v(0) obteniendo

29R(2p* — 1) 2
O =227 7 . 9
4M2 +1 + (UO) ( )
La expreshn para la rapidez como furizi de la posi@n angular a lo largo de la trayectoria se obtiene desple sustituir la
Ec. (9) en @) y simplificar, esto da como resultado

1 29R(2pu% — 1) 29R .
=4 — 2 — 2 _
v \/6%9 {(vo) + 201 21 [Busin® + (242 — 1) cosd)]. (10)

Si la esfera mantiene contacto con la pista vertical durante el
recorrido, entonces se cumple glig # 0, en caso contrario 'El termino no lineab™ es descompuesto egrininos de los
la esfera pierde contacto con la trayectoria y cae. Al supongrolinomios de Adomian como
gue esta situaéh ocurre en el punto aximo de la trayecto- -
ria (¢ = m), se puede determinar el valor dér) a partir de n

' o™ (0) = An(0), 14
las Ecs.2) y (10) para obtener () nZ:O n(0) (14)

B Rg ) om para una fundn arbitrariaf (¢, ) los polinomios de Ado-
v(m) = \/4M2 1 (=4p*+3e*7+2). (1) sy se definen como

Para que la esfera complete una vuelta en la trayectoria _ 1 dv f(t i ¢ ,U_)
establecida, la rapidez inicial en la entrada del aro debe ser " n! dem "\’ !
mayor al valor obtenido en la EQ1), esto esypy > v(7).

(15)
=0

e=0

De manera particular, para la fuboiv™, los primeros

2.2. Solucbn semianaltica cuatro polinomios de Adomian son

Existen diferentes formalismos mataticos con los que se Ap =g, Ay =nvol ™t

puede resolver una ecuéni diferencial no lineal, en esta

subsecdn se aplica el MDA, un @todo semianéico que Ay = n vy Uon—l + M v? (;L—2,

permite resolver ecuaciones diferenciales lineales, no linea- 2!

les, ordinarias, parciales y sistemas de ecuacioneséteido Az = nvgvg‘l +n(n — 1)v1v2v6’"2

consiste en aproximar la soldci mediante una serie infinita

de €rminos, que se determinan individualmente paso a paso + Mv%g—?{ (16)

i P : " ; . ! 1
mediante una rela@n recursiva utilizando los polinomios de 3l

Adomian [_11-15']. . _ A continuacon, se sustituyen las expresiones pB(8),

A continuacén, se aplica el MDA para aproximar la so- () yn = —1 enla Ec.[12). Al resultado obtenido se aplica
lucibn de la Ec./4), estalltima ecuadn puede escribirse g| operadod, ! = fo‘) df para obtener
como:

v(0) =vg — p L™ [v]

Lv = P(0)v + QO)1", (12)
donde — RgL™! [(sin@ + 1 cos 9)1)_1} , a7
_d B B . . dondevy, = v(0) es la condidn inicial. La sustitudn de las
L= do’ P(9) = —p, Q9) = —gR(pcosf +sin0) Ecs. (13)-(14) en [17) da como resultado
yn = —1. El MDA establece que la solum de la Ec./12) S oo
est dada por una serie de funciones de la forma Z v (0) = vg — L™t Z vn(e)]
n=0 n=0
v(f) = v (). (13) 0
nZ:;) — RgL™! (sin@ + pu cos 6) Z A, (0)]. (18)
n=0
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La Ec. [18) puede escribirse de forma recursiva como

’1}0(9) = o, (19)
6

Vk+1 = 7#/ 'de0
0

9
— Rg/ (sin @ + pcos ) A (6)d6. (20)
0

En nuestro estudio, la no linealidad esta caracterizada por
el exponenter = —1. A partir de la Ec./16) el primer poli-
nomio de Adomian esl, = v; . Por consiguiente, a partir
de la Ec.R0), el ttrminov; se obtiene como

0
v = —N/ vy df FIGURE 3. Recorrido de una esfera dentro de un aro vertical con
0 friccion,r < R.

(4
1
- R iné 0) — db. 21 . - .
g /0 (506 + pu cos )vo (21) der contacto con la trayectoria. EI movimiento y recorrido de

i ) . laesfera se regigircon una @mara de acbn en un video de

Despies de integrar y evaluar el resultado que se obtiengzoo y 240 cuadros por segundo. Para garantizar estabilidad

enlatoma, la@mara fue colocada sobre uiptyde y nivelada
Rg _ utilizando la aplicadin integrada del dispositivo. El alisis

v = —pvl — o (—cosf+psind+1). (22)  delvideo se realizen tres etapas mediante el software Trac-
ker [22]. En primer lugar, usando la herramienta de ajuste

Una vez conocida la exprési parav, se procede a cal- circular, se ajugtla geomefia del bucle a una circunferencia

cular el segundo polinomio de Adomian [ver Eg)], loque  para ubicar en su centro el origen del sistema de coordena-

es

resulta en das. A continuadin, se utilid la herramienta de calibragi
0 R del software para establecer una escala de referencia, en este
A = 24 —?’g (—cos@+ pusinf +1). (23) caso el daimetro de la esfera. Una vez establecidas las di-
Vo Uy

mensiones, se procéda rastrear el movimiento de la esfera
cada dos cuadros, marcando su centro en cada fotograma. Es-
te proceso permibi determinar la rapidez de la esfera como
funcion del desplazamiento angular. En la Fig. 3 se pueden
0 0 observar en puntos negros la trayectoria que recorre la esfera,
vy = —M/O v1df — Rg/o (sin® + pcos)Ardf. (24)  estaimagen se obtuvo con el filtro estroliysco de Tracker.

La expresbn parav, se obtiene a partir de las Ec0j-
(21) y (23), esto produce

Los resultados tmicos mostrados no dependen de la
masa y se han obtenido con los valoigs= 0.25 m y
g = 9.80 m/s’. La eleccon dep = 0.017 permite repro-
ducir satisfactoriamente los resultados experimentales. Para
la solucbn anaitica se obtuvo que(w) = 3.61 m/sy se se-
lecciord vy = 1.24v(). La solucbn semianatica se obtuvo
con el @lculo de los primeros cincétminos de la aproxima-
cibn de Adomian para(6). El primer €rminovy(0) = 4.3
m/s corresponde a la condiai inicial del problema, este va-

Se puede observar que l@mminos de la serie dependen
de los valores del radio del ar®, ad como del valor de la
aceleradn g y del coeficiente de fricbn n. Es importan-
te mencionar que la complejidad para calcular Ersninos
vk+1 Y Ay Se incrementa para > 2. Por tal motivo, dichos
términos se calculan utilizando un programa shtidm des-
arrollado en MatLab.

3. Resultados lor se obtuvo directamente del registro guardado por el soft-
ware Tracker y correspondewg = 4.3 m/s, se calcularon
3.1. Experimento los primeros cuatro polinomios de Adomian y l@rinos

_ . _ _correspondientes de la serie que son:
El experimento se realiza con un bucle vertical de radio

R = 0.25 m que fue elaborado con dos varillas de acero
inoxidable del/4” de espesor, las varillas se unieron me-
diante soldadura asegurando que no exista separacitre

ellas. A continuadn, se deé) caer una esfera de acero de

masam = 0.7 g y radior = 2.83 mm desde una altura — 0.0186 cos <9> sin (‘9) —1.0934, (25)
h = 1.26 m, esto permite a la esfera recorrer el bucle sin per- 2 2

0
v1(0) = 1.0934 cos? (2) —0.07626

Rev. Mex. Fis. E23020211
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v2(6) = 0.0093 0 + 0.0664 cos # — 0.0197 sin §
+0.0011 cosfsind — 0.0333 cos 0

i ! ' -- @-- tercer orden
+0.0093 6 cos 6 — 0.0002 6 sin 6 + 0.0006 62 0.020 - @+ cuarto orden
] .® -- ®-- quinto orden
— 0.0330, (26) .y “‘.‘ !‘1 |
v3(0) = 40.0010 cos(36) — 0.0061 cos(26) — 0.0003 0 i . *
5 0.012 -
+ 0.0013sin(26) — 0.0001 sin(36) + 0.0145 cos 6 >.: b e @
S ] ! Coe
— 0.0029 sin 6 — 0.0009 0 cos(26) + 0.0011 0 cos 6 £ 0.008 - .:" ‘f‘ . .s
2 2 o ] P Y . b
+ 0.0001 6“ cos § — 0.0001 8 — 0.0095, 27) 0.004 ‘,‘ ",, . i Soprena
y 1 . . '.."‘ o .
0.000 A C.::'I. : o .o
v4(0) = 40.0006 cos(36) — 0.0021 cos(26) — 0.0003 0 0.0 02 04 1.0

— 0.0001 cos(46) + 0.0005 sin(26) — 0.0001 sin(36) 0/2m

-+ 0.000005 sin(46) + 0.0042 cos 6 — 0.0006 sin 6
— 0.0003 6 cos(26) + 0.0001 0 cos(36)

FIGURE 5. Comportamiento del error absoluto entre las soluciones
tedricas.

es posible realizar una compar@titedrico-experimental, los
resultados se muestran en la Fig. 4 y se observa una concor-
dancia aceptable entre ambos. La esfera ingresa en el aro con
una rapidez iniciabg, a medida que recorre la trayectoria el
valor de la rapidez(¢) disminuye debido a la fricon. El va-
lor minimo ocurre en el punto as alto de la circunferencia
dondeuv(w) # 0, esto asegura que se mantenga el contacto
entre la esfera y la trayectoriajmen esta situagn ciitica
(Fn # 0). Posteriormente, la rapidez se incrementa por la
accbn de la gravedad, aunque no logra recuperar su valor
Las caractdsticas descritas del experimento se aproxi-inicial. Existen algunas regiones donde los datos experimen-
man a aquella suposi tedrica donder < R, de tal ma-  tgjes no se ajustan a la predioeitedrica, esto se atribuye a
nera que es posible considerar a la esfera como uriayart  factores como la precisi en el rastreo cuadro por cuadro del
puntual [25]. Tamkén, al considerar una pendiente pronun-yigeo, el despreciar la rotaui de la esfera, asomo posibles

ciada del sistema loop the looan(gulo igual 2 72.7) y una  yariaciones locales en el coeficiente de fiiegientre otros
esfera de acero inoxidable (superficie lisa) es muy probable

gue la esfera se deslice por la pendiente y alrededor del bucl'&c
[1,5,26,27]. En consecuencia, bajo estas consideracioneBU

+ 0.000009 62 cos 6 + 0.0000000004 62 cos 6

4 0.0001 0 sin(260) — 0.000004 6 sin(36)

— 0.000002 62 sin § — 0.000000007 8 sin 6

— 0.00002 62 cos(26) + 0.0000007 67 sin(26)
+0.0005 8 cos § — 0.00004 6 sin 6 — 0.00002 62
+ 0.0000004 6 4 0.00000001 #* — 0.0026. (28)

En cuanto a las solucionesticas, se observa que la so-
ibn obtenida por el MDA de cuarto orden reproduce en
en acuerdo el resultado de la soluciexacta en toda la

1.0

0.8

0.6 4

VIV

0.4+

0.2 4

0.0

e Experimento
MDA de cuarto orden
—— Solucidn exacta

0.0

FIGURE 4. Comportamiento de la rapidez como fubitide la po-

0.2

T T T T T

0.4 0.6 0.8
0/2n

1.0

sicion angular para el movimiento circular vertical con fraoti

trayectoria; este hecho se confirma a ésdel error abso-
luto [28,29] que se muestra en la Fig. 5. En el intervalo de
0.0 < §/27 < 0.2 el error es pacticamente nulo entre am-
bas soluciones. En el hemisferio superior de la trayectoria,
0.25 < §/27 < 0.75, el error exhibe un comportamiento nor-
mal, se registra un valor&ximo de aproximadamenie)102

y ubicado en el punto &s alto del arqf/2x = 0.5). En el
ltimo trayecto0.75 < 6/2x < 1.0, el error se incrementa
nuevamente pero sin sobrepasas®&¥; de su valor raximo.

También, en la Fig. 5 se muestra el comportamiento del
error absoluto cuando se consideran soluciones sertianal
cas de tercer y quinto orden. Para el caso del tercer orden el
error absoluto se incrementa respecto a la aproxitnade
cuarto orden. Por el contrario, disminuye cuando la s6huci
se aproxima con una serie de quinto orden. Es importante
mencionar que el tiempo démputo se incrementa a medida
gue aumenta el orden de la aproxintacsemianatica.

Rev. Mex. Fis. E23020211
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4, Conclusiones Como trabajo futuro, se propone extender el presente
analisis a modelos con derivadas fraccionarias. En estos mo-
En este trabajo se ha presentado un estudidtamuey semia-  gelos, el MDA podia aplicarse para resolver ecuaciones di-
nalitico de la diramica del movimiento circular vertical con ferenciales de orden no entero, que describen con mayor fide-
friccion. El sistema es descrito por una ecoadiiferencial  jigad sistemas con memoria y disipaeino local. Finalmen-

no lineal de primer orden que fue resuelta paif§ de forma g g| contenido de este trabajo proporciona una metodolog
analtica al simplificar el modelo mateftico a una ecuadn  ¢jarg, pedaggica e integral para incorporar lostodos se-

diferencial ordinaria lineal, este procedimiento es abordadenianaiticos en el estudio de sistemas no lineales, dirigida a
en cursos universitarios de ecuaciones diferenciales. Para g@-formacbn de estudiantes de ciencias e ingéai@n las

nocer el comportamiento de(f) fue necesario proponer el greas de mateticas y fsica.

valor de la rapidez inicial como, = 1.24v(7). En cuanto

a la solucbn semianatica, ésta se obtuvo de forma exitosa

al aplicar el MDA, un nétodo que permite resolver ecuacio- Agradecimientos

nes diferenciales lineales y no lineales sin necesidad de li-

nealizar o discretizar la ecuéci. En este caso, fue necesario LOS autores agradecen a las autoridades del TecNM/IT de
recurrir al experimento para conocer el valor de la rapideApizaco por el apoyo recibido para el desarrollo de este traba-
inicial, vy = 4.3 m/s. Los resultados deicos muestran una 0. I. H. C. agradece a la SECIHTI por la beca otorgada para
concordancia aceptable con los datos experimentales del megalizar estudios de doctorado. E. Z. S. agradece el apoyo re-
vimiento obtenidos mediante el&isis de un video realizado Cibido a traes del proyecto CF-2023-1-1110 de la SECIHTI.
con el software Tracker, en ambos casos se ha considerad@radecemos a los revisores por sus valiosos comentarios y
r < R. Sin embargo, es recomendable ampliar el estudidetroalimentaciones.

tedrico-experimental a situaciones donde los efectos de la ro-

tacibn sean considerados.
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