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Se presenta el difie de una interfaz @fica enMaple como recurso pedagico para el aslisis de integrales triples en coordenadas
rectangulares. La herramienta permite al usuario ingresar de forma sencilla el integrandmitdsgle integraéin, generando como salida
representaciones afitidas y gaficas. Entre ellas se incluyen ebfjco delarea en el plano de proyeoaicon las intersecciones que definen
la regbn, la visualizadn del $lido en 3D y la evaluadin de la integral. La interfaz ofrece adasrla opadn de remover las caras délislo,
proporcionando una percepaidetallada de sus superficies. Esta herramienta constituye un apagbatidjue complementa la resologi

de problemas presentes en los textasiclos asociados ahlculo de integrales triples, favoreciendo la compremgieongtrica de los 8lidos

y el proceso de integram.

Descriptores: Integrales triples; visualiza@n matenatica;Maple .

This paper presents the design of a graphical interfadéaple as a teaching resource for analyzing triple integrals in rectangular coordi-
nates. The tool allows the user to easily enter the integrand and the limits of integration, generating analytical and graphical representation:
as output. These include a graph of the area in the projection plane with the intersections that define the region, a 3D visualization of the
solid, and the evaluation of the integral. The interface also offers the option of removing the faces of the solid, providing a detailed view of
its surfaces. This tool is a teaching aid that complements the problem-solving exercises found in classic texts associated with the calculatior
of triple integrals, promoting a geometric understanding of solids and the integration process.
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1. Introduccion pensamiento espacial y abstracto que debe cultivar todo inge-
niero o cienifico [3]. La capacidad de interpretaci espacial
n‘fjf- los estudiantes para visualizar entidades tridimensionales
como planos, cilindros parébcos, hiperboloides y elipsoi-
des suele verse limitada dado que en algunos programas de
ingeniefa el curso de geomé#r anaitica del espacio no se
contempla como prerrequisito para el curso dieao mul-
Jivariable o, incluso, no forma parte de la malla curricular.
Como consecuencia, contenidos como élliais de integra-
les triples, particularmente el reconocimiento de regiones de
cimientos previos no e&h suficientemente consolidados, los integracon y _56 lidos asociados, se con_\_/ierten en tfflr_e_as alta-
estudiantes enfrentan serias dificultades para comprender \gente de_saﬂantes, no por su (Eo_mplepdfad algebmma-
nuevos contenidos, lo que se traduce en rezagocaiad, mente, sino por la falta de intu@m espacial necesaria para

frustracbn y altas tasas de reprobaeien la asignatura [2].  COMPrender lo que se esintegrando y por g Esta caren-
, ] cia repercute directamente en el desefigpgcaémico, en la
En cursos dealculo avanzado como ehlzulo multiva-  resolucpn de problemas y en la capacidad del futuro profe-

riable y vectorial, la complejidad radica fundamentalmentesiona| para aplicar modelos mataticos en contextos inge-
en la transidn del manejo de una variable a la manipula-njgriles reales.

cion simulinea de dos o tres de ellas. La geomedisocia-

da a estos conceptos requiere la capacidad de imaginar y re- Como herramienta de apoyo para representar estructuras
presentar en el espacio curvas, superficiébgas, campos complejas en el espacio, los textos tradicionalesaleuto
escalares y vectoriales, habilidad vital para el desarrollo delecomiendan o utilizan graficadores computacionales en los

El calculo representa una de las asignaturas que presenta
yor dificultad de comprendn para los estudiantes, situaei
gue se refleja en los bajoxdices de aprobain de esta disci-
plina en las carreras de ciencias e ingdaiéParticularmente,
el éxito en @lculo, en los primeros niveles de edugaxcuni-
versitaria, depende en gran medida del dominio de las m
tematicas que preceden ahlculo comoalgebra, geomedt
analtica, funciones y trigonomét [1]. Cuando estos cono-
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problemas propuestos e incluso en algunos ejercicios expuesxponen los alcances y limitaciones del manejo del recurso.
tos como ejemplo. Sin embargo, segel programa que se Porlltimo, se presentan las conclusiones y se proporciona un
utilice, el estudiante debe manejar cierta sintaxis y paguetemnlace de acceso abierto para la descarga del arbtaybe

gue pueden sumar complejidad infdxtica adicional alas di- worksheet los addigos utilizados, garantizando su accesibi-
ficultades andficas del procedimiento algebraico en los pro-lidad a la comunidad acédhica.

cesos mateaticos. Para facilitar los atisis y complemen-
tar como gia el desarrollo procedimental de ejercicios, se
han popularizado las interfacesaficas de usuario (GUI). A
traves de estos entornos, los estudiantes intéascton una
computadora o aplica@n de software mediante elementos
visuales comdconos, mefis y botones, en lugar de escribir
comandos en una interfaz basada en texto [4]. El resulta
de esta interacon es mostrar ideas abstractas y complejas ///E Fay,2)dV.

2. Teoria: Integral triple sobre una region ge-
neral

Si f es una fundn continua sobre una régi lida acotada
d]g’ entonces la integral triple désobreE se define como:

@)

de materaticas y fsica en formas piéricas o gaficas [5—7].
Estas interfaces sofadiles de usar en el nivel universitario. o _ _ _
Ademas, tuvieron su auge durante la pandemia de covipCuando la regin slida es simple, la integral triple puede
19, cuando el cambio de modalidad presencial a la modal€Vvaluarse como una integral iterada utilizando cualquiera de
dad en inea motiv la bisqueda de alternativas educativas'o_s seisdrdenes posibles de integracidel elemento diferen-
para la engganza de contenidos que involucran desarrollo erfi@l de volumeniV’ en coordenadas rectangulares [13]:
pizarra [8]. De esta manera, al integrar herramientas digitales ) ]

o informéticas a la educaii, se promueve un afisis mas Orden 1:dzdy dz, Orden 2:dz dz dy,

profundo e intuitivo de los temassfcos y materaticos, con- Orden 3:dz dz dy, Orden 4:dz dy dz,
virtiendo a la computabn en un recurso indispensable que
enriquece el proceso de aprendizaje capturando la atenci Orden 5:dy dzdz,  Orden 6:dy dx dz.

del estudlante_ [(5-11]. . ) . Losordenes 1y 2 corresponden a regiones de tipo Brites-
Este trabajo presenta el digede una interfaz de usuario 4¢3 y 4 a regiones de tipo 2, y loedenes 5y 6 a regiones
enMaple para el aalisis de integrales triples sobre regio- de tipo 3.

nes simples en coordenadas rectangulares, que es un conteni-

do fundamental en cursos dalculo multivariableMaple ,  Region E de tipo 1

como sistema dalgebra computacional, ofrece capacidades

tanto de &lculo simiblico como de visualizadn, lo que lo  Comprendida entre la superficie inferior= wu;(z,y) y la
hace particularmente adecuado para estedsitp Las inte-  superficie superios = us(z,y), ambas continuas eny y,
grales triples, presentes en numerosos problersm®$, re- es decir:

quieren habilidades de razonamiertigito y espacial esen-

ciales para la comprertsi de cursos asociadosigitay es- E={(z,y,2) | (z,y) € D, wi(z,y) < z <wua(z,y)}, (2)
pecializacbn en ciencias e ingenier[12]. En la interfaz de- . .
sarrollada, el usuario introduce de forma sencilla y amigabldonde D es la proyecdn de £ en el planoXY [véase
los paaimetros que definen una integral triple mediante carad-'9- 1@)]- La integral triple asociada es

teres simples. Como respuesta, la interfaz proporciona tanto

las representacioneségicas (2D y 3D) del dominio de in- /// flz,y,2)dV

tegracon como los éalculos anaticos y la evaluadin de la vE

integral triple. El recurso ayuda a los estudiantes a visualizar // [/“2(1?»?!)
D

f(z,y,2)dz| dA. 3)

y profundizar en los problemas mataticos y fsicos aso-
ciados a la geométr de $lidos compuestos por superficies
complejas. En cuanto a los docentes, aéente optimizar el La integral interna se ev@ manteniendo fijos e y; por lo
desarrollo de una clase, esta herramienta, les permite presaanto,u; y u, son consideradas constantes y la integrade
tar clases ras atractivas, interactivas y participativas, com- f se efedba respecto a [14].

plementando el enfoque tradicional.

Este trabajo inicia con la definim de una integral triple  Region E de tipo 2
sobre una funén continua. Luego se describen las carac-_ . . . -
teristicas y funcionalidades de la interfaz, resaltando la utiIi—De“m'tada por ala_s por la superficie - u1(y, 2) y por de-
dad de los componentes utilizadosMaple . Seguidamen- 12Nte PO la superficie = ux(y, 2), continuas ey y 2:
te se presentan Io§ r_esultad(?s del trabajo de la interfaz con E={(z,y,2) ’ (y,2) € D,
algunos ejemplos &kicos de &lculo de volumen y evalua-

cion de integrales presentes en la literatura. Posteriormente se ur(y, z) < x <wus(y,2)}, (4)

u1(z,y)
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dondeD es la proyecdin deFE en el plandy” Z [véase Fig. 1b)]. La integral triple toma la forma

[l = J 1[0

En este casq; y z permanecen fijos, y la integréci se realiza respectaid15].

| uy(x,y)

u(y,2)

Tipo I

z=g1(x) |

FIGURA 1. Regiones de integram: a) De tipo 1 b) De tipo 2, c) De tipo 3.

f(x,y,2)dx

dA.

uz(x,y)

®)

TABLA |. Regiones@lidas y formas asociadas de la integral triple.

Tipo

Region £

Integral triple // flz,y,2z)dV
E

1-—I

11l

{(x,y,z) |a <z< bv gl(x) <y< gg($), ZL1(IL’,y) <z< uQ(x,y)}

{(xvyvz)|6§ygda hl(y) <z

b rga(z) ruz(=,y)
/ / / fdzdydzx
a Jgi(z) Jui(w,y)
d rha(y) ruz(z,y)
/ / / fdzdxdy
hi(y) Jui(z,y)

2—1

2—I1

{($7y72)|a§y§ b7 gl(y) <z

< gQ(y)v ul(yvz) <z< uQ(y,z)}

{(xvyVZ) |C <z< d? hl(z) < Yy < hQ(Z)7 ul(yvz) <z < uz(y,z)}

92(y)  fu2(y,z)
/ / / fdxdzdy
g91(y) Jui(y,z)
ha(z) ru2(y,z)
/ / / fdxdydz
¢ Jhi(z) Jui(y,z)

311

{(w,y,z)|a§x §b7 91(17) <z

{(@,y,2)|c<2<d h(z) <

b rga(x) ruz(x,z)
/ / / fdydzdx
a Jgi(z) Jui(z,z)
d rha(z) ruz(z,z)
/ / / fdydzdz
c Jhi(z) Jui(z,z)
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TaBLA Il. Cantidadesisicas representadas por integrales triples.

Funcion densidadf(z, y, z)

Integral triple

Magnitud f isica que representa

1 V= [[[gdV
p(z,y,2) m = [[[gp(z,y,2
zp(x,y, z) = [[[pzplz,y, 2
yp(z,y,2) M. = [[[zyp(z,y,

zp(x,y, 2)
W* +2%) p(z,y, 2)
(2 + 2°) p(z, y, 2)

L= [[[z(*+2%)p
Iy = [[[z(* +2%)p

My = fffE zp(x,y,z)dV
(z,y,2)dV
(z,y,2)dV

Volumen del $lido
)dV Masa total
)dv Momento de masa respecto al plano YZ
z) dv Momento de masa respecto al plano XZ

Momento de masa respecto al plano XY
Momento de inercia respecto al eje
Momento de inercia respecto al gje

(2 +9*) pl(x, y, 2) L = [[[,(&® +y*) p(z,y,2) dV Momento de inercia respecto al eje
o(z,y,2) Q= [[[,o(z,y,2)dV Carga ekctrica total
Region E de tipo 3 de dos columnas donde se han incorporado diversos compo-

Acotada entre la superficie izquierda= u;(z, z) y la dere-
chay = us(z, z), continuas en: y z:
E ={(x,y,2) ‘ (x,z) € D,
ur(z,z) <y <wus(z,2)},

(6)

donde D es la proyecd@n de E en el planoXZ [véase
Fig. 1c)]. Para este tipo de régi se obtiene

/// f(z,y,2)dV
L e

La integracbn interna se realiza respectqyamanteniendo
fijoszy z [16].
La Fig. 1 muestra que la remi planaD admite dos va-

dA. @)

nentes. El primero es tbombo Boxque permite al usuario
seleccionar entre seis opcion&ggion 1 - Tipo |, Region 1

- Tipo I, Region 2 - Tipo I, Region 2 - Tipo I, Region 3

- Tipo | y Regibn 3 - Tipo Il. Este componente incluye un
codigo que actualiza damicamente las etiquetas con estilo
de Mathematical Expression , permitiendo al usua-
rio ingresar en lo3ext Area correspondientes la furam

a integrar y losimites de integradin sedin la notacdbn ma-
tematica de cada tipo de rémi presentada en la Talila

Particularmente, si se seleccioRagion 1 - Tipo I, de-
be ingresar primero el integrando, luego las funciones que
definen los iimites inferior y superior respecto a la variable
z, conocidas como piso y techo. Seguidamente ingresa las
funciones que definen logiites inferior y superior respec-
to a la variabley, visualizadas en el espacio como la pared
izquierda y la pared derecha. Fdtimo, ingresa los ame-
ros que definen lodrhites respecto a la variabte(vistos en

riantes (tipo | o tipo I1), lo que genera expresiones alternativa§P como pared trasera y pared delantera). En contraste, si se
paraF en las Ecs/2), (4) y (6), y, en consecuencia, para las SeleccioneRegion 1 - Tipo II, el procedimiento es similar,
integrales end), (5) y (7). La Tablall resume los seis casos Pero se introducen losimeros para lodrhites eny, as co-

correspondientes a los posibfasienes de integrami dedV'.

En la phactica, distintas elecciones de la funti
f(z,y, z) permiten calcular diversas magnitudésidas. La
Tablallll resume algunas de las aplicacionessrmomunes de
las integrales triples en ciencias e ingetaer

3. Interfaz en Maple

De entrada, el usuario elige el tipo de &agide integradn,
introduce el integrando y losnhites de integraéin. Como
salida, la interfaz muestra: elafico delarea en el plano de
proyeccon y sus contornos, la representacianaitica y el

calculo de intersecciones entre curvas (cuando existan),

mo las funciones que definen lésiites respecto a la variable

x. Bajo este mismo esquema operan las regiones de tipo 2 y
tipo 3, donde las etiquetdsathematical Expression

indican respecto a @uvariable se insertan logites de in-
tegracéon.

Se destaca que Id®ext Area incluyen una funcionali-
dad de sugerencia donde al colocar el cursor sobre ellos apa-
rece un cuadro de comentario indicando el tipointé que
debe ingresar, proporcionando unéagmstructiva al usuario.

El segundo componente es Button con el subitu-
lo Graficar area. Este bobn lee el tipo de re@in selec-
cionado en elCombo Boxy las funciones ingresadas en
s Text Area para losimites de integradin que definen

solido tridimensional con opdin de anular partes de sus ca- el area en el plano de proye6ai El ddigo implementa-

ras, y finalmente la representagianaitica de la integral tri-
ple junto con su resultado.
La Fig. 2 ilustra una hoja de trabajo déaple para el

analisis de integrales triples. La interfaz presenta una tablde Mathematical Expression

do genera en uPRlot las curvas y rectas correspondientes
sedin el tipo de redin seleccionada. Adeas de resaltar el
area encerrada, el limt calcula y muestra en un componente
debajo del gafico las

Rev. Mex. Fis. E23020213
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% [v @y By 5 »  C:\Users\USER\Desktop\GUI.mw* - [Server 1] - Maple 2025 -3 X
Archivo & Casa Insertar Editar Ver Evaluacién Tools Education Libra de trabajo Ayuda [ Ptz Component Edit: * @ v @
o] MU X | |
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FIGURA 2. Interfaz en hoja de trabajo de Maple para dllais de integrales triples.

coordenadas de intersegnide las curvas cuando estas exis-  Los dddigos implementados permiten que loafgos, al
ten. En caso de no existir intersecciones, como ocurre en utecer clic sobre ellos, hereden las opciones nativas de Maple
region rectangular, no se presenta riingzalor. gque aparecen en la barra de herramientas de la hoja de tra-
Es importante d&lar que, si losiinites nunéricos son  bajo. A4, el usuario puede personalizar las visualizaciones
desconocidos, el usuario puede fijar valores arbitrarios, grdaanto delarea como del@ido. Esto resulta especialmente
ficar, observar las intersecciones y corregirlos hasta obtenétil porque, aunque por defecto losaficos se ajustan a las
la regbn deseada. Adicionalmente, @digo incorpora una dimensiones de las regiones, mediante las opciones de pro-
l6gica que permite leer y toleratimeros irracionales como piedades de los ejes se puede visualizar el origen del sistema
7, e Y v/2 en los Imites de integraéin. de coordenadas y la localizacique ocupa eldido en dicho
El tercer componente es Button con subitulo Gra- sistema. En el caso de losaficos 3D, la op@n de rotadn
ficar Solido. Este bobn utiliza toda la informadin ingresa-  proporciona una perspectiva completa para observatidbs
da (tipo de redin, integrando yimites en losText Area |, desde distintoéngulos.
ad como lasCheck Box) para generar unéédo en un
Plot . Las superficies se representan con distintas tonalida;
des de azul, y las paredes presentan transparencia para facili-
tar la visualizadn interna. Debajo del gfico, en un compo-
nente deMathematical Expression muestra la inte-
gral triple en forma anéica y su resultado sindico. En
este punto, si se ingresan constantes irracionales, estas s¢
mantienen en nota@n exacta y no se aproximan a decima-
les. Adenas, lasCheck Box permiten mostrar o suprimir 4.1.1. Caso 1-I: paraboloide &itico sobre recngulo
superficies espéficas, de modo que ebido puede visuali-
zarse completo o parte de sus lados. La Fig. 3 muestra elalculo del volumen del@dido que yace
Por (ltimo, el cuarto componente es WButton con  sobre el reénguloR = [0,2] x [0, 2] y bajo el paraboloide
subftulo Reiniciar que lee todos los componentes de la inter-eliptico z = 16 — 22 — 2y? [14]. La regbn de integradn de

Resultados

En esta secon se exponen algunos casos dalasrs de inte-
grales triples presentados en la literatura tradicional.

Integracion de regiones de tipo 1

faz: Text Area , Mathematical Expression , Plot tipo | se define como:

y Check Box. Al pulsarlo, limpia completamente la inter-

faz dejando loFext Area y lasCheck Box en blanco, E = {(x,y, z) ‘ 0<2<2, 0<y<2,

los giaficos tinicamente con los ejes y borrando todos los

calculos y representaciones dtiabs de salida. Esto permite 0<2z<16— 2% —2y? } (8

al usuario, especialmente si no&fmiliarizado coMaple
y ha introducido algn caécter eroneo, reiniciar completa- Al tratarse de una regn rectangular no existen interseccio-
mente la seéin. nes entre curvas, por lo que debajo déifigo dearea en el

Rev. Mex. Fis. E23020213
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[ Graficar setido_| [ Reiniciar_|

e R —
Gy I @ Y mwmm @
¥ =g o B
ORI — S I S—
|
|
1
15 t
|
|
- y 1 I
Graficar Area [
[
05 i
I
|
0
0 05 1 15 2
X

2.2 —2-224+16
[[] 1d-dydx=48
000

FIGURE 3. Solido sobre redin rectangular en la interfaz GUI. La superficie azul representa el paraboloide ingresado nmiédidgtgy 2
El piso y el techo del&@ido se muestran en un tono azul oscuro, lo que facilita distinguir claramentenlitss| inferior y superior de la

region.

o R R —

[ Graticar Solido. I [ Reiniciar

R e - R S I —

R I — - RS G

n=e ] I I

T B |

=Prom ] B

2 w3
[ [ | sin(?) dzdxdy=1
0 01

FIGURA 4. Solido definido en una regh de tipo Il en la GUI. La sintaxis ingresada en Text Area essin(y"2)

(Pi/2)"(1/2) para el imite superior en.

plano XY no se refleja ningn calculo adicional. El volumen
obtenido es de 48 unidadesticas.

4.1.2. Caso 1-1l: prisma triangular de densidad variable

La Fig. 4 corresponde a la evaluagi de la funddn

f(x,y,2) = sin(y?) en el $lido limitado por los planos
z=12=3,y=2,y=0,2 = /r/2yx = 0[13].
La regbn de integradin de tipo Il se define como:
E={(zy,2) [0 <y < V/7/2
0<z<y 1<z<3} %)

Debajo del gafico delarea se muestra la coordenaddel
punto de intersecon de las curvas, que correspondge-a 0,
mismo que puede visualizarse en éfigo. El $lido resul-

paraf(z,y,2)y

muy didactico y pactico para ilustrar la eledm apropiada

de los Imites de integraéin. Como se muestra en la Fig. 4, al
definir la regbn de tipo Il la funcbn es integrable a lo largo
de todo el volumen, siendo el resultado de la integral equi-
valente a la unidad. No obstante, la fagtambén se pudo
haber definido de tipo I, pero la integral triple se rediaca
una forma no elemental, con un resultado no trivial.

4.2. Integracion de regiones de tipo 2
4.2.1. Caso 2-I: cilindro éptico cortado por un plano

La Fig. 5 muestra el@ido en el primer octante formado por
el corte del cilindro dptico 2 + 422 = 16 con el plano

tante es un prisma triangular. Se resalta que este ejemplo &s™ ¥ = 4 [17]. La regbn de integradin de tipo 2-I es:

Rev. Mex. Fis. E23020213
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feps =f_____ ] [ Graficor Solido ["Reiniciar
SRU D — R T —
a=g» =p___ ] =5 =[072 06y A 0/2)
H=a ) S R ]
2
15
- gz 1
Graficar Area
05
Neratd
LN 2 A=y 32
i [ ] \ lécddy=8n— -
0 1 2 3 4 e o
¥
1= 4.00000

FIGURA 5. Volumen en el primer octante del cilindroijgico cortado por un plano en la GUI. La sintaxis ingresada efféos$ Area
corresponde d-y para el Imite en la variable:, y a (1/2)*(16-y"2)"(1/2) para el imite superior erx. El Combo Box presenta
la opcibn Region 2 - Tipo |. Las paredes frontal y trasera délido se muestran con una tonalidad az@shwscura, permitiendo identificar
visualmente losimites definidos en:.

r -
fenz)  =lemera Graficar Sélido. Reiniciar
n=mn)  sfere ] e S R
I e— I~ N I —
SR — - RS N w—
|
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|
16 I
—_— 2 | i
Graficar Area e | :
|
12 I | 2.2 4432c =
[[|  (F+P)axdpas=101
y | | S
1 12 14 16 18 2
y

FIGURA 6. Momento de inercia respecto al gjale un paraleleipedo en la GUI. La sintaxis ingresada enText Area corresponde a
1+2*z y 4+2*z paralosimites en la variable. El Combo Boxpresenta la opbn Region 2 - Tipo Il. Las caras diagonales se destacan
con mayor intensidad, facilitando la identificéoivisual de losimites enz.

guen la notadn presentada en la Talllgpara la reghn de

tipo 2-II.
V16 — 42,

4.2.2. Caso 2-l1l: momento de inercia de un paral@bemo

N | =

E={(ﬂf,y72) ’ 0<y

IN

4,0<z<

0§x§4—y}. (20)
La interfaz permite representar con claridad losites y L@ Fig. 6 ilustra el &lculo del momento de inercia respecto
visualizar el lido generado, obteandose un volumen de al ejey de un paraleleipedo de densidad unitaria delimitado
8 — 32/3. Aunque las ecuaciones aftmlas que definen POrlosplanos: = 1.z =2,y = 1,y = 2,0 —22 = 1y
las superficies son simples, su represebtagidimensional % — 22 = 4. Laregbn de integradin de tipo 2-Il es:
puede resultar compleja sin un recurso computacional. El va-

lor dey; = 4, mostrado debajo del gfico delarea en el pla- E= {(x7y, z) ‘ 1<2<2,1<y<2
noY Z, corresponde al corte de la elipse con eligjélote-
se que las etiquetas dfathematical Expression si- 1+22<zx<4+22 } (11)
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[Regién3-Tipol v/ feps) =y Graficar Sélido | Reiniciar |

nEmxs) - 1=l = : 2
a=g)

W

]

Graficar Area

n=—1 %, =1.00000

FIGURA 7. Calculo del flujo de un campo vectorial a téss/de una superficie cerrada en la GUI. La sintaxis mostrada dekwsArea
corresponde 8*y para la funddn densidad?-z para el imite superior en la variablgy 1-x"2 para el Imite superior en la variable El
Combo Boxpresenta la opbn Region 3 - Tipo |. Las paredes izquierda y derecha d#ldo se muestran con una tonalidad azul oscura,
permitiendo identificar visualmente Idsiites definidos ep.

La evaluaddn de la integral indica que el momento de inercia(div F = 3y) y la regbn de integradin, mas apropiada para
respecto al ejg es de 101 unidades de masa por cuadrado dexpresar, es de tipo 3-I:
longitud. Este caso resulta particularmente instructivo para

reflexionar sobre la eledm conveniente de la remi de inte- E= {(:r,y, z) ‘ —1<2<1,0<2<1-—2?
gracbn que minimice el trabajo détculo, ya que la orienta-
cion de los planos inclinados sugiere naturalmente unamegi 0<y<2—z } (13)
de tipo 2 para el&@lculo directo de la magnitudsfica. Si bien
la regbn podia haberse definido de tipo 1, esto impliear Los valoresz; = —1y z, = 1 mostrados debajo del
dividir el solido en tres partes, incrementando el trabajo deyrafico dearea, en el pland( Z, corresponden a las inter-
calculo. secciones de la pabola con el ejec. El valor del flujo a

. ) ) través de la superficie cerrada esldd /35 unidades de cam-
4.3. Integracion de regiones de tipo 3 po por cuadrado de longitud.dtese que las etiquetas en

Mathematical Expression siguen la notaéin presen-

4.3.1. Caso 3-I: Flujo de un campo vectorial a téessde

o tada en la Tablé para la regbn de tipo 3-1. Este caso ilustra
una superficie cerrada

la aplicacon de la interfaz en problemas d@aulo vectorial.

En dlculo vectorial, el teorema de la divergencia relaciona o _
la integral de flujo de un campo vectori@lla traves de una 4.3.2. Caso 3-II: bicilindro de Steinmetz
superficie cerradd con una integral triple de la divergencia

deT sobre el 8lido E encerrado por dicha superficigg]: @ Fig- 8 presenta ekculo del volumen deldido de Stein-

metz formado por la interse@si de los cilindrog? + 22 = 1
// F.dS = /// divF dV. (12) ya?+ 2% =1[16-18]. La regdn de integradin de tipo 3-II
s E Se expresa como:
Evaluar el flujo directamente mediante una integral de su-

perficie puede resultar no trivial, pues requiere calcular nor- g — {(m,%z) ' —1<2z<1,
malizaciones y flujos sobre cada una de las caras que confor-

man.sS. En contraste, el teorema de la divergencia simplifica —V1i-2<z<V1-22
el procedimiento al convertir el problema en la integbaale
un escalar -la divergencia @ sobre el volumen, reduciendo —V1-22<y<y1-—22 } (14)
todo el d@lculo a undinica integral triple.
La Fig. 7 ilustra el @lculo del flujo del campo vectorial A pesar de su enunciado breve, este problema resulta

. 2 a2\ . complejo en su representéani grafica. Incluso en los tex-
F(a,y.2) = oyi+ (4 e )j+sin(y)k, tos chsicos suele recomendarse el uso de herramientas in-
a traes de la superficie cerradaque delimita la redin £,  formaticas para su fisis. Debido a la simeia del $lido, la
acotada por el cilindro parabico = = 1 — z? y los planos  region tambén podfa haberse definido de tipo 2-11. El volu-

z =0,y =0yy+z=2[14]. Lafuncon densidadf in-  men del élido es16/3 unidades @ibicas.

gresada en la interfaz corresponde a la divergencia del campo
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INTERFAZ PARA LA VISUALIZACI ON DE SOLIDOS Y ANALISIS DE INTEGRALES TRIPLES

Region3-Tipall ¥ Mexzy =p_ ] | Graficarsaido | | Reiniciar_|

e i 7 I B R T 1 B L I
x=h() = [oz"2a7) ® Bk =fraroe ]
ASE s @ a4 =1 ®
I Graficar Area
A ,J<I+l o 2 +1 16
P
Y= =

a=-1 2= 1.00000

FIGURA 8. Visualizacbn en la GUI del bicilindro de Steinmetz. La proyemticircular de la regin en el planacz se muestra en el gfico

de area, mientras que ebkdo tridimensional permite apreciar la simatrespecto al eje. Las superficies laterales correspondientes a los
cilindrosy? + 2? = 1y z? + 2? = 1 se representan con distintas tonalidades de azul, facilitando la idenficgeias fronteras debkdo

y la correcta interpretagn de los imites de integradin de la regin tipo 3-II.

Reiniciar

Regién1-Tipol ¥

fers =

| Graticar seido |

a=ulxy) =

(I -

2= w(xy)

| I N

x, = 1.00000

=gl sfpom @ ks @
xn=a =] 5=b Y ]
1
08
06
[Gticarren”| y().d
02
0

FIGURA 9. Representatn del $lido en la GUI para la integral iterada en configugecinicial (orden 1, redin tipo 1-1).

4.4. |Integral iterada de 66rdenes

Reescribir una integral triple en sus séislenes posibles

constituye un ejercicio desafiante que requiere comgransi
espacial de la regn de integradn. La Fig. 9 muestra la re-

presentad@n geongtrica de la integral [14]:

1 1 1-y
/ / / f(@,y,2) dzdy ds,
o JyzJo

dondeF es el $lido delimitado por los planas = 0, z = 0,
z +y = 1y el cilindro parallico = 2, con funcbn den-
sidad unitaria.

(15)

La integral en/15) corresponde naturalmente al orden 1

para una re@n de tipo 1-I (ver Tabld). Para generar la vi-
sualizaocdn en la GUI, se seleccioriRegion 1 - Tipo | en el

Rev. Mex. Fis.

Combo Box, se ingresan lodrhites correspondientes y se
activan los botoneGraficar areay Graficar Soélido. A par-

tir de esta configuraon inicial, las herramientas de visuali-
zacbn de la interfaz -rotadin del $lido y remocon selectiva
de caras- facilitan la identificami de los imites de integra-
cion para los cincé@rdenes restantes.

Orden 2. La proyeccbn en el planoX'Y mostrada en el gfi-
co dearea permite identificar directamente losites para re-
escribir la integral mantenienddfijo. Se observa queg vaia
desdey; = 0 hastays = 1, mientras quer est delimitado
por la rectar; = 0y la pa@bolaz, = 32. La integral en el
orden 2 resulta:

1 y2 11—y
/ / / f(z,y, z)dz dx dy.
o Jo Jo

(16)

E23020213
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feyd =] [TGrhcarsando | [TRamicar |
s ik L T— L T —
R I - m— - T I —
=4 S I— R = 10
1
08
06
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Graficar Area o4
0421, A1 1=y 1
[[ | 1eda=
o ol
s
%= 1.00000
Proyeccién plano XY Proyeccion plano YZ Proyeccién plano XZ
~ =
0 we[ ofW[ o 0 ozl woW[ o7 B[ P »lY| wi

R N z=1-yx 0o x=(1-2)?

FIGURA 10.Remocon selectiva de caras en la GUI y proyecciones dkdls sobre los planos coordenados mediante rota¢iosangulos
de visualizaddn indicados en cada proyeonicorresponden a las opciones nativas de rotedeMaple .

Orden 3. La Fig. 10 ilustra el cilindro parailico r = y? y

obtiener = (1—2)?, que corresponde a la [@oola visualiza-

la proyeccbn del $lido en el plandyZ, obtenida mediante da. De la proyec6in se identifican lodmites:z varia desde
la rotacbn del $lido o la remoaddn selectiva de caras para z; = 0 hastars = 1, y z desdez; = 0 hastaz, = 1 — /z.
visualizarGinicamente la superficie proyectada. Esta vista rePara losiimites eny, empleando la remo@n selectiva de ca-

vela quey vafia desdey; = 0 hastay, = 1, quez se extiende
desdez; = 0 hastazo = 1 — y, mientras que: esh acotado
por at@és por el plana;; = 0y por delante por el cilindro
paralblico z» = y2. La integral se reescribe como:

1 pl-y ro°
/ / / f(z,y, 2) de dz dy.
0o Jo 0

Orden 4. Manteniendar fijo, la geometia regular del &lido
sugiere que puede expresarse directamente en fomciez
mediante la recta = 1 — 2. La integral resulta:

1 1—z y2
/ / / flz,y,2)dxdydz.
0o Jo 0

Orden 5. La proyecobn del $lido en el planaX Z, obtenida
rotando el élido para una vista frontal desde el gj@mega-
tivo, revela una re@in delimitada por una pabola. Aunque
graficamente se observa la corfaxientrez y z, la relacén
analtica no es evidente a partir de las superficigsy = 1y

(17)

(18)

ras, se tiene que por la izquierdagest cilindro parablico
y1 = +/z y por la derecha el plang, = 1 — z:

1 -z pl—z
/ / / fz,y,2)dydzdx.
0o Jo N

Orden 6: Finalmente, manteniendgfijo, la variablez varia
desdez; = 0 hastaz, = 1, mientras que: se extiende desde
la rectar; = 0 hasta la pabolaz, = (1 — z)2. La integral
correspondiente se expresa como:

1 p(1-2)% pl—z
/ / / flx,y,2)dydzdz. (20)
0 Jo VE

Una vez reescritas las seis integrales, lostes corres-
pondientes a cada orden pueden ingresarse en la interfaz para
verificar que generan el mism@l&lo y el mismo resultado
de la integrall /12, corroborando dda equivalencia de las
expresiones. La capacidad de la GUI para remover selecti-
vamente caras debbdo y rotar la visualizadin resulta fun-
damental en este proceso, permitiendo a los estudiantes ex-

(19)

x = y2. Eliminando la variable entre ambas ecuaciones se plorar la geometa desde raltiples perspectivas y establecer
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conexiones entre las representacionésicas y las expresio- 6. Conclusiones

nes andticas de losimites de integradin. _ . . _
Se dis@b en una hoja de trabajo déaple una interfaz pa-

ra el aralisis y visualizadin de integrales triples aplicable en
cursos de &lculo multivariable, élculo vectorial y en pro-
blemas deibica. La interfaz permite abordar los problemas
de ejemplo y propuestos sobre integrales triples en coorde-
nadas rectangulares en regiones simples presentes en textos
Frédicionales, abarcando incluso aquellos donde el autor re-
comienda usar herramientas de grafioaciguedando como
tarea del estudiante completar los procedimientos interme-
dios de los ejercicios.

. ) ) En la pictica docente, la interfaz no solo facilita la pre-

Si en losText Area se ingresan funciones que NO sentaghn de clases &s atractivas e interactivas, sino que
corresponden al tipo de régi seleccionado, el programa no (ampin optimiza el tiempo de clase, el cual puede ser des-
se ejecutar correctamente. Por ejemplo, en la @pdRegion  tinado a retroalimentadi y profundizadn de los conteni-
1-Tipo I, los limites respecto g deben ser funciones de o5, Asimismo, constituye un recurso de apoyo en la elabo-
no dey. Asimismo, las funciones que definen la @UiN0  5cion de diferentes é@menes con sus respectivas claves de
deben presentar discontinuidades dentro del dominio eSpe%spuestas. Se destaca taénbijue, gracias a las opciones de
ficado; de detectarse alguna, el programa no se ejecuta.  gesactivar las paredes délislo mediante la€heck Box,

Si el integrando no tiene sol@ri exacta, se muesté@i-  es posible ilustrar tanto superficies definidas sobre regiones
camente la representaai anaitica de la integral o resuelve planas como aquellas que resultan de la interéacentre
solo la parte integrable, mostrando la integral que no puedellas, ampliando sus aplicacionesatiticas.
resolverse. Aunque la defin@i de integral es clararespecto  Como trabajo futuro, se contempla extender la interfaz
al orden de losiinites, si estos se colocan intercambiados, eh integrales triples en coordenadadndlticas y esricas,
programa se ejecuta porqiaple los lee. En los dgaficos  ag como desarrollar @dulos complementarios para integra-

e intersecciones es indiferente el orden y los grafica correges de Inea y superficie, completandoias conjunto de
tamente, pero puede proporcionar un resultadoneo en la  herramientas digitales para el curso completoaleuto mul-
representadin anaitica de la integral y su evaluai. tivariable. Asimismo, se considera la implemenbaaie ver-

Dado que la interfaz se elalioen una hoja de trabajo de siones equivalentes en plataformas de software libre, como
Maple , no se dispone de opciones de proténaiel archi- SageMath , Python o GeoGebra.
vo. Si el usuario no eatfamiliarizado corMaple o con el El archivoMaple Worksheet de lainterfazy losadi-
manejo computacional, los componentes son sensibles a sgos implementados en Eombo Boxy los Button se en-
borrados o modificados accidentalmente, lo que puede alterauentran disponibles ehttps://doi.org/10.5281/

5. Aspectos a considerar y limitaciones

Al introducir los valores que definen la integral en Teext
Area se debe tener especial cuidado en el uso de caract
res, notaciones y pantesis. Deben introducirse las notacio-
nes de texto plano que por defecto utilMaple , las cuales
son similares a las estandarizadas érftiples programas de
programadin y calculo.
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