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Se presenta una panorámica del formalismo termodinámico irreversible y su vinculación con los sistemas complejos. Se muestra como la
velocidad de producción de entroṕıa constituye per se una función natural de Lyapunov. Una extensión a los sistemas biofı́sico-qúımicos
evidencío como la velocidad de producción de entroṕıa representa una magnitud fı́sica para medir la complejidad y la robustez del cáncer.
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An overview of irreversible thermodynamic formalism and its link with complex systems is presented. It is shown how the rate of entropy
production constitutes per se a natural function of Lyapunov. An extension to the biophysical-chemical systems showed how the rate of
entropy production represents a physical quantity to measure the complexity and robustness of cancer.
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El advenimiento de la teorı́a del caos inicialmente [1], hoy
llamada la teoŕıa de la complejidad [2], ha cambiado drásti-
camente la visíon de la ciencia. En particular la fı́sica téori-
ca, y espećıficamente la termodińamica de los procesos irre-
versibles. Si bien en la llamada región lineal de los proce-
sos irreversibles existe una teorı́a bien consolidada [3-6], en
la regíon no lineal áun queda pendiente construir un formal-
ismo para la misma. Una generalización en una teorı́a que
unifique los fundamentos de los fenómenos complejos y los
procesos irreversibles pudiera considerarse una quimera en
este empẽno.

Una primera aproximación en la direccíon de vincular la
termodińamica de los procesos irreversibles con la dinámica
no lineal fue dada en el trabajo seminal de Prigogine y col.
[7], acũnado bajo el nombre de las “estructuras disipativas”.
En la d́ecada de los 90, Beck y Schlögl publicaron la obra
titulada “Thermodynamics of chaotic systems” [8], en donde
se hace una aproximación al tema, y si bien es cierto que en
realidad áun se est́a lejos de ello, no es menos cierto que se
han dado los primeros pasos en esta dirección.

En la actualidad, existe en la literatura una extensa lista
de trabajos que abordan el tema de los fenómenos comple-
jos desde la termodinámica, fundamentalmente liderados por
la escuela de B́elgica [9]. B́asicamente, un formalismo ter-
modińamico de los feńomenos complejos deberı́a ser capaz
de dar respuestas a tres aspectos fundamentales, a decir:

1. Establecer un criterio evolutivo para los procesos
macrosćopicos de los sistemas naturales.

2. Ofrecer criterios extŕemales para los fenómenos com-
plejos a escala macroscópica.

3. Formalizar criterios desde la termodinámica para car-
acterizar la complejidad a nivel macroscópico.

Por lo cual, nuestro objetivo es ofrecer una panorámica
unificadora, que áun lejos de constituir un formalismo acaba-
do, sirva de punto de partida de lo que pudiese constituir las
bases téoricas de la “termodińamica de los feńomenos com-
plejos” [10].

El trabajo est́a estructurado de la siguiente manera: En el
aćapite I, se resumen los aspectos fundamentales del formal-
ismo de la termodińamica cĺasica; una panorámica del for-
malismo de los procesos irreversibles en la región lineal se
muestra en el acápite II; finalmente en el acápite III, se ofrece
de manera introductoria los avances entre la termodinámica
y los feńomenos complejos, particularmente una extensión a
los sistemas biofı́sico-qúımicos.

1. Resumen del formalismo de la ter-
modinámica clásica

Existe una extensa y valiosa obra de la llamada termodinámi-
ca cĺasica, por lo cual remitimos al lector interesado a revisar
los aspectos generales que acá se tratan [11,12,13].

Básicamente, el formalismo clásico descansa sobre dos
pilares fundamentales, la primera y la segunda Ley.

La Primera Ley, es la formulación cuantitativa de la Ley
de conservación y transformacíon de la enerǵıa [11], la cual
permite establecer un balance energético para los procesos
macrosćopicos naturales, tal que

dE = δQ− δWT , (1)

donde,dE es la variacíon de la enerǵıa interna del sis-
tema,dQ es el variacíon infinitesimal de calor yδWT es el
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variacíon infinitesimal del trabajo total, el cual viene dado
por

δWT =
∑

k

Fkdxk, (2)

donde,Fk y xk son las fuerzas y los desplazamientos gener-
alizados respectivamente.

La Segunda Ley, ofrece el marco formal para la formu-
lación de un criterio evolutivo para los procesos macroscópi-
cos de los sistemas naturales [14]. Ası́, de acuerdo con Th.
De Donder [14], se tiene que

dSS = δSe + δSi, (3)

dondedSS representa la variación de entroṕıa del sistema,
δSe es el flujo de entroṕıa, es decir, la entropı́a intercambia-
da con los alrededores yδSi es la entroṕıa creada durante la
evolucíon del sistema.

Por lo tanto, el postulado fundamental de la Segunda Ley
se formula como

δSi ≥ 0, (4)

y expresa el criterio evolutivo, es decir, los sistemas naturales
crean entroṕıa durante su evolución [15].

Ya en la formulacíon cĺasica se da respuesta, en princi-
pio, al primero de los tres objetivos planteados al inicio de
este trabajo. La principal limitación de dicha formulación,
Ec. (4), es que adolece de no contener el tiempo dentro de
su estructura formal, lo cual impone una restricción funda-
mental al formalismo clásico de la termodińamica.

En 1948, Shannon [16] definió emṕıricamente la en-
troṕıa para un proceso de Markov discreto con probabilidades
p1, p2, ..., pn como

S = −k
∑

n

pn ln pn, (5)

dondek es una constante que determina las unidades de la
entroṕıa. Si k es igual a la constante de Boltzmann,kB =
1, 3806.10−23 J/K, las unidades son [J/K], sik = 1/ ln 2,
entonces las unidades de la entropı́a es elbit-binary digit.

La Ec. (5) es estructuralmente semejante a la entropı́a de
Gibbs-Boltzmann, definida en la termodinámica estad́ıstica
[17].

Fı́sicamente, la entropı́a de Shannon mide la complejidad
de un sistema. Las bases teóricas de la entropı́a de Shannon
fueron establecidas por Khinchin en 1957 [18].

De este postulado se derivan los siguientes corolarios so-
bre la entroṕıa:

1. Es diferente de la energı́a y se crea durante la evolución
de un sistema;

2. Tiene un caŕacter probabilı́stico;

3. Le impone un caŕacter irreversible a los procesos natu-
rales, ya que se crea entropı́a durante el proceso, pero
no se destruye;

4. Permite medir la complejidad de un sistema;

5. Proporciona un sentido fı́sico al tiempo.

En el equilibrio, como caso particular de atractor del sis-
tema, se cumple queδSi = 0.

En 1961, Renyi [19] realiźo una generalización de la
ecuacíon de Shannon conocida como la entropı́a de Renyi,

Sq(R) =
1

(1− q)
log2

(
n∑

k=1

pq
k

)
, (6)

dondeq es un paŕametro que está asociado con las carac-
teŕısticas especı́ficas del sistema bajo estudio. Por ejemplo,
en la dińamica de fluidos está relacionado con el número de
Reynolds y, en losclustersde percolacíon, con el umbral de
percolacíon.

La entroṕıa de Renyi tiene especial interés para la car-
acterizacíon de patrones que exhiben multifractalidad. En el
lı́mite, cuandoq → 1, la entroṕıa de Renyi se reduce a la de
Shannon.

En este sentido, se observa cómo, ya desde lo que se pud-
iese denominar una formulación “generalizada del formalis-
mo cĺasico”, la Ec. (6) muestra un vı́nculo natural entre la
termodińamica y los sistemas complejos, objetivo tres men-
cionado al inicio.

2. Panoŕamica del formalismo termodinámico
de los procesos irreversibles: región lineal

Ya desde los trabajos seminales de Onsager [20], de Groot-
Mazur [3] y Prigogine [5], fueron establecidas las bases de la
termodińamica de los procesos irreversibles.

Formalmente, la misma se divide en dos: región lineal,
TIL y no lineal, TINL. Si bien el formalismo de la región
lineal est́a śolidamente establecido [3-6], tanto en su funda-
mento téorico y su comprobación experimental, la región no
lineal, tal como se mencionó al inicio, esta áun en cierne.

El formalismo de la TIL se establece sobre cuatro pilares
fundamentales [3]:

1. Aceptar como postulado fundamental de que la pro-
duccíon de entroṕıa por unidad de tiempo es definida
positiva, es decir:

δSi

dt
≡ Ṡi ≥ 0. (7)

2. Validez del Principio de reciprocidad de Onsager [20].

3. Cumplimiento de la hiṕotesis del “equilibrio local”.

4. La existencia de relaciones lineales entre flujos y
fuerzas.
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El primer punto constituye una extensión fuera del equi-
librio del postulado fundamental de la Segunda Ley, ver
Ec. (4).

De esta forma podemos generalizar la expresión funda-
mental de la Segunda Ley, tomando la variación temporal de
la Ec. (3), como

dSS

dt
=

δSe

dt
+

δSi

dt
, (8)

dondedSS/dt ≡ ṠS es la velocidad de entropı́a del sistema,
dSe/dt ≡ Ṡe es el flujo de entroṕıa ydSi/dt ≡ Ṡi es la pro-
duccíon de entroṕıa por unidad de tiempo. La igualdad, Ec.
(8), se puede reescribir como

ṠS = Ṡe + Ṡi. (9)

Aśı, el criterio evolutivo, objetivo #1, se puede generalizar
como: Ṡi > 0, que de hecho constituye uno de los postu-
lado sobre el cual descansa el formalismo de los procesos
irreversibles y la esencia de la Segunda Ley.

Formalmente, la producción de entroṕıa por unidad de
tiempoṠi, puede ser evaluada como

Ṡi =
∑

k

JkXk, (10)

dondeJk representa los flujos generalizados, por ejemplo,
flujo de calor, de sustancia, etc., yXk son las fuerzas gener-
alizadas, es decir las causas que dan lugar a la aparición de
los flujos, gradientes de temperatura, sustancia, etc.

Entre los flujos y las fuerzas generalizadas, se puede
establecer una relación lineal, conocida como relación
fenomenoĺogica o constitutiva, que de hecho, fueron estable-
cidas emṕıricamente mucho antes de que se estableciese for-
malmente la termodińamica de los procesos irreversibles.
Aśı, tenemos que

Jk = LkkXk (11)

dondeLkk se conoce como coeficiente fenomenológico di-
recto, por ejemplo, el coeficiente de conductividad térmica,
λ, el coeficiente de difusión,D, etc.

De hecho, la estructura formal de la TIL se basa en la ex-
istencia de la Ec. (11), es decir, la validez de las relaciones
lineales entre fuerzas y flujos generalizados.

Es importante resaltar, el hecho de que no debe con-
fundirse la linealidad de los sistemas dinámicos, con la ex-
istencia de la dependencia lineal entre flujos y fuerzas gen-
eralizadas, Ec. (11). Por ejemplo, un fenómeno como es
la conduccíon del calor, t́ıpicamente no lineal, la ecuación
fenomenoĺogica que lo rige es la conocida ecuación de Fouri-
er [3], en otras palabras, ya el formalismo de los procesos ir-
reversibles lineal trata con fenómenos de la dińamica no lin-
eal y que consecuentemente, dan origen a la complejidad.

Es conocido que los efectos cooperados de retroali-
mentacíon (procesos de feedback) en los sistemas dinámi-
cos, dan origen a la aparición de comportamientos complejos

fuera del equilibrio termodińamico, es decir a la aparición de
la complejidad [21].

Estos efectos cooperados, dentro del marco de la TIL, se
conocen como feńomenos de interferencia [15]. En la gran
mayoŕıa de los procesos biológicos los mismos desempeñan
un rol fundamental.

Para que dos o ḿas procesos se puedan acoplar, deben
cumplir con el teorema de Curie (adaptado por Prigogine)
[15]: “efectos macrosćopicos siempre tienen mayor o igual
elementos de simetrı́a que las causas que lo provocan”, es de-
cir, que en un medio iśotropo deben tener el mismo carácter
tensorial.

Sean por ejemplo, dos procesos cualesquiera que se
acoplan en virtud del Principio de Curie, tal que:

J1 = L11X1 + L12X2

J2 = L21X1 + L22X2, (12)

dondeL11, J22 son los coeficientes fenomenológicos direc-
tos yL12, J21 se conocen como coeficientes fenomenológi-
cos cruzados.

Seǵun mencionamos con anterioridad, en relación con el
llamado principio de reciprocidad de Onsager [20], se cumple
que

L12 = J21. (13)

En otras palabras, dicho principio establece que la matriz
de los coeficientes fenomenológicos es siḿetrica.

Aśı teniendo en consideración las Ecs. (12) y (13) y susti-
tuyéndolas en la Ec. (10) tenemos que la velocidad de pro-
duccíon de entroṕıa para el acoplamiento viene dada por

Ṡi = L11X
2
1 + (L12 + L21)X1X2 + L22X

2
2

= L11X
2
1 + 2L12X1X2 + L22X

2
2 ≥ 0. (14)

La Ec. (14) es una forma cuadrática definida semipositiva
en virtud de la Segunda Ley.

Los estados estacionarios, también conocidos como pun-
tos fijos [2,5], son considerados atractores de los sistemas
dinámicos y revisten especial interés en el marco de la teorı́a
de la complejidad.

Son estados dińamicos por los cuales transitan diferentes
procesos, en particular los biológicos. El crecimiento y am-
plificación de las fluctuaciones a escala macroscópica con-
duce a la inestabilidad del estado estacionario y constituye el
mecanismo fundamental de la aparición de la complejidad,
consecuentemente de la auto-organización fuera del equilib-
rio [22].

Aśı, se puede definir un estado estacionario como aquel
estado dińamico, atractor de un sistema, para el cual se
cumple que, durante un tiempo finito, las variables de esta-
do y los paŕametros de control permanecen constantes, y se
verifican flujos disipativos,̇S > 0, tal que

Ṡi = −Ṡe. (15)
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Es decir, a la misma velocidad que se produce entropı́aṠi,
se intercambia con los alrededoresṠe, de forma queṠS = 0.
Los mismos se caracterizan por el número de fuerzask que
permanecen constantes, de ahı́ que se hace referencia a los
estados estacionarios de ordenk.

Por ejemplo, en el estado estacionario,ss paraX2 con-
stante (ver Ec. (14)), es decir, de orden uno (k = 1) tenemos
que se verifica el teorema de Prigogine [15] deproduccíon
ḿınima de entroṕıa, el cual asegura la estabilidad del estado
estacionario, tal que

∂Ṡi

∂X1
= 2L11X1 + 2L12 = 0,

∂2Ṡi

∂X2
1

= 2L11 > 0. (16)

Es decir, en elss la velocidad de entropı́a es un ḿınimo, y
garantiza de esta forma la estabilidad del estado estacionario,
siempre y cuando, se cumplan las relaciones lineales, Ec. (11)
entre los flujos y las fuerzas generalizadas. Esto es conocido
como “Principio de producción ḿınima de entroṕıa” o sim-
plemente como Principio de Prigogine [23].

Una generalización del “Principio de ḿınima entroṕıa”,
fue realizada por Prigogine y col. [15,23], conocida como
“criterio general de evolución”, demostrando como la veloci-
dad de producción de entroṕıa constituye desde la fı́sica una
función natural de Lyapunov,V (x) [24].

Aśı tenemos que, de acuerdo al procedimiento propuesto
por Prigogine [15], la producción de entroṕıa por unidad
de tiempo,Ṡi, se identifica como una función de Lyapunov
V (x), tal que,

Ṡi ≡ V (x),

Ṡi =
∑

k

JkXk ≥ 0. (17)

Tomando la derivada Euleriana de la Ec. (17), tenemos
que

dṠi

∂X1
=

∑

k

Jk
dXk

dt
+

∑

k

Xk
dJk

dt
=

dX(Ṡi)
dt

+
dJ(Ṡi)

dt
.

(18)

Teniendo en consideración la Ec. (14) y sustituyendo en
Ec. (18), se tiene que

dX Ṡi

dt
= J1

dX1

dt
+ J2

dX2

dt
,

dJ Ṡi

dt
= X1

dJ1

dt
+ X2

dJ2

dt
. (19)

Teniendo en cuenta las Ecs. (12), (13) y (19) y sustituyen-
do en Ec. (18) se obtiene

d(Ṡi)
dt

= 2J1
dX1

dt
+ 2J2

dX2

dt
, = 2

dX Ṡi

dt
,

1
2

d(Ṡi)
dt

< 0. (20)

De esta forma se demuestra (Ec. (20)) que la producción
de entroṕıa por unidad de tiempo es una magnitud fı́sica que
constituye una función natural de Lyapunov, siempre y cuan-
do, exista una dependencia lineal entre los flujos y la fuerzas
generalizadas. En la literatura la Ec. (20) se conoce como
“criterio general de evolución”, el cual, tal y como se ha di-
cho, est́a restringido a la región lineal de los procesos irre-
versibles.

No obstante vemos, por una parte, como el formalismo
de la TIL permite establecer un vı́nculo natural con la com-
plejidad dando respuesta al objetivo 3, y por otra, establece
un criterio extremal para los fenómenos complejos, punto 2.

3. Procesos complejos: Extensión a los sis-
temas biof́ısico-qúımicos

El objetivo de este acápite es ofrecer una panorámica de ćomo
se puede articular el formalismo termodinámico irreversible
con la dińamica no lineal, de forma tal que, nos permita ofre-
cer un enfoque termodinámico de los feńomenos complejos,
ocurran estos en la región lineal o no lineal. Es bueno señalar,
que los puntos 1 y 3 sobre los cuales se establece el formalis-
mo de la TIL (aćapite II), siguen siendo v́alidos.

La fı́sica siempre trata de encontrar una definición precisa
y rigurosa de sus conceptos, por lo que la pregunta: ¿qué se
entiende por complejidad? El fı́sico Seth Lloyd recolectó en
(2001) [25] 31 definiciones de este concepto, divididas en
grupos seǵun su ǵenesis. Actualmente, esta lista incluye más
de 45 definiciones, entre las cuales se encuentran: entropı́a
de Shannon, entropı́a de Gibbs-Boltzmann, complejidad al-
goŕıtmica (Chaitin, Solomonoff y Kolmogorov), entropı́a de
Renyi, entroṕıa de Tsallis, entroṕıa de Kolmogorov, dimen-
sión fractal, entre muchas otras.

De la complejidad exhibida por los sistemas dinámicos
debemos resaltar los siguientes aspectos generales, esenciales
para comprender este fenómeno:

1. Complejo, no debe verse como sinónimo de compli-
cado, ya que un sistema descrito por pocos grados de
libertad puede exhibir una alta complejidad durante su
evolucíon; por el contrario, un sistema que requiere
de muchos grados de libertad para poder describirse
a śı mismo y que, por lo tanto, es complicado, puede o
no exhibir un comportamiento complejo.

2. La complejidad se manifiesta a través de la aparición
de propiedades emergentes [2]. Estas son observables
macrosćopicos que no siempre pueden deducirse de
las reglas de interacción que rigen la evolución de los
diferentes componentes de los sistemas.

3. La dimensíon de los patrones, tanto temporales como
espaciales, generalmente no es un número entero y es
superior a su dimensión topoĺogica; por lo tanto, se
dice que tienen una dimensión fractal [26].

Supl. Rev. Mex. F́ıs. 1 (4) 17–24
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4. Los procesos complejos descritos por los sistemas
dinámicos deterministas, en muchas ocasiones, mues-
tran una dependencia sensible con respecto a las condi-
ciones iniciales, un comportamiento que puede con-
fundirse con procesos estocásticos y conocido como
“caos determinista” [27]. La consecuencia más impor-
tante de esta propiedad es la imposibilidad de hacer
predicciones sobre la evolución del sistema a largo pla-
zo. En otras palabras, se derrumba el llamado deter-
minismo Laplaciano.

5. Para que un sistema dinámico determinista exhiba un
comportamiento complejo, debe cumplir con dos req-
uisitos fundamentales: que sea no lineal y que existan
procesos de retroalimentación (feedback).

6. El mecanismo fundamental que describe las
propiedades emergentes y la complejidad de un sis-
tema se basa en la ocurrencia de bifurcaciones [28].

Los feńomenos de transición lejos del equilibrio ter-
modińamico son consecuencia de bifurcaciones y correla-
ciones, que pueden tener relevancia para el comportamiento
macrosćopico.

Las bifurcaciones en los sistemas dinámicos [28] son
ańalogas a las transiciones de fase en la vecindad del equi-
librio [29]. Estos resultan de la amplificación a niveles
macrosćopicos de fluctuaciones microscópicas. Es el mecan-
ismo principal de auto-organización [7] y, en consecuencia,
de la complejidad a nivel macroscópico [22].

Seǵun se observa, la aparición de la complejidad, ası́ co-
mo su cuantificación, est́an ı́ntimamente relacionadas con la
termodińamica.

En la actualidad existe en la literatura una gran contro-
versia en relación al principio de producción de entroṕıa. De
acuerdo con Bruers [30], se pueden mencionar, al menos, seis
principios:

1. Principio de ḿınima disipacíon cerca del equilibrio,

2. Principio de producción ḿınima de entroṕıa cerca del
equilibrio,

3. Principio de producción máxima de entroṕıa cerca del
equilibrio,

4. Principio no variacional lejos del equilibrio de máxima
produccíon de entroṕıa,

5. Principio variacional lejos del equilibrio de máxima
produccíon de entroṕıa.

6. Optimizacíon del principio de producción ḿınima de
entroṕıa.

A primera vista, seis principios parecen demasiados en
una ciencia como la termodinámica, que ha conservado su
pŕıstina pureza basada en dos principios fundamentales.

A continuacíon, mostraremos de forma sucinta cómo
podemos generalizar, al menos para sistemas biofı́sico-
qúımicos, el “criterio general de evolución” de Prigogine
(Ec. (20)) demostrando como la velocidad de producción de
entroṕıa es una función de Lyapunov [31], independiente-
mente se cumplan o no la relaciones lineales, Ec. (11).

A finales del siglo XIX, Lyapunov, paralelamente a
Poincaŕe, desarrolĺo un ḿetodo conocido como función de
Lyapunov, que permite conocer la estabilidad global de la
dinámica de un sistema [32]. Seap un punto fijo, estado esta-
cionario, de un flujodx/dt ≡ ẋ = f(x), una funcíon V (x)
es llamada función de Lyapunov dep si para alguna vecindad
N dep se cumplen las siguientes condiciones:

1. V (x) > 0 para todox 6= p enN y V (p) = 0;

2. La derivada Euleriana,dV (x)/dt ≤ 0 para todox en
N .

De esta manera se puede afirmar que para todot ≥ t0 el
estado estacionariop es globalmente asintóticamente estable,
es decir, el sistema evoluciona hacia un mı́nimo de la funcíon
V (x).

Por un ansatz establecimos [33,34,35] que

Ṡi = f(Ω) > 0, (21)

dondeΩ es el vector de los parámetros de control. Se puede
demostrar [32,35,36] que la derivada Euleriana de la Ec. (21)
cumple con

dṠi

dt
=

∂Ṡi

dΩ
dΩ
dt

≤ 0. (22)

De esta forma podemos afirmar que la producción de en-
troṕıa por unidad de tiempo como función de los paŕametros
de control satisface las condiciones de una función de Lya-
punov y establece un vı́nculo natural con la dińamica no lin-
eal, se estable ası́ un criterio extremal para los fenómenos
complejos y que no se restringe a si el sistema está “cerca” o
“lejos” del equilibrio termodińamico.

Como nos planteamos al inicio, un formalismo ter-
modińamico de los feńomenos complejos deberı́a ser capaz
de formalizar criterios que posibiliten caracterizar la comple-
jidad de los sistemas dinámicos.

En el trabajo seminal de Nose-Hoover [37] y más recien-
temente [38], se mostró como la velocidad de producción de
entroṕıaṠi est́a relacionada con el espectro de los exponentes
de Lyapunov [38]λ : j a trav́es de la relación

dṠi

dt
≡ Ṡi ≈ −

∑

j

λj > 0. (23)

La Ec. (23) establece per se un vı́nculo natural entre el
formalismo de la termodińamica de los procesos irreversibles
y la dinámica no lineal. Por otra parte, hemos demostrado que
la velocidad de producción de entroṕıa, representa una mag-
nitud útil para cuantificar la robustez de la dinámica de un
sistema, en particular la emergencia y evolución del ćancer
[36,39,40].
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Como es conocido, la dimensión fractal representa una
vı́a para estimar la complejidad desde el punto de vista ge-
ométrico de un sistema dinámico, y constituye una de las
propiedades ḿas importante de un atractor [41]. Grassberger
propuso una generalización de la dimensión fractal [42], la
dimensíon generalizadaDq como

Dq = ĺım
ε

Sq(R)
ln(1/ε)

, (24)

dondeSq(R) es la entroṕıa de Renyi, Ec. (6). A partir de
la Ec. (24) se obtienen, como casos particulares, tres dimen-
siones b́asicas:D0, D1, D2; cada una de ellas representa la
dimensíon fractal de conteo de caja, la dimensión informa-
cional (D1 = ĺımq→1 Dq) y la dimensíon de correlacíon [1].
En el caso de los fractales, las tres dimensiones son aprox-
imadamente iguales, mientras que en los multifractales se
cumple que:D0 > D1 > D2.

Una forma sencilla de computar la dimensión fractal de
un sistema dińamico es a trav́es del espectro de los expo-
nentes de Lyapunovλj , conocida como dimensión de Lya-
punovDL o de Kaplan-York [43], como:

DL = j +
∑j

i=1 λi

|λj+1| , (25)

dondej es el mayor ńumero entero para el cual se cumple
que:λ1 + λ2 + · · ·+ λj ≥ 0. Por un ansatz a la Ec. (25), es-
tablecimos la conjetura: la dimensión fractal de producción
de entroṕıa [36], definida como:

DṠj
= j +

Ṡi∑n
i=j+1 λi

, (26)

donde la producción de entroṕıa por unidad de tiempȯSi, es
evaluada a trav́es de la Ec. (23) yn es el ńumero de todos los
exponentes de Lyapunov.

En trabajos anteriores hemos demostrado como la pro-
duccíon de entroṕıa por unidad de tiempȯSi, durante el crec-
imiento de un tumor, mide la robustez del cáncer [39,40]. De
esta forma tenemos quėSi, durante el crecimiento, de un tu-
mor puede ser evaluada a través de las velocidades de mitosis
ψ y apoptosisη respectivamente, como:

Ṡi ≈ R(ψ − η) ln
ψ

η
. (27)

La geometŕıa fractal demuestra serútil para describir la
arquitectura patológica de los tumores y para proporcionar
informacíon sobre los mecanismos de crecimiento tumoral
[44]. En trabajos anteriores [45,46,47], demostramos como
la dimensíon fractal de tumordf est́a relacionada con el co-
ciente de las velocidades de mitosisψ y apoptosisη respec-
tivamente. La misma cuantifica la malignidad del tumor, en
otras palabras, la capacidad del tumor de invadir e infiltrar el
tejido sano [48]:

df =
(

5− (ψ/η)
1 + (ψ/η)

)
. (28)

Sustituyendo la Ec. (28) en la Ec. (27) se obtiene una de-
pendencia funcional de la entropı́a por unidad de tiempo de
la dimensíon fractaldf [39] como:

Ṡi = Rξ̇ ln
(

5− df

1 + df

)
. (29)

La Ec. (29) incluye dos propiedades observada en los tu-
mores: su velocidad de crecimientoξ̇ = (ψ − η), asociada
a su agresividad y otra, su malignidad relacionada con sus
caracteŕısticas morfoĺogicas, es decir, la dimensión fractal;
capacidad del tumor de invadir e infiltrar el tejido sano.

Finalmente, hemos demostrado cómo el desarrollo de un
tumor primario desde un nivel microscópico, un crecimien-
to avascular, hasta un nivel macroscópico, fase vascular y la
posterior aparicíon de met́astasis, no es simplemente la acu-
mulacíon de ćelulas malignas, sino que ocurre a través de bi-
furcaciones es lo que hemos denominado “transición de fase
biológica” [49,50,51,52].

Esto conduce a que la emergencia y evolución del ćancer,
aparezca como un proceso de auto-organización lejos del
equilibrio termodińamico y muestre un alto grado de ro-
bustez, complejidad y jerarquı́a [53], a su vez, a la creación
de nueva información y capacidad de aprendizaje.

4. Eṕılogo

En resumen, hemos visto en esta apretada sı́ntesis que:

1. El formalismo aća presentado, tal y como se ha men-
cionado no está restringido al hecho del que el sistema
dinámico evolucione “cerca” o “lejos” del equilibrio
termodińamico, es decir incluye al formalismo de la
TIL, como caso particular cuando se cumplan las rela-
ciones lineales.

2. La velocidad de producción de entroṕıa, como una
generalizacíon de la Segunda Ley de la termodinámi-
ca, representa per se el criterio evolutivo y constituye
una funcíon natural de Lyapunov, independientemente
el sistema evolucione “cerca” o “lejos” del equilibrio
termodińamico.

3. La velocidad de producción de entroṕıa, en funcíon de
los paŕametros de control, representa un criterio ex-
tremal de los sistemas dinámicos, al menos en sistemas
biofı́sico-qúımicos.

4. A través de la velocidad de producción de entroṕıa, se
establece un v́ınculo natural entre la termodinámica y
la dinámica no lineal, la cual representa per se, una vı́a
fı́sica para medir la complejidad y la robustez de un
sistema dińamico.

5. Mostramos como la evolución y emergencia del cáncer
ocurre a trav́es de lo que hemos denominado “transi-
ción de fase bioĺogica” lo cual se sustenta a través del
formalismo “termodińamico de los procesos comple-
jos”.
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4. I. Prigogine, “Étude Thermodynamique des Phénom̀enes
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