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Se presenta una paigwonica del formalismo termodimico irreversible y su vincula@n con los sistemas complejos. Se muestra como la
velocidad de produceh de entrofa constituye per se una fudci natural de Lyapunov. Una extedsia los sistemas bitsfico-qumicos
evidenco como la velocidad de produdéei de entrofa representa una magnitudita para medir la complejidad y la robustez deicer.
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An overview of irreversible thermodynamic formalism and its link with complex systems is presented. It is shown how the rate of entropy
production constitutes per se a natural function of Lyapunov. An extension to the biophysical-chemical systems showed how the rate of
entropy production represents a physical quantity to measure the complexity and robustness of cancer.
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El advenimiento de la tet del caos inicialmente [1], hoy 3. Formalizar criterios desde la termoémica para car-
llamada la teda de la complejidad [2], ha cambiadcadti- acterizar la complejidad a nivel macrégico.
camente la vigin de la ciencia. En particular lasfca téri-
ca, y espeificamente la termodamica de los procesos irre-
versibles. Si bien en la llamada régilineal de los proce-
sos irreversibles existe una teobien consolidada [3-6], en
la regbn no lineal &n queda pendiente construir un formal-

'S“}Q parla li m:jsma. Unadgelnergl;nzamen una tle_oa qule El trabajo esi estructurado de la siguiente manera: En el
unifique los fundamentos de los fEmenos complejos y 10S 5 ite |, se resumen los aspectos fundamentales del formal-
procesos irreversibles pudiera considerarse una quimera €} de |a termodi@amica chsica: una panamica del for-
este empeio. ] ) . ] ] malismo de los procesos irreversibles en lagedineal se
Una primera aproximaon en la direc@n de vincular la  muestra en el d@pite II; finalmente en el @pite I, se ofrece
termodiramica de los procesos irreversibles con ladiita  de manera introductoria los avances entre la ternéodica

no lineal fue dada en el trabajo seminal de Prigogine y Coly los feromenos ComplejOS, particu'armente una extamsi
[7], acuiado bajo el nombre de las “estructuras disipativas”|os sistemas bid§ico-qtimicos.

En la cecada de los 90, Beck y Séigl publicaron la obra
titulada “Thermodynamics of chaotic systems” [8], en donde .
se hace una aproximaxi al tema, y si bien es cierto que en 1. ReSl_mjer? de,l . formalismo de la ter-
realidad &n se est lejos de ello, no es menos cierto que se ~ Modinamica clasica

han dado los pr!meros pasos en e§ta diteci . Existe una extensay valiosa obra de la llamada ternaooiin

En Ia_ actualidad, existe en la Ilteratu'ra una extensa I'St@a chsica, por lo cual remitimos al lector interesado a revisar
de trabajos que abordan el tema de lofeanos comple- los aspectos generales quaae tratan [11,12,13].
jos desde la termodamica, fundamentalmente liderados por Basicamente. el formalismoasico deéca,nsa sobre dos
la escuela de 8gica [9]. Basicamente, un formalismo ter- pilares fundameryltales la primera y la segunda Ley.
modinamico de los febmenos complejos debiarser capaz La Primera Ley, es’la formulai cuantitativa de la Ley
de dar respuestas a tres aspectos fundamentales, a decir: de conservaéin y tr’ansformacﬁn de la enerig [11], la cual

o , permite establecer un balance emigp para los procesos
1. Establecer un criterio evolutivo para los Procesosmacrosopicos naturales, tal que
macrosopicos de los sistemas naturales.

Por lo cual, nuestro objetivo es ofrecer una pantca
unificadora, quei@n lejos de constituir un formalismo acaba-
do, sirva de punto de partida de lo que pudiese constituir las
bases téricas de la “termodiamica de los fedmenos com-
plejos” [10].

dE = 6Q — §Wrp, 1)

2. Ofrecer criterios exémales para los fémenos com- donde,dE es la variadn de la enef@ interna del sis-
plejos a escala macrdsuica. tema,dQ@ es el variadn infinitesimal de calor yWr es el
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variacbn infinitesimal del trabajo total, el cual viene dado 4. Permite medir la complejidad de un sistema;
por
5. Proporciona un sentiddsiico al tiempo.

(5WT = Zdel‘k, (2)
k En el equilibrio, como caso particular de atractor del sis-
donde,F}, y z;, son las fuerzas y los desplazamientos genertema, se cumple qugs; = 0.
alizados respectivamente. En 1961, Renyi [19] realiz una generalizadn de la

La Segunda Ley, ofrece el marco formal para la formu-ecuacdn de Shannon conocida como la enteoge Renyi,
lacion de un criterio evolutivo para los procesos maaipsc

cos de los sistemas naturales [14]i,Ade acuerdo con Th. 1 " q
De Donder [14], se tiene que Sq(R) = =] log, <kz Py | (6)
=1
dSs =05 + 4S5, 3)

dondeq es un paametro que eétasociado con las carac-

dondedSs representa la variami de entrofa del sistema, tefisticas espéficas del sistema bajo estudio. Por ejemplo,
§S. es el flujo de entrdia, es decir, la entrép intercambia- €N la diramica de fluidos eatrelacionado con elimero de

da con los alrededoresdf; es la entrofa creada durante la Reynolds y, en loslustersde percoladn, con el umbral de

evolucbn del sistema. percolacdn.
Por lo tanto, el postulado fundamental de la Segunda Ley La entropa de Renyi tiene especial inésr para la car-
se formula como acterizaddn de patrones que exhiben multifractalidad. En el
limite, cuanda; — 1, la entropa de Renyi se reduce a la de
05; 2 0, (4)  Shannon.

o . . . En este sentido, se obsenénmo, ya desde lo que se pud-
y expresa el criterio evolutivo, es decir, los sistemas naturales ; L . .
. o iese denominar una formul&ci “generalizada del formalis-
crean entrofa durante su evoluan [15].

P .. mo clasico”, la Ec. (6) muestra uninculo natural entre la
Ya en la formuladin clasica se da respuesta, en princi-

pio, al primero de los tres objetivos planteados al inicio determodlramma y los sistemas complejos, objetivo tres men-

este trabajo. La principal limita@h de dicha formulaéin, cionado al inicio.
Ec. (4), es que adolece de no contener el tiempo dentro de

su estructura formal, lo cual impone una restbocfunda- L . P
mental al formalismo ésico de la termodamica. 2. Panoramica del formalismo termodinamico

En 1948, Shannon [16] deftniemgricamente la en- de los procesos irreversibles: reg@in lineal

tropia para un proceso de Markov discreto con probabilidades ) )
D1y D2s ores P COMO Ya desde los trabajos seminales de Onsager [20], de Groot-

Mazur [3] y Prigogine [5], fueron establecidas las bases de la
S =—k an Inp,, (5) termodiramica de los procesos irreversibles.
n Formalmente, la misma se divide en dos: oeglineal,
'QL y no lineal, TINL. Si bien el formalismo de la regn

dondek es una constante que determina las unidades de | | es Dlid blecido 13-6 fund
entropa. Sik es igual a la constante de Boltzmarp, —  'eal esd Dlidamente establecido [3-6], tanto en su funda-

1,3806.10~2% J/K, las unidades son [J/K], ¢ — 1/In2, mento térico y su compr_qba@h_e_xperime,ntal, Ia_reg'n no
entonces las unidades de la enteogs ebit-binary digit lineal, tal como se mencidral inicio, esta &n en cierne.

La Ec. (5) es estructuralmente semejante a la efatrdp El formalismo de la TIL se establece sobre cuatro pilares
Gibbs-Boltzmann, definida en la termodiica estadtica fundamentales [3]:

[17].

Fisicamente, la entré@ de Shannon mide la complejidad 1+ Aceptar como postulado fundamental de que la pro-
de un sistema. Las base$tieas de la entrdp de Shannon duccon de entro por unidad de tiempo es definida
fueron establecidas por Khinchin en 1957 [18]. positiva, es decir:

De este postulado se derivan los siguientes corolarios so-

bre la entrofa: iii =5, >0. (7)
1. Esdiferente de la endy se crea durante la evoloai
de un sistema, 2. Validez del Principio de reciprocidad de Onsager [20].

2. Tiene un caicter probabiktico; _ L A
P 3. Cumplimiento de la hiptesis del “equilibrio local”.

3. Le impone un cacter irreversible a los procesos natu-
rales, ya que se crea entramlurante el proceso, pero 4. La existencia de relaciones lineales entre flujos y
no se destruye; fuerzas.

Supl. Rev. Mex.iB. 1 (4) 17-24
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El primer punto constituye una exteasifuera del equi- fuera del equilibrio termod#mico, es decir a la aparém de
librio del postulado fundamental de la Segunda Ley, veta complejidad [21].
Ec. (4). Estos efectos cooperados, dentro del marco de la TIL, se
De esta forma podemos generalizar la exgre$unda- conocen como féimenos de interferencia [15]. En la gran
mental de la Segunda Ley, tomando la vabademporal de mayoiia de los procesos bimjicos los mismos desenisn
la Ec. (3), como un rol fundamental.
Para que dos o &s procesos se puedan acoplar, deben
dSs - 05e 55@'7 (8)  cumplir con el teorema de Curie (adaptado por Prigogine)
dt e dt [15]: “efectos macrogipicos siempre tienen mayor o igual
elementos de simé&rque las causas que lo provo¢aes de-
cir, que en un medio ¢&ropo deben tener el mismo éater
tensorial.
Sean por ejemplo, dos procesos cualesquiera que se
acoplan en virtud del Principio de Curie, tal que:

dondedSg/dt = Ss es la velocidad de entrapdel sistema,
dS./dt = S, es el flujo de entrdp y dS; /dt = S; es la pro-
duccbn de entrofa por unidad de tiempo. La igualdad, Ec.
(8), se puede reescribir como

95 = Be + 5. ®) J1=L11 X1+ L12X>
Asi, el criterio evolutivo, objetivo #;, se puede generalizar Jy = Loy X1 + Loy Xo, (12)
como: S; > 0, que de hecho constituye uno de los postu-
lado sobre el cual descansa el formalismo de los proces@fndel,, J», son los coeficientes fenomengicos direc-

irreversibles y la esencia de la Segunda Ley. tos y L2, Jo1 Se conocen como coeficientes fenoméne!
Formalmente, la produdmh de entrofa por unidad de cos cruzados.
tiempo.S;, puede ser evaluada como Sedin mencionamos con anterioridad, en rédaaton el
) llamado principio de reciprocidad de Onsager [20], se cumple
S; = Z Jkav (10) que
k

donde J,, representa los flujos generalizados, por ejemplo, L1z = Ja1. (13)

flujo de calor, de sustancia, etc. X, son las fuerzas gener-

alizad_as, es d@" las causas que dan lugar a la dpadel de los coeficientes fenomengiicos es siratrica.

los flujos, gradlentes de temperatura, susta'nma, etc. Asi teniendo en consideraxi las Ecs. (12) y (13) y susti-
Entre los flujos y las fuerzas generalizadas, se puedﬁjy'endolas en la Ec. (10) tenemos que la velocidad de pro-

establecer una relam lineal, conocida como reld  y,.cpn de entrofa para el acoplamiento viene dada por
fenomenobgica o constitutiva, que de hecho, fueron estable-

En otras palabras, dicho principio establece que la matriz

cidas emfricamente muqho antes de que se es_mablecigse for- S; = L11X? + (Lyg + Lo1) X1 X5 + Loo X3
malmente la termodamica de los procesos irreversibles.
Asi, tenemos que = L1 X7 +2L12X1 Xo + Lo X3 > 0. (14)

J = Lip X5 (11) La Ec. (14) es una forma cuddica definida semipositiva

en virtud de la Segunda Ley.

dondeLy; se conoce como coeficiente fenomémdto di- Los estados estacionarios, taérbconocidos como pun-
recto, por ejemplo, el coeficiente de conductividadrtica, tos fijos [2,5], son considerados atractores de los sistemas
A, el coeficiente de difuéi, D, etc. dinamicos y revisten especial inésren el marco de la tdar

De hecho, la estructura formal de la TIL se basa en la exde la complejidad.
istencia de la Ec. (11), es decir, la validez de las relaciones Son estados damicos por los cuales transitan diferentes
lineales entre fuerzas y flujos generalizados. procesos, en particular los bagjicos. El crecimiento y am-

Es importante resaltar, el hecho de que no debe corplificacion de las fluctuaciones a escala macopara con-
fundirse la linealidad de los sistemas alinicos, con la ex- duce a la inestabilidad del estado estacionario y constituye el
istencia de la dependencia lineal entre flujos y fuerzas germecanismo fundamental de la apaditide la complejidad,
eralizadas, Ec. (11). Por ejemplo, un demeno como es consecuentemente de la auto-organizaduera del equilib-
la conducadn del calor, fipicamente no lineal, la ecuéci  rio [22].
fenomenabgica que lo rige es la conocida ecuacie Fouri- Asi, se puede definir un estado estacionario como aquel
er [3], en otras palabras, ya el formalismo de los procesos iestado diamico, atractor de un sistema, para el cual se
reversibles lineal trata con fémenos de la dimamica no lin- cumple que, durante un tiempo finito, las variables de esta-
eal y que consecuentemente, dan origen a la complejidad. do y los paametros de control permanecen constantes, y se

Es conocido que los efectos cooperados de retroaliverifican flujos disipativos$ > 0, tal que
mentacdbn (procesos de feedback) en los sistemaérdin

cos, dan origen a la aparici de comportamientos complejos Si = —Se. (15)

Supl. Rev. Mex.iB. 1 (4) 17-24
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Es decir, ala misma velocidad que se produce efaisp De esta forma se demuestra (Ec. (20)) que la prodacci
se intercambia con los alrededor$:s de forma ques's = 0. de entrofia por unidad de tiempo es una magnitigida que
Los mismos se caracterizan por éimero de fuerzas que  constituye una funéin natural de Lyapunov, siempre y cuan-
permanecen constantes, dé ghe se hace referencia a los do, exista una dependencia lineal entre los flujos y la fuerzas
estados estacionarios de orden generalizadas. En la literatura la Ec. (20) se conoce como
Por ejemplo, en el estado estacionasi@paraX, con-  “criterio general de evoluon”, el cual, tal y como se ha di-
stante (ver Ec. (14)), es decir, de orden uhe=(1) tenemos cho, esh restringido a la regn lineal de los procesos irre-
que se verifica el teorema de Prigogine [15]meduccbn  versibles.
minima de entrofa, el cual asegura la estabilidad del estado  No obstante vemos, por una parte, como el formalismo

estacionario, tal que de la TIL permite establecer uinculo natural con la com-
0%, plejidad dando respuesta al objetivo 3, y por otra, establece
6XZ =2L11 X1+ 2L, =0, un criterio extremal para los fémenos complejos, punto 2.
1
9%5; . . .
ax2 =~ 2L > 0. (16) 3. Procesos complejos: Extenéh a los sis-

Es decir, en eds la velocidad de entrdp es un rmimo, y temas biofisico-qumicos

garantiza de esta forma la estabilidad del estado estacionari b
siempre y cuando, se cumplan las relaciones lineales, Ec. (1
entre los flujos y las fuerzas generalizadas. Esto es conoci
como “Principio de producon minima de entro@” o sim-

objetivo de este a@pite es ofrecer una par@nica de 6mo

puede articular el formalismo termaglnico irreversible

®n la diramica no lineal, de forma tal gue, nos permita ofre-

C o cer un enfoque termodamico de los febmenos complejos,

plemente como _Prlr)plp|o O"‘e I?rlg_o_glne [2,3]_' - ocurran estos en la rémi lineal o no lineal. Es buenofsaar,
Una.generallzaur.] del. Principio de rinima entr_om ' que los puntos 1y 3 sobre los cuales se establece el formalis-

fue realizada por Prigogine y col. [15,23], conocida COMO 5 de la TIL (a@pite I1), siguen siendoalidos.

“criterio general de evoludn”, demostrando como la veloci- . L
g . . . La fisica siempre trata de encontrar una deforigirecisa
dad de producéin de entrofa constituye desde lasica una . 3
y rigurosa de sus conceptos, por lo que la preguntaé gqu

funil\(;n tgﬁ;unrﬁ)lsdeul‘gaggggz{ézj)o[?]'roce dimiento oro uestentiende por complejidad? Bkfco Seth Lloyd recole6ten
o que, L. P P prop &001) [25] 31 definiciones de este concepto, divididas en
por Prigogine [15], la producon de entrofa por unidad

de tiempo.S;, se identifica como una fur de Lyapunov grupos segn su @nesis. Actualmente, esta lista incluyasn
.y de 45 definiciones, entre las cuales se encuentran: atrop

V(). tal que, de Shannon, entrép de Gibbs-Boltzmann, complejidad al-
S, = V(x), goritmica (Chaitin, Solomonoff y Kolmogorov), entrizpde
) Renyi, entropa de Tsallis, entrda de Kolmogorov, dimen-
Si=> JuXy >0. (17)  sion fractal, entre muchas otras.
k

De la complejidad exhibida por los sistemasatimcos
Tomando la derivada Euleriana de la Ec. (17), tenemoslebemos resaltar los siguientes aspectos generales, esenciales

que para comprender este fameno:
dS; = ij% + Zxk% — dx (5i) + dJ(Si). 1. Complejo, no debe verse como &itimo de compli-
90Xy = dt A dt dt dt cado, ya que un sistema descrito por pocos grados de
(18) libertad puede exhibir una alta complejidad durante su

evolucbn; por el contrario, un sistema que requiere
de muchos grados de libertad para poder describirse
a 9 mismo y que, por lo tanto, es complicado, puede o

Teniendo en considerdxni la Ec. (14) y sustituyendo en
Ec. (18), se tiene que

dxS; _ dX, J dX, no exhibir un comportamiento complejo.
a - Var TPa
4.8 4J A 2. La complejidad se manifiesta a téssde la apariéin
oL Xlil + XQJ' (19) de propiedades emergentes [2]. Estas son observables
. dt dt dt . macrosépicos que no siempre pueden deducirse de
Teniendo en cuenta las Ecs. (12), (13) y (19) y sustituyen-  |as reglas de interadm que rigen la evolubn de los
do en Ec. (18) se obtiene diferentes componentes de los sistemas.
d(S; dX dX dx S; _ )
(dt ) =2J; dtl +2Jy dt2 , =2 );t , 3. La dimensbn de los patrones, tanto temporales como

) espaciales, generalmente no es Umaro entero y es
}d(Si) <0 (20) superior a su dimensn topobgica; por lo tanto, se
2 dt ' dice que tienen una dimefsi fractal [26].

Supl. Rev. Mex.iB. 1 (4) 17-24
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4. Los procesos complejos descritos por los sistemas A continuacén, mostraremos de forma sucintanmm
dinamicos deterministas, en muchas ocasiones, muepodemos generalizar, al menos para sistemasisimof
tran una dependencia sensible con respecto a las condjtimicos, el “criterio general de evoldm” de Prigogine
ciones iniciales, un comportamiento que puede con{Ec. (20)) demostrando como la velocidad de produtcie
fundirse con procesos esfsticos y conocido como entropa es una funéin de Lyapunov [31], independiente-
“caos determinista” [27]. La consecuenciasrimpor- mente se cumplan o no la relaciones lineales, Ec. (11).
tante de esta propiedad es la imposibilidad de hacer A finales del siglo XIX, Lyapunov, paralelamente a
predicciones sobre la evoldei del sistema a largo pla- Poincag, desarrof un nmétodo conocido como funin de
z0. En otras palabras, se derrumba el llamado detetyapunov, que permite conocer la estabilidad global de la
minismo Laplaciano. dindmica de un sistema [32]. Sgain punto fijo, estado esta-

cionario, de un flujolz/dt = & = f(z), una funcon V' (z)

5. Para que un sistema dimico determinista exhiba un es llamada funéin de Lyapunov dg si para alguna vecindad
comportamiento complejo, debe cumplir con dos reg-)v dep se cumplen las siguientes condiciones:
uisitos fundamentales: que sea no lineal y que existan
procesos de retroalimentéai (feedback). 1. V(z) > O paratodar #penNy V(p) =0;

6. EI mecanismo fundamental que describe las 2. La derivada Eulerianall(z)/d¢ < 0 para todor en

propiedades emergentes y la complejidad de un sis-
tema se basa en la ocurrencia de bifurcaciones [28]. De esta manera se puede afirmar que paratoedd, el
estado estacionarjpes globalmente asioticamente estable,
Los ferbmenos de transion lejos del equilibrio ter- es decir, el sistema evoluciona hacia Limimo de la fundbn
modinamico son consecuencia de bifurcaciones y correlav(x)_
ciones, que pueden tener relevancia para el comportamiento Por un ansatz establecimos [33,34,35] que
macrosopico. .
Las bifurcaciones en los sistemas alimicos [28] son Si = f(&) >0, (21)

analogas a las transiciones de fase en la vecindad del equngeq es el vector de los pametros de control. Se puede

librio [29]. Estos resultan de la amplificéci a niveles  gemostrar [32,35,36] que la derivada Euleriana de la Ec. (21)
macrosopicos de fluctuaciones micragucas. Es el mecan-

: o -2 '~ cumple con

ismo principal de auto-organizdci [7] y, en consecuencia, ] )

de la complejidad a nivel macrasgico [22]. dsS; _ 95;d _ 0 (22)
Sedin se observa, la aparici de la complejidad, aso- dt aQ dt —

mo su Cuantiﬁcaéjn, eshnintimamente relacionadas con la De esta forma podemos afirmar que la pro(ﬁ)n(de en-

termodiramica. tropia por unidad de tiempo como fuici de los psametros

En la actualidad existe en la literatura una gran controde control satisface las condiciones de una fmale Lya-
versia en reladn al principio de producon de entrofa. De  punov y establece urinculo natural con la démica no lin-
acuerdo con Bruers [30], se pueden mencionar, al menos, seigl, se estable &sin criterio extremal para los fémenos
principios: complejos y que no se restringe a si el sistema ‘&strca” o
“lejos” del equilibrio termodiamico.

Como nos planteamos al inicio, un formalismo ter-
modinamico de los feamenos complejos debarser capaz
de formalizar criterios que posibiliten caracterizar la comple-

1. Principio de ninima disipaddn cerca del equilibrio,

2. Principio de producéin minima de entrofa cerca del

equilibrio, - . .
quitbn jidad de los sistemas damicos.
3. Principio de producéin maxima de entroja cerca del En el trabajo seminal de Nose-Hoover [37] @sirecien-
equilibrio, temente [38], se mogircomo la velocidad de produéei de

entropa.$; est relacionada con el espectro de los exponentes
4. Principio no variacional lejos del equilibrio deaxima  de Lyapunov [38]\ : j a trawes de la rela€in
produccon de entrofa, a8
o ESi%—ZAj>O. (23)
J

5. Principio variacional lejos del equilibrio de arima

roduccon de entrofa. .
P " La Ec. (23) establece per se umeulo natural entre el

6. Optimizacbn del principio de producén minima de  formalismo de la termodamica de los procesos irreversibles
entropa. y ladinamica no lineal. Por otra parte, hemos demostrado que
la velocidad de producoin de entrofa, representa una mag-
A primera vista, seis principios parecen demasiados enitud Util para cuantificar la robustez de la dmica de un
una ciencia como la termodimica, que ha conservado su sistema, en particular la emergencia y evducidel @ncer
pristina pureza basada en dos principios fundamentales. [36,39,40].

Supl. Rev. Mex.iB. 1 (4) 17-24
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Como es conocido, la dimesi fractal representa una Sustituyendo la Ec. (28) en la Ec. (27) se obtiene una de-
via para estimar la complejidad desde el punto de vista gggendencia funcional de la entiiagpor unidad de tiempo de
ométrico de un sistema dimico, y constituye una de las la dimensbn fractald [39] como:
propiedades @&s importante de un atractor [41]. Grassberger 5_d
propuso una generalizéei de la dimendin fractal [42], la S; = R¢In < f> . (29)
dimensbn generalizad®, como L+dy

La Ec. (29) incluye dos propiedades observada en los tu-
Sy(R) ) . N .

; (24)  mores: su velocidad de crecimiero= () — 7), asociada
In(1/¢) a su agresividad y otra, su malignidad relacionada con sus
dondeS,(R) es la entrofa de Renyi, Ec. (6). A partir de caracteisticas morfobgicas, es decir, la dimersi fractal;
la Ec. (24) se obtienen, como casos particulares, tres dimefapacidad del tumor de invadir e infiltrar el tejido sano.
siones fsicas:Dy, D, D; cada una de ellas representa la ~ Finalmente, hemos demostradmnuo el desarrollo de un
dimensbn fractal de conteo de caja, la dimemsinforma-  tumor primario desde un nivel micrasgico, un crecimien-
cional (D, = lim,_.; D,) y la dimensbn de correlacin [1]. 1O avascular, hasta un nivel macropio, fase vascular y la
En el caso de los fractales, las tres dimensiones son aproROSterior apari@n de meéstasis, no es simplemente la acu-
imadamente iguales, mientras que en los multifractales s@ulacbn de @lulas malignas, sino que ocurre a gawde bi-

D, = lim

cumple queDqy > Dy > Ds. furcaciones es lo que hemos denominado “trabnide fase
Una forma sencilla de computar la dimemsifractal de ~ biologica” [49,50,51,52]. _ ] ]

un sistema diamico es a traés del espectro de los expo-  ESto conduce a que la emergencia y evaindel @ncer,

nentes de Lyapunoy;, conocida como dimensi de Lya- ~aparézca como un proceso de auto-organiraéejos del

punovD;, o de Kaplan-York [43], como: equilibrio termodimico y muestre un alto grado de ro-

, bustez, complejidad y jerarqu[53], a su vez, a la credsi
Dy =+ T )\i’ (25) de nueva informaéin y capacidad de aprendizaje.
RVESY
donde; es el mayor timero entero para el cual se cumple 4. Epilogo
que:d; + Az + -+ A; > 0. Porun ansatz a la Ec. (25), es-

tablecimos la conjetura: la dimebsi fractal de producéin En resumen, hemos visto en esta apretautasis que:

de entrofia [36], definida como: 1. El formalismo aé presentado, tal y como se ha men-
. cionado no estrestringido al hecho del que el sistema

Dg =j+ HL, (26) dinamico evolucione “cerca” o “lejos” del equilibrio
! Zi:jJrl Ai termodiramico, es decir incluye al formalismo de la

TIL, como caso particular cuando se cumplan las rela-

donde la producéin de entrofa por unidad de tiemp#;, es ciones lineales.

evaluada a trads de la Ec. (23) y. es el imero de todos los

exponentes de Lyapunov. 2. La velocidad de producth de entrofa, como una
En trabajos anteriores hemos demostrado como la pro- generalizadin de la Segunda Ley de la termaogimi-

duccibn de entrofa por unidad de tiemps§;, durante el crec- ca, representa per se el criterio evolutivo y constituye

imiento de un tumor, mide la robustez dahcer [39,40]. De una funcén natural de Lyapunov, independientemente

esta forma tenemos qug, durante el crecimiento, de un tu- el sistema evolucione “cerca” o “lejos” del equilibrio

mor puede ser evaluada a teswde las velocidades de mitosis termodiramico.

1) y apoptosis; respectivamente, como:

3. La velocidad de producth de entrofa, en funcbn de
los paAmetros de control, representa un criterio ex-
tremal de los sistemas dimicos, al menos en sistemas
biofisico-qumicos.

S~ R(1) —n)In % (27)

La geomefia fractal demuestra sétil para describir la
arquitectura patoigica de los tumores y para proporcionar 4. A través de la velocidad de produdai de entrofa, se

informacibn sobre los mecanismos de crecimiento tumoral establece uninculo natural entre la termodimica y
[44]. En trabajos anteriores [45,46,47], demostramos como la dinamica no lineal, la cual representa per se, tiaa v
la dimensbn fractal de tumotl; est relacionada con el co- fisica para medir la complejidad y la robustez de un
ciente de las velocidades de mitogiy apoptosis; respec- sistema diamico.

tivamente. La misma cuantifica la malignidad del tumor, en . )
otras palabras, la capacidad del tumor de invadir e infiltrar el S- Mostramos como la evolui y emergencia debmcer

tejido sano [48]: ocurre a traés de lo que hemos denominado “transi-
cion de fase bidlgica” lo cual se sustenta a téss/del
ds — <5 - (WU)) (28) formalismo “termodiamico de los procesos comple-
T\ + /) jos”.
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