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LA TEMPERATURA CRITICA DE LA
TRANSICION SUPERCONDUCTORA

L.E. Sansores

Centro de Investigacidn de Materiales, UNAM

RESUMEN

En este trabajo se revisan los diversos métodos utilizados para cal-
cular la temperatura critica de la transicidn superconductora empezando
por la expresidn dada por la teoria BCS como fue inicialmente concebida
y terminando con el método computacicnal de Leavens. Utilizando el PdH,
como ejemplo,se revisa también el efecto que tienen los fonones &pticos
en las expresiones para la temperatura critica. En la Gltima parte se
estudia el efecto que los fonones Spticos tendrfan en tres tipos de ma-
teriales representados por espectros de la forma de Hg, Pb y Pd. Se
obtiene qgue solo cambiar la posici®n del pico de Einstein asociado a los
fonones Spticos lleva a un efecto isotdpico inverso.

ABSTRACT

In this paper a review of the several techniques used for calculating
the critical temperature of the superconducting transition is presented,
beginning with the original BCS theory and concluding with the computa-
tional method of Leavens. Using PdH,as an example, the effect of the
optical phonons on the critical temperature is also reviewed. 1In the
final part the effect of the optical phonons is studied in three diffe-
rent types of materials which are represented by phonon spectra of the
form of Hg, Pb and Pd. It is shown that just changing the position of
the Einstein peak associatedwith the optical phonons will lead to an
inverse isotopic effect.

REVISION DE LOS METODOS CONVENCIONALES

Empezaremos recordando la Teoria BCS:

En 1957 Bardeen, Cooper y Schrieffer(” presentaron su teoria de la
superconductividad basados en el hecho de que la interaccidn entre elec-
trones por medio del intercambio virtual de fonones es atractiva cuando
la diferencia de energia entre los estados electrénicos involucrados es
menor que la energia fondnica hw. Ellos describen el estado base de un
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superconductor como una combinacién lineal de estados normales, en los
cuales, los electrones estdn excitados virtualmente en pares de espin
v momento opuestos.

Para construir la funcién del estado base utilizan una aproxima-
cién tipo Hartree, en la cual, la probabilidad de que una configuracidn
especifica de pares ocurra, estd dada por el producto de las probabili-
dades de ocupacién de estados apareados individuales. Seglin esta teo-

ria la energia libre de un supercenductor es

: Z . :
F = 2 . \sk! (fk (1 - 2£) hk]

. 5.0
= kik' Viger [hk(1-hk) hk'(1‘hk')J {1-2fk)(1-2fk.) (n

- TS

donde € ©s la energia de Blochmedida con respecto a la energia de Fer-

mi, hk la probabilidad de que el estado k esté ocupado, y

LT -k'+, k'+{HI\ -ki,kt >

(2)

+ <k'+, -k'y |HI| k+, -ki>

Hy es la suma del potencial coulombiano y del potencial producido por

la interaccidn virtual via fondn de dos electrones,

1/(ePEK & 13 (3)

h
|

1/2 (4)

2 2
Ek (Ek + AO)

y 24, es la brecha de energia.

Minimizando 1la energia libre se obtiene
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(- )1y Vg By 0 - DTV - 25

T- 2h, g 2e,

(5

Si ahora se desprecian efectos de anisotropia y se supone que los ele-
mentos de matriz Vi pueden ser reemplazados por un elemento de matriz
promedio y constante V para la regidn —hub< E < hub, o sea en la vecin-

dad del nivel de Fermi, y por cero fuera de esta regidn, se obtiene

h = % [1- (/B ] (6)
[, (1 - h1"% = 3 8 /E (7
donde
1/2
A =N 1{ [h, (1 - by )]0 - 2£0) (8)

Si introducimos (3), (4) y (6) en (8) obtenemos

Rep
1 1/2
NOI Ezﬁ-fzz 12 tamh [7 B(e*+A?) } (9)
0

(o]

Aqui N(0O) es la densidad de estados en el nivel de Fermi.
Arriba de la temperatura critica,ﬂo = 0 de manera que el material regresa
a su estado normal, mientras que abajo de T. la solucidn de (9) con
R # 0 minimiza la energia libre y tenemos el estado superconductor, de
manera que a T = T_ podemos escribir (9) como

N N de
N(O)V <
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_ 1
kBTC = 1.134 ‘hluD exp ‘ T NOWV (10)

que es la expresién que obtiene la teoria BCS para la temperatura cri-
tica de la transicidn superconductora.

A partir de entonces se ha avanzado mucho y se sabe que esta teo-
ria es razonablemente correcta en el limite de acoplamiento débil.
Migdal(z) mostrd que en materiales normales es posible tratar la inte-
1/2. (3) v

Nambu(q) extendieron el trabajo de Migdal al estado superconductor co-

raccién electrdn-fonon a una precisién de (m/M) Eliashberg
menzando el desarrollo de la teo ia de acoplamiento fuerte. En esta
teoria se parte de un Hamiltoniano que contiene explicitamente las
contribuciones fondnicas y electrénicas, la interaccién electrén-foncn

y la repulsidn coulombiana.

Este problema puede ser resuelto utilizando el formalismo de las
funciones termodindmicas de Green. La solucidén son un par de ecuaciones
integrales acopladas para la funcién de la brecha de energia A(T,w) y
la funcién de renormalizacidn Z(T,w) conocidas como ecuaciones de Eliash-
berg y escritas a temperaturas finitas por primera vez por Scalapino,
Schrieffer y Wilkins(s)

[
-1l . A(T,w")
A(T,w) = I(T,u) dw Re{m} dua? (V) F(v)
0 bl
% [[N(u) )] [ +v+w) + (@ v -w)

NG + £w)] [(-u' + v+ * (o' +v-w) |

- U, tanhﬁ‘n;,iy (11a)

1 Luc
(1 - I(Tww = [”d#' Re{—Y¥———} dv a? (V)F(v)
1 '8 (Tw') |

1

X [(N(V) + f-w)] | +w+ 97 - Wty - w)

- INW) + £ (et e e v) T - (! - w + v)-]f] (11b)
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donde o?(v) es la interaccidn electrdn-fonon , F(y) la densidad de es-
tados fondnicos, U. la repulsién coulombiana efectiva entre electrones
de un par, N(v) y f(v) las probabilidades de ocupacidn de Bose y Fermi
respectivamente y we la frccuencia fondnica mixima. Estas ecuaciones
son exactas a (m/M)l/? Desde luego las ecuaciones (11) pueden ser re-
sueltas por métodos computacionales, algunos de los cuales mencionare-
mos mds adelante, pero primero revisaremos algunas soluciones analiti-
cas aproximadas a T = Tc'
In todas estas soluciones que analizaremos en esta seccidn se

parte de aproximar A(T,w) por un gap tipo BCS

0fws w
AO c

6(T,w) = (12)

despreciando la dependencia de A(T,w) con la frecuencia y también los
fonones térmicos.

La ecuacién mids conocida es la de McMillan(é) publicada en 1968.
En ese trabajo resuelve analiticamente las ecuaciones de Eliashberg a

T = TC utilizando la aproximacidn (12) y obtiene

(22 _ B 1+ X
G; = exp { A_ui’_ (;w>/ﬁc)luk }
donde
We
yomo2 | B R (13)
o]

es la constante del acoplamiento electrén-fonon y

p* = UC A UC £n (wF / wc)] (14)

siendo w la frecuencia correspondiente a la energia de Fermi. Después
utiliza espectros fondnicos, todos del tipo del niobio, para ajustar

su ecuacibén y obtener finalmente
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v w o B 1.04(1+)

c 725 P U oEree.eny

donde © es la temperatura de Debye.
7)

Esta ecuacién fue mds tarde modificada por Dynes( a su forma
mds conocida.
. Sw> __1.04(1+0)
T = 1z o U 3imoeny K350

con

w> = %— [w dw a? () F(w)
0

Debe tenerse en cuenta que esta ecuacidn fue obtenida para espectros
fondnicos del tipo de Nb y que por lo tanto muestra discrepancias para
materiales con espectros fonénicos que difieran apreciablemente del Nb.

(8)

Utilizando la aproximacién (12), en 1973 Leavens resolvid
analiticamente las ecuaciones de Eliashberg. En su trabajo reemplaza
N(v) y f(w') por su valor a temperatura cero y reemplaza el limite in-
ferior de la integral sobre w' de la ecuacidn (11a) por el valor apro-
piado kBTC/1.134 obtenido por Allender, Bray y Bardeen(g) en su trabajo
sobre el mecanismo de excitdn para la superconductividad. Esto le per-

mite resolver analiticamente las integrales y obtiene

- 1+ A+ A(Tc)
kBTC = 1.134 (-UC exp [“' _r]_j—&—c} (163)
donde
We
N1 = 2| Varre) e | (16b)

IR vk, T /1,134

que son un par de ecuaciones acopladas que deben ser resueltas en un
proceso iterativo. Si en nuestra primera iteracidn hacemos e, = 0
obtenemos
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- - 1# 3 %3
kBTC = 1,134 mc exp { Tu*—-]' ( 17a)
donde
LUC @
T 2| R e rmm 1 (17b)
0
ecuacién obtenida por primera vez por Leavens y Carbotte(10) para el

caso en el cual los fonones de baja frecuencia son poco importantes,
restriccidn no presente en las ecuaciones (16).

Por Gltimo, Allen y Dynes(1]) utilizando tres clases diferentes
de espectros fonénicos (pico de Einstein, Pb y Hg, vea Fig. 1) para
resolver numéricamente las ecuaciones de Eliashberg, demuestran que la
ecuacién (15) es aceptable para A<1.5 pero incorrecta para valores de
A mayores. Lo que es mas, ellos obtienen que atin para valores de
A < 1.5 una mejor solucidn se obtiene si en la ecuacién (15) se reempla-
za <w> por (vea Fig. 2)

“log exp (%— [m Q% a?(w) F(w)lfnw)
o

(11)

Allen y Dynes utilizan 217 cdlculos numéricos y los tres espectros

mencionados para los intervalos 0 < u* < .20 y 0.3 < X < 10 y proponen

£ £, o
_ hihug C1.04(1+})
L 3 exXp {- SF(I70.620) LTES)
donde
1/3
A 3/2
S LA R G ES TR Wi
(52/0310 = 1)A2
£, = 1 * =R 82017 KT I A (18c)
’ : 2" Flog
y

€
1]
|

a,* frwame (19)
0
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025+

0lo

Fig. 1. Resultados numéricos de T_. para dos espectros tipicos Pb y Hg

y el espectro Optimo "un pico de Einstein".
Hg

03 / ep

Fig. 2. Resultados numéricos de T. para espectros de Hg, Pb y "pico de

Einstein". La curva denotada por "McMillan" es la ecu?c%c)’m de McMillan
1

substituyendo <w> por W)pg como sugieren Allen y Dynes
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La ecuacién (18) tiene la caracteristica de que para ) grande, T; es -
proporcional a Al/z, resultado obtenido por los mismos autores(1]) para
un espectro de Einstein, que como ellos demuestran es el espectro fo-
ndnico Gptimo.

Como podemos ver las expresiones para TC son cada vez mas comple-
jas aunque también mds exactas. En realidad si uno conoce o(w) F(w)
y dispone de una computadora, lo mids conveniente es resolver numérica-
mente las ecuaciones de Eliashberg para calcular la temperatura critica

(12),

Para este fin es conveniente usar la representacién de Matsubara

por un método como el descrito por Leavens

de la ecuacidn del''gap''o ecuaciones linearizadas de Eliashberg discuti-

(13) (14)

das por Scalapino y Bergmann y Rainer

. ) N
Ai = q kBTc : {Ai_j u*} B (20a)
] ]
By = g e T zz_m A Signoluy) (200)
donde ¢
w; = (2§ + 1) n kBTC j =0, +1, 2, ...
¥
= 2 dw Clz (liJ) F(UJ) w
An B w? + (ZmrkBTc)2
o
siendo
Ai = A(imj]

La sumatoria en (20a) se lleva a cabo sobre el intervalo —mjc_g wj g_ch
con ws. = @ # 1)ﬁkETC. Es importante hacer notar que cuando se usan

valores experimentales de a’F(w) y u* obtenidos de experimentos de efecto
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ttnel, ws debe ser efectivamente la misma W, utilizada en el programa
de inversidn de McMillan. Para mejorar el método de Bergman y Rainer,
Leavens define A, = Fi Ay Y después de cierta dlgebra con la ecuacién
(20a) obtiene )
le
F. = z {d: = ® A

F.
I 7.3 S & 21
§=0 $ By i+j+1 wr Gj 21)

(=9)
]

(25 + 1)+ A0+ 200+ oo+ )

y la condicidn a la frontera F0 = 1.

Para resolver este par de ecuaciones se usa un proceso iterativo y en
la mayoria de los casos no se requieren mis de 10 iteraciones para una

convergencia en T_ de una parte en 10°.
Hidrunos

Ahora revisaremos el estado en que se encuentra el problema de
los hidruros. Entre ellos del que mds informacidn se tiene es del PdH
por haber sido el primero en que se observd o al menos se reconocid el
efecto de los fonones Gpticos en sus propiedades superconductoras: Por
esta razdn empezaremos con un resumen de sus caracteristicas.

El Pd tiene una estructura f.c.c. Cuando se introduce hidrdgeno
en Pd se pueden presentar dos fases, o y B. La fase o se presenta a
bajas concentraciones de H mientras que la fase £ a altas. La supercon-
ductividad se presenta en esta segunda fase en la cual el H ocupa sitios
octaedrales en la estructura f.c.c. del Pd. Cilculos de LCAO de Switen-
dick et a1, (1%) muestran que el modelo de Banda Rigida no es adecuado
para describir la estructura electrénica de la aleacidén.

Con respecto a la densidad de estados fondnicos, medidas calorimé-
tricas muestran que la temperatura de Debye no cambia con la presencia
del H, esto es que dentro de la incertidumbre experimental la O es la
misma para cualquier concentracidn de H en PdH que la © de Pd puro. -
Por otro lado, experimentos de dispersidn eldstica coherente e incohe-

rente de neutrones muestran un pico en el espectro fondnico a 56 MeV
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(vea Fig. 3). De hecho el espectro fondénico puede ser considerado como

compuesto de dos contribuciones, una asociada con los iones de Pd y
otra con los iones de H.

— Tipo Debye
----0btenida por

g difraccién de
S A neutrones
el A
< I
n F
= f
5] Lo
c )
= : \
3 P
i ! \

I

| \

l’ \\
0 2 i £ 1

50 100

w (meV)

Fig. 3. Espectro fondnico del PAdH y un espectro fondnico tipoc Debye.

Hace algunos arios Skoskiewicz(16) encontrd que cuando la razdn de
dtomos H/Pd > 0.74 la aleacidn PdH presenta una transicién superconduc-
tora con temperatura critica dependiente de la concentracidn de H.

Para H/Pd = 1.0 la temperatura critica es 9 K. Por otrc lado si en lu-

gar de H introducimos D en Pd, la temperatura critica para una concen-
tracion dada es superior, TCD > TcH 0 sea que presenta un efecto isotd-
pico inverso.

A la luz de los resultados de dispersidn neutrdnica Ganguly(17)

fue el primero en reconocer que los fonones Spticos contribuian en la

interaccidn que da lugar a la superconductividad. Para incluir estos

fonones €1 propone el siguiente potencial (vea Fig. 3)

* *
Ap T A o 0w <y
wp < W< g

u wp<w
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donde
_ dw d
x = = LT = Y
A A (1.04) (1+)), Ap 2[ 5 %pd de(m), Mm 2[ 5 aé FE(m)
Y wp es la frecuencia limite del espectro fonbénico del paladio y WE la
frecuencia central de la contribucién del H.

Resolver las ecuaciones BCS para este nuevo potencial no es difi-
cil y se obtiene

_ 1
e = 7@ =iy
* < * -
g = Ay + Oy - w0/ - Oy, - u¥) tnleg/0)]
Antes de analizar este resultado veamos el estudio realizado por Valla-

(18)

0?F(w) para PdH y calcular la funcidn de la brecha de energia utilizan-

dares y Sansores , que consiste primero en construir la funcién
do el programa de inversidén de McMillan. Una vez obtenida la forma de-
tallada de A(w,T) se propone para esta funcidn una aproximacidn cohe-
rente con los resultados numéricos y se resuelven analiticamente las
ecuaciones de Eliashberg.

Para construir la funcidn o?F(w)utilizan los siguientes tres hechos
1) La razén de las dreas de las contribuciones fondnicas debe ser pro-

porcional a la razdn atbmica.

2) [ﬂ F(w) dw = 3 + 3 (H/Pd)
0

3) Propone o

= 1 y constante para todo el espectro.

El punto 3) les lleva a obtener A = 0.51 que estd en buena con-
cordancia con la estimacién de A = 0.6 de Bennemann y Garland(1g) y con
resultados de efecto thnel.

Los resultados para A(w,T) se muestran en las figuras 4, 5 para
el caso del Hidrégeno y en la figura 6 para el Deuterio. Se puede ob-
servar que la funcién de la brecha energética estd dividida en dos re-

giones, por lo que proponen
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meV

W =56 mev
Wz=56 mev
o =1

A=A, +id,
A=12

"-’;‘Iﬁﬁ“. y 150 mev

Flw)

Fig. 4. Variacidn de la funcidn de la brecha de energia como funcidn
de la frecuencia para PdH. En la parte inferior se nuestra el espec-
tro fondnico correspondiente.

F(w) farbitrary units) Re[Alw)] mev
I P W, =56 meV
A : E Ws=56 meV 5
/ﬂ |"| il ]
' A% A=6

]

Fig. 5. Variacidn de Re [@(mi] como funcidn de la frecuencia para PdH.
También se muestra el espectro fondnico correspondiente y la aproxima-
cidn propuesta en la referencia 18.
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DEUTERIUM
W =39.6 meV
. Ws =56 meV
I A A=A, +ih,
[ A= 12

o Re[Alw)] _

Fig. 6. Variacidn de la funcidn de la brecha de energia como funcién
En la parte inferior se muestra el espec-

de la frecuencia para PdD.
tro fondnico correspondiente.

[ & 0 < Wy
i ageasg -6
W = Wg & WS B ¥ 1

B Uk F wa < w

siendo wg el semiancho del pico de Einstein.
Utilizando esta aproximacidn y siguiendo a Leavens y Carbotte(10J

obtienen
m 1+ X + )

)
= w2
kTC = 1.134 Iy mD exp{— )\-“_*_

}

donde
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wp = wE # ms

m o= A ! A,
Y
wcd W ey, M
= av 9. _L 1Y
A 2 5 @ (v) F(v) 4n '(1 1, (m2+v)
” ’ .

Utilizando los resultados m = 2.1 y p* = 0.01 del programa de in-
versidén y los valores obtenidos por Chowdhury y Ross(zo) para wp y Wg
calculan los siguientes valores para la temperatura de transicidn de -
algunos hidruros.

Tebrico Experimental(16’21’22)
PdH 8.7 9.0
pdD Ta.5 11.0
Pd 10 Ag-D 12.8 14.4
Pd 20 Ag-D 16.2 15.4

Como podemos ver ambos tratamientos tienen defectos: por un lado Gan-
guly no introduce el potencial correcto para el PdH y por otro Vallada-
res y Sansores obtienen una expresion que sufre el defecto de contener
la razdn AE/AO que no puede medirse experimentalmente y que mds bien
representa un pardmetro ajustable. Por otro lado la discrepancia que
existe para la razdén Alm/AD que va desde 0.2 (Hertel(zs)) hasta 2.5-3.0
(Burger et 31(24), Papaconstantopoulos y Klein(zs)) no permite hacer un
cidlculo definitivo. Por Gltimo Valladares y Sansores(18) utilizan un
programa como el descrito para resolver las ecuaciones de Eliashberg
numéricamente para su a’F(w) y obtiencn para PdH,TC = 9.5 Ky para
PdD,TC = 11:38 K 26)

Papaconstantopoulos et al emprenden una tarea todavia mds -
completa. Ellos calculan la estructura electrdnica de bandas para PdH
estoiquiométrico utilizando el métodos APW. Los célculos fueron hechos
en forma autoconsistente en el esquema Xo. Una vez obtenida la densidad
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de estados utilizan la teoria de Gaspari y Gyorffy(27) para calcular
aﬁ y aim. Para calcular v* utilizan la férmula de Bennemann y Garland(19).

p* = 0.26 N() / [1+ N©)|

Ellos obtienen que para PdD y PdH estoiquiométricos A = 0.62,
T.=9.6 Ky A =0.54, T. = 7.9 K respectivamente y u* = 0,085 para am-
bos casos. Para calcular TC utilizaron una solucién numérica semejante

(12)

Aunque aparentemente el problema estd resuelto, todavia existen

a la de Leavens

dificultades cuando tratamos de extender estos resultados a otros hi-
druros. El Pd-Ag-H(D) presenta dependencia de Tc no sélo con la concen-
tracién de H, sino también, con la de plata, aumenta con la concentra-
ci6n, hasta un miximo en aproximadamente 20% at. de Ag y a partir de

ese punto decrece hasta 0 a v 40% at de Ag. Papaconstantopoulos et 31(28)
han extendido su trabajo para este hidruro sin observar el decremento.
Hay que hacer notar gue para PdAgH sélo existen experimentos de disper-
sidn ineldstica incoherente de neutrones para 10 y 20% at de Ap. Esta
informacidn no es tan completa como la obtenida en dispersién ineldstica

coherente de neutrones, ademds han utilizado el modelo de Banda Rigida

L25
Te
(meV) D H
1.00 t L
PbH
0.75} HgH
PdH
050 ' 1 | 1
0 20 40 60 80
Weg (meV)

Fig. 7. Resultados numéricos de la variacidn de T, como funcidn de la
posicidn del pico introducido por el H, para distintas clases de es-
pectros.
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lo cual como va dijimos debe usarse con mucho cuidado en el sistema PdH
y es de suponerse que también en esta aleacidn.

No todos los hidruros presentan efecto isotdpico inverso, de hecho
hay algunos como el PdAgH que cambian de un efecto isotdpico normal a
bajas concentraciones de Ag (0 < x € 20) a un efecto isotdpico inverso
(20 < x < 40). En la figura 7 mostramos el efecto en Tc cuando cambia
la posicidn del pico de Einstein introducido por el hidrégeno en dis-
tintas clases de espectros fondnicos y podemos ver gue sbélo cuando es
a muy bajas energias podria dar un efecto isotépico normal. En este -
punto debemos enfatizar que es necesaria mayor informacidn experimental,
puesto que con la que se cuenta no es suficiente.

Por Gltimo queremos mostrar algunos resultados numéricos obtenidos
por el autor para distintos espectros fondnico$ y compararles con las
predicciones de la ecuacién de McMillan(®) . Se han utilizado los espec-
tros del Hg, Pb y Pd como espectros fondnicos base. En las figuras 8 y 9

0.25¢

0.101

Fig. 8. Se muestran las desviaciones de la temperatura de transicidn
obtenida numéricamente de la obtenida de la ecuacidn de McMillan.
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03

Fig. 9. Variacidn de Tc/mlog como funcidn de A.

se puede ver que para X pequefias 0 < A < 1 la ecucidn de McMillan es
bastante exacta pero que para A > 1 las desviaciones son considerables.
Si, como proponen Allen y Dynes(11) se reemplaza <w> por mlog como -
prefactor, los resultados son mucho mis satisfactorios.
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