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ABSTRACf

We consider an anharmonic oscillator with a cubic term in the po-
tential, both in the classical and the quantum mechanical case. We use
perturbation theory in the appropriate form, i.e. classical OY quantum
mechanical, to calculate various quantities of interest, and compare
these for the two cases.

RESUMf:N

Considerarnos un oscilador anarmónico con un término cúbico en el
potencial, en los casos clásico y cuántico. Utilizarnos la teoría de
perturbaciones en su forma apropiada, i.e. clásica o cuántica, para cal-
cular algunas cantidades de interés, y compararnos éstas para los dos
casos.

l. I~TROOOCCION

Entre las propiedades de un oscilador armónico clásico están las
/

1/2 _ _ -=-de que w = Wo = (k m) ,y x = Xo = O (x = valor promedio de x), para
cualquier amplitud de la oscilación. Sin embargo, si al potencial ar-
mónico Va = ~ kx2 se le agrega una pequeña componente anarmónica propor-
cional, por ejemplo a x3

, de manera que

F Fo + F' ( ,)
y v ~ kx2

2 (2)
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donde F es la fuerza y V el potencial, entonces, utilizando teoría de
perturhaciones (ver Apéndice) se obtiene que la primera corrección tlis-

tinta de cero a las cantidades de orden cero (xo y wo) está dada por las
cxprcs iones:

y

x

w

(3a)

(3b)

o sea que t:mto w como x dependen ahora de la amplitud A de la osei 1a-

ción. También podemos escribi r (3a) en la fonna:

x € E(o)m;j7
o

( 3c)

donde E(o) es la energía del sistema sin perturbar (i .c. del ose] l:ldor

amónico), en virtud de que 1[1 relación entre E(o) y la amplitud A es:

¡; (o) ..1.kA'
2

(4)

~os preguntamos si los resu] tados (3) para el sistema clásico tie-

nC'1la IglUl<Jsigni ficación en 10 que se refiere al correspondiente sistema

cuántico. Para contestar a esta pregunta. que es el propósito de este
trabajo, consideraremos las siguientes cantidades: X, la frecuencia de

la radiación emitida por el oscilador (para el caso de que la partícula

que realiza las oscilaciones tenga carga eléctrica), y los niveles de

energía del sistema.

11. x

La cantiué!d x, que podemo" interpreté!r también como el desplaz;:¡-

miento de las oscilaciones debido a la anil1ll1onicidad, está dada en mcC;l-

nica cuántica por la expresión:

x f ljJ* xljJ <.Lx (S)

y nos interesa el caso en 'luC Wes uni1 cigenfunción de la energía con

número cuántico n, para el sistema con el potencial (2).
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Para encontrar las eigenflfficiones 1JJ , lltiliz,,",os la teoría de per-
b. dI' . ,. (1) e .1 1 \1'tur :leloneS e a meCaIllCa cuantlca . ,onSH cran< o a como una per-

turbación y :Jl 05ei ladar annónico como el sistema sin perturbar, enton-
ces, si hacemos

¿ c. ~.
i 1 1

(6)

donde (ÍJ son las cigcnfunciones de ]a energía del oscilador amónico,
1

la teoría de perturbaciones nos dice que las ej, a primer orden, son

(7a)

6.l,n
v~

1,TI

E.lo)
1

(lb)

(7c)

donde V: es el elemento de ~~triz i,n de V' , Y E,~O) es la energíal,n
del nivel i del oscilador arm6nicú:

1'iw (i + .!-)
o 2 (8)

Los elementos de matriz de V' son esencialmente los de x3• De la
Ec. (2),

v~l,n I kx'3" E i ,n (9)

Para calcular xi TI' se parte de la conocida expresión para ]05 elementos
de matriz de x(2):

x. = f1ll2mw ) l/'r;;. 1 /l + o. h+1J
l,n o Ll- ,n 1+1,0

y se utiliza la regla de multiplicación de matrices

(10)

x.'
l,n (11 )
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Obtenemos entonces:

x' = 1:1\/2rrw)'/2~. 3 h(i-1)(i-2)
l,n o LI-,TI

._- ..,
+ 6. 3 ,Ili+1)(i+2)(i+3)J (12)

1+ ,n

Vemos que
]0 tanto,

v~ será distinto tIc cero solamente si i-n
',n

de (6) y (7) tendremos que:

+ 1, + 3. Por

, +e(1) $ +e(l~$
TI - 1 n+ 1 n+ 1 n+ ,'l n+ 3 ( 13)

Al sustituir (13) en (S) se obtiene que x es igual a una suma de tér-

minos proporcionales a los elementos de matriz de x, de los cuales, en
virtud de (10). sólo sobreviven aquellos de la forma Xi i+l. Entonces:

'-

x 2e(1) x + 2c(1) x
n-1 n,n-1 n+1 n,n+1

(14)

De (7), (9) Y (12). se obtiene

el') Wo 1i '/2 3/2
-EJIl 1'1 (-) 11n-l 2mwo

W "1í 3/2 3/2e(1) o
11+1 EJIl1'1 (2mw ) (11+1)

o

Sustituyendo (15) Y (10) en (14), se ohtiene

( 1S,,)

(lSb)

x E1'i (n + -21)mwo
(16 )

Para comparar esta expresión con el rcsu1 taJo clásico (3c), sust ituim05

en esta última ecuación la expresión (8) p.'lra el nivel sin perturbar
E(o) , y obtenemos

£1'í (n + -'-) ( 17)x
irW

O
2

expresión idéntica a (16) . En conclusión, llegamos a que la ~tecánica
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Cuántica, Ec. (16), )' la ~lecáJ1icaClásica, Ec. (17), predicen idénticos
resultados, a primer orden en el parámetro E, para el desplazamiento x
de las oscilaciones.

111. LA FREQJF.NCIA

Desde un punto de vista clásico, si la partícula que realiza las
oscilaciones está provista de carga eléctrica, se producirá radiación
electromagnética de frecuencia w dada por la Ec. (3h) (3) .

Desde una perspectiva cuántica, por otra parte, el sistema puede
efectuar tma transición del estado de energía En en que se encontraha
originalmente a otro de energía En" simultáneamente con la emisión de
lffi fotón de frecuencia u.J.dctenninada por la regla de Bohr

E = 1íwn' (18 )

Por otra partc, de la teoría de perturhaciones de la mecánica
cuántica(1) sabemos que la expresión para los niveles de energía hasta
scgtmdo orden es

En
E (o) + V' + I
n n,11 i#11

, ,
IV. I

1,11

E(O)_ E(o)
n 1

(19)

Usando (8), (9), (12) Y (19), oh tenemos el conocido resultado para los
niveles de energía del oscilador ananTIÓnico:

En
S ,1í' 11
12 E m (n' + n + 30) (20) .

Las transiciones posihles de un nivel de energía a otro están dn-
das por la regla de selección n' = n_l(4), por lo que, de (18) y (20),

w 1í- nm (21)

¡le la Ec. (8) vemos que para n »1/2

E(O) o 1""1W n
n o
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por lo que en este caso (21) es equivalente a

w
S I (o)

w -6 E'o l1Wo
(22)

En ténninos de la amplitud clásica A que según la Ec. (4) 1(' correspon-

dería a E(o) , podemos escribi r (22) como

w (1 _ S E'A')
Wo TI (23)

Al igual que en el caso de x, vemos que los resultados cuántico

(para n» 1/2) y clásico para la frecuencia de la radiación, dados por

las Ecs. (23) y (3b), respectivmncntc, coinciden, esta vez hasta segun-

do orden en el parámetro £. Este resultado no es inesperado, ya que
constituye lffi<1 manifestación del principio de correspondencia(S).

IV. NIVII.IS DE ENERGIA

Por último, podemo,:, preguntarnos si los resultados c15sicos, en

particular la Ec. (3b), nos permiten hacer algún tipo de predicción cn

CU:lI1to a los niveles de energía cuánticos, dados por la Ec. (20). Des-

de luego notamos que hay lUla simil itud entre l..\ (Fc. (3h)) Y E (Lc.
n

(20) -" en el ~.::cntido de que en alllhos casos las correcciones él las

cantidades de orden cero ((ll
O

y E(o») son negativas y dependen únicamen-

te de (2, aunque este último punto es simplemente consecuencia del hecho

de quc un cambio de E por -[ en la I'c. (2) produce un potcncial V(x) quc

se obtendría también de reflcjar el potencial V(x) sobre el cje V, i.c.

V(x) V(-x), y por ello tanto w como los niveles de cncrgra uchen ser

los mismos para ambos potenciales. Para que esto suceda, tanto w=w(i\,c)

como En En(E:) deben depender de E: solamente a través de potencias pares
de (. En hase a la semejanza indicada, se ocurre que la relación entre
W2 v E(2) sea la misma que entrc 1:(0)\., w o sea

1 n o'

-ll(w +w ) (n + -21)
o '

(24 )

dc dondc, utilizando las Ecs. (3b) , (4) Y (8), sc obtiene que E(2) es
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1 ,
5 E"1'í'(n + 2)
6 m

expreSlon que, aunque tiene la dep0ndencia funcional adecuada en los di-
versos parámetros (para n no demas. ldo pequeña), difiere del resultado (20)
por un factor de 1/2. En suma, nuestra conjetura, la Ec. (24), no es
cuantitativamente correcta.

Para encontrar los niveles cuantizados correctos utilizando los
resultados clásicos, usamos la condición de cuantización de Bohr-Sommer-
feld(6):

f pdx = h(n + t) (n = O, 1, 2, ... ) (25)

donde p es el momento lineal clásico. Podemos reeescribir esta expre-
sión en la faTIna

f
T/2

2m v'dt
o

1
h(n + 2) (26)

donde v es la velocidad y T el período de oscilación.
Para utilizar la Ec. (26) necesitamos conocer v en función de t.

Sabemos que la trayectoria x(t) del oscilador anarmónico clásico, hasta
segundo orden en E, está dada por (ver Apéndice):

= Xo + EXI
,

(27a)x + E: x2

donde Xo A cos wt (27b)

, [1 1 wt - 1
(2wt8 (27c)xl A 2 - "3 cos 6 cos

x2 = A' t ~+ 12:4cos wt + ~ cos (2wt) + 4~ COS(3wt)] ,(27d)

y w está dada por la Ec. (3b). v, que se obtiene de derivar la Ec. (27a)
con respecto a t, se sustituye en (26), y después de cierta cantidad
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de álgebra se obtiene

1 3 1 5
/\2 2" w - £A 3" w + s2At. 16 W

1'i 1iñ (n • "2) (28)

El lado izquierdo de esta ecuación depende de la energía E via la ampli-
tud A y la frecuencia w, y se trata de despejar E de esta ecuación, a
fin de obtener E en función del número cuántico n. Sustituyendo la ex-
presión (3b) para W en (28), se obtiene:

1í
l1Wo

(n • .!-)
2 (29)

Por otra parte, en vista de la Ec. (2), la relación entre E y A es:

E .l <kA'
3 (30)

Para obtener In relación inversa, i.e. A en función de E, resolvemos
(30) para A usando el método de aproximaciones sucesivas y obtenemos,
a segundo orden en €:

A [2k
E]1 /' 1 2E • ,5

'<3T <lB [2kE] 3/' . (31 )

Sustituyendo (31) en (29), se obtiene, nuevamente a segundo orden en <,
la ecuación para E:

E • 5 , E' 1íw (n • .!-) (32)12< iiL7 o 2o

de donde, resolviendo rara E por aproximaciones sucesivas, se obtiene

1íw (n 1 152<'~ (n' .!-) (33)E • "2) • n •o 4

Esta es la expresión a la que queríamos llegar. Si la comparamos con
el resultado cuántico (20), vemos que casi coinciden, excepto por el
término 1/4 en (33) yel 11/30 en (20). Esta diferencia se hace más in-
significante a medida que TI aumenta, y aún para TI tan bajo como TI = 3,
las expresiones difieren en menos de 1%.

En conclusión, vemos que de los resultados para la trayectoria de
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un oscilador anarmónico clásico, obtenidos utilizando la teoría de per-
turbaciones clásica hasta segundo orden, obtenemos los niveles de ener-
gía de un oscilador anannónicocuántico que se encuentranusando la teo-
ría de perturbaciones cuántica hasta segundo orden (aparte de una peque-
ña discrepancia para los valores más bajos de n).

Como conclusión global, y en res~lesta a la pregunta planteada en
la Introducción, podemos decir que para las tres cantidades examinadas,
x, la frecuencia y los niveles de energía, existe una conexión signifi-
c3tiva entre el caso clásico y el cuántico.

APEND1CE

En este apéndice mostraremos el método de perturbaciones que se
usa para obtener una solución aproximada al movimiento de un oscilador
anarmónico clásico(7).

[2 ecuación de movimiento para una partícula en el potencial (2)
es la ecuación diferencial no lineal

d'x
dt' o (34)

y requerimos las condiciones iniciales x(O) = A, ~(O) O. Suponemos
que la componente anarmónica en (2) es pequeña a fin de tratarla como
una perturbación, y hacemos el siguiente cambio de variable independien-
te:

t s(l + ete + Be') (35)

donde a y B son parámetros por determinar. Se obtiene entonces la ecua-
ción diferencial no lineal

Como para E

g~~+ (1 + ae + Be')' w~ (x - ex')

o la solución de (36) es

A cos w s
o

o (36)

(37)
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proponemos para (36) una solución de la forma

x (38)

Sustituyendo (38) en (36), y exigiendo que la ecuación resultante se
cumpla para todo orden en E, se obtienen las ecuaciones siguientes para
x, Y x2 :

x" + w~xl f,,
con f, .1. w2A2 - 2 w2o.A cos(Wos) + .1. w2A2 cos (2wos)2 o o . 2 o

Y x" + w~x2 f22

con f = 2w'A cos(wos)x, 2w' BA cos(wos)
2 o o

(39a)

(39b)

(40a)

(40b)

en-
Resolvemos las ecuaciones lineales e inbomogéneas (39) Y (40) por el
método de variación de parámetros (8) . En el caso de la Ec. (39),

con tramos que hay una solución particular de la forma

v, cos (wos) + v2sen(wos) (41a)

donde v, rf sen(w s)ds (41b)
w ooIrV2 "' f cos(w s)ds (41c)
o o

Al integrar el término -2w~úA cos(wos) de £" aparece en v2 una contri-
bución -c.Awos, por lo que en la solución Xl habrá un término
-0.Aw

o
s . sen(wos). Este aumenta sin límite a medida que transcurre el

tiempo, comportamiento impermisible en un sistema oscilatorio como el
que estamos considerando, por lo que, para eliminarlo, debemos hacer
a = o. Obtenemos finalmente que la solución de (39) que cumple con las
condiciones x,(O) = x;(O) = O es

(42)
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De (40h) Y (42), oh tenemos que f2 es

f2 ~ ",'A'+ [~""A' - 2"" SAl cos("'os) - -31",'A'cos(2'" s)3 o 6 o o J o o

~ ",'A' cos(3",os)6 o
(43)

Por un razonamiento análogo al del caso anterior, de la Ec. (39), a fin
de eliminar en la solución de (40) términos con crecimiento ilimitado,
se requiere que:

~ ",'A' 2"" SA O
6 o o

o sea,
S 5 A'TI

(44)

Por el método de variación de parámetros, encontramos que la solución
de (40) que cumple con x2(O) = x2(O) = O es

Por último, de (35) vemos que a segundo orden en £

(45)

'" so '" (l-SL')to
(46)

de modo que, haciendo w
2

w = tu, + w2' y usando (44), tenemos

wt (47)

expresión que podemos sustituir en (37), (42) Y (45).
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