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ABSTRACT

We consider an anharmonic oscillator with a cubic term in the po-
tential, both in the classical and the quantum mechanical case. We use
perturbation theory in the appropriate form, i.e. classical or quantum
mechanical, to calculate various quantities of interest, and compare -
these for the two cases.

RESUMEN

Consideramos un oscilador anarménico con un término clibico en el
potencial, en los casos cldsico y culntico. Utilizamos la teoria de
perturbaciones en su forma apropiada, i.e. cldsica o cudntica, para cal-
cular algunas cantidades de inter@s, y comparamos &stas para los dos
casos.

I. INTRODUCCION

Entre las propie?ades de un oscilador arménico cliasico estdn las
1/2 - -
de que w = W, = (k/m) » ¥ X =X, =0 (x = valor promedio de x), para
cualquier amplitud de la oscilacién. Sin embargo, si al potencial ar-
- 1 - .
ménico V, = 7 kx* se le agrega una pequefia componente anarménica propor-
cional, por ejemplo a x°, de manera que

F=F,+F' = -kx + ekx? , (nm

ekx’ (2)
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donde F es la fuerza y V el potencial, entonces, utilizando teoria de
perturbaciones (ver Apéndice) se obtiene que la primera correccidn dis-
tinta de cero a las cantidades de orden cero (ib y wo) estd dada por las

expresiones:
X = 5 eh? (3a)
2

¥ w o=, wp = (1- %EZAZ) , (3b)

o sea que tanto w como X dependen ahora de la amplitud A de la oscila-

cién. También podemos escribir (3a) en la forma:
= _ £.(a) _ _€ (o)
X k E Wg E s (3e)

donde E'© ¢s 1a energia del sistema sin perturbar (i.e. del oscilador

(0)

arménico), en virtud de que la relacién entre E y la amplitud A es:

pile) kAZ (4)

0| —

Nos preguntamos si los resultados (3) para el sistema clisico tie-
nen alguna significacién en lo que se refiere al correspondiente sistema
cuantico. Para contestar a esta pregunta, que es el propdsito de este
trabajo, consideraremos las siguientes cantidades: x, la frecuencia de
la radiacidn emitida por el oscilador (para el caso de que la particula
que realiza las oscilaciones tenga carga eléctrica), y los niveles de

energia del sistema.
II. %

La cantidad x, que podemos interpretar también como el desplaza-
miento de las oscilaciones debido a la anarmonicidad, estd dada en mecd-
nica cudntica por la expresitn:

X=J$*dex, (5)

v nos interesa el caso en .ue y es una eigenfuncidn de la energia con

nimero cudntico n, para el sistema con el potencial (2).
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Para encontrar las eigenfunciones y , utilizamos la teoria de per-
. o T 1 p
turbaciones de la mecanica cuantlca( ). Considerando a V' como una per-
turbacién y al oscilador arménico como el sistema sin perturbar, enton-

ces, si hacemos
b Tegey (6)

donde ¢. son las eigenfunciones de la energia del oscilador arménico,
A

la teoria de perturbaciones nos dice que las ¢, a primer orden, son

¢, = ¢ # ci 4 (7a)
clod = . , (7b)
i 1,n

V.
i @ el . (7¢)

1 ge) _ E_(o)
n 1

)

'
donde Vi n ©s el elemento de matriz i,n de V' | y E{o es la energia
3

del nivel i del oscilador arménico:
(o) _ . l
Ei = ﬁwo (i + 2) " (8)

Los elementos de matriz de V' son esencialmente los de x3. De 1la
Ec. (2),

pt =_1_ 3
‘i,n g F kxi,n ’ ©)

Para calcular xi n» Se parte de la conocida expresién para los elementos
b

de matriz de x(2):

x; = fﬁ/Zmo)l/zE B owd /1—1] ) (10)

i-1,n i+1,n

y se utiliza la regla de multiplicacidn de matrices

N T h M K i
i,k
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Obtenemos entonces:

= th/2m )%, o ACNGD + 65 53 A D

5i+3’n./[i+1)(i+2)(i+3):|| (12)

Vemos que V P serd distinto de cero solamente si i-n =+ 1, + 3. Por

lo tanto, de (6) y (7) tendremos que:

1
(1) (1) ¢ (1) b e, b

L R ®n-3 * Sh-1 “n-1 T Sn1 e h+3 "n+3

(13)

Al sustituir (13) en (5) se obtiene que X es igual a una suma de tér-

minos proporcionales a los elementos de matriz de x, de los cuales, en

virtud de (10), sdlo sobreviven aquellos de la forma X5 441 Entonces:
e
= . (1) (1)
% ch_1 xn,n—1 # ZCn+1 X, el (14)
De (7), (9) v (12), se obtiene
w
(1) _ B o "ﬁ 3/2 3/2 :
€ em - {iﬁﬁwr n " (15a)
(1 _ “h .3/2 3/2
Chep = €M ?T (meo) (n+1) : (15b)
Sustituyendo (15) y (10) en (14), se obtiene
_ il 1 :
X = ﬁag (n + jﬂ . (16)

Para comparar esta expresidn con el resultado clasico (3c), sustituimos

en esta Gltima ecuacién la expresidn (8) para el nivel sin perturbar

E(O), y obtenemos

— e 1
x = ﬁag (n + §J 3 (17)

expresidn idéntica a (16). En conclusién, llegamos a que la Mecéanica
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Cudntica, Ec. (16), y la Mecanica Clisica, Ec. (17), predicen idénticos
resultados, a primer orden en el pardmetro e, para el desplazamiento x

de las oscilaciones.
III. LA FRECUENCIA

Desde un punto de vista cldsico, si la particula que realiza las
oscilaciones estd provista de carga eléctrica, se producira radiacién
electromagnética de frecuencia w dada por la Ec. (Sb)(s).

Desde una perspectiva cudntica, por otra parte, el sistema puede

efectuar una transicién del estado de energia En en que se encontraba
originalmente a otro de energia En" similtaneamente con la emisidén de

un fotdn de frecuencia w, determinada por la regla de Bohr
E,L = E = fw . (18)
Por otra parte, de la teoria de perturbaciones de la mecinica

(1)

segundo orden es

cuantica sabemos que la expresién para los niveles de energia hasta

' 2
Eo= @ ay' o 3 Minl (19)
n n n,n R (o) (o)
i#n E ™~ E;

Usando (8), (9), (12) y (19), obtenemos el conocido resultado para los

niveles de energia del oscilador anarménico:

il

= plo), n(2) _ A . & aR° 11
BE. = B, B —"h‘mo(n+2) e = tn+ ) (20).

n

Las transiciones posibles de un nivel de energia a otro estdn da-
das por la regla de seleccién n' = n-1(4), por lo que, de (18) y (20),

=15\

n . (2n

E
1]
£
1
|
M

De la Ec. (8) vemos que para n >>1/2 5

g . fw n i
n )
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por lo que en este caso (21) es equivalente a

o))
A e (22)
Mt

&

[

£

)
|

En términos de la amplitud cldsica A que seglin la Ec. (4) le correspon-

(o)

deria a E'° , podemos escribir (22) como

_ 5 mgs
w o= (1 7 € AT & {23)

Al igual que en el caso de x, vemos que los resultados cudntico
(para n>>1/2) y clésico para la frecuencia de la radiacidn, dados por
las Ecs. (23) y (3b), respectivamente, coinciden, esta vez hasta segun-
do orden en el pardmetro e. Este resultado no es inesperado, ya que

constituye una manifestacién del principio de correspondencia(S
IV. NIVELES DE ENERGIA

Por Giltimo, podemos preguntarnos si los resultados clasicos, en
particular la Ec. (3b), nos permiten hacer algin tipo de prediccién en
cuanto a los niveles de energia cuinticos, dados por la Ec. (20). Des-
de lucgo notamos que hay una similitud entre w (Ec. (3b) ) v En ( Ec.
(20) ), en el zentido de que en ambos casos las correcciones a las
cantidades de orden cero (mo y E(O)) son negativas y dependen Gnicamen-
te de €, aunque este Gltimo punto es simplemente consecuencia del hecho
de que un cambio de € por -< en la Ec. (2) produce un potencial V(x) que
se obtendria también de reflejar el potencial V(x) sobre el eje V, i.e.
V(x) = V(-x), y por ello tanto w como los niveles de energia deben ser
los mismos para ambos potenciales. Para que esto suceda, tanto w=w(A,c)
como En = En(€) deben depender de € solamente a través de potencias pares
de €. [In base a la semejanza indicada, se ocurre que la relacién entre

wy Y E£2) sea la misma que entre E(O)y w,» O sea

. (0) (2) _ : 1
En + En = 'ﬁ(m0+w2}(n + 7) 5 (24)

(2)

de donde, utilizando las Ecs. (3b), (4) y (8), se obtiene que E es
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_E £t %)2
6 m
expresién que, aunque tiene la dependencia funcional adecuada en los di-
versos parametros (para n no demas. ido pequefia), difiere del resultado (20)
por un factor de 1/2. En suma, nuestra conjetura, la Ec. (24), no es
cuantitativamente correcta.
Para encontrar los niveles cuantizados correctos utilizando los

resultados cldsicos, usamos la condicién de cuantizacién de Bohr-Sommer-
6)
fe1a(©).

fpix = b+, m=0,1,2,.. , (25)

donde p es el momento lineal cldsico. Podemos reeescribir esta expre-
516n en la forma

T/2 1
2m J v3dt = h( + 7) s (26)
o

donde v es la velocidad y 1 el periodo de cscilacidn.

Para utilizar la Ec. (26) necesitamos conocer v en funcién de t.
Sabemos que la trayectoria x(t) del oscilador anarménico cliasico, hasta
segundo orden en €, estd dada por (ver Apéndice):

X = X, +ex; + e*%, (27a)

donde X, = Acos wt " (27b)
& A% | 2 - & G0s Gt =L gos (Zwt) (27¢)

Xy = 5 - 3 COs g cos ; C

X = A? I:— %+ % cos wt + %cos (2ut) + Z1§ cos(Swt)] s (27d)

y w esta dada por la Ec. (3b). v, que se obtiene de derivar la Ec. (27a)
con respecto a t, se sustituye en (26), y después de cierta cantidad
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de dlgebra se obtiene

1
+ e 2w =§(n+?) . (28)

Az%m— EAglw

El lado izquierdo de esta ecuacién depende de la energfa E via la ampli-
tud A y la frecuencia w, y se trata de despejar E de esta ecuacidn, a

fin de obtener E en funcién del nGmero cudntico n. Sustituyendo la ex-
presion (3b) para w en (28), se obtiene:

i

1 1 5 .
2

O YR =%(n+7) . (29)

—_

3
5 ekA . (30)
Para obtener la relacién inversa, i.e. A en funcién de E, resolvemos

(30) para A usando el método de aproximaciones sucesivas y obtenemos,
a segundo orden en €:

A =

k

(31)

ZE_)/Z . El_ZE .5 (2E 3%
K £ 13

Sustituyendo (31) en (29), se obtiene, nuevamente a segundo orden en e,
la ecuacidn para E:

Ee 22 B _opime ] 32
: 7€ m? = wo(n 7) i (32)
(5]

de donde, resolviendo para E por aproximaciones sucesivas, se obhtiene

E = Mo m+3) - el @m2rn+d) . (33)
Esta es la expresidn a la que queriamos llegar. Si la comparamos con
el resultado cuintico (20), vemos que casi coinciden, excepto por el
término 1/4 en (33) y el 11/30 en (20). Esta diferencia se hace mis in-
significante a medida que n aumenta, y ain para n tan bajo como n = 3,
las expresiones difieren en menos de 1%.

En conclusidn, vemos que de los resultados para la trayectoria de
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un oscilador anarménico cldsico, obtenidos utilizando la teoria de per-
turbaciones cldsica hasta segundo orden, obtenemos los niveles de ener-
gia de un oscilador anarménico cudntico que seencuentran usando la teo-
ria de perturbaciones cuintica hasta segundo orden (aparte de una peque-
fa discrepancia para los valores mis bajos de n).

Como conclusidn global, y en respuesta a la pregunta planteada en
la Introduccién, podemos decir que para las tres cantidades examinadas,
X, la frecuencia y los niveles de energia, existe una conexién signifi-
cativa entre el caso cldsico y el cudntico.

APENDICE

En este apéndice mostraremos el método de perturbaciones que se
usa para obtener una solucidn aproximada al movimiento de un oscilador
anarménico clésico(7).

La ecuacidn de movimiento para una particula en el potencial (2)

es la ecuacion diferencial no lineal

%;%— + méx = engz =0 ; (34)
y requerimos las condiciones iniciales x(0) = A, i(O) = 0. Suponemos
que la componente anarmdnica en (2) es pequefia a fin de tratarla como
una perturbacidn, y hacemos el siguiente cambio de variable independien-
tes

t = s(1+oag+ Bge?) ; (35)

donde o y B son pardmetros por determinar. Se obtiene entonces la ecua-

cion diferencial no lineal

gg§—+ (1 + ae + ge?)? mé (x - ex?) =0 - (36)

Como para € = 0 la solucién de (36) es

x. = Acos w S z (37)
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proponemos para (36) una solucidn de la forma

& = + +oe2x + ...
By * X+, (38)

Sustituyendo (38) en (36), y exigiendo que la ecuacidn resultante se

cumpla para todo orden en €, se obtienen las ecuaciones siguientes para

X YKl

Moeux, = £ (39a)
con £, = % w;Az - 3 mguA cos(w,s) + %—w;Az cos(2w:s) (39b)
y xg + ngz = f2 5 (40a)
con f, = ZwéA cos(wos)x1 - Zm; BA cos(wos) . (40b)

Resolvemos las ecuaciones lineales e inhomogéneas (39) y (40) por el
método de variacidn de parémetros(g). En el caso de la Ec. (39), en-

contramos que hay una solucidn particular de la forma

v, cos (mOSJ # vzsen(mos) ; (41a)
1 s

donde Vg = _5; J £ sen[wos)ds 4 (41b)
1 (5

Vo 7 5; J f cos(wOsts . (41¢)

Al integrar el término —nguA cos(wos) de fi, aparece en v, una contri-
bucidn -oAmOs, por lo que en la solucidn x, habrid un término
-cAw S -sen(wos). Este aumenta sin limite a medida que transcurre el
tiempo, comportamiento impermisible en un sistema oscilatorio como el
que estamos considerando, por lo que, para eliminarlo, debemos hacer
& = 0. Obtenemos finalmente que la solucién de (39) que cumple con las
condiciones x1(0) = x;(O} =0 es

1 1

Xy = Vi [ﬁ-— 3 cos WS - %-cos(ZmOsi] 5 (42)
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De (40b) y (42), obtenemos que f, es

1 5 1
= - uipt o [ - 2 mcostepe) - gt costtn
1 243
= E-MOA cos(3w.s) . (43)

Por un razonamiento anidlogo al del caso anterior, de la Ec. (39), a fin
de eliminar en la solucién de (40) términos con crecimiento ilimitado,

se requiere que:

I 2 _
5 w A” - 2mo BA = 0 5
o sea,
e 9 2
B= 37 A . (44)

Por el método de variacion de pardmetros, encontramos que la solucidn

de (40) que cumple con x,(0) = x5(0) = 0 es

_ 1 29 1
X; = Al [E T T cos(mos] + g-cos(ZwOs) 4 i% cos(SmOsi} . (45)

Por Gltimo, de (35) vemos que a segundo orden en €

ws = wo(1 - Be?)t 3 (46)
de modo que, haciendo w, = -wOBF2 y WE W W,y usando (44), tenemos
e _ = 5
ws = (mo+w2)t = wt = mo(] - Tf’ngz)t s (47)

expresién que podemos sustituir en (37), (42) y (45).
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