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RESUMEN

El potencial guimico, la energia térmica, el calor especifico y la
conductividad eléctrica de un gas de electrones altamente degenerado se
calcula aproximando la distribucién de Fermi-Dirac por una recta en la
regién £ = | * KgT. La pendiente de la recta 1/aK8T se ajusta comparan
do el potencial quimico y el calor especifico obtenidos de manera apro-
ximada, con los calculados por el método convencional; obteniéndose --
O = 2T. Se justifica el valor de la pendiente exigiendo que el niimero
de estados dado por la distribucidn de Fermi-Dirac, sea igual al niimero
de estados en la aproximacidn para € > U. El método es ventajoso para
calcular propiedades termodin@micas de un gas de electrones a tempera-
turas tales que, KgT << gf

1. INTRODUCCION

En algunos problemas de interés fisico en donde es necesario usar
la funcién de distribucién de Fermi-Dirac (F-D)

- 1
f(e) = ;E:ﬁ7i;§?i:—; n

para calcular promedios estadisticos de variables termodindmicas a T#0
se encuentra la necesidad de evaluar integrales complicadas que requie-
ren conocimiento de algunas técnicas matemidticas elaboradas. La funcién
f(e) para T=0 es uma funcién escaldn, lo cual simplifica el cilculo de

promedios estadisticos en este limite.

* Becario de CONACYT y participante del proyecto ''San Luis'" que se desa-
rrolla en el Instituto de Fisica de la U.A.S.L.P. con participacidn de
la 0.E.A. y CONACyT.
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La distribucién de (F-D) cuando KET >> 1 toma aproximadamente el -
valor de 1 para € < u, y un intervalo alrededor de u decrece rdpidamente
a cero (Fig. 1).

f(e) fie)

Fig. 1 Fig. 2

En este trabajo se substituye la distribucién de (F-D) por la si-

guiente aproximacién:

1 fLgecy- %O.KBT
" 11 - - 1
f(e) = 5 GKBT (e - n) M- g ocKBT < EEHH 5 aKBT
0 para cualquier otra regidn, donde

o es un pardmetro. La forma geométrica de esta ditribucién se muestra
en la Fig. 2. Utilizando esta aproximacién, en la seccién II se calcula
el potencial quimico como una funcidén de la temperatura T y del parime-
tro o, en la seccién III se obtiene el calor especifico en términos de
los mismos pardmetros y en la seccidén IV se calcula la conductividad -
eléctrica en términos del parimetro o, El1 pardmetro o se calcula en la
seccién V y las conclusiones se presentan en la seccifn VI.

II. CALCULO DEL POTENCIAL QUIMICO p EN TERMINOS DE a

El potencial quimico u de un sistema termodindmico puede obtenerse

(1),

a partir de la siguiente ecuacidn de restriccién

rf(eJ D(g) de = N , 3

l¢]
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donde f(c) es la distribucién de (F-D), D(e) d= = 07 |[23]¥%"%q

es el nimero de estados de traslacién y N el nimero total de partlculas.
Substituyendo la f(e) aproximada, Ec. (2), y el nGmero de estados
de traslacidn podemos escribir la Ec. (3) como

ok T
; u-—ZL u+=aK T /
_ v 2m, 3/2 1/2 1 1 T 1/2
N = g G J ; d“[ [z-aqiw]e
0 ok T B
2B
obteniéndose el recsultado
ak T aK T oK T
_ VvV 2m 3/2 3/2 . 3/2 B8/
No= g G P et {z* aKBT] [(‘ =0
) 2u5/2 OtK T)s/z (1—E )5/2 b @)
SaKBT 2u
oK T

Ahora, si —ZiL << 1 podemos desarrollar cada uno de los términos --

—«L) en serie de potencias. Tomando como buena aproximacién hasta
tercer orden (con lo cual se toman en cuenta todos los términos que depen-
den de T?). Se substituye este desarrollo en la Ec. (4) y se obtiene:

el o] ©

Podemos ver de esta ecuacidn que cuando T + 0,

w(r=0) = B¢

3 TTzN )2/3
2m

v

que es precisamente la energia de Fermi € £ Asi que a primera aproxima-

. & -1/2 -1/2
cidén substituimos u / por eg / en Ec. (5) encontrando que:

3/2
i "f[ 32(“) T]

2}
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Si ademds recordamos que f§§T__,<< 1, llegamos al siguiente resultado
4/’['-€f

u=ef[1—%—(5) TZJ (6)

Esta es la expresidn para el potencial quimico como funcién de la tempe-

ratura T y del parimetro o.
III. CALCULO DEL CALOR ESPECIFICO CEEEN TERMINOS DE o

Para conocer el calor especifico de un sistema es necesario calcu-
lar, primero, su energia interna. Si consideramos el sistema de una tem

peratura T = 0 y lo calentamos a una temperatura T, entonces el incremen
to de energia del sistema, AE, lo podemos escribir como(ZJ

ef
AE = E_E -E, = [w f(e) D(e)ede - [ f(e) D(e) € de  (7)

0

La segunda integral de la Ec. (7) la podemos evaluar facilmente:

ef
e e @ | HE BT w
0

mientras que la primera integral se puede escribir como:
U-EQKBT u+%aKBT y
_ vV 2m, 3/2 3f2 1 1 3/2
k= g q¥ﬂ [ £ de + [ , Li - —*;T (e-w) ]E de
0 u-EaKB

El método para calcular ET en andlogo al empleado para calcular el

potencial quimico, obteniéndose

E = or @B/ [— W/t I azKéTzulfz] (9)

Substituyendo Ec. (8) y Ec. (9) en Ec. (7), la energia puede escri-
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birse como:

AE = %2_ (?Zl'rzn')a/z [% (u3/2 - E;/z) % ‘%—‘6- aszBTzul/z} . (10)

Para eliminar la dependencia del potencial quimico M en esta expresién
/2 1/2

5/2
- € / ) calculado de la Ec. (6) y substituimos €¢

por u en el segundo término de la Ec. (10) para obtener:

L]
reemplazamos (M
1/2

2K2N T2
o
16€f

Para calcular el calor especifico solo debemos derivar la energia con -
respecto de la temperatura, manteniendo el volumen constante,

2K2N
. (3E  _ *7g
Cet™ Griv = 7, T Om

Como puede verse este resultado es una funcién de la temperatura T y del

parametro o.
IV. CALCULO DE LA CONDUCTIVIDAD ELECTRICA

La conductividad eléctrica o de un material que obedece la ley de

Chm se obtiene a partir del modelo de un gas de electrones como(s)

rea/z (e) £(e) [1 . f(E):I i
Zne

9]

T BmKgl (12)
Jm 81/2 f(e) de

0

donde f(e) es la distribucién de (F-D), Ec. (1), t(e) es el tiempo de
relajacién, n la concentracién y e la carga eléctrica.

Para evaluar estas integrales substituimos f(e) por la distribucidn
aproximada, Ec. (2), y tomamos T(g) = T(Ef) (dado que las colisiones que
tienen lugar en un gas de Fermi cuando se coloca en un campo eléctrico,
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involucra solo electrones cerca de la superficic de Fermi). Asi, la in-

tegral en el numerador, Ec. (12), la evaluamos como en la seccidn II, ob-

teniéndose
1
+=0K T
= 427
| %ot - £le)| de = WAL el aD?
£ T(e)f(e) (e) £ = T(Ef) 1 € 4 3IKET?
(o] U-EO!KBT B

N SDLZKETZ fl
5 KBT u T(Ef) 1+ *WEEIFF'J s {(13)

en tanto que la integral en el denominador es

1
fn (u EGKBT u+—uKBT
j gli'® f(e) de = el/z de + J 1 21/2{% - ; T (E-MJ} de
o} 0 U'EOCKST
2272
2 3/2 aK:T
=3 ¥ 1+ “35%7— (14)

Substituyendo la Ec. (13) y la Ec. (14), en la Ec. (12) obtenemos

30 K212

1 *

. e 2 160
g ghe glog | — 'u’KBTpTT —
1 N T
KT
Pero como —E— << 1, entonces
g8 % 62wl (15)

Para comparar este resultado con el que se obtiene por el método
convencional, necesitamos determinar el valor de o, y esto se hace en -
la siguiente seccidn.
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V. DETERMINACION DEL PARAMETRO «

Para determinar el parimetro o, comparamos las expresiones del po-
tencial quimico u, Ec. (6), y la del calor especifico Cep, Ec. (11),
con las que se obtienen por el método convencion31(1’

2 K T2K2N
T gfI:1-71l2. (E%)ZTZ]Y Ceﬂ:_Lzef T 3

observamos que para que nuestro método esté de acuerdo con el convencio-
nal,

o = 2mr = 6,28

Substituyendo este valor en la Ec. (15) encontramos para la conduc-
tividad eléctrica

. 2m 2 . 2
o = g— ne T(Ef)~ ne T(Ef) 5

el cual estd de acuerdo con el obtenido convencionalmente(s).

Ademds, la determinacién de o = 2 podemos justificarla pidiendo
que el nimero de estados para e>y dado por la distribucién de (F-D), -
Ec. (1), sea el mismo que cuando se usa la aproximacién, Ec. (2). Esto
es, el drea Ao bajo la curva (Fig. 1) desde el punto e=p hasta el infi-
nito debe ser igual al drea Ay encerrada por el trifngulo de base %-aK 0

B
y altura %, (Fig. 2). Entonces

- £
Ag 5

en tanto que
_ de _ .
fo = | kT, “KTln2
o€ . 1

igualando estos resultados, encontramos que

o= 8In2 = 5.55

el cual es 13% mds pequefio que o = 27,
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VI. CONCLUSIONES

Puede usarse la distribucién aproximada Ec. (2), como un substitu-
to de la distribucién de (F-D) tomando o = 2m para obtener los mismos
valores de potencial quimico, calor especifico y conductividad eléctrica,
para el caso en que KBT<<ef, que se encuentran por el método convencio-
nal. Esta distribucidn aproximada es de facil manejo y simplifica la -
evaluacién de integrales en donde aparezca la distribucién de (F-D).
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