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The non equivalence between the rnacroscopic Maxwell equations and
the Lienard-Wiechert equations is stressed. For stationary conditions
(under which the equivalence is correct) a equation substituting the _
Lorentz-Dirac one is obtained. The new equation is absent of the para
doxes of the Lorentz-Dirac one and implies a decreasing in the electro
nic proper mass. It is suggested that the equilibrium in mass of the-
real electron follows from a balance between the mass lost by emission
and the mass gained from the external field.

RESUMEN

Se resalta la no equivalencia entre las ecuaciones macroscópicas
de Maxwell y las microscópicas de Lienard-Wiechert. En las situacio-
nes casi estacionarias (en que la equivalencia entre ambas es correc-
ta) se deduce una ecuación que sustituye a la de Lorentz-Dirac y care-
ce de las paradojas de ésta. La nueva ecuación implica una disminución
de la masa del electrón como consecuencia de la emisión radiactiva. Se
sugiere que el equilibrio en masa de los electrones reales es consecuen
cia de un balance entre la masa perdida por emisión y la ganada por ab~
sorción del campo externo.

1. INTROruCCION

Es una opinión muy extendida(l) que la ecuación de movimiento,

(1)

propuesta por Dirac(2) para describir el efecto retroactivo de la ra-
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diación sobre la carga errrisora de la misma, marca los IÍmdtes de la e-
lectrodinámica clásica, esto es los límites de aplicabilidad de las e-
cuaciones de Maxwell,

rot B = T + E, rot E = -8, div B 0, div E p

o bien,

(2a)

o (2b)

o bien,

~ = f(P/R) t dX. A = f(I/R) t dXre . re .
(2c)

Sin embargo, la ecuación (1) para el electrón puntual no es deducible a
partir de (2), sino a partir de las ecuaciones de Lienard-Wiechert(3),

~ = e (3a)
R -y.R/c

Á = e ir/c (3b)
R - y.RJc

Puesto que sólo las ecuaciones (2) parecen haber sido comprobadas
suficientemente, surge el problema de estudiar en primer lugar los lí-
mites dentro de los cuales las ecuaciones (3) puedan aplicarse con fia-
bilidad. Se verá en lo sucesivo que las eco (2) y (3) "0 son equiva-
lentes y, por tanto, las paradojas de la eco (1) sólo marcarán limites
para la electrodinámica clásica en el común dominio de (2) y (3). Una
vez aclarada esta cuestión física, dentro de los límites de los movi-
mientos casi estacionarios de cargas se propone (secci6n 2) un mecanis-
mo impulsivo tipo cohete para el movimiento del electr6n emihOh obte-
niéndose así las ectillciones,

dmf 2e2/3c5 A
~ (al, a )

dv U FUmf ~ ex!.

(4a)

(4b)

que sustituyen a la eco (1). Las ecuaciones (4) s610 serán válidas pa-
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ra pequeñas aceleraciones (fenómenos casi estacionarios puesto que sólo
entonces está justificado el paso de las ee. (2) a las eco (3) así cono
el uso de la expresión (4),

(S)

generalización relativista de la fórmula para la potencia Larmor disipa-
da por la emisión radiactiva.

En la Sección 3 se discuten las ventajas e inconvenientes de las
nuevas fórmulas y se dan algunas ideas físicas que podrían servir de ba-
se para entender el mecanismo de equilibrio de ~Isa de 105 electrones -
reales.

1. NO EQUIVALENCIADE LAS EaJACI()\'ES DE ~lAXI\'ELL
Y LAS DE LIENARD-lilEQ1ERT

Es práctica c~mún(S) escribir las ecuaciones macroscópicas de
(2)Maxwell en la fonna

,
6(;' ;.,(t)) + Erot B ql r,

rot E -B
(6)

div E O

div E = q, 6(;' r, (t))

siendo o la distribución de Dirac y ql la carga cuyo movImIento crea el
campo electromagnético (E,E). Lo Surdo(6) hizo notar la abundancia de
errores en la deducción de (3) a partir de (2). Típico es el proceder
de Sommerfeld(7) que reobtuvo los resultados de Lienard-Wiechert median-
te una continuaci6n en el plano complejo! de las soluciones de

j~
(7)

a A~ O
~

en donde j~ viene dada por,
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l.l 2 1/2 l.l --j (1 - B) . v . q¡ <S(r rl (t))

y en donde rl(t) es el movimiento conocido de ql"

Además de apuntar la incorrección del método de la continuación ana-
lítica para el caso de jl.l distribucionales(8) nos interesa resaltar aquí
otras dificultades de orden físico {ntimamente relacionadas con la ee.(l).

En primer lugar, al extender las eco de ~mxwell (2) al dominio dis-
tribucional, ee. (6), las soluciones de éstas sólo podrán utilizarse con-
venientemente mediadas, careciendo de todo sentido dichas soluciones so-
bre conjuntos de medida nula. Sin embargo, la eco (1) se obtiene de for-
ma cstandar usando las soluciones de las eco distribucionales (6) y (7)
supuestas estas bien definidas sobre la posición instantánea del electrón
ernrrsor. Pero esta posición instantánea eó un conjunto de medida nula,
por lo cual este proceder es incorrecto.

Ademas de esta primera dificultad de los tratarndentos usuales que
conducen a (1), sobre la que se añadirá algo mas en la Sección 3, es
aún mas importante el hacer notar la no equivalencia de las eco (2) y (3),
Y el buscar las condiciones físicas que deben darse para la plausibilidad
de la equivalencia entre ambas ecuaciones. Sólo dentro de estos límites
será fiable la ecuación (1) y otras consecuencias de (3), corno la expre-
sión generalizada de la potencia Larmor dada por la eco (S). Puesto que
esta eco (S) será usada aquí para llegar a las nuevas fórmulas (4), los
límites de equivalencia de (2) y (3) serán también los límites naturales
de fiabilidad de las nuevas ecuaciones propuestas.

Pues bien, la no equivalencia de (2) y (3) resulta clara sin más
que escribir(9) las expresiones para E y B consecuencia de (3),

E e/y' (R

e ¡'lA E/R

-3 2 _3_ - - - ~R.v/c) R' + e/c R' RA(R-R.v/C)A V

(8)

R' R - R . v/c

~n donde R es el vector que lll1eel Plll1tode observación de los campos con
la posición retardada del electrón móvil. Para el caso de un conjunto
estadístico de electrones (caracterizado por su función de distribución)
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las ecuaciones (8) conducirían a campos electromagnéticos macroscópicos
regidos por ecuaciones ql~ contendrían los valores medios de V. Pero
éste no es el caso de las eco (2) en donde sólo figuran los medios p
y T del nÚ1TlCro de electrones y V respectivarrente. Por tanto tan sólo es
posible una equivalencia de (2) ~ (3) cuando el segundo término de E se
haga cero, lo que ocurre cuando V ~ O (ésto es despreciando los térmi-
nos de orden l/c' en (8)).

A esta misma conclusión se llega escribiendo las expresiones de E y

B en función de las magnitudes no retardadas (10) . Así pues, las Ec. (2)
y (3) sólo son equivalentes para plasmas cargados en que los efectos de
las grandes aceleraciones sean pequeños frente a los efectos del campo
de velocidades.

La precedente discusión muestra que las ecuaciones (3) son más gene-
rales que las eco (2) puesto que en e~las van incluídos efectos macroscó-
picos dependientes del valor medio < V >. Por tanto, caso de conocer la
función de distribución del plasm111) F(t, r, Y, 0 las eco (8) nos per-
mitirían conocer y escribir unas eco de Maxwell más generales que las (2).
Sin embargo, esta función de ~istribución no es la usual de la ~~cánica
Estadística, por depender de V, por lo que no satisfacerá a la ecuación
de Bol tzmann,

df + df v + df
TI" di' ay J(f) (9)

ni a las generalizaciones relativistas de (9) que recientemente se han
propucs to(12) .

En tanto carezcamos, pues, de una Mecánica estadística más ancha que
la actual, que nos pcnm~ta obtener funciones de distribución generaliza-
das como la F(t, r. V. V) de nuestro plasma de electrones altamente ace-
lerados, hemos de atenernos, como únicas eC~lciones fiables a las eco
(2). Es por ello que sólo consideramos seguras las conclusiones de las
eco de Lienard-Wiechert para las situaciones casi estacionarias en que
Y , o.

Otra forma muy física de llegar a éste resultado se basa en los ar-
gumentos de Landau y Kompaneyets(13). En ellos se prescinde por completo
de si el electrón está o no compuesto a su vez por densidades ~lcrosc6pi-
cas p y f en su interior. Suponiendo tan sólo que en el sistema inercial
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de reposo del electr6n el potencial creado por él es proporcional a llr y

en la hipótesis de que el campo electromagnético (e.m.) producido por
este potencial se transforma en la fonna relativista estandar. se dcmue~
tTa inrncdiatamente(13) que para una carga en movimiento un{6o~e se ob-
tienen exactamente las eco (3). Ahora bien, si el movimiento de la car-
ga difiere infinitamente poco del movimiento uniforme (casi estacionarie
dad) por continuidad física serán aún válidas las mismas ecuaciones (3)
para ésta pequeña perturbación del caso uniforme.

En estas condiciones casi estacionarias (en la terminología de 50-
mmerfeld(14)) la energía e.m. intercambiada entre la carga y la superfi-
cie del infinito será prácticanente nula. El intercarrbio energético
exactamente cero ocurre en el caso de ITúvimicnto exactanente lUlifonnc.
Así pues, los procesos casi estacionarios representan en electroJinrunica
perturbaciones de muy lento intercambio energético entre el sistema emi-
sor y el n-edio-entorno similares a las perturbaciones infinitanxmte len-
tas de la termodinámica de procesos casi-reversibles. De la misma mane-
ra que los procesos termodinámicos idealmente reversibles son los más fá-
ciles de estt~iar también aquí parece existir una situación análoga en
que tan 5610 los procesos "casi estacionarios" son tratables. Puesto que
la radiación definida por la fórmula (5) es tm proceso esencialmente i-
rreversible(lS) sólo cabe estudiar el fenómeno cuando esta irreversibili-
dad es poco acentuada (V , O).

Llamando T a un tiempo característico de rclajamiento(16\1e nuestro
csistema hacia los estados de equilibrio (campo e.m. creauo por cargas en

nnvimiento rectilíneo y unifonne) la aplicahilidad de las ec. (3) sólo
estará justificada c~U1do en tiempos del orden de Te sea:

( 10)

Para movimientos circulares y uniformes (típicos de las órbitas de Bohr
de la ~1ecánica Cuántica Semiclásica) la eco (10) adquiere la forma:

Tc a/v « 1 Tc . v/R «1

esto es, las eco (3) y (5) sólo 'serían
de V y grandes radios de curvatura R.

aplicables para pequcnos
Estas condiciones no son

valores
precisa-
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mente las que se dan para los electrones de la teoría de Bohr, por lo
cual los razonamientos usuales que implican la caída de los electrones
hacia el núcleo atómico no son del todo correctos ya que para las gran-
des aceleraciones y pequeños radios de curvatura la fórmula (5) de Lar-
mor debe ser sustituída, conjuntamente con (2) y (3), por ecuaciones mas
generales válidas para éstos casos altamente no estacionarios.

2 . EL ELECfRCW milETE

Las dificultades a que conduce la eco (1), aun limitado su rango
de aplicabilidad a situaciones casi estacionarias, son ~. numerosas(17)
destacando entre ellas los efectos avanzados de la aceleración sobre la
fuerza externa y la anulación del término,

j.l 2e2 j.lr = p (~ ( 11)

para aA 1 O. Estas dificultades son de esperar a la vista del gr¿ill núme-
ro de hipótesis sin justificación física utilizadas en los procedimientos
que se siguen para llegar a ella(17): Postular una estructura interna e.m.
del electrón mas o menos rígida(18), la introducción ad-hoc de las fuer-
zas de Poincaré(19) para evitar la desintegración del electrón; la vali-
dez de la electrodinámica cstanili1rpara los altísimos campos que existi-
rían presumiblemente en el interior del electr6n(20) ,...

A nuestro entender la dificultad esencial de (1) es la anulaci6n de
r~ para aceleraciones no nulas. En tales casos la fuerza retroactiva se
anula aun cuando la radiación sigue errrltiéndosepor ser aA F O. Esta es
una contradicción que viola el mismo espíritu que dió origen a la eco de
Lorentz-Dirac, esto es que una carga acelerada debería sufrir un efecto
retroactivo sobre ella. La anulación de r~ hace que este efecto retro~
activo desaparezca por completo. Adémas de esta dificultad esencial y de
los'Tunaways~' preaceleraciones, .•.(2) a que conduce (1), Kasher(21) ha
mostrado la no validez de (1) para problemas centrales unidimensionales.

Todos estos motivos nos llevan a prescindir de todo tipo de estruc-
tura (por no utilizar hipótesis gratuitas) para el interior del electr6n.
Siguiendo la idea de Einstein(22) consideramos al electr6n como un objeto
extraño a la electrodinárrUca del qt~ 5610 utilizaremos el hecho de que
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emite radiación al ser acelerado, dada por la eco (5) con las salvedades
hechas en la sección 1 acerca de los límites de validez de (S). Esto es,
se considerará al electrón como un cohete relativista que conserva in-
tacta su carga eléctrica en tanto radia. Un tratarndcnto como el que aquí
se propone no es del todo nuevo. Larmor(23) ya en 1929 parece haber su-
gerido la idea de la pérdida de masa. Page(24) en su tratado clásico su-
giere una concepción análoga en que el electrón es considerado como errri-
sor de "líneas de fuerza", Variaciones de masa en el contexto de la gra-
vitación (en que el efecto Lannor es renos acentuado por depender de e -9)
y del electromagnetismo han sido sugeridas por varios autores(2S). Tam-
bien Bonnor(26) introdujo un mecanismo de pérdida de masa propia del ele~
tr6n en un contexto similar al aquí indicado, pero por considerar válida
la eco (5) para todo valor de las aceleraciones su contribución queda
desprovista de los lírrrites físicos aquí referidos en la sección 1.

Utilizando, pues, las ecuaciones de movimiento de los sistemas rela-
tivistas de masa variable(27) se tendrá:

donde

FlJ + U*J.l .
ext.

(12)

(13)

representa la variación de cuadriomornento experimentada por el electrón
radiante. Llevando (13) a (12) y recordando (S) se tiene,

( 14)

~mltiplicando (14) por vJ.l y sumando respecto a 11 se llega a.

).- 2c2/3c' (a). a ) (1 S)

(recuérdese que
no debe ctm1plir
tiene:

la cuadrifuerza F~xt' sea de origen electromagnético o
la condición F~ . V = O) Y llevando (15) a (14) se -ext J.l
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(16)

(17)

Esta última ecuación muestra que la radiación emdtida s6lo afecta al mo-
vimiento de la carga en el ténnino de masapropia. Este único efecto
viene descrito por la ecuación (15), de forma que:

mf(t) = mf(O) - 2e'/3c' Jt(aA aA) de = mf(O) - Wr/c'
o

El resultado proporcionado por la eco (17) era de esperar puesto que de
(5) se deduce inmediatamente que el flujo de la potencia Larmor tiene el
valor:

Así pues, si no existiesen otros mecanismos (clásicos o cuánticos)
capaces de compensar esta disminución de masa propia, se sigue una dis-
minución de masa de las partículas cargadas elementales por efectos de
la radiación. Esta predicción también ocurre en el contexto de la emi-
si6n gravitacional(2s) y es del todo razonable desde el punto de vista
de Einstein de que toda radiación lleva consigo asociada una masa.

Tambi:n era de esperar el que nuestra teoría nos haya conducido a
uan pura variación de masa propia y a la ecuación (16). En efecto, en
el referencial instantáneo en que el electrón se observa en reposo la
emisi6n de radiaci6n es un fen6meno isotropo(28) y, por ello, al igual
que en los cohetes no relativistas, cabe esperar que tal enrrsión no se
traduzca en ninguna fuerza, como de hecho indica la ecuación (16).

3. DISUJSlOO SOBRE LAS NUEVAS FORMULASOBTENlDAS

Aun cuando la f6rmula (17) es solo aplicable para pequeñas acelera-
ciones y dado el valor de los parámetros e y e que figuran en (17) las
variaciones de masa que describe son pequeñas, es de advertir que el
electrón real es lID. sistema "dual" en que no sólo aparece el papel emi-
sor del mismo (único considerado aquí) sino que, simultáneamente, el
electrón experimenta la interacción con el campo externo que 10 acelera
(electrón COITK) carga''test''). Es del todo natural esperar que si de (17)
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resulta lUla disminución de masa propia al ser considerado el electrón
corno 6uenie de campo e.m. tarrbien resulte existir lID necanisJOO por el
c~ll el electrón aumente de masa propia cuando se le considera bajo el
punto de vista p~ivo (test charge) al ser acelerado en un campo externo.
Sobre la interacción del electrón en un campo e.m. externo sabemos bien
poco, reduciéndose prácticaJT"CIlte todo a la expresión de la cuadrifuerza
de LaTentz que éste experimenta, de valor:

F~v
ext.

vv ( 18)

El equilibrio en masa entre 105 procesos absortivo y emisivo de las par
tículas elementales cargadas habría, pues, de buscarse en una superteo-
ría de la que resultaría tanbién por vía deductiva la ecuación (18).
Por otra parte, muchos autores(29) creen posibles correcciones importan-
tes a las f611lRJlasanteriores si.se tiene en cuenta el carácter esencial-
mente cuántico (como la muestra el valor discreto de la carga eléctrica
de todas las partículas elementales) del electrón real. Mas aún, son
conocidas las grandes dificultades que se encuentran en la tennodinárnica
relativista(12) para dar sentido al concepto de masa propia de un siste-
ma en interacción(30). Es por todo ello que la dismJnución de masa pro-
pia contenida en la fórmula (17) no es indeseable. Mas bien es un indi-
cador (como el hecho de que la carga esté cuantizada) que nos apunta ó
indica el carácter abierto e incompleto que hasta hoy poseen nuestras
teorías sobre el electrón). De la mJsn~ manera que persisten dificulta-
des de concebir clásicamente la estabili~~d del átomo de hidrógeno, di-
ficultades que 5010 pudieron ser salvadas en parte por la ~~cánica Cuán-
tica, algo similar pudiera ocurrir con la estabilidad en masa propia de
las partículas cargadas, (29). En este contexto, las ees. (16) y (17)
poseen la ventaja adicional sobre la vieja eco (1) de ser autoconsisten-
tes (10 que no ocurre con (1) por el hecho de ser r~= O para a~ ~ O )
Y carecer de las importantes paradojas de los"nmaways'y las preacelera-
ciones.

Conceptualmente las eco (16) y (17) son consecuencia de haber rela-
cionado los efectos de la radiación Larmor con una variación en masa pro-
pia, según las ideas de Einstein. Una ventaja de este punto de vista es
que no se precisa hacer ningún tipo de hipótesis sobre la estructura in-
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terna del electr6n y el comportamiento del campo c.m. a pequeñas dist~
cias del electrón, en donde por poseer éste una singularidad polar es
dc espcrar la no validez de las cc. (2) y (18), callO supusieron ~lie y
otros (31) .

Por lo que respecta a la sll<;tituci6n de las eco macroscópicas (2)
por las cc. nucroscópicas (6) con corrientes j~ distribucionales (proce-
der cstandar en la mayor parte de los tratamientos que conducen a (1))
debe advertirse que, ademas de los errores de éste proceder ya señala-
dos en la Sección 1, ésta forma de hacer conduce a contradicciones ya
en el caso de admitir soluciones no analíticas de las eco (2). Es bien
conocido 10 que ocurre con la eco del calor,

(ti - a ) T = o
t

( 19)

si se admdten datos iniciales de clase cero(32). F~ tal caso es fácil
dCJOOstrar(12,32) que la eco (19) implica velocidadcs de transmisión in-
finita para los frentes de onda dc T. La (mica [onna de eliminar este
resultado no físico es completar la eco (19) para esas soluciones no li-
sas (no de clase infinita) sustituyéndola con otra eco en que interven-
gan ténninos proporcionales a dttT(32). Estos ténninos son desprecia~
bIes frente a los térnrinos dtT de (19) para soluciones casi estaciona~
rins, pero predominan sobre dtT para las soluciones no lisas típicas de
los frentes de onda. Algo similar cabe esperar con los frentes de onda
típicos de la propagación electromagnética originadas por cargas acele-
radas, )'Jl1..'lS aún con las ec. de ~laxhTC11 en que aparezcan cuadricorrien-
tes distribucionales. ~~ sido, precisamente, con la intención de evitar
todos estos problemas por lo que hemos considerado preferible seguir la
vía de Landau-Kompaneyets para justificar, en situaciones casi estacio-
narias, a las ce. (3).

Por otra parte, el único camino que vemos posible a la hora de com~
pletar las ce. (2) (y por tanto llegar a expresiones más generales que
las dadas por las eco (15) y (16)) es el proporcionado por una cstadís-
tica clásica para los fotones, de la misma manera que las ce. macroscó-
picas d~ Navier-Stokes de la ~~cániea de Fluídos se las sabe dedl~ir y
completar con la cc. de Bo1tzlTl..'1nnpara el fluido en cuesti6n(33). Este
es un tema sobre el que recientemente se ha comenzado a trabajar(34) •

Para acabar, queremos insistir en que el establecimiento sin ambi-
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guedad de los límites de validez de la equivalencia entre las eco (2) y

(3) así como de las (15) y (16) es un punto importante, generalmente ol-
vidado en los tratanrrentos de la eco (1). Fuera de éstos lÍrrdtes de va-
lidez las eco anteriores carecerían de sentido y nos podrían conducir a
gran número de paradojas. La débil disminuci6n de masa propia descrita
por (15) es un indicador de la extrema pobreza 16gica del modelo del elec-
trón ú~eamente emisor considerado aquí y en todos los tratamientos que
llevan a (1). Con modelos más aniJiciosos(''higherlevel theories")para
las partículas elementales cargadas es de esperar que alguna vez se pue-
da explicar no sólo el hecho de la estabilidad en masa propia de las
mismas, sino incluso su espectro de masas, sus desintegraciones entre sí
(fenómenos típicos de bifurcación, de gran interés en física teórica y
aun poco conocidos(3S)) cuando se las somete a fenómenos de scattering
(altas aceleraciones, o situaciones no estacionarias de nuestra termino-
logía).

Finalmente, quisiera expresar mi agradecimiento al Prof. Dr. G.C.
Caballeri (Universitá degli Studi di Milano, Italia) por sus sugerencias,
y al referee de éste trabajo por sus detallados comentarios críticos.
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