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ABSTRACT

An n-dimensional free electron gas confined in a box is studied, -
finding its equation of state in the limits of weak and strong degenera-
cy. The energy and the specific heat of the weak degenerate gas are -
calculated.

RESUMEN

Dada un gas de electrones confinados en una caja n-dimensional, se
encuentra su ecuacidn de estado en los limites de degeneracidn débil y
fuerte. Se calcula la energia y el calor especifico para el gas débil-
mente degenerado.

1. INTRODUCCION

Debido al interés surgido recientemente en el estudio de sistemas
metilicos de dimensionalidad restringida(1) existe la necesidad de estu-
diar modelos simples que permitan obtener algunas predicciones con res-
pecto a las propiedades termodindmicas de dichos sistemas. Asi, en una
publicacién reciente 2) se presenta un modelo de Debye n-dimensional en
que se calcula la densidad de estados fondnicos, la energia de los fono-
nes y el calor especifico de la red en el limite de temperaturas bajas.
La similitud entre este problema y el de un gas de electrones en una ca-
ja n-dimensional, en lo que respecta a la ecuacidn de onda que describe
a ambos sistemas, indujo al estudio de un gas de electrcmes(:”J donde se
obtiene la densidad de estados, la energia y el calor especifico en el
limite de temperaturas bajas. La necesidad de tomar en cuenta el Prin-
cipio de Exclusién de Pauli para el gas de electrones provoca, como es de

esperarse, interesantes diferencias entre este sistema y el gas de fonones.
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En este trabajo presentamos la obtencidn de la ecuacidn de estado
para el gas de electrones, analizando los casos de degeneracidn débil y
degeneracidn fuerte. La distincifn entre un caso y otro surge cuando -
consideramos la longitud de onda de de Broglie asociada con las particu-
las del gas y su relacidn con la indistinguibilidad de las mismas.

2. GAS DEBIIMENTE DEGENERADO

Los niveles energéticos e accesibles a un electrdon de masa m, en un
hipercubo n-dimensional de volumen V son

£ = fitn? 2 s = Ko g2
v =1 T /M
n
donde s? = 21 sr2 es un entero. Usando este resultado se obtiene una
r=

expresidn para la presién P, pues

(M

Yy, Como
_ . 3E
P = ( v »

se tiene que la presidn, en términos de la energia total E del sistema

es, tomando el promedio pesado de las derivadas que aparecen en (1),
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La energia y el nimero de particulas N para el gas de electrones se

obtiene de la expresién general(s)

I=2A r"’ (B) {ep[B(E-w] + 1) dE (3)
o]
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en donde

_ \'4 1 2m\n/ 2
== ’
e H? rm/2) =

B = 1/kgT, u es el potencial quimico y I'(n/2) es la funcién gama. Si

=1
¢(E) = Enlz, I equivale a la energia y si ¢(E) = E("/z). I equivale a N.
Sustituyendo el desarrollo exacto(4

e -
exp(-

exp(B(E-p) + 1177 55 I (D" exp(-ngy) exp(-mgE)

m=0

E(n/2)-1 se obtiene que

en (3), con ¢(E)

N = 28 exp(-y) r VDT 3 (1™ 2™ exp[-(me1)gE]
o m=0

- n/2 ; -HM z—(m+1) (m+1)-(n/2); @

2
B m=0

en donde z = e P, Andlogamente

Er g, __1 s (0" e 0] (s)
B m

Al realizar el cdlculo que conduce a (4) es necesario considerar inte-
grales del tipo

Tm/2)-1 O = rﬁmm_lew @ = —77 10/
(o] v

; d
y para el cdlculo de E se considera In/z(u) " I(n/2)-1(UJ (5)

Para encontrar la ecuacidn de estado eliminamos z de (4) y (5) y
sustituimos E en funcidén de N en la ecuacién (2). Esto nos permitird
encontrar la ecuacidén de estado en términos del parametro Yn definido -
por

_ B
Yn T TATG/Z) (6)
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y conocido como pardmetro de degeneracidn, (cuando ¥, * 1, que es el ca-
so que consideraremos en esta seccidn, se dice que el gas estd débilmente
degenerado), para ello, notamos que (4) expresa a p = N/V como una serie

de potencias en z_l, de modo que podemos proponer la siguiente expresidn

para z ' en términos de p (6),

2
z =a;p +azp. +axp® +. ..

Esta expresidn sustituida en (4) conduce a

2A F(H/Z) 1 2 2
T [(a;p“‘azp +-..) -ZW-Z- (a]p"'azp + ...) i .-.:1 N

por lo que, al igualar coeficientes con misma potencia de p, tenemos

n/zv
a = 2A T(V/2) °

n/z y,
3z=W?4A2pn2]z ’
21—(n/2) 3 3-(n/2)

a; = dy 8, “Fay , etec.

Estas identificaciones nos permites obtener que

/2
E n g" p? g y?
S=B kT (14 *
NTZ K 2(n72§+2% (n/2) z(njz) A [r(n/2)]?
2 B VZ
(n/z)+1 Al [r( /2)]?
=% kBT {1+2-(n/2)-2 yn+[2-(n+2)+3-(n/2)'1] Y:l*"' } (7

y usando (2) tenemos que la ecuacién de estado del gas es

= NiT {1+2'(n/2)-2 Yn+[(2-n/4)+3-(n/2)-1] ynz+___} (8)
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Fig. la. Isbcoras de un gas unidimensional de electrones libres en los
1fmites (a) de degeneracidn débil y (b) de degeneracién fuerte, en
comparacidn con la de un gas cldsico (c).
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Fig. 1b. Isdcoras de un gas bidimensional. Casos débilmente degene-
rados (a), fuertemente degenerado (b), y clésico (c).
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La ecuacién (8), vAlida para el caso del gas débilmente degenerado, pues
consideramos sdlo términos lineales y cuadrdticos en s A representa co-
rrecciones para el gas de electrones en relaci6n con la ecuacién de esta-
do de un gas cldsico, de particulas distinguibles, que obedece la esta-
distica de Maxwell - Boltzmann. Es interesante notar que, de la expre-
sién (8), podemos concluir que la ecuacidn de estado

PV = NkBT
se cumple para el gas cldsico, independientemente de la dimensidn.
El pardmetro % estd relacionado con la longitud de onda de de Bro-
glie An asociada con los electrones que forman el gas. En efecto, al -
escribir An en términos de la velocidad promedio u de los electrones --

[uh = F;%n+;§/2| (ZEET)le’ or k] 5 8 T

_ (n/2
A AOr[(nhj%ij'

donde A = 11/ (2nk;T)’/* es una longitud de onda de de Broglie independien
te de la dimensién. Por lo tanto,

1 n

=7 lo 3

<ﬂ=:
=

y es claro que, cuando y_ << 1, A << (ﬁl/z); es decir, A es mucho me-
nor que la distancia r ge separacgén enézzﬁias particulas? T A p-(I/n),
y éstas pueden tratarsg como distinguibles, de modo que la ecaacién de
estado (7) refleja propiedades muy parecidad a las de un gas de particu-
las que obedecen estadistica de Maxwell - Boltzmann.

Partiendo de (8) obtenemos, para el calor especifico

C, ( ) B{1+2‘(n/z)—a(z-n)yn+[z-(n+z)+3-(n/z)~1](1_n) V2t (9)

Las figuras 1 a, b y c muestran las griaficas de PV/NkBT' contra T/T. a

- n
volumen constante para los casos n=1, 2y 3. El pardmetro T_ -N2/1y

A;/n[ r(n/2) ] nkB} estd relacionado con y a través de 1a expresidn

= (T /T)n 2. Enla figura se muestra el comportamiento en ambos 1i-
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Fig. 1c. Isbcoras de un gas tridimensional. (a) débilmente degenerado,
(b) fuertemente degenerado, (c) cldsico, y (d) ajuste numérico.

mites de degeneracién, y el caso para el gas cldsico; el gas fuertemente
degenerado serd tratado en la proxima seccidn. Para trazar las curvas
completas es necesario recurrir a andlisis numérico pues no existe una
expresidn analitica en la regidn en que el gas mno es ni fuertemente ni
débilmente degenerado. Uno de estos anélisis(7) nos ha permitido, median
te una adecuada interpolacién, trazar la curva completa para n=3, como
aparece en la figura 1c; no hemos hallado andlisis 51m11ares para n*T ¥ 2s
Las figuras 2a, b y c presentan las grédficas de CV/Nan contra T/T para
los casos n=1, 2 y 3. Notamos que cuando T -+ « C > E—R por mol, de ==
acuerdo con la ley de Dulong - Petit. Pra n=2 el término que representa
las correcciones con respecto al gas cldsico es aquél en y;, ya que el
término lineal se anula. En general, para Yy o8 1, en los tres casos se
presentan pequefias desviaciones con respecto al gas clasico, como era de
esperarse, dada la forma general de la ecuacién de estado (8).
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Fig. 2a. Calor especifico para el gas unidimensional. (a) débilmente

(b) fuertemente degenerado,

(c) clasico.
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Fig. 2b. Calor especifico para el gas bidimensional.
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Fig. 2c. Calor especifico para el gas tridimensional. (a) d&bilmente
degenerado, (b) fuertemente degenerado, (c) clésico.

3. GAS FUERTEMENTE DEGENERADO

Cuando el parémetro de degeneracidn no es pequefio, la expresién (8)
no es vélida, es necesario realizar un tratamiento diferente y es posi-
ble hallar expresiones aproximadas sélo en el limite de temperaturas ba-
jas. Para evaluar las integrales que aparecen en (3) en el 1imite que
nos interesa se realiza un d%E?rrollo en serie convencional, que ha sido

generalizado a n dimensiones“™’, obteniéndose

4A pn/ ? 2

- - & - -
N = —— [+ ntn-2u "8 4T n(n-2) (n-4) (n-6)u 8 ™"+...]  (10)

4A 2)+1 -2 =2 Tpb -4 -y
E= 0,0/ (222 2 s @e2n(m-2) (- '8 ()

Para T = 0 estas expresiones se reducen a

4 n/z
AhEF

n

N(0)

—i——E (n/2)+1

E(0) n+2 °F
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donde EF es el valor del potencial quimico a temperatura cero, dado por (3)

- (N .2/n
By = (W)" (12)

Usando (10), (11) y (12) se tiene que la energia es, a segundo orden de

aproximacidon en T

g
_n Ll -2 . =2
E =— NE, [1 + 75 #2) 87" B 7]

y, para la ecuacidn de estado

N
n+2

1]

] m? =3 -2
PV =~ E Ep [1+ﬁ (n+2) 8" Eg ]

El resultado aqui obtenido para n=3 concuerda cualitativamente con el re-

portado en la literatura(s) y representa correcciones cuantitativas del

mismo, segln podemos concluir mediante el andlisis numérico mencionado(7),
ver figura lc. Para el calor especifico se obtiene(s)
_2 g (n/2)-1,2
CV 3 7 Ah EF kBT ,

en donde se ve que el calor especifico varia linealmente con T, indepen-
dientemente de la dimensidn.

4. CONCLUSIONES

Se ha encontrado la ecuacidn de estado de un gas de electrones n-di-
mensional en los casos de degeneracidn débil y fuerte. Para el caso del
gas débilmente degenerado se ha encontrado que la ecuacidén de estado re-
vela pequefias diferencias con respecto a un gas cldsico de Maxwell-Boltz
mann, mientras que la ecuacidn de estado de un gas clisico es PV=NkBT,
independientemente de la dimensionalidad. Se ha definido una longitud
de onda térmica n-dimensional en la que la dimensionalidad contribuye -
sb6lo con un factor numérico, que multiplica a la expresidn adimensional
Ay La expresidén hallada para el calor especifico comprueba el compor-
tamiento anterior y tiende claramente al valor predicho por la ley de -
Dulong - Petit.
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Para degeneraciones fuertes las expresiones halladas para la ecua-
cién de estado concuerdan cualitativamente con las reportadas en la 1li-
teratura(g) Yy representan una pequefia correccidn cuantitativa. Como se
habia reportado anteriormente, el calor especifico varia linealmente con
la temperatura, independientemente de la dimensién.
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APENDICE

Distribucién Maxwelliana de Velocidades y Velocidad Promedio de los
Electrones en el Modelo n-Dimensional

La distribucién maxwelliana de velocidades para las particulas en
el gas n-dimensional se obtiene calculando el volumen dﬂn contenido en
una cdscara esférica n-dimensional que estd entre v y v+dv, y multipli-
cindolo por la funcidn de distribucién de velocidades. E1 volumen vale
D, \/n'ldv, donde D, es una constante cuyo valor es (Znnlz)/nr(n/Z),(z)
y mediante una generalizacién inmediata del caso tridimensional se ob-
tiene que la distribucidn gaussiana n-dimensional p(_\;) es

= -
o(v) = (ZNEBT)H/Z oM/ 2kyT

donde v* = vi + vZ + ... + v} , de modo que la distribucién Maxwelliana
pv(\’) es
2 m .n/2 n-1 -mv?/2k.T
Dn(\') - m(w) v e B .
Esta expresidn nos permite hallar la velocidad promedio u, en términos
de la cual se define la llamada longitud de onda térmica de de Broglie;
dicha velocidad estd dada por

r 2. m_\n/z rn -mv?/ 2k, T @0 2T,
un = OV pv(V) dv = m[‘z@) OV e B dv = _'I"(—%')—(‘m—)
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de modo que
% . o B I'(n/2
noomu o T'[(n+1)/2 '
con
A= |
0 (kaBT)’;2
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