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ABSTRACT
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An n-dimensional free electron gas confined in a box is studied, -
finding its equation of state in the limits of weak and strong degenera-
cy. The energy and the specific heat of the weak degenerate gas are
calculated.

RESUMEN

Dada un gas de electrones confinados en una caja n-dimensional, se
encuentra su ecuación de estado en los límites de degeneración débil y
fuerte. Se calcula la energía y el calor específico para el gas débil-
mente degenerado.

1. INTRODUCCION

Debido al interés surgido recientemente en el estudio de sistemas
metálicos de dimensionalidad restringida(l) existe la necesidad de estu-
diar modelos simples que perrnrrtanobtener algunas predicciones con res-
pecto a las propiedades ternvdinámicas de dichos sisteJT1.as.Así, en tma
publicación reciente(2) se presenta tm modelo de Debye n-dimensional en
que se calcula la densidad de estados fonónicos, la energía de los fono-
nes y el calor específico de la red en el límite de temperaturas bajas.
La similitud entre este problema y el de un gas de electrones en una ca-
ja n-dimensional, en 10 que respecta a la ecuación de onda (ue describe
a ambos sistemas, indujo al estudio de tm gas de electrones 3) donde se
obtiene la densidad de estados, la energía y el calor específico en el
límite de temperaturas bajas. La necesidad de tomar en cuenta el Prin-
cipio de Exclusión de Pauli para el gas de electrones provoca, como es de
esperarse, interesantes diferencias entre este sistema y el gas de fonones.



90

En este trabajo presentamos la obtención de la ecuación de estado
para el gas de electrones, analizando los casos de degeneración débil y
degeneración fuerte. La distinción entre un caso y otro surge cuando -
consideramos la longitud de onda de de Broglie asociada con las partícu-
las del gas y su relación con la indistinguibilidad de las mismas.

2. GAS DEBII1>IENrE DEGENERAOO

Los niveles energéticos e accesibles a un electrón de masa ID, en un
hipercubo n-dimensional de volumen V son

n
¡;
r=l

n
donde s' = ¡;r=1expresión para

y, COIOO

S 2 es un entero.r
la presión P, pues

Usando este resultado se obtiene una

(1)

p oE
- (---av-) •

se tiene que la presión, en términos de la energía total E del sistema
es, tomando el promedio pesado de las derivadas que aparecen en (1),

! E exp(- 1)2n2 dE)

P 1 2 2mY'/'\T 2 E (2)=Vñ 1'í2TT2 ñV
! exp(- 2mY'!'\T) dE

La energía y el número de partículas N para el gas de electrones se
obtiene de la expresión general(3)

1 2An [~(E) {exp[B(E-~)]
o

-1
+l}dE (3)
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en donde

A =
n

1
r(n/Z)

~n¡',

a = l/kBT, ~ es el potencial químico y r(n/Z) es la función gama. Si
~(E) = En/" ¡ equivale a la energía y si ~(E) = E(n/,);'¡ equivale a N.
Sustituyendo el desarrollo exacto (4).

expra(E-~) + 1]-1 _ exp(-@)U - exp(-a~)
~ m
¿ (-1) exp(-ma~) exp(-maE)

JlFO

en (3), con ~(E) = E(n/')-', se obtiene que

N = ZAn exp(-a~) [ E(n/')- dE ~ (_1)m z-m exp[-(m+1)aE]
o JlFO

(4)

en donde z = e-a~. Análogamente

(S)

Al realizar el cálculo que conduce a (4) es necesario considerar inte-
grales del tipo

l ( ) = [E(n/,)-¡ -vE dE = 1(n/Z)-1 v e nJ2
o v

r (n/Z)

dY para el cálculo de E se considera ln/Z(v) = -rv ¡(n/Z)-1(v) (S)

Para encontrar la ecuación de estado eliminamos z de (4) y (S) Y
sustituimos E en función de N en la ecuación (2). Esto nos permitirá
encontrar la ecuación de estado en términos del parámetro Yn definido
por

an/' N
A r(n/Z)
n

(6)
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y conocido como parámetro de degeneración, (cuando y «1, que es el ca-n
so que consideraremos en esta sección, se dice que el gas está débilmente
degenerado), para ello, notaJOOs que (4) expresa a p = N/V coroo lDla serie
de potencias en Z-l, de m:xlo que poderos proponer la siguiente expresión

-, _. de (6)paraz en te~nos p

Esta expresión sustituida en (4) conduce a

p =
2A r(n/2)
n

8n/'v
+ ••• ) -

por lo que, al igualar coeficientes con misma potencia de p, tenemos

a,

a,

8n/ 'v
2A r(n/2)
n

1 nh V'
fJ' 4A~' [r(nI2)J '

2'.(n/') a, a, 3
+ a, 3-(n/')

• etc.

Estas identificaciones nos permites obtener que

~ = ~ V {1 + +

y usando (2) tenemos que la ecuación de estado del gas es

(7)

(8)
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Fig. la. Is6coras de un gas unidimensional de electrones libres en los
lImites (a) de degeneración débil y (b) de degeneración fuerte, en
comparación con la de un gas clásico (e).
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Fig. lb. Isócoras de un gas bidimensional. Casos débilmente degene-
rados (a), fuertemente degenerado (b), y clSsico (e).
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La ecuación (8), válida para el caso del gas débilmente degenerado, pues

consideramos s610 términos lineales y cuadráticos en Yn' representa co-
rrecciones para el gas de electrones en relación con la ecuación de esta-
do de un gas clásico, de partículas distinguibles, que obedece la esta-
dística de ~~ell - Boltzmann. Es interesante notar que, de la expre-
sión (8), podemos concluir que la ecuación de estado

se cumple para el gas clásico, independientemente de la dimensión.
El parámetro Yn está relacionado con la longitud de onda de de Bro-

glie Anasociada con los electrones que fonnan el gas. En efecto, al
escribir A en términos de la velocidad promedio u de los electrones

n n

[ = r[(n+T2] (2kBT)J/2 - d" ] "un r lñ7Z m ' ver apen Ice , se tIene que

- A r(n/2)
An - °r[(n+l)/2]

donde Ao = 1I/(2mkBT)1/2 es una longitud de onda de de Broglie independie!!
te de la dimensión. Por lo tanto,

n1/2y es claro que, cuando y <:< 1,}.. « C"':'T'7::"'); es decir, A. es mucho me-
n o p'¡n o (1/)nor que la distancia r de separación entre las partículas, r ~ p- n

o o
y éstas pueden tratarse como distinguibles, de modo que la ecuación de
estado (7) refleja propiedades muyparecidad a las de un gas de partícu-
las que obedecen estadística de Maxwell - Boltzmann.

Partiendo de (8) obtenemos, para el calor específico

Las figuras 1 a, b y c muestran las gráficas de PV/NkBT' contra T/T' a
volumen constante para los casos n:1, 2 y 3. El parámetro r':N2/n/

n

(~/n[ :(n/2) ] 2/~B) está relacionado con y a través de 1~ expresión
Yn : CTn/T)n/2 En la figura se muestra el c~mportamiento en ambos lí-
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Fig. 1e. Isócoras de un gas tridimensional. (a) débilmente degenerado,
(b) fuertemente degenerado, (e) clásico, y (d) ajuste numérico.

mites de degeneración, y el caso para el gas clásico; el gas fuertemente
degenerado será tratado en la próxima sección. Para trazar las curvas
completas es necesario recurrir a análisis numérico pues no existe una
expresi6n analítica en la región en que el gas no es ni fuertemente ni
débilnente degenerado. Unode estos análisis(7) nos ha pennitido, rrediaIl
te una adecuada interpolación, trazar la curva completa para n=3, como
aparece en la figura le; no hemos hallado análisis similares para n=l y 2., ,
Las figuras 2a, b y c presentan las gráficas de e INkTn contra TIT para

v n n
los casos n=l, 2 Y 3. NotaJOOsque cuando T -+ 00 C\T -+ "2 R por mol, de --
acuerdo con la ley de Dulong - Petit. Pra n=2 el ténnino que representa
las correcciones con respecto al gas clásico es aquél en y2 , ya que eln
térffiUnolineal se anula. En general, para Yn « 1, en los tres casos se
presentan pequeñas desviaciones con respecto al gas clásico, como era de
esperarse, dada la forma general de la ecuación de estado (8).
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Fig. 2a. Calor específico para el gas unidimensional. (a) débilmente
degenerado, (b) fuertemente degenerado, (c) clásico.
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Fig. 2b. Calor específico para el gas bidimensional. (a) débilmente
degenerado, (b) fuertemente degenerado, (e) clásico.
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Fig. 2e. Calor específico para el gas tridimensional. (a) débilmente
degenerado, (b) fuertemente degenerado, (e) clásico.

3. GAS RJERIDIENfE DEGENERAOO

Cuando el parámetro de degeneración no es pequeño, la expreslon (8)
no es válida, es necesario realizar un tratamiento diferente y es posi-
ble hallar expresiones aproximadas sólo en el límite de temperaturas ba-
jas. Para evaluar las integrales que aparecen en (3) en el límite que
nos interesa se realiza un desarrollo en serie convencional, que ha sido
generalizado a TI dimensiones (3) J obteniéndose

N

y

4A nI'
n~
n

n2 -2 -2 7n4 -lo -It
[124 n(n-2)~ B +TlSZOn(n-2) (n-4) (n-6)~ B +... ] (10)

4An (nI') +1 n(n+2) ,-, -, 7TI4 -4 -4
E = n+2 ~ [1+ 24 TI ~ B '11520 (n+2)n(n-2) (n-4)~ B +... ) (11)

Para T O estas expresiones se reducen a

N(O)

E(O)

i A E ni'
n n F

....!.. E (nI,) + 1
n+2 F
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donde EF es el ya10r del potencial químico a temperatura cero, dado por (3)

(~)'¡n
4A

n
(12)

Usando (10), (11) Y (12) se tiene que la energía es, a segundo orden de
aproximaci6n en T

y, para la ecuación de estado

pv 2
n

E

El resultado aquí obtenido para n=3 concuerda cualitativamente con el re-
portado en la literatura(8) y representa correcciones cuantitativas del
mismo, según podemos concluir mediante el análisis numérico mencionado(7)
ver figura 1e. Para el calor específico se obtiene(3)

Cy 2 n' A E (n/')-lk'T"3 n F B

en donde se ve que el calor específico varía linealmente con T, indepen-
dienteJOOnte de la diroonsi6n.

4. CONCLUSlOOES

Se ha encontrado la ecuación de estado de un gas de electrones n-di-
mensional en los casos de degeneración débil y fuerte. Para el caso del
gas débilmente degenerado se ha encontrado que la ecuación de estado re-
vela pequeñas diferencias con respecto a un gas clásico de Maxwell-Bolt~
mann, mientras que la ecuación de estado de un gas clásico es PV=NkBT,
independientemente de la dimensiona1idad. Se ha definido una longitud
de onda térmica n-dimensional en la que la dimensionalidad contribuye -
sólo con un factor numérico, que multiplica a la expresión adimensional
A. La expresi6n hallada para el calor especifico comprueba el compor-o
tamiento anterior y tiende claramente al valor predicho por la ley de
DuIong - Petit.
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Para degeneraciones fuertes las expresiones halladas para la ecua.
ci6n de estado concuerdan cualitativamente con las reportadas en la li-
teratura(8) y representan una pequeña corrección cuantitativa. Como se
había reportado anteriormente, el calor especifico varía linealmente con
la temperatura, independientemente de la dimensión.
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APENDlCE

Distribución ~~elliana de Velocidades y Velocidad Promedio de los
Electrones en el Modelo n-Dimensional

La distribuci6n maxwelliana de velocidades para las partículas en
el gas n-dimensional se obtiene calculando el volumen dnn contenido en
una cáscara esférica n-dimensional que está entre v y v+dv, y multipli-
cándolo por la función de distribución de velocidades. El volwren vale
nOn yO-Idv, donde Dn es una constante cuyo valor es (2.nI')/nr(n/2), (2)
Y mediante una generalización inmediata del caso tridimensional se ob-
tiene que la distribución gaussiana n-dimensional pe;) es

~
p(v)

vi + v~ +

p (v)
n

+ v~ ' de modo que la distribución Ma.xwelliana

_ 2 (m ni' n-I -mv'/2k T
- lTn72T 2k T) v e B .

B

Esta expresión nos permite hallar la velocidad promedio u en términos
nde la cual se define la llamada longitud de onda térmica de de Broglie;

dicha velocidad está dada por

u = [v p (v)n vo
[

n+l
n -mv'/2k T r(-Z-)2kBT1/'ve B dv=--(--) ,

o re!!) m
2
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de modo que

con

).
n

).
o

r(n/2)
\ r[(n+l)lz]
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