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ABSTRACT

The confinement of charged particles in a Penning trap is based
on the combined action of guadrupole electric and uniform magnetic
fields on the charges. The study of the motion of charges in such
fields is developed as an interesting example in the teaching and learn-
ing of Mechanics at different levels.

RESUMEN

El confinamiento de particulas cargadas en una trampa de Penning
estd basado en la accidn combinada de los campos cuadrupolar eléctrico
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y magnético uniforme sobre las cargas. El estudio del movimiento de
las cargas en dichos campos se desarrolla como un ejemplo interesante
en la ensefianza y el aprendizaje de la Mecadnica a diferentes niveles.

I. INTRODUCCION

Una trampa de Penning es un dispositivo formado por electrodos
de forma de hiperboloides de revolucidn coaxiales y coasintdticos, co-
mo se muestra en la Figura 1. La operacién de la trampa de mantener
confinadas en su interior a particulas cargadas se logra al aplicar a
los electrodos extremos un voltaje con la misma polaridad que las car-
gas y al electrodo anular un voltaje con la polaridad opuesta, al mismo
tiempo que actfia un campo magnético uniforme paralelo al eje de la
trampa. El estudio del movimiento de las cargas bajo la accidn sepa-
rada y combinada de los campos eléctrico y magnético permite entender
como se logra el efecto de confinamiento. En el presente trabajo este
estudio se desarrolla a diferentes niveles de conocimientos de Mecédnica
poniendo énfasis en algunos puntos de interés didictico.

[\_—f’\\,,;'s\,r—-—’]

Fig. 1. Trampa de Penning con electrodos en forma de hiperboloideé
de revolucidn coaxiales y coasintdticos, situada entre los polos para-
lelos de un iman.
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En la Seccién II el problema se analiza cualitativamente tomando
como puntos de partida y de comparacién los movimientos de las cargas
en cada uno de los campos por separado; a continuacién se puede esta-
blecer la posibilidad de confinamiento de las cargas por el efecto
combinado de ambos campos. La Seccién IIT cubre los mismos puntos de
la seccidn anterior pero en forma cuantitativa planteando e integrando
las ecuaciones de Newton correspondientes; en esta forma se reconocen
las componentes y frecuencias de movimiento axiales, ciclotrdnicas,
ciclotrénicas desplazadas, y magnetrdnicas. En la Seccidén IV se desa-
rrollan las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana del problema, las
cuales sirven de puente para el estudio cuintico que se hace en la Sec-
cién V. Para concluir, en la Seccidn VI se sefialan y discuten algunos
puntos tratados en las diferentes secciones que pueden ser de interés

especial para profesores y/o estudiantes a diferentes niveles.
IT. ANALISIS CUALITATIVO

En esta seccifn se analiza cualitativamente el movimiento de las
cargas bajo la accitn del campo eléctrico y del campo magnético, prime-
ro cuando cada uno de &stos actia por si mismo, y a continuaci6n cuan-
do ambos actian simultineamente.

Para fijar ideas en lo que sigue supondremos que las particulas
cargadas de interés son electrones cuya carga es negativa, —e. Corres-
pondientemente, los electrodos extremos tendran polaridad negativa y

el electrodo anular tendrd polaridad positiva.

A. Movimiento de un ELectrdn en ef Campo E£Ectrico

La situaci6én mids simple que se puede analizar es aquella en que
el electrén se encuentra en reposo en el centro de la trampa, la cuil
es una situacidn de equilibrio. Efectivamente, en este caso la fuerza
neta sobre el electrén es nula como resultado de las cancelaciones de
las fuerzas de repulsién que actfian sobre el electrfn y que se originan

en puntos diametralmente opuestos en los electrodos extremos, por una
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parte, y de las cancelaciones de las fuerzas de atraccitn que actfian
sobre el electrbn y que se originan en puntos diametralmente opuestos
en el electrodo anular, por la otra. Tratindose de una situacidn de
equilibrio, si el electrdén estd inicialmente en reposo, entonces con-
tinuard en reposo en esa posicién.

A continuacidn consideremos la situacion en que el electrdn se
encuentra inicialmente en reposo en alguna posicifn diferente del cen-
tro de la trampa. Es conveniente analizar en forma sucesiva el caso
en que esa posicidn estd sobre el eje de la trampa y el caso en que
esa posicidn esta sobre el plano ecuatorial.

Cuando el electrfn esta desplazado del centro a lo largo del eje
de la trampa, la fuerza neta sobre el mismo actfia en la direccidén del
eje y hacia el centro de la trampa. Para convencernos de esta afirma-
cidn, podemos imaginar a los electrodos como formados por uma sucesidn
de anillos circulares paralelos entre si y con sus centros sobre el
eje. Si consideramos la fuerza neta de uno de estos anillos sobre el
electrdn, es ficil ver que su componente perpendicular al eje es nula
debido a la cancelacidén de las componentes que se originan en puntos
diametralmente opuestos en el anillo; por otra parte, todas las compo-
nentes a lo largo del eje tienen el mismo sentido y se suman aritméti-
camente para dar la fuerza neta. Habiendo establecido que la fuerza
neta de cada anillo actia a lo largo del eje, se sigue que la fuerza
neta total de los electrodos sobre el electrdn actfia también a lo largo
del eje, quedando por determinar su sentido. Es fdcil entender que la
repulsién del electrodo extremo mis proximo al electrdn domina sobre la
repulsién del otro electrodo, y por lo tanto el efecto combinado de
ambos electrodos extremos es el de empujar al electrdn hacia el centro
de la trampa. Por lo que se refiere al electrodo anular, se ve que
hay una fraccibén que atrae al electrdn hacia el centro y otra que lo
atrae tratando de alejarlo del centro, siendo aquélla mayor que ésta.
En esta forma las caracteristicas de la fuerza que ejerce la trampa
sobre el electrén, y que se enuncian al principio de este parrafo, que-
dan establecidas. También se puede afirmar que la magnitud de esa
fuerza serid mayor mientras el electrdn esté més alejado del centro, y
por lo tanto mis cerca de uno de los electrodos extremos, debido al



aumento de los efectos combinados de los electrodos extremos y anular
sobre el electrdon. Ahora bien, si el electrdn estd inicialmente en
Teposo en una de esas posiciones a lo largo del eje de la trampa, en-
tonces la fuerza de restitucidn que se acaba de describir lo obligari
a moverse a lo largo del eje v hacia el centro. A medida que el elec-
tron se acerca al centro la magnitud de su velocidad aumenta, y la
magnitud de la fuerza que actfia sobre €1 disminuye. Cuando el elec-
trén llega al centro, la fuerza neta sobre él es nula y su velocidad
ha alcanzado su magnitud mixima, su inercia lo mantiene moviéndose en
la direccién y sentido que llevaba y por lo tanto empieza a alejarse
del centro y acercarse al electrodo extremo opuesto. Ahora la fuerza
apunta en el sentido opuesto, que sigue siendo hacia el centro, y su
magnitud aumenta a medida que el electrén se aleja del centro; corres-
pondientemente, su velocidad de alejamiento se va reduciendo en mag-
nitud hasta anularse. Esto ocurrird, si no hay friccién, cuando el
electrén se hayaalejado del centro una distancia igual a la que se en-
contraba inicialmente. A partir de esta posicién, el movimiento del
electrén se realiza de manera andloga pero en sentido opuesto hasta
regresar a la posici6n original. Lo anterior se repite periddica y
sucesivamente, es decir, el electrdn estd sujeto a un movimiento osci-
latorio a lo largo del eje, siendo el centro la posicién de equilibrio

estable.
Cuando se considera que el electrdn esti desplazado del centro

de la trampa en el plano ecuatorial, es ficil ver que quedarad sujeto
a una fuerza radial que tiende a alejarlo del eje de la trampa. E-
fectivamente, la fuerza neta calculada como la suma de las fuerzas
producidas por partes de anillos de los electrodos equidistantes del
plano ecuatorial, tiene una componente nula en la direccidn del eje
de la trampa. Por otra parte, para cada anillo los pares de puntos
equidistantes de la direccion radial, definida por el centro y la
posicidn del electrdn, cancelan sus efectos transversales a la direc-
cidn radial y refuerzan sus efectos en la direccidn radial; el efecto
neto de cada anillo scbre el electrén estd dominado por los puntos
mds cercanos al electrdon. Para el electrodo anular es claro que la
atraccion de la regidn mds cercans al electrdn constituye el efecto
dominante. Para los electrodos extremos, la repulsién de los anillos
méds cercanos al plano ecuatorial, cuyos radios son menores que la dis-
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tancia del electrdn al centro, también tiende a aumentar el alejamien-
to radial del electrén; ia repulsién de los aniilos mis lejanos al
plano ecuatoria., cuvos radios son mayores que la distancia del elec-
trén al centro, trata de mantener al electrdén cerca del centro. Para
la trampa total el efecto combinado del electrodo anular v de la regién
mds cercana de los electrodos extremos domina sobre el de la regidn mis
lejana de los electrodos extremos y el electrén tiende a ser alejado
radialmente del centro de la trampa. La magnitud de la fuerza es mayor
mientras mayor es la distancia del electrén al centro. En consecuencia
si el electrén estd inicialmente en reposo en una posicién desplazada
del centro y sobre el plano ecuatorial, la fuerza que ejerce la trampa
sobre €1 le imprime un movimiento radial con velocidad creciente hasta
que choque con el electrodo anular donde serd absorbido. Si el elec-
trén estd inicialmente en el centro de la trampa y se le desplaza li-
geramente en cualquier direccidn radial, lo anterior nos indica que el
electrdn no regresard a su posicidn original; en otras palabras, el
centro de la trampa es una posicién de equilibrio inestable por lo que
se refiere al movimiento en el plano ecuatorial.

Como conclusién de este andlisis del movimiento del electrén ba-
jo la accidén de los electrodos, podemos afirmar que la trampa es capaz
de producir confinamiento del electrdn en la direccién del eje, pero

no en el plano transversal al eje.
B. Movimiento de un Efectabn en el Campo Magnético

La descripcién del movimiento de cargas bajo la accién de un cam-
po magnético uniforme se encuentra usualmente en libros de texto, pero
para que nuestra discusidn sea completa presentanmos aqui nuestra versién.

En primer lugar es conveniente sefialar que ese tipo de campo se
tiene entre los polos planos de un imin, o bien en el interior de un
solenoide recto. A continuacidn hay que reconocer que la fuerza que
ejerce el campo sobre una carga en movimiento actfia en la direccidn
perpendicular al plano determinado por la direccién de la velocidad de
la carga y la direccién del campo, y su sentido es el sentido en que



avanzaria un tornillo a mano derecha que se hiciera girar de la posi-
cidn del vector de velocidad a l1a posicién del vecto de campo, en caso
de que la carga sea positiva, y en sentido opuesto en caso de que la car-
ga sea negativa, Fig. 2. Ademis la magnitud de la fuerza es proporcio-
nal a la magnitud de la carga, el campo magnético y la componente de

la velocidad perpendicular al campo magnético.

—
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Fig. 2. Fuerza sobre una particula cargada que se mueve en un campo
magnético uniforme.

Consideremos entonces el movimiento de un electrdn bajo la ac-
cién de un campo magnético uniforme. Si el electrén estad inicialmente
€n reposo o con movimiento en la direccién del campo, la fuerza del
campo sobre el electrén es nula y el electrdn continuard en TEeposo o
con movimiento rectilineo uniforme en la direccién del campo, respec-
tivamente. El campo ejerce una fuerza sobre el electrdn solamente si
éste posee una componente de velocidad perpendicular al campo. Supon-
gamos entonces que la velocidad inicial del electrdn es perpendicular
al campo, entonces la fuerza que actfia sobre el electrdn es perpendi -
cular tanto al campo como a la velocidad, y la aceleracién que produce



también es perpendicular a ambos vectores. Tal aceleracitn produce un
cambio en la direccién del vector de velocidad, pero no en su magni-
tud; el nuevo vector de velocidad tiene la misma magnitud que la velo-
cidad inicial y sigue siendo perpendicular al campo. Correspondiente-
mente, la fuerza y la aceleracidn que siente el electrén tiene las mis-
mas magnitudes iniciales y sélo cambian de direccidén, siguiendo y man-
teniendo el cambio de direccién del vector de velocidad. Todo &sto se
traduce en un movimiento circular uniforme del electrdn en un plano
perpendicular al campo magnético. En el caso general de que el elec-
trén tenga inicialmente una velocidad con componentes longitudinal y
transversal con respecto al campo magnético, la composicidén de los dos
movimientos, rectilineo uniforme y circular uniforme, da una trayecto-
ria a lo largo de una hélice circular.

Lo anterior, nos permite comprender que un campo magnético uni-
forme es capaz de producir confinamiento en el movimiento transversal

del electrdn, pero no en la direccidén del campo mismo.

C. Mouvimiento de un Efectrén Bajo La Accibn Combinada de £os Campos
Eléetrnico y Magnético

Ahora estudiaremos el efecto combinado del campo eléctrico de
los electrodos y del campo magnético uniforme en la direccidn del eje
de la trampa sobre el electrdn. Para ésto resulta Gtil analizar sepa-
radamente los componentes axiles y transversales del movimiento.

Por lo que se refiere a la componente axil o longitudinal, el
electrdn siente una fuerza en esta direccidn solamente por la accidn
del campo eléctrico, pero no por la presencia del campo magnético. En
consecuencia, el movimiento del electrdn en la direccidn del eje de
la trampa serd de tipo oscilatorio a uno y otro lado del plano ecua-
torial, y estd gobernado basicamente por la repulsién que ejercen los
electrodos extremos.

En cuanto al movimiento transversal, ya hemos visto que el efecto
neto de los electrodos sobre el electrén es el de la atraccién por parte

del electrodo anular alejidndolo del eje de la trampa, mientras que el



campo magnético trata de confinar al electrdén en una trayectoria cir-
cular. La posibilidad de confinamiento del electrén dentro de la tram-
pa depende de la competencia de estas dos tendencias. Para un campo
eléctrico dado, la primera tendencia dominard mientras el campo magné-
tico sea demasiado débil. Pero si el campo magnético se hace mis fuer-
te su efecto puede contrarrestar e incluso dominar a la tendencia del
clectrodo anular de absorber al electrdn. Entonces, el electrdn queda-
rda confinado en la vecindad del eje de la trampa, aunque en general

su trayectoria no serd tan simple como un circulo, puesto que quedard
determinada por la accidn combinada de ambos campos.

La conclusidn general de esta seccidn es que la accidn combinada
del campo eléctrico de la trampa y del campo magnético uniforme sobre
el electrdn permite mantener confinado a éste dentro del volumen de la
trampa. El confinamiento longitudinal se debe al campo eléctrico
solamente, principalmente por la repulsién de los electrodos extremos.
Y el confinamiento transversal depende de la predominancia del efecto
del campo magnético sobre la atraccién del electrodo anular.

ITI. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

En esta Seccifn se estudian cuantitativamente los mismos proble-
mas analizados en la Seccién II, dando las expresiones para las fuerzas
asociadas a cada tipo de campo e integrando las ecuaciones de movimien-
to correspondientes.

A. Campo Cuadrupolan ELEctrico

El potencial electrostdtico en el volumen de la trampa estd dado
por
Vs ,
V(x,y,z) = ——— (x2+y? - 22%) (1)

R2 + 222
a e

donde R, es el radio minimo del electrodo anular, 22e es la distancia
minima entre los electrodos extremos, y Vy es la diferencia de poten-

cial entre el electrodo anular y los electrodos extremos.
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La intensidad del campo eléctrico correspondiente es

g : -2Vg 2 s ~
E(x:)’)z) = =PV = 2 (IX‘*J)" ZkZ) (2)
€

2
Ra+22
y por lo tanto, la fuerza que siente el electrén dentro de la trampa es

ZP.VQ

-+ -+

F = wil s oot

i RZ + 222
a e

(ix + jy - 2kz). (3)

Es interesante ver que las situaciones descritas en la Seccién
IT.A. se reproducen de inmediato usando la Ec. (3). En efecto, para el
centro de la trampa,

-+

F(o0,0,0) = 0 (3a)
Y reconocemos que es una posicién de equilibrio. Para un punto sobre
el eje,

z Vg -

F(O’O;OJ = -
2 2

Ra+ Zze

(3b)

que es una fuerza de restitucién amménica. Para un punto sobre el pla-

no ecuatorial,

2eVg

R§+21

> (ix+jy) (3¢)
e

P

F(x,y,z) =
que es una fuerza radial que tiende a alejar al electrdén del centro.
También se concluye de estos valores y signos de las fuerzas que el
Centro es un punto silla, es decir, de equilibrio estable para el movi-
miento axil y de equilibrio inestable para el movimiento transversal.
Esto Qltimo también se puede apreciar de la expresién para la energia
del electrén,

eV

U(x,y,2z) = -eV = W (=i 2 200 | (4)

la cuil tiene un minimo en el origen para desplazamientos axiles y
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tiene un maximo en el origen para desplazamientos transversales, Fig. 3.

¥ i

Fig. 3. Superficie equipotencial para un electrdn en la trampa de Penning,

cuyo centro es un punto silla.

& -
La segunda ley de Newton, F = ma, se puede escribir en este caso

en términos de las componentes cartesianas y toma la forma

dZX ZeVO
M * o7 (5a)
dt Ra+ 22e
2 2eV, Y
iy . %l
"3tz R2+222 (50)
a e
d2z deV,
w 5c
dt? R%4272 (5¢)
a e

La Gltima ecuacién sugiere introducir la llamada frecuencia axil
3

W, s tal que

_ deV,
z m{REi + Zzé_)

(6)

w

y que es la frecuencia de oscilacidn para el movimiento amménico simple
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en la direccidn del eje. La integracitn de las Ecs. (5a,b,c) es inme-

diata y da
w_t w_t
x = x_ cosh —=— + QV senh —— (7a)
2 VE R 2
wt w_t
F=¥, cosh —=— + %;i V  senh = (7b)
V2 = 208 Y2
V_LQ 7
= - +
z =1z, coswt = sen wzt (7¢)

z

en términos de las posiciones y velocidades iniciales, (xo, Yor zo) y
(on, vyo’ vzo)' Obviamente, estas ecuaciones incluyen las situaciones
descritas en la Seccién II.A. y reflejan la capacidad de la trampa para
producir confinamiento en la direccidn del eje como se vé del movimiento
arménico simple de la Ec. (7c), pero no en la direccién radial como lo

muestra el movimiento creciente de las Ecs. (7a,b).

B. Campo Magnético Unifonme

ge
El campo magnético uniforme en la direccién del eje, B = kB, ejer-

ce sobre el electrdon una fuerza

- - -
F=-= VxB, (8)

olo

Naturalmente, esta fuerza es nula tanto si el electrfn estd en reposo
como si su velocidad es paralela al’ campo, y en ambos casos el campo no
modifica ese estado de reposo o movimiento.

En el caso general, la segunda ley de Newton toma la forma

dVyx e

me e = g VYB (9a)
dv.
s e B

m e VXB (9b)
v,

m— = 0 . (9c)
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Es conveniente reconocer la llamada frecuencia ciclotrénica,
W, * = . (10)

Es posible integrar las Ecs. (va,b) conjuntamente, sumando a la primera

el producto de la segunda por la unidad imaginaria,

d i w :
g A DT = i VW),

Entonces
J . jw.t
(‘Ux+ 1Vy) = (Vx+ 1‘.)’)0 et e
y .
(x+1y) = (x+iy)y et
donde
Vo = UYo Y Vyo = X

Tgualando partes reales e imaginarias en la ecuacidn para la posi-
cidén obtenemos finalmente

X = X, cos wct ~ ¥, sen uct (11a)

y = X, sen w.t + y coswct (11b)

Es inmediato verificar que x? +y? = xg+'yg = Rg 0 sea que la proyec-
cién de la trayectoria en el plano xy es un circulo de radio R, descrito
con una velocidad angular W

La ecuacién (8c) nos indica la independencia del movimiento lon-

gitudinal con respecto al campo,
V. =V y zZeE +V_ g (Te]
Las Ecs. (1la,b,c) en conjunto describen la trayectoria helicoidal, y

reflejan la capacidad del campo magnético para confinar al electron

transversalmente, pero no longitudinalmente.
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C. Campos Cuadrupolan ELEctnice y Magnético Undforme

La combinacidon de las fuerzas eléctrica Ec. (3) y magnética Ec.
(8), en la segunda ley de Newton nos permite escribir

)
d’x _ wz d
et a% (12a)
dzz m% dx
dtz = ? Yy * (uc E‘E (12b)
2
_3t§ = —ulz . (12c)

La Ec. (12c) es idéntica a la Ec. (5c) y por lo tanto su integracidn
nos lleva nuevamente a la solucién de la Ec. (7c). Esto corresponde a
que el movimiento longitudinal sigue siendo independiente del campo mag-
nético y el confinamiento en esa direccidn estd completamente a cargc
del campo eléctrico.

La integracidon de las Ecs. (12a,b) se puede llevar a cabo usando
un método analogo al empleado para las Ecs. (9a,b), formando la combina-

cidn lineal,

Geedi =% e iy > 4, A o)
Y 2 7 Ye dt Y

-
<

de?

Si se propone una solucién de la forma
(x+iy) = (x+iy), e (13a)

se encuentra por substitucién en la ecuaciondiferencial que

2
w
M2 = B
0 2 mCQ.
Por lo tanto,
1 —_—
G, = 7 E)ci'/wé_z‘“;]

La frecuencia con el signo positivo se llama frecuencia ciclotrdnica

desplazada y la que tiene el signo negativo se llama frecuencia magne-



tronica, y quedan expresadas como

e ] o ot oot g -
Q, = W, -y [mc we sz * - (14a)
R g %— ]:tuc - wci - szi:l. (14b)

Estas frecuencias son reales siempre y cuando mg > 2w§ , lo cudl corres-
ponde a que la fuerza magnética domina sobre la fuerza eléctrica,

2 8eV
eB ("5 "9 (15)
mc m(Rg + Zzé)

como sigue de las Ecs. (10) y (6).

La solucién general de las Ecs. 12(a,b) es una superposicidn de
las soluciones del tipo de la Ec. (13a) para ambas frecuencias ciclotrd-
nica desplazada y magnetrénica, es decir,

(x+1iy) = (x+1iy); eimCt + (x+1iy), ei[‘*“t (13b)

Si se cumple la condicidn (15) y por lo tanto m; Y w, son canti-
dades reales, entonces la solucién de la Ec. (13b) corresponde al confi-
namiento del electrdén en trayectorias que son epitrocoides y que resul-
tan de la superposicidn de dos movimientos circulares, uno con un radio
Ry = /x% + y% descrito con la velocidad angular w; y otro con un radio
R, =vx%+y% descrito con la velocidad angular w,. La Fig. 4 ilustra
wnas de estas trayectorias.

Si se separan las partes reales e imaginarias de la Ec. (13b) se
obtienen las ecuaciones paramétricas de la epitrocoide,

X = XjC0S wét * Xpcos w,t - y;sen wgt - yzsen w t (13c)
= “t + + “t o+
Yy = Xpsen w_t + Xpsen w,t + yjcos w t + y,cos wt (13d)

En caso de que la condicién (15) no se cumpla, entonces wa Y w, son can-



84

tidades complejas, conjugada la una de la otra, y la Ec. (13b) muestra
que el electrdn tenderd a alejarse con rapidez creciente del eje de la
trampa hasta golpear eventualmente al electrodo anular. Esto correspon-
de a la situacidn en que el efecto del campo magnético no es suficiente
para contrarrestar la atraccién del electrodo anular sobre el electrdn.

Fig. 4. Trayectorias epitrocoidales para un electrdn en la trampa de

P ing. - o= = ; = b = SR w >>w

Rennlgg a) Wy Zwm Y Ry 5R;, b) Wy Aeaal Ry 1 ©) 8 L ¥
1. = 2

En conclusidn, hemos establecido cuantitativamente la posibilidad
de confinar un electrdn dentro del volumen de la trampa siempre y cuando
el campo magnético sea suficientemente fuerte para satisfacer la condi-
cién (15). El confinamiento longitudinal se debe exclusivamente al cam-
po eléctrico y el movimiento en esa direccién es arménico simple a la
frecuencia axil, w, dada por la Ec. (6). El confinamiento transversal
se debe a la predominancia de la fuerza magnética sobre la eléctrica y
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la proyeccitn del movimiento scbre el plano xy se realiza a lo largo
de epitrocoides descritas con velocidades angulares iguales a las fre-
cuencias ciclotrdnica desplazada w; y magnetronica Ws Ecs. (14a,b),

respectivamente.
IV. FORMULACIONES CLASICAS ALTERNATIVAS
A. Foumulacibn Lagrangilana

Para construir la funcidn Lagrangiana dada por la diferencia en-

tre las funciones de energia cinética y de energia potencial,
L =T-U (16a)

procederemos a escribir cada uno de estos términos.

Usamos las coordenadas cartesianas (x,y,z) como coordenadas ge-
neralizadas y sus derivadas con respecto al tiempo (X,y,z) como las ve-
locidades generalizadas. La energia cinética toma la forma

T = g (X2 +y2 +32) | (16b)

Para la energia potencial ya tenemos la contribucidn eléctrica de la

Ec. (4) y nos falta la contribucién magnética, la cuil se puede escribir
sucesivamente en términos del potencial magnético ﬂ, y de su forma ex-
plicita para el campo magnético uniforme, como

c+ & VoA =& VeBxr)=-& (Vx1)-B
Umag—+c V.A - Ve (Bxr) 7c (Vxr) - B
eB " »
=*E(XY'}"X) . (16c)

Entonces al substituir las contribuciones de las Ecs. (16b), (4)

y (16c) en la Ec. (16a) obtenemos

o eB - .
W fatwy® = 228) » 5o By—y=)

L (X,)’,Z,l;isf;’,é) = % (}.(2+):'2+£'.2) *
2

. . . T =5 = Mue - .

(x2 +y2+z2) + 42 (x2+y2 - 222) + __’?S_ (xy - vx), (16d)

L=
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Jonde en la Gltima linea hacemos uso de las Ecs. (6) y (10) para poner
todo en términos de las frecuencias axil y magnetrdnica.
De la Ec. (16d) se pueden obtener directamente las ecuaciones

de movimiento de Euler-Lagrange,
4 [j}_] _AL
dt X h :
axi axi

y es inmediato reconocer que coinciden con las Ecs. (1Za,b,c).

B. Foamuwlacifn Hamiltonlana
La funcidn Hamiltoniana se puede contruir a partir de la fumcién

Lagrangiana mediante la transformacién de Legendre

H (xl’le Tt

I e~1w

i="

donde p; son los momentos generalizados candnicamente conjugados de las

coordenadas X5 dados por

= cdk
Pi 7 %%
i
Explicitamente ,
. 1
Py = MX * 5y . (18a)
=
Py = Wy — o T X (18b)
p, = mz . (18¢)

Substituyendo los valores de )'(i obtenidos de estas ecuaciones en la Ec.

(16d) y a su vez en la Ec. (17a) obtenemos,
ol 2 R 1 2 PR
H(x;pp) = 5 (Pt pg+p7) + g mug (x2+y9)

$ 1 omR (xB-y?e222) 4 g u (xpy, = YR - (17b)
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Las ecuaciones canbnicas de Hamilton

% = oH B, = aH
. , j, E pmaet
1 api it axi

se pueden contruir a partir de la Ec. (17b). Las tres primeras son

equivalentes a las Ecs. (18a,b,c), y las tres {iltimas toman la forma

explicita,
b= - L mx o+ ma?x - L P (19a)
Py 4 =5 27 2 ey
b, = - x Mty + 4 mely + 1w p (15b)
py g ey Tz MY T g By
bz = - mwéz 5 (19¢)

las cuiles es facil verificar que a su vez son también equivalentes a
Tas Ecs: (12a,h;c) «

V. FORMULACION CUANTICA
A. la Ecuacién de Schridinger

Las formulaciones cldsicas discutidas en la Seccién IV se han in-
cluido para poder establecer la formulacifn cuintica del problema, la
cual abordamos a continuacidén. Efectivamente, la ecuacién de Schrddinger
independiente del tiempo, que es la base para describir los estados

estacionarios del sistema,
HY = Ev (20)

corresponde matemdticamente a la ecuacidn de eigenvalores para el ope-
rador hamiltoniano, ﬁ. Este operador se puede contruir a partir de la
funcidn Hamiltoniana clasica, Eq. (17b), reemplazando las cantidades

dindmicas por los operadores correspondientes; especificamente para el

i
operador de momento p + - ihV y para la componente z del momento angu-
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~ A

lar £, = 3p, = Py - Introduciendo coordenadas cilindricas circulares

(R,4,2), la Ec. (17b) nos permite escribir el operador hamiltoniano como

H o= P2al 2 + ) neu?-2020R2 + ) 2 52
H 2m+2m£ +8m(mc Zmz)R + oy my oz
I G 3 I O R )
S "mRERAE Y ogp tzedt gl - 2R
fi2 3? B 7 =
“m 9z TIMgE (17¢)

La ecuacién de Schridinger Ec. (20), es entonces una ecuacién diferen-
cial parcial, y la estructura del operador hamiltoniano Ec. (17c¢), nos
permite ver que es susceptible de ser resuelta por el método de separa-
ci6n de variables. Efectivamente, toda la dependencia en la variable z
estd contenida en los dos Gltimos términos, los cuales inclusive se pue-
den identificar con la contribucidn del movimiente longitudinal al ha-
miltoniano, ﬁz’ con su parte de energia cinética y su parte de energia
potencial, respectivamente. Por otra parte, toda la dependencia con
respecto al angulo ¢ estd contenida en los términos segundo y tercero
a traVes del operador Ez = - ih 3/5¢ , y que fisicamente corresponden a
la energia cinética rotacional y a la energia de interaccién del momento
magnético orbital del electrdn con el campo magnético, respectivamente.
En efecto, es ficil reconocer que mR? es el momento de inercia del elec-
trén en su movimiento de rotacién y que -uCZZ/ZB = - eZZ/ZmC es la com-
ponente del momento magnético orbitalAdel electrén a lo largo del campo
magnético. Cuando la dependencia de £Z se reemplaza por los eigenvalo-
res correspondientes, los términos primero, segundo y cuarto contienen
toda la dependencia con respecto a la variable R.

Entonces podemos proponer la solucidn factorizable,

¥(R,¢,z) = £(R) ¢(¢) Z(z) (z1)

que al ser sustituida junto con 1a Ec. (17c) en la Ec. (20) nos conduce

a las ecuaciones diferenciales ordinarias,
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Hz - [f i gmd _:i = 2 (20a)
2o= —ihdg - 20b
z = ~F aa@ = Llh(b ( )
A 2 2,2

Hgt = [‘%%%Radﬁ J:;TE?*%(“é‘zwimz:lf =Bt (200

donde las constantes de separacifn se deben sumar para dar el eigenvalor
de la energia,

E = E, +

T (z0d)

o] =

hwcu + EL

Es claro que los operadores involucrados en las Ecs. (20a,b,c)
conmutan con el operador hamiltoniano total, Ec. (17c), y ésta es otra
manera de establecer la separabilidad de la Ec. (20) asi como reconocer
que las energias asociadas a las componentes longitudinal, rotacional
y transversal del movimiento son también constantes del movimiento.

Aqui no se lleva a cabo la solucién detallada de las Ecs. (20a,b,c),
puesto que la misma se encuentra en los libros de texto de Mec#nica
Cudntica. Simplemente citaremos la forma y el contenido fisico de cada
una de ellas y las restricciones sobre sus eigenvalores. La Ec. (20b)
corresponde a la cuantizacién de la componente longitudinal del momento

angular orbital, y sus eigenfunciones y eigenvalores son
P(d) = eli“'d’/w 2T
P P ) o e (22b)

El movimiento longitudinal descrito por la Ec. (20a) corresponde a un
oscilador armbnico en una dimensidn con la frecuencia axil w,. Llas
eigenfunciones correspondientes contienen un factor exponencial gaussia-
no y un polinomio de Hermite, y los eigenvalores estdn igualmente es-
paciados,
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: 2 mw
Z(z) =NLem22/2h Hk[ ?zz}
(22a)
_ 1
EL—'hwz (k+§)

siendo k = 0, 1, 2, ... el nlmero de nodos de la funcién de onda axil.
El movimiento transversal descrito por la Ec. (20c) corresponde también
a un oscilador amménico, pero en un planc y siempre y cuando se cumpla
la condicidén (15), en cuyo caso su frecuencia es J_EET_E;;-/Z . Sus
eigenfunciones contienen como factor a los polinomios de Laguerre, sus
eigenvalores también estdn igualmente espaciados, y ambos dependen del
estado rotacional

plvl omveZ-2F Re/an (vl

= m/mé-Zu-J‘% 2

2h
(22c)

E

Fon T
T=_ﬂ;2ﬂ (2q + |u] + 1)

siendo q = 0, 1, 2, ... el grado de polinomio.

En témminos de las frecuencias ciclotrdnica desplazada y magne-
trénica, Ecs. (14a,b), la suma de las energias transversal y de interac-
cidn magnética, es decir los dos primeros témminos de la Ec. (20d), se
puede escribir en la forma

Erq-%_ hwch =ﬁ[wc;wm] (2q+|p|+]}+%h(wg+mm)p

se 1laman nimeros cuinticos ciclotrénico y magnetrénico, respectivamente.
Entonces la energia total del sistema, Ec. (20d), toma la forma

Enpk ok [}u;(n * %J -l“]m(p * %J +w2(k : %i] S
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mostrando las contribuciones ciclotrénica, magnetrdnica y longitudinal.
B. Enengfa debida al Momento Magnético Intiinsece del Efectrln

Se sabe que el electrfn posee un momento angular intrinseco o es-
=5
in v también un momento dipolar magnético intrinseco u_, los cuiles
B s

estan relacionados entre si,

> _ &
Hs T 7 8 7mc ° (23)
siendo g = 2.002319 la llamada razén giromagnética del electrdn. Debi-
do a su momento magnético, el electrén en presencia del campo magnético
tiene la energia adicional, '
eB

& -
g’ " B = BB % o~ (24a)

mag z

Este término tendria que agregarse como operador al hamiltoniano de la
Ec. (17¢c), y tomarse en cuenta en la solucidn de la Ec. (20). Esto se
puede hacer facil y directamente debido a que el operador de espin con-
muta con todos los operadores espaciales de la Ec. (17c). Ademis, el
operador ;2 tiene dos eigenestados con eigenvalores mgﬁ donde

m_= t-% , correspondientes a las dos proyecciones posibles del espin.

s
De la Ec. (24a) conviene reconocer la frecuencia de precesitn de espin,

-, B _ Be
Wg = 8o Tmc o e (24b)

y su relacidn con la frecuencia ciclotrénica, la cudl es costumbre ex-
presar en témminos de la 1lamada anomalia magnética,
- i B -

= . (24c)

a
e 2 w

Al tomar en cuenta al espin del electrdn la funcién de onda de la Ec.
(21) se tiene que modificar agregando un factor que sea el eigenestado
de la proyeccién del espin. También a la Ec. (22d) hay que agregarle

la energia correspondiente,
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Ems = fum

obtenida a partir de las Ecs. (24a,b). La energia total es entonces

T 1 1 1
Eopln, =1 [5000 ¢ D) uy(p+ P vk + ) s agn] (24d)

La Fig.S ilustra los niveles mas bajos de este espectro de energias.
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Fig. 5. Espectro de niveles de energfa del Geonio.
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VI. OBSERVACIONES DE INTERES DIDACTICO

Como se sefiald al principio, el problema bajo consideracién se ha
analizado a diferentes niveles en el presente trabajo. Para facilitar
la lectura y comprensidn del material de acuerdo con el nivel en que
esté interesado el lector, se puede decir que la Seccidn II corresponde
al nivel elemental (bachillerato o primer afio de profesional), la Sec-
cidén 11T al nivel intermedio (segundo o tercero de profesional) y las
Secciones IV y V al nivel avanzado (fines de profesional o iniciacién
de postgrado).

Por lo que se refiere a la Seccién II, en la Parte A estd impli-
cita una familiaridad con el hecho de que ''cargas del mismo signo ‘se
repelen y cargas de signos opuestos se atraen''. El andlisis de las tres
situaciones especificas que se consideraron, es decir del electrdn en
el centro, sobre el eje y sobre el plano ecuatorial, depende de la de-
terminacién de la fuerza neta que ejerce la trampa sobre el electrén y
por lo tanto involucra la composicibn de fuerzas. Naturalmente, el ani-
lisis se simplifica al aprovechar las simetrias del sistema para conven-
cernos de que una o varias componentes de las fuerzas se cancelan entre
si. Cuando el electrdn estd en el centro, lo importante es la simetria
del sistema bajo inversifn en el centro mismo; cuando estd sobre el eje,
existe simetria de rotacidn alrededor del eje; y cuando estd sobre el
plano ecuatorial existe simetria de reflexitn con respecto a este plano
y también con respecto al plano determinado por el eje y la posicidn del
electrén. Las respectivas situaciones de reposo, de movimiento oscila-
torio y de movimiento crecientemente acelerado son ficiles de visualizar
con base a un entendimiento cualitativo de las leyes de Newton, y tam-
bién estdn asociadas directa y respectivamente con las ideas de equili-
brio, equilibrio estable y equilibrio inestable. La parte B tiene el
interés especial de involucrar una fuerza independiente de la posicidn
pero dependiente de la velocidad, ademds de que su direccién y sentido
es perpendicular tanto a la velocidad como al campo. Aqui se aplican
los conocimientos sobre movimiento circular uniforme y también sobre la

composicifn de movimientos. En la Parte C es el uso tanto de la compo-
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sicién de fuerzas como de la composicion de movimientos lo que final-
mente permite comprender el confinamiento del electrén dentro de la tram-
pa. Al lector interesado que no quede convencido de algunos de los re-
sultados lefdos en la Seccidn IT se le invita a convencerse por si mismo
dibujando los diagramas asociados a la descripcién correspondiente.

Aunque el tratamiento de la Seccitn III es esencialmente cuantita-
tivo, las situciones estudiadas coinciden con las de la Seccién 11, y
es importante tener un entendimiento cualitativo de los resultados para
poder entender los resultados cuantitativos correspondientes. La conec-
cidn entre ambos se ha tratado de destacar en cada caso en el desarrollo
de la Seccidn II1. Aqui solo agregaremos algunos puntos de interés adi-
cional. En la Parte A es inmediato verificar que el potencial de la
Ec. (1) satisface la ecuacidn de Laplace, asi como escribir las ecuacio-
nes para las superficies equipotenciales incluidos los electrodos.
También se pueden trazar las lineas de campo eléctrico, tener una idea
de la densidad de carga superficial en los diferentes puntos de los
electrodos, y entender el confinamiento axil y la imposibilidad de con-
finamiento transversal. En la Parte B, una forma alternativa de ver
las ecuaciones de movimiento Ecs. (9a,b) y su solucién es en la forma
vectorial

dv

-+ > =X =
I ° mcxv s = w_xR

c
donde los vectores de posicidn, velocidad y velocidad angular forman
una triada ortogonal caracteristica del movimiento circular uniforme.

Correspondientemente a la Parte C, las Ecs. (12a,b) son equivalentes a

dZR ¢ ’ dR
= Z
o _Z_R.f w xa_

mostrando el efecto transversal anticonfinante del campo eléctrico y
confinante del campo magnético. La epitrocoide queda descrita mediante
la combinacidn de los dos movimientos circulares uniformes ciclotrénico

desplazado y magnetrénico,



El lector interesado puede comparar las diferentes formas de estas solu-
ciones y también construirlas numéricamente para condiciones iniciales
particulares.

En ambas partes de la Seccidn IV, la dependencia de la energia po-
tencial tanto de las coordenadas como de las velocidades o momentos, re-
quiere que se proceda cuidadosamente en las formulaciones respectivas.
Esto se puede apreciar en las Ecs. (18a,b) donde los momentos canénica-
mente conjugados no son simplemente la masa por las velocidades sino
contiene un término adicional dependiente de la posicidn. Para el lec-
tor no familiarizado con este tipo de situacién le serd Gtil llevar a
cabo los desarrollos para obtener las ecuaciones de movimiento corres-
pondientes y convencerse de que coinciden efectivamente con las obteni-
das en la Seccion III.

En 1la Parte A de la Seccidn V la construccién del operador Hamil-
toniano a partir de la funcidn Hamiltoniana Clidsica antes obtenida se
realiza de manera directa siguiendo reglas bien establecidas. Conviene
reconocer que el Hamiltoniano contiene las simetrias del sistema, las
cuiles ya se discutieron desde un punto de vista cualitativo al referir-
nos a la Seccién 11. De hecho son estas simetrias las que permiten lle-
var a cabo la separaciénde variables en la ecuacion de Schrodinger, y
consecuentemente identificar las constantes de movimiento. La simetria
de rotacidn alrededor del eje estd asociada con la conservacidn de la
componente axil del momento angular. La separacidn de los movimientos
longitudinal y transversal es posible debido a que las energias asocia-
das a cada uno de ellos dependen solamente de la coordenada respectiva
y no de la otra, siendo las energias correspondientes constantes de mo-
vimiento. La simetria de reflexidén en el plano ecuatorial se refleja en
el hecho de que ﬁz es una funcidén par de z, Ec. (20a), y se traduce en
que las eigenfunciones correspondientes, Ec. (22a), tienen una paridad
definida (-1)k. Para el movimiento transversal, en la situacidén cudn-
tica como en la situacién clisica, es posible combinar los movimientos
radial y rotacional para identificar las componentes ciclotrénica des-
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plazada y magnetrénica. La adicién de la precesién de espin del elec-
trén en la Parte B sigue el tratamiento usual de los libros de texto,

y aqui se ha incluido porque el espectro de energias de la Ec. (24d)

y de la Fig.5 corresponden al 1lamado geonio, que es un sistema es-
pectroscopico con un solo electrdn. Este sistema ha sido observado
experimentalmente hace poco y ha permitido la medicién mids precisa de la

anomalia magnética del electrdn.
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