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ABSTRACf

The confinement of charged particles in a Penning trap is based
on the combined action of quadrupole electric and uniform magnetic
fields on the charqes. The 5tudy of the motion of charges in 5uch
fields i5 developed as an interesting examp1e in the teaching and learn-
ing of Mechanics at different 1evels.

RESUMEN

El confinamiento de partículas cargadas en una trampa de Penning
está basado en la acción combinada de los campos cuadrupolar eléctrico
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y magnético uniforme sobre las cargas_ El estudio del movimiento de
las cargas en dichos campos se desarrolla como un ejemplo interesante
en la enseñanza y el aprendizaje de la Mecánica a diferentes niveles.

l. INTRO[lJCCION

Una trampa de Penning es un dispositivo formado por electrodos
de forma de hiperboloides de revolución coaxiales y coasintóticos, co-
mo se muestra en la Figura 1. La operación de la trampa de mantener
confinadas en su interior a partículas cargadas se logra al aplicar a
los electrodos extremos un voltaje con la misma polaridad que las car-
gas y al electrodo anular un voltaje con la polaridad opuesta, al mismo
tiempo que actúa. un campo magnético uniforme paralelo al eje de la
trampa. El estudio del movimiento de las cargas bajo la acción sepa-
rada y combinada de los campos eléctrico y magnético permite entender
cómo se logra el efecto de confinamiento. En el presente trabajo este
estudio se desarrolla a diferentes niveles de conocimientos de Mecánica
poniendo énfasis en algunos puntos de interés didáctico.

z

+

Fig. 1. Trampa de Penning con electrodos en forma de hiperboloides
de revolución coaxiales y coasintóticos, situada entre los polos para-
lelos de un imán.
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En la Sección 11 el problema se analiza cualitativamente tomando
como puntos de partida y de comparación los movimientos de las cargas
en cada uno de los campos por separado; a continuación se puede esta-
blecer la posibilidad de confinamiento de las cargas por el efecto
canbinado de ambos campos. La Sección JI1 cubre los mismos puntos de
la sección anterior pero en forma cuantitativa planteando e integrando
las ecuaciones de Newton correspondientes; en esta forma se reconocen
las componentes y frecuencias de movimiento axiales, ciclotrónicas.
ciclotrónicas desplazadas, y magnetrónicas. En la Sección IV se desa-
rrollan las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana del problema, las
cuales sirven de puente para el estudio cuántico que se hace en la Sec-
ción V. Para concluir, en la Sección VI se señalan y discuten algunos
puntos tratados en las diferentes secciones que pueden ser de interés
especial para profesores y/o estudiantes a diferentes niveles.

11. ANALISIS aJALITATIVO

En esta sección se analiza cualitativamente el movimiento de las
cargas bajo la acción del campo eléctrico y del campo magnético, prime-
ro cuando cada uno de éstos actúa por sí mismo, y a continuación cuan-
do ambos actúan simultáneamente.

Para fijar ideas en lo que sigue supondremos que las partículas
cargadas de interés son electrones cuya carga es negativa. - e. Corres-
pondientemente. los electrodos extremos tendrán polaridad negativa y
el electrodo anular tendrá polaridad positiva.

A. Movimiento de un Electn6n en el Campo El~~co

La situación más simple que se puede analizar es aquella en que
el electrón se encuentra en reposo en el centro de la trampa, la cuál
es una situación de equilibrio. Efectivamente, en este caso la fuerza
neta sobre el electrón es nula camo resultado de las cancelaciones de
las fuerzas de repulsión que actúan sobre el electrón y que se originan
en puntos diametralmente opuestos en los electrodos extremos. por una



72

parte. y de las cancelaciones de las fuerzas de atracción que actúan
sobre el electrón y que se originan en puntos diametralmente opuestos
en el electrodo anular, por la otra. Tratándose de lID3 situación de
equilibrio, si el electrón está inicialmente en reposo, entonces con-
tinuará en reposo en esa posición.

A con! inuación consideremos la situación en que el electrón se

encuentra inicialmente en reposo en alguna posición diferente del cen-
tro de la trampa. Es conveniente analizar en forma sucesiva el caso
en que esa posición está sobre el eje de la trampa y el caso en que
esa posición está sobre el plano ecuatorial.

Cuando el electrón está desplazado del centro a lo largo del eje
de la trampa, la fuerza neta sobre el mismo actúa en la dirección del

eje y hacia el centro de la trampa. Para convencernos de esta afi~l-
ción, p<Xiemos ima.gin~r a los electrodos como fonnados por una sucesión
de anillos circulares paralelos entre sí y con sus centros sobre el
eje. Si consideramos la fuerza neta. de uno de estos anillos sobre el
electrón, es fácil ver que su componente perpendicular al eje es nula
debido a la cancelación de las componentes que se originan en puntos
diametralmente opuestos en el anillo; por otra parte, todas las compo-
nentes a lo largo del cje tiencn el mismo sentido y se SUITk1naritméti-
camente para dar la fuerza neta. Habiendo cstablecido quc la fuerza
neta de cada anillo actúa a lo largo del eje, se sigue quc la fuerza
neta total de los electrodos sobre el electrón actúa también a lo largo
del cje, queJando por determinar su sentido. Es fácil entender que la
rCJXllsión del electrodo extrano más próximo al electrón danina sobre la
rcpulsión del otro electrodo, y por lo tanto el efecto combinado de
ambos electrodos extremos es el de empujar al electrón hacia el ccntro
de la tram~1. Por lo que se refiere al electrodo anular, se ve que
hay una fracción ql~ atrae al electrón hacia el centro y otra. que 10

atrae tratando de alejarlo del centro, siendo aquélla mayor que ésta.
En esta forma. las características de la fuerza quc ejerce la trampa
sobre el elcctrón, y que se enuncian al principio de este párrafo, que-
d..1nestablecidas. También se puede afirmar que la magnitud de esa
fuerza será mayor mientras el electrón esté más alejado del centro, y
por lo tanto más cerca de uno de los electrodos extranos. debido al



aunento de los efectos combinados de los electrodos extremos y anular
sobre el electrón. Ahora hien, si el electrón está inicialmente en
reposo en una de esas posiciones a lo largo del eje de la trarr:pa,en-
tonces la fuerza de restitución que se acaba de describir lo obligará
a moverse a lo largo del eje y hacia el centro. A medida que el elec-
trón se acerca al centro la magnitud de su velocidad atwenta, y la
magnitud de la fuerza que actwJ sobre él disminuye. Cuando el elec-
trón llega al centro, la fuerza neta sobre él es nula y su velocidad
ha alcanzado su magnitud máxima, su inercia lo mantiene moviéndose en
la dirección y sentido que llevaba y por lo tanto empieza a alejarse
del centro y acercarse al electrodo extremo opuesto. Ahora la fuerza
apunta en el sentido opuesto, que sigue siendo hacia el centro, y su
magnitud aumenta a medida que el electrón se aleja del centro; corres-
pondientemente, su velocidad de alejamiento se va reduciendo en mag-
nitud hasta anularse. Esto ocurrirá, si no hay fricción, cuando el
electrón se haya alejado del centro una distancia igual a la que se en-,
contraba inicialmente. A partir de esta posición, el movimiento del
electrón se realiza de manera análoga pero en sentido opuesto hasta
regresar a la posición original. Lo anterior se repite periódica y
sucesivamente, es decir, el electrón está sujeto a un movimiento osci-
latorio a 10 largo del eje, siendo el centro la posición de equilibrio
estable.

Cuando se considera que el electrón está desplazado del centro
de la trampa en el plano ecuatorial, es fácil ver que quedará sujeto
a lUla fuerza radial que tiende a alejarlo del eje de la trampa. E.
fectivamente, la fuerza neta calculada como la suma de las fuerzas
producidas por partes de anillos de los electrodos equidistantes del
plano ecuatorial, tiene una componente nula en la dirección del eje
de la trampa. Por otra parte, para cada anillo los pares de puntos
equidistantes de la dirección radial, definida por el centro y la
posición del electrón, cancelan sus efectos transversales a la direc-
ción radial y refuerzan sus efectos en la dirección radial; el efecto
neto de cada anillo sobre el electrón está dOffiinado por los puntos
más cercanos al electrón. Para el electrodo anular es claro que la
atracción de la re~ión más ceTcan~ al electrón constituye el efecto
dominante. Para los electrodos extremos, la repulsión de los anillos
más cercanos al plano ecuatorial, cuyos radios son menores que la dis-



tanlla del electrón al centro. también tlend{ a aum~ntal el alejamIen-
to radial Jel f'1c'nrón; :a republón de l()sanl,lo~ má~ lejanos al
plano ecuatoria,. cuvos radIos jon m;l\'ore~qu(' la distancIa del elec-
trón al centro, trata de mantener al electrón C(,fea del centro. Para
léltramp..1total el ('ft:ctocornhinado del electrodo anular \'de la región
m:Í,scercana d(' los eleetrodo~ extremo~ domina sobre el dE" la región más
lejana de los electrodos extremos y el electrón tiende a ser alejado
radialmcnte del centro de la trampa. La magnitud de la fuerza es mayor
mientras mayor es la distancia del electrón al centro. En consecuencia
si el electrón est8 inicialmente en reposo en una posición desplazada
del centro y sobre el plano ecuatorial, la fuerza que ejerce la trampa
sobre él le imprime un movimiento radial con velocidad creciente basta
<¡uC'choque con el eh.'etrado anular donde ~er5 absorbIdo. Si el elec-
trón está inicialmente en el centro de la trmnpa )'sC' le desplaza li-
~eramente en cualquier dirección radial, lo anterior n05 indica que el
electrón no regresará a su posición original; en otras palabras, el
centro de la trampa es una poSIción de eqUIlibrio inestable por lo que
se refiere al movimiento en el plano ecuatorial.

Como conclusión de este análisis del movimiento del electrón ba-
jo la acción de los electrodos, podemos afi~1f que la trampa es capaz
de producir confinamiento del electrón en la dirección del eje, pero
no en el plano transversal al eje.

B. Mcv.ún.{entc' de Wl Ete.ctA6n en el Campo MagJ1U-ic.o

l~ descripción del movimiento de cargas bajo la acción de un caro.
po magnético uniforme se encuentra usualmente en libros de texto, pero
para que nuestra discusión sea completa prescntnr.~s aquí nuestra versión.

En primer lugar es conveniente señalar que ese tipo de campo se
tiene entre los polos planos de un Umán, o bien en el interior de un
solenoide recto. A continuación hay que reconocer que la fuerza que
ejerce el campo sobre una carga en movimiento actúa en la dirección
perpendicular al plano detenninado por la dirección de la velocidad de
la carga y la dirección del campo, y su sentido es el sentido en que



avanzaría un tornillo a mano derecha que se hiciera girar de la posi-

ción del vector de velocidad a la posición del yecto de campo, en caso

de que la carga sea positiva, yen sentido opuesto C'1l caso de que la car-

ga sea negativ<l, J-'lg. 2. Además la magnitud de la fuerza es proporcio-

nal a la magnitud de 1'1 carga, el campo magnético r la componente de
la velocidad perpendicular al campo magnético.
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Fig. 2. Íuerza sobre una partícula cargada que se mueve en un campo
magnético uniforme.

Consideremos entonces el movimiento de un electrón bajo la ac-

ción de un campo magnético uniforme. Si el electrón está inicialmente

en reposo o con movimiento en la dirección del campo, la fuerza del

campo sobre el electrón es nula y el electrón continuará en reposo o

con movimiento rectilíneo uniforme en la dirección del campo, respec.

tivamcnte. El campo ejerce una fuerza sobre el electrón solamente si

éste posee lU1acanponente de velocidad perpendicular al campo. Supon.

gamos entonces que la velocidad inicial del electrón es perpendicular
al campo, entonces la fuena que actúa sohre el electrón es perpendi-

cular tanto al campo como a la velocidad, )' 1" aceleración que produce
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también es perpemliculaT a aTIDOS vectores. Tal aceleración produce un
cambio en la dirección del vector de velocidad, pero no en su magni-
tud; el nuevo vcctor de velocidad tiene la misma magnitud que la velo-
cidad inicial y sigue siendo perpendicular al campo. Correspondiente-
mente, la fuerza y la aceleración que siente ci electrón tiene las mis.
mas magnitudes iniciales y sólo cambian de dirección, siguiendo y ~dn-

teniendo el caIJilio de dirección del \'ector de \'docidad. Todo ésto se

traduce en un movimiento circular uniforme del electrón en un plano
perpendicular al cmnpo magnético. En el caso general de que el elec-

trón tenga inicialmente lUla velocidad con componentes longitudinal y

transversal con respecto al campo magnético, la crnnposición de los dos
movimientos, rectilíneo lUlifonnc y circular lUliforme, da lIDa trayecto.
ria a lo largo de un~ hélice circular.

Lo anterior, nos pcnnite comprender que un campo magnético lUli-
forme es capaz de producir confinamiento en el movimiento transversal
del electrón, pero no en la dirección del campo mismo.

C. Movvn'¿e.nto de. un EeeuJt6n Bajo la. Ac.U:611 Comb.ina.cia de. io.6 Campo.6
Eréc.t~c.c y Magl1~co

Ahora estudiaremos el efecto combinado del campo eléctrico de
los electrodos y del campo magnético wlifonne en la dirección del eje
de la trampa sobre el electrón. Para ésto resulta útil analizar sepa-
radamente los componentes axilcs y transversales del movimiento.

Por lo que se refiere a la componente axila longitudinal, el
electrón siente una fuerza en esta dirección solamente por la acción
del camPo eléctrico, pero no por la presencia del campo magnético. F~
consecuencia, el movimiento del electrón en la dirección del eje de
la trampa será de tipo oscilatorio a tD10 y otro lado del plano ecua-
torial, y está gobernado básicamente por la repulsión que ejercen los
electrodos extremos.

En cuanto al movimiento transversal, ya hemos visto que el efecto
neto de los electrodos sobre el electrón es el de la atracción por parte
del electrodo anular alejándolo del eje de la trampa, mientras que el
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campo magnético trata de confinar al electrón en una trayectoria cir-
cular. La posibilidad de confinarndcnto del electrón dentro de la tram-
pa depende de la competencia de estas dos tendencias. Para un campo
eléctrico dado, la primera tendencia dominará mientras el campo magné-
tico sea demasiado débil. Pero si el campo magnético se hace más fuer-
te su efecto puede contrarrestar e incluso dominar a la tendencia del

electrodo anular de absorber al electrón. Entonces, el electrón queda-
rá confinado en la vecindad del eje de la trampa, aunque en general
su trayectoria no será tan simple COloo lU1 círculo, puesto que quedará
detenminada por la acción combinada de amhos campos.

La conclusión general de esta sección es que la acción corrbinada
del campo eléctrico de la trampa y del campo magnético uniforme sobre
el electrón permite mantener confinado a éste dentro del volumen de la
trampa. El confinamiento longitudinal se debe al campo eléctrico
solamente, principalmente por la repulsión de los electrodos extre1TX)s.,
)'el confinamiento transversal depende de la predominancia del efecto
del campo magnético sobre la atracción del electrodo anular.

[] 1. EQJACIONES DE HJVIMIEl\'fO

En esta Sección se estudian cuantitativamente los mislOOs proble-
ntlS analizados en la Sección 11, dando las expresiones para las fuerzas
asociadas a cada tipo de campo e integrando las eOlaciones de movimien-
to correspondientes.

A. Campo Cuadnupola~Eté~co

El potencial electrostático en el volumen de la trampa está dado
por

V(x,Y,Z) (1)

donde Ra es el radio mínimo del electrodo anular. 2ze es la distancia
mínima entre los electrodos extremos, y \0 es la diferencia de poten-
cial entre el electrodo anular y los electrodos extremos.
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La intensidad del campo eléctrico correspondiente es

~ -2Vo (Ix + j'y - 2kz)E(x,y,z) -Vii
R2 .•. 2z2 ( 2)
a o

y por lo tanto, la fuerza que siente el electrón dentro de la trampa es

~
-eE

2eVo
R2 .•. 2z2
a e

- . .
(Ix+ jy- 2kz). ( 3)

Es interesante ver que las situaciones descritas en la Seccián
JI.A. se reproducen de inmediato usando la Ec. (3). En ef~to. para el
centro de la trampa,

F(o,o.O) o (3a)

y reconocemos que es una posición de equilibrio. Para un punto sobre
el eje,

7

F(o,oJO) 4C'Vo---kz
R2 .•. 222
a e

(3b)

que es una fuerza de restituci6n armónica. Para un punto sobre el pla-
no ecuatorial,

~
F(x,y,z)

2eVo
R2 .•.2z2
a e

(Lx+jy) (3c)

que es una fuerza radial que tiende a alejar al electrón del centro.
También se concluye de estos valores y signos de las fuerzas que. el
centro es un punto silla, es decir, de equilibrio estable para el movi-
miento axil y de equilibrio inestable para el movimiento transversal.
Esto último también se puede apreciar de la expresión para la energía
del electrón,

U(x,y,z) -eV (4)

la cuál tiene un mínimo en el origen para desplazamientos axiles y
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tiene un máximo en el origen para desplazamientos transversales, Fig. 3.
u

R

Fig. 3. Superficie equipotencial para un electrón en la trampa de Penning,
cuyo centro es un punto silla.

La seglDlda ley de Newton, F ma, se
en ténninos de las componentes cartesianas

d2x leVo
ro dt2 ::: R2 • 2z2

x
a e

m~=
2eVo ,

dt2 R2 + 2z2
y

a e
d2z 4e\'0

2ro --;:-T = - ---
dt R2+2Z2

a e

puede escribir en este caso
y toma la fOTIlla

(sa)

(sb)

(Se)

La última ecuaci6n sugiere introduci¡: la llamada frecuencia axi!

wz' tal que

4eVo
m(R2 + 222)a e

(6)

y que es la frecuencia de oscilaci6n para el movimiento armónico stmple
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en la dirección del cje. La integración de las [cs. (Sa,b,c) es inme-
diata y da

"'zt 12 '" tx = x cosh-+-Y senh ....!-- (7a)o 12 "'z xo ,7

cosh wzt + l2y "'zt (7b)Y Yo scnh -
1"2 "', yo 12

z = Zo eos '" t +~ sen Wz t (7e)z "'z

en términos de las posiciones y velocidades iniciales, (xo' Yo' 20) y
(rxo' Vyo' Vzo). Cbviamente, estas ecuaciones incluyen las situaciones
descritas en la Sección JI.A. y reflejan la capacidad de la trampa para
producir confinamiento en la dirección del eje como se vé del movimiento
annónico simple de la Ec. (7c). pero no en la dirección radial como lo

muestra el movimiento creciente de las Ecs. (7a,b).

B. Campo Magnético Uni60kme

+
El campo magnético uniforme en la dirección del eje, B = kB, ejer-

ce sobre el electrón una fuerza

F
+

e V x Be (8)

Naturalmente, esta fuerza es nula tanto si el electrón está en reposo
como si su velocidad es paralela al'campo, y en ambos casos el campo no
modifica ese estado de reposo o movimiento.

En el caso general, la segunda ley de Newton toma la fonna

dVx ~ V B (9a)ffidT e y

~ e y B (9b)
m dt e x

dV, (ge)m-" Odt
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Es conveniente reconocer la llamada frecuencia ciclotrónica I

e8
'"c me (10)

Es posible integrar las Ees. (~la.b) conjuntamente, sumando a la primera

el producto de la segunda por la unidad imaginaria.

Entonces
(V + iV ) = (V .•. i\') eiwct
x y x rO

y

donde

-w vco y \0
Igualando l~rtes reales e imaginarias en la ecuación para la posi-

ción obtenemos finalmente

(11a)

( 11b)

Es inmediato VCTi [ic<Ir que x2 + y2 '" x2 .•. y2 = R2 o sea que la proyec-o o o
ción de la trayectoria en el plano xy es un círculo de radio Re descrito

con una velocidad angular wc.

L~ ecuación (8e) nos indica la independencia del movimiento lon-
gitudinal con respecto al campo,

v Vz zo ( 1le)

Las Ecs. (l1a,b,c) en conjunto describen la trayectoria helicoidal, y

reflejan la capacidad del campo magnético para confinar al electrón
transversalfJ)('ntc. pero no longitudinalmente.
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C. Camp06 Cua.d!W.po1'.aJz. Etéc..tJUc.o !J Magl1Wco un;6oJune

La conhinación de las fuerzas eléctrica Ec. (3) y magnética Ee.

(8). en la SCgtUlda ley de Newton nos remite escribir

,
d2x Wz W .'!r ( 12a)dt2 = T x e dt

,
£2=wZy + dx ( 12b)w -
dtZ 2 e dt

d'z ,
(12e)dt2 = -'" zz

puede llevar a cabo usando
(9a,b), ronnando la eOrrDina-

de las Ecs. (12a,b) se
empleado para las EC5.

La Ec. (12e) es idéntica a la Ec. (Se) y por lo tanto su integración

nos lleva nuevamente a la solución de la Ec. (7e). Esto corresponde a
que el movimiento longitudinal sigue siendo independiente del CaJn¡X> mag-
nético y el confinamiento en esa dirección está completamente a cargc
del campo eléctrico.

La integración

un método análogo al

ción lineal,

d2 w2 d
dt

2
(x. iy) = ':f (x + iy) .•. iwc tlt (x .•.iy).

Si se propone una solución de la forma

(x + iy) (13a)

se encuentra por substitución en lapcuacióntlifcrencial que

",'-n' z wcn-2-
Por lo tanto,

n = 1
~e

i .¡ w¿ - 2wi ]i I

La frecuencia con el signo positivo se llama frC'cuencia cic10trónica

despla::.ada )' la que tiene el signo negativo se llama frecuencia Ilk'lgne-
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tróniC3, y quedan expresadas como

11+
1 h - ¡ w~ - 2W~J- Wc : Wc-7

11
1 [W - ¡w' - Zw' ] .- - W : 7m c c z

Wc - wm (14a)

(14b)

Estas frecuencias son reales siempre y
ponde a que la fucr:.a magn6tica domina

[
eB ]' BeVo
me > m(R2 .•.2z2)

" e

cuando w2 > 2w2
C z

sobre la fuerza
• lo cuál corres-
eléctrica.

( 15)

como sigue de las Ecs. (10) y (6).
La solución gcner:ll de las Ees. 12(a.b) es lffi3 superposición de

las soluciones del tipo de la Ec. (133) para ambas frecuencias ciclotró.
niea desplazada y magnetróniC3, es decir,

( 13b)

Si se cumple la condición (15) y por lo tanto w~ y wm son canti-
dades reales, entonces la solución de la Ec. (13b) corresponde al confi-
namiento del electrón en trayectorias que son epi trocoides y que resul-
tan de la superposición de dos movimientos circulares, uno con un radio
R1 = 1.x1'" Y1 descrito con la velocidad angular w~ y otro con tm. radioc
R2 =:,1 x~ + y~ descrito con la velocidad angular wmo La Hg. 4 ilustra

unas de estas trayectorias.

Sí se separan las partes reales e imaginarias de la Ec. (13b) se

obtienen las ecuacirnles paramétricas de la epi trocoide,

( 13c)

( Ud)

En caso de que la condiCión (15) no se cumpla, entonces w~ y wm son can-
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tiJades complejas, conjugada la una de la otra, y la Ec. (13b) muestra
que el electrón tcndcr5 a alejarse con rapidez creciente del eje de la
trampa hasta golpear eventualmente al electrodo anular. Esto correspon-
de a la situación en que el efecto del campo magnético no es suficiente
para contrarrestar la atracción del electrodo anular sobre el electrón.

,,

-,,
I

I

o

e

Fig. 4. Trayectorias epitrocoidales para un electrón en la trampa de
Penning. a) w" = 2w y R2 = SR¡, b) w"» W y R2 = SR¡, e) w"» W y

S e m cm cm
Rl = R2'

En concl~~ión, hemos establecido cuantitativamente la posibilidad
de confinar un electrón dentro del volumen de la trampa siempre y cuando
el campo magnético sea suficientemente fuerte para satisfacer la condi-
ci6n (15). El confinamiento longitudinal se debe exclusivamente al cam-
po eléctrico y el movimiento en esa dirección es armónico simple a la
frecuencia axil. Wz dada por la Ec. (6). El confinamiento transversal
se debe a la predominancia de la fuerza magnética sobre la eléctrica y
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la proyección del movimiento sobre el plano x)' se realiza a 10 largo

de epi trocoides descritas con velocidades angulares iguales a las fre-
cuencias ciclatrónica desp183ada wi y rr~gnetrónica w • Ecs. (14a,b),e ID
respectivamente.

IV. FORMULACIONES CLllSICAS ALTER.',ATIVAS

A. FoJtmufuc..i.6n LagJta.l1gia.lta.

Para construir la función Lagrangiana dada por la diferencia en-
tre las funciones de energía cinética y de energía potencial,

L T-U ( 16a)

procederemos a escribir cada uno de estos términos.
Usamos las coordenadas cartesianas (x.y,z) como coordenadas ge-

neralizadas y sus derivadas con respecto al tiempo (x,y,i) como las ve-
locidades generalizadas. 12 energía cinética toma la forma

T :o I (x2 + y2 + z2) . ( 16b)

Para la energía potencial ya tenemos la contribución eléctrica de la
Ec. (4) y nos falta la contribución magnética, la cuál se puede escribir

4sucesivamente en términos del potencial magnético A, y de su forma ex-
plícita para el campo magnético uniforme. como

4 4 4

=~ V-(Sxr)2e
e-+-+-+

2e (V x r) - S

eS .
• 2e (Xl'. yx) ( 16e)

Entonces al substituir las contribuciones de las Ecs. (16b) , (4)
Y (16c) en la Ec. (16a) obtenemos

( 16d)

eVo B
R2 + 2z2 (x2 + }'2 - 2z2) + ~c (X)' - yx)
a e

(x2+y2_2z2) + rrx;c (Xy-}"Xl,

m. . •"2 (x2 + y2 + 22) +

Jfu>ª
+- 4

L (x.y,z,i,y,i) =



R6

,'clIde en h~ última línca hacemos uso de las Ees. (6) )' (10) para poner

todo en términos de las frecuencias axil y magnetrónica.
De la Ec. (16d) se pueden obtener directamente las ecuaciones

de movimiento de Euler-Lagrange,

o

y es inmediato reconocer que coinciden con las Ecs. (12a,b,c).

La flU1ción Hamiltoniana se puede contTuir a partir de la ftmción

Lagrangiana mediante la transformación de Legendrc
3

H (xj ,Pi) = j ~ 1 XjPi - L(xj 'Xi) , (17a)

donde Pi son los momentos generalizados canónicamente conjugados de las
coordenadas xi y dados por

Explícitamente,

( IBa)

Py = my - i mwcx (lBb)

Pz = mz (lBc)

Substituyendo los valores de x. obtenidos de estas ecuaciones en la Ec.
• 1

(16d) Y a su vez en la Ec. (17a) obtenemos,

H(Xi,Pi) = 2~ (p~+p~+pi) + i JTl¡j~ (x2+y2)

+ ~ TfuJi (_x2 - )'2 + 2z2) + t Wc (xpy - ypx)' ( 17b)
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Las ecuaciones canóni':<ls de Hamilton

se pueden contruir a partir de la Ec. (17b).
equivalentes a la5 [cs. (18a,h,c), r 1.:15 tres
expl id t41,

L~s tres primeras son
últimas tOOaIl la fom:.!

1 ,
+

1 , 1 ( 193)Px '4 m:.ucx 2" FoWZX '2 wePy
1 ,

+ 1 "",'y 1 ( 19b)Py 4 "'"eY 2" z + '2 wePx

Pz TniJ~ Z ( 1ge)

las cwlcs es [[iciI verificar que a su vez son taniJién equivalentes a
las Ecs. (12a.h,c).

v. FOR/>UI~\CICN CUA,\ilCA

I.as [omulaciones clásicas discutidas en la Sección IV se han in-

cluído para poder establecer la formulación cuántica del problema, la

cual .1.hordamosa continuación. Efectivamente, la ecuación de Schrodinger
indc[wndientc del tiempo, que es la base para descrihir los~cstados

estacionarios del sistema,

110/ (20)

corresponde matcmáti~amentc a la ecuación de eigenvalores para el ope-
rador hamiltoniano,!I. Este operador se puede contruir a partir de la

función Hamiltonian3 clásica, Eq. (17h), reemplazando las cantidades

din.'imicas por los operadores correspondientes; específicamente para el
ofX'rador de mOlJlento p -+ - itl V Y para la t::omponente z del momento .:mgu-
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lar f xpz y
(R,¿,:),laEc.

)T); Introduciendo coordenadas cilíndricas circubres

(17h) nos pcnni te escribir el operador h3mil taniano como

~ 1 w£ 1 1. rrw2 z'H • ~ + - m(w2 - b.•})R2 •2m e z 8 e z 2 z

1\' 1 a R a lz2 1 A .!. m(¡.;2 _ 2:.;2)R2- 2m R aR ,R • • ~ w/z •2mR2 8 e ::

(17e)

L3 ecuación de SchrOdingcr Ec. (20). es entonces una ecuación diferen-
cial parcial, y la cstnJctur3 del operador hamiltoniano Ec. (lie), nos
permite ver que es susceptible de ser resuelta por el método de separa-

ción de variables. Efectivamente, toda la dependencia en la variable z

está contenida en los dos últimos términos, los cuales inclusive se pue-
den identificar con la contribución del movinilento longitudinal al ha-
miltoniano, Hz' con su parte de energía cinética y su parte de energía
potencial, respectivamente. Por otra parte, toda la dependencia con
respecto al ángulo ,;e~t5 contenida en los términos segundo y tercero
a traves del operador iz = - i~ alo$ , y que físicamente corresponden a
la energía cinética rotacional y a la energía de interacción del momento
magnético orbital del electrón cml el campo magnético, respectivamente.
En efecto, es fácil reconocer que mR2 es el momento de inercia del elec-
trón en su movimiento de rotaci6n y que -wciz/2B = - eiz/2me es la com-
ponente del momento magn~tico orbitalAdel electrón a lo largo del campo
magnético. Cuando la dependencia de lz se reemplaza por los eigenvalo-
res correspondientes, los términos primero, segundo y cuarto contienen
toda la dependencia con resl~cto a la variable R.

Entonces podemos proponer la solución factorizable,

'(R,e,_) • [IR) 0(1) Z(z) (21)

que al ser sustituida junto con la Ec. (17c) en la Ec. (20) nos conduce
a las ecuaciones diferenciales ordinarias,
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H Z r- 1\' d2 + ..!. JIT.J2 Z~ Z EL
, (ZOa)z _ Zm dZ Z z

{z~ -il\a%~ = 11M (ZOb)

HRf [ h' 1 d d h'l1' m ~ f = E.¡-f ( ZOe)-Zml<dRR(JR + 2iñR.7 .•. - (w2 - 2w2)R22 8 e z

donde las constantes de separación se deben sumar para dar el eigenvalor
de la energía,

E (ZOd)

Es claro que los operadores involucrados en las fes. (20a,h,c)
conmutan con el operador hamiltoniano total, Ec. (17c), y ésta es otra
manera de establecer la separabilidad de la Ec. (20) así como reconocer
que las energías asociadas a las componentes longitudinal, rotacional
y transversal del movimiento son también constantes del movirncicnto.

Aquí no se lleva a cabo la solución detallada de las Ecs. (20a,b,e).
puesto que la misma se encuentra en los libros de texto de Mecánica

Cuántica. Simplemente citaremos la forma y el contenido físico de cada
una de ellas y las restricciones sobre sus eigenvalores. La Ec. (20b)
corresponde a la cuantización de 1:1componente longitudinal del momento
angular orbital, y sus eigenfunciones y cigenvaloTcs son

\J:: O,:!: 1, ~2, ... (ZZb)

El movimiento longitudinal descrito por la Ec. (20a) corresponde a un
oscilador ann6nico en lttladimensiérl con la frecuencia axil wz. Las
eigenfunciones correspondientes contienen un factor exponencial gaussia-
no y un polinomio de Hermite, y los eigen\~lores están iguaLmente es-
paciados,
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Z(z) = NI. e-""'zz'/Zh Hk l/m~z z ]

EL = hwz (k + ~)

(ZZa)

siendo k = O, 1, 2, o •• el número de nodos de la función de onda axil.
I

El movimiento transversal descrito por la Ec. (20e) corresponde también
a un oscilador armónico, pero en un plffilO y siempre y cuando se cumpla
la condición (15). en cuyo caso su frecuencia es ,¡ u;~ - 2wz /2. Sus

eigenfunciones contienen camo factor a los polinomios de Laguerre, sus
eigenvalores también están igualmente espaciados, y ambos dependen del
estado rotacional

f(R)

(ZZe)

siendo q = O, 1, 2, o •• el grado de polinomio.
En términos de las frecuencias ciclotrónica desplazada y magne-

tr6nica, Ecs. (14a,b), la suma de las energías transversal y de interac-
ción magnética, es decir los dos primeros términos de la Ec. (20d), se
puede escribir en la forma

fT + j 1\wc" = 1\ [wé;wm 1 (Zq + 1"1 • 1) • ~1\ (w~ + "Inh

= 1\ ~~ [ q + ~ + ~ J - wm[q +Mr .iU
= 1\ r~(n • ~) - wm(p + ~~ '

donde n = q + ~ = O, 1, 2, ... y p = q +Mr = n-~ ::::O, 1, 2, ...

se llaman números cuánticos ciclotránico y magnetrónico, respectivamente.
Entonces la energía total del sistema. Ec. (20d) , toma la forma

(ZZd)
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mostrando las contribuciones ciclotrónica, magnetrónica y longitudinal.

8. El1.f>..Jtg,[a. de.bi.da al. Mome.nto Magl1Wco InVt....f.n6eco del.. E£.ec.tA6n

Se sabe que el electrón posee un momento angular intrínseco o es-
pín y también un momento dipolar magnético intrínseco ~s' los cuáles
están relacionados entre sí,

(23)

siendo ge = 2.002319 la llamada razón giromagnética del electrón. Debi-
do a su momento magnético, el electrón en presencia del campo magnético
tiene la energía adicional,

Umag (24a)

Este término tenuría que agregarse como operador al hamiltoniano de la
Ec. (17c), y tomarse en cuenta en la solución de la Ec. (20). Esto se
puede hacer fácil y directamente debido a que el operador de espín con-
muta con t~os los operadores espaciales de ]a Ec. (17c). Además, el
operador Sz tiene dos eigenestados con eigenvalores ms~ donde

1ms'" :t"2 ' correspondientes a las dos proyecciones posibles del espín.
De la Ec. (24a) conviene reconocer la frecuencia de precesión de espín,

(24b)

y su relación con la frecuencia cic1otrónica. la cuál es costumbre ex-
presar en términos de la llamada anomalía magnética,

(24c)

Al tomar en cuenta al espín del electrón la función de onda de la Ec.
(21) se tiene que modificar agregando un factor que sea el eigenestado
de la proyección del espín. También a la Ec. (22d) hay que agregarle
la energía correspondiente,
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obtenida a partir de las Ecs. (24a,b). La energía total es entonces

(24d)

La Fig.5 ilustra los niveles más bajos de este espectro de energías.

m, k p m, k p

4

1
3 4

"2 2 3
1 1 2
o {rI 1 ¡¡O

m, k p

5
4 5

1 3 4
2 2 1 3

1 -22
O o I

{1O

O

5-----
4----

13-----
-22----
1-----
0-----0

n. 2

Fig. 5. Espectro de niveles de energía del Geonio.
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\'l. OBSERVACICl',ESDE I~TERES DIDACflCO

Como se señaló al principio, el problema bajo consideración se ha
analizado a diferentes niveles en el presente trabajo. Para facilitar
la lectura y comprensión del material de acuerdo con el nivel en que
esté interesado el lector, se puede decir que la Sección II corresponde

al nivel elemental (bachillerato o primer año de profesional), la Sec-
ción JII al nivel intermedio (segun~o o tercero de profesional) y las
Secciones IV y V al nivel avanzado (fines de profesional o iniciaci6n
de postgrado).

Por lo que se refierc a la sección 11, en la Parte A está Umplí-
cita una familiaridad con el hecho de que "cargas del miSF.IOsigno 'se
repelen y cargas de signos opuestos se atraen". El análisis de las tres
situaciones específicas que se consideranon, es decir del electrón en
el centro, sobre el eje y sobre el plano ecuatorial, depende de la de-
terminación de la fuerza neta que ejerce la trampa sobre el electrón y

por 10 tanto involucra la composici6n de fuerzas. Naturalmente, el aná-
lisis se simplifica al aprovechar las simetrías del sistema para conven-
cernos de que una o varias componentes de las fuerzas se cancelan entre
sí. Cuando el electr6n está en el centro, 10 importante es la simetría
del sistema bajo inversión en el centro mismo; cuando está sobre el eje,
existe simetría de rotaci6n alrededor del eje; y cuando está sobre el
plano ecuatorial existe simetría de reflexi6n con respecto a este plano
y también con respecto al plano determinado por el eje y la posición del
electrón. Las respectivas situaciones de reposo, de movimiento oscila-
torio y ~e movirnJento crecientemente acelerado son fáciles de visualizar
con base a un entendliniento cualitativo de las leyes de Newton, y tam-
bién están asociadas directa y respectivamente con las ideas de equili-
brio, equilibrio estable y equilibrio inestable. La parte B tiene el
interes especial de involucrar LUla fuerza independiente de la posición
pero dependiente de la velocidad, además de que su dirección y sentido
es perpendicular tanto a la velocidad cano al campo. Aquí se aplican
los conocimientos sobre IOOvimicnto circular tmifonne y tarrbién sobre la
canposición de movimientos. En la Parte C es el uso tanto de la compo-
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sición de fucr:as coroo u{ la composición de movimientos lo que fina!.

JTlCllt(' pennite comprender el confinamiento del electrón dentro de la tram-

pa. Al lector intcrt's:J(jo que no quede convencido de algunos de los re-

sultados leídos en la Sección II se le invita a convencerse por sí mismo

dibujando los diagr:unas asociados a la descripción correspondiente.
Aunque el tratamiento de la Sección 111 es cscncial~ente cllantita-

ti\'o, las situciones estudiadas coincidl:n con las oc la Sección 11, Y

es Umportante tener un entendimiento cualitativo de los resultados para
poder entender los resultados cuantitativos correspondientes. L<'1conee-

ción entre amhos se ha tratado de destacar en ca~1 caso en el desarrollo
de 13 Sección Ir 1. t\quí solo agregaremos algunos puntos de interés adi-
cional. En la Parte A es irunediato verificar que el potencial de la
Ec. (1) satisface la ecuación de Laplace, así como c5cribir las ecuacio-
nes par~ las superficie5 equipotenciales incluídos los electrodos.
También 5e pueden trazar las líneas de campo eléctrico, tener una idea
de la densidad de carga superficial en los diferentes plmtos de los
electrodos, y entender el confinarndento axil y la imposibilidad de con-
finamiento transversal. En la Parte B, una fonna alternativa de ver
las cL"lL1cionesde movimiento [cs. (9a,b) y su solución es en la fanTla
vcctoria 1

w xve

donde los vectores de posición, velocidad y velocidad angular fonnan
una tríada ortogonal característica del movimacnto circular uniforme.
Correspondientemente a la Partc e, las [cs. (12a,b) son equivalentes a

mostrando el efecto transversal anticonfinante del campo eléctrico y
confinante del campo magnético. La epi trocoide qUe~1 descrita mediante
la corrhinación de los dos movimientos circulares uniformes ciclotrónico
desplazado y magnetrónico,
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~
~ w~ X R1 + Wm x R2

El lector interesado puede comparar las diferentes formas de estas solu-
ciones y también construirlas numéricamente para condiciones iniciales
part ieulares.

En anDas partes de la Sección 1\'. la dependencia de la energía IX'-
tencial tanto de las coordcnad:1s como de las vclocidades o momentos. re-

quiere que se proceda cuidadosamente en las formulaciones respectivas.
Esto se puede apreciar en las Ecs. (18a,b) donde los momentos canónica-
mente conjugados no son simplemente la masa por las velocidades sino
contiene un ténnino adicional dependiente de la posición. Para el lec-
tor no familiarizado con este tipo de situación le será útil lleY3r a
cabo los desarrollos para obtener las ecuaciones de movimiento corres-
pondientes y com'cncerse de que coinciden efect ivamente con las obteni-
~lS en la Sección 111.

En la Parte A de la Sección V la construcción del operador Hamdl-
toniano a partir de la función Hamiltoniana Clásica antes obtenida se
realiza de manera directa siguiendo reglas bien establecidas. Conviene
reconocer que el Hamiltoniano contiene las simetrías del sistema, las
cuáles ya se discutieron desde un punto de vista cualitativo al referir-
nos a la Sección 11. De hecho son estas simetrías las que permiten lle-
var a cabo la separación de variables en la ecuación de SchrOdinger, )'
consecuentemente identificar las constantes de movimiento. La simetría
de rotación alrededor del eje está asociada con la conservación de la
componente axil del momento angular. La se~lración de los ~'imientos
longitudinal y transversal es posible debido a que las energías asocia-
das a cada uno de ellos dependen solamente de la coordenada respectiva
y no de la otra, siendo las energías correspondientes constantes de mo-
vimiento. La siMetría de reflexión en el plano ecuatorial se refleja en
el hecho de que Hz es lIDa ftmción par de z, Ec. (20a) , y se traduce en
que las eigenftmciones correspondientes, Ec. (22a) , tienen una paridad
definida (-1)k. Para el movimiento transversal, en la situación cuán-
tica como en la situación cl~5ica, es posible combinar los movimientos
radial y rotacional para identificar las componentes ciclotrónica des-
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plazada y magnctrónica. La adición de la precesión de espín del elec-

trón en la Parte R si&'Uc el tratamiento usual de los libros de texto,

y aquí se ha incluído porque el espectro de energías de la Ec. (24d)

y de la Fig.5 corresponden al llamado geonio, que es tul sistema es-

pectroscópico con un solo electrón. Este sistema ha sido observ~do
e~~rimentalmente hace poco y ha permitido la medición más precisa de la
anomalía magnética del electrón.
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