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RESII'1FJ"

Se analizan e ilustran al~unos aspectos curriculares, históricos,
conceptuales y didácticos del papel que juegan las matemáticas en el es-
tudio de la física. Aunque nuestro interés está enfocado en el nivel
profesional, resulta conveniente, especialmente desde el punto de vista
didáctico, incluir una discusión de lo que se espera del estudiante qu~
recientemente ha completado el nivel medio superior.

ABSTRAO'

Several aspects, curricular, historical, conceptual and did~ctic.
of the role that mathematics play in the study of ohysics are analvzed.
Although our interest is focussed at the professional level, it is con-
venient, speciallv from the didactic point of view, to include a rtiscus-
sion of what 15 to be expected from a student that has recentlv cOMnle-
ted a high school education.

t Asesor del Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares.



l. 1I-11RODUCCI~

El papel ITÚltiple de las matemáticas --como lenguaje, marco con-
ceptual, herramienta de razonamiento lógico y herramienta de cálculo--
en el desarrollo de la física,es reconocible y aprovechable en el estu-
dio y la enseñanza de ambas disciplinas. En la presente contribución se
destaca la importancia de la primera en la enseñanza de la segunda, ana-
lizando e ilustrando aspectos curriculares, históricos, conceptuales y

didácticos de las relaciones entre ellas.
F~ la Sección TI se analiza un plan de estudios de la carrera de

físico, señalando la concatenación de los cursos de física y matemáticas
en forma global e ilustrando el desarrollo y la aplicación de algt..mos

temas comunes a materias de una y otra disciplinas.
La Sección 111 incluye algunas observaciones históricas sobre el

desarrollo de conceptos y/o temas de matemáticas, con énfasis especial
en aquéllos que han surgido del estudio de fenémcnos físicos. También se
reconoce que 105 creadores de algunos de esos conceptos y/o temas han
contribuido simultáneamente al desalTollo de ambas disciplinas.

En la Sección IV se presentan algunos materiales djdácticos que
pueden ser de interés para estudiantes y profesores de la carrera de fí-
sico. En la Parte A se hace referencia a la Bibliografía Comentada, pu-
blicada por CONACYT. La Parte B corresponde a un repaso de las matemáti.
cas y la física a nivel medio superior. Y la Parte e comprende las fun-
ciones comunes de la física.

11. UN PLAN DE ES1UDIOS DE LA CARRERA DE FISlCO

En esta sección mi intención es destacar e ilustrar la relación
entre los cursos de matemáticas y física en la carrera de físico. Para
ser específico tomo como referencia el plan de la Facultad de Ciencias
de la lf.\l\\j (1), dentro del cual he estado trabaj ando; pero, desde luego, se
puede realizar un análisis similar utilizando los planes de otras escue-
las. La Tabla 1 presenta dicho plan en fama rcstnnida, indicando las ma.
terias cbligatorias de fí~icd y matemáticas correspondientes 3 cada uno
de los nueve 3~mestres; en los semestres 4, S, 8 Y 9 el estudiante debe



451

TABLA I

1. Física C~neral
Cálculo Diferencial e Inte~Tal 1
Geometría Analítica 1

2. Física Clásica I (~~cánica)
Cálculo Diferencial e Int~gral 11
Algehra Superior 1

3. Física Clásica II (Ondas, Fluídos, Calor)
Cálculo Diferencial e Integral III
Geometría Analítica 11
Algebra Sunerior JI

4. Física Clásica III (Optica)
Cálculo Diferencial e Integral rv
Fí sica ~lcx:lerna1

5. Física Clásica IV (Electricidad)
Ecuaciones Diferenciales 1
Física Moderna II

6. Física Teórica 1 G'lecánica)
Física Teórica 11 (Tennodinámica)
Algebra Lineal I
Estadística Descriptiva

7. Física Teórica JI! (Electranagnetisrno)
Electrónica 1
Variable Compleja I
Funciones Especiales y Transfonnadas Integrales

8. Física leórica rv (Introducción a la Mecánica Cuántica)
Laboratorio 1

9. Física Moderna JII
Laboratorio JI

MA1ERIAS OPTATIVAS DE '1A1Dt~TICAS

Matemáticas Aplicadas
Métodos Numéricos y Programación
Probabilidad y Estadística en la Física
lensores y Grupos
Introducción a la Teoría de Grupos y sus Aplicaciones
El Grupo de Lorentz
Biofísica Matematica

TABLA r. Plan de estudios de la carrera de físico de la Facultad de Cien-
cias de la tmAM.
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cUfsaralgunas materias optativas, entre las que se ofrecen algunas de
matemáticas como las que aparecen explícitamente, )' en el seFestre 10 se

debe desarrollar 1m3 tesis para obtener el título profesional.
Dentro de este pl,Ul se pueden distinguir la primera mitad de la

carrera (semestres 1-5) Y la seglmda (semestres 6-~). en las ruales los
conocimientos de matemát icas rcspect ivos detenninm1 hasta cierto lllmto

el rigor y la rapidez con que se pueden fonmular y asimilar los conoci-
mientos de física. Esto se puede apreciar especialmente en la mayor pro-
porción de cursos de matematicas al princioio de cada Wla ticesas mita-
des. Correspondientemente, el curso de Física General del nrimer semes-
tre prácticamente hace uso sólo de las matemáti.cas con que llegan del
hLlchillerLlto los estudi,mtes, y sobre las cuales digo Lllgo en In Sección
IVR. En la primera mitau de la carrera se cubren en pnrnlclo los conoci-
mientos de Física Clásica I.IV y de Cálculo Diferencial e Integral I-IV,
Geometría Analítica 1-11 y Algebra Superior 1-11; hacia el final se tie-
nen los cursos introductorios de Física ~-1odernaI-JI y el ctlrso de Ecua-
ciones Diferenciales 1, cuyo contenido es flmdamental para la segtmda
mitad de la carrera. Efectivamente, dentro de ésta,destacan los cursos
de Fís ica Teórica 1- IV; se tienen ademas ot ros cuat ro cursos que podemos
1l<lJT13rde ~~todos ~tatemáticos de la Física, así COITO los cursos de Elec-
trónica J, Física ~fodema III y Laboratorios (de Física ~fodcma) I-II.
Con respecto a las mu.terias optativas, la de ~1étodos Nurrericos y Progra-
mación ocupa 1U1 lugar especial por su aplicabilidad y necesidad genera-
les, pudiendocursarla desueelcuarto o quinto sc~stres; las otras,
sean de matemáticas o de física, dependen de inteDeses más esnecíficos.

~li participación dentro de este plan de estudios ha consistido en

impartir los cursos de Física Clásica 1, Física Clásica JI, Funciones
Especiales y TransfonT1<1dasIntegrales y Física ~foderna lIT. A manera de
ilustración me referiré a algtmos temas de matemáticas que hay que ro.
brir en los O1rsos de física. y al liSO de e.ipmplos de física en el Olrso

de matemáticas.
fn el programa llc 'I('cfmica ;]parece explícitamente un capítulo so-

bre vec.to'le.~, 3unque este tema t:unhién aparece postcriollllcnte en 1ma
forma u otra, en los programas' materi;]s de matemáticas, por ejemplo,
cano E~pac¿c; Vectc'':.,(a€e ('TI .\q.:._hra Supe" ,1' 1 Y en :\lgehra Lineal 1,
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y como Eópacio6 Eu~deo6 en Cálculo Diferencial e Integral 111. Desde
luego el enfoque, tratamiento y grado de abstracción en el estudio del
tema es diferente en cada una de esas materias. El estudio de \~ctores
en el contexto de la mecánica es elemental y directamente conectado con
la descripcián de movimientos, donde aparecen ejemplificados a través de
los vectores de posición, desplazamiento, velocidad, aceleración, fuer-
za, cantidad de movimiento, etc. Por supuesto. la familiaridad con estas
situaciones puede y debe ser aprovechada en las fonnulaciones más avan-
zadas y más abstractas; y también dentro de tales formulaciones, más ge-
nerales y más rigurosas, se puede reconocer el caso particular de aqué-
llas. Desde luego las operaciones con vectores -COOlO la SlIJ1la.la re.5ta,
el producto escalar, el producto vectorial, la derivación con respecto
al tiempo, la integración en el tiempo y la integración a lo largo de una
trayectoria-- permiten generar otras cantidades interesantes que, en el
caso de la mecánica, además de los vectores antes mencionados, incluyen
el trabajo de una fuerza, el momento angular, la torca, etc. A estas al-
turas en el curso de ~~cánica se pueden aprovechar y reforzar conoci-
mientos de los cursos de Cálculo Diferencial e Integral 1 y 11, en los
cuales se incluyen cama aplicaciones los siguientes temas: conceptos de
velocidad y rapidez de cambio; caida libre y tiro parab61ico; trabajo y
energia; conservación de energía para una partícula sometida a un poten-
cial; movimiento de partículas en un plano; Leyes de Kepler.

El curso de Física Hoderna III incluye lID capítulo sobre Teoría
de la Relatividad, el cual considero que debe ser tratado a lID r.i\"el
avanzado y en foma cuantitativa, ya que en el curso de Física !<loderna
ha sido estudiado a un nivel elemental y m~s bien cualitativo. Entonces
se requiere que el estudiante tenga conocimientos sobre te.~o~e~,lo
cual no ocurre en general de acuerdo con el plan vigente. excepto para
quienes han tomado el curso optativo correspondiente; por 10 tanto, den-
tro del curso de Física r.bderna II! se lleva a cabo el estudio de ten.6c-"
~~, aprovechando al máximo los conocimientos previos y afines especial-
mente de Algebra Lineal l. En este estudio el objetivo principal es fa-
miliarizar al estudiante con las propiedades de transformación de los
tensores, las operaciones que se pueden realizar con ellos y la notaci6n
respectiva. Lo anterior permite reconocer la naturaleza tensorial de las
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diferentes cantidades físicas en el espacio-tiempo, o sea sus propieda-
des de transfonmación al pasar de un sistema de referencia inercial a
otro, así como expresar las leyes de la física en forma obviamente cova-
riantc. También se reconocen las propiedades de grupo de las transforma-
ciones de Lorentz. FJ1la parte de relatividad general se introduce el
tensor métrico, se construyen 105 tensores de curvatura y se establece
su relación con el tensor de esfuerzos a través de la ecuación de campo
de Einstein.

Los cursos de Variable Canpleja 1 )' Ftmciones Especiales y Trans-
formadas Integrales son los últimos cursos formales de matemáticas de la
carTeTa de físico, como se puede ver en la Tabla l. Los conocimientos
correspondientes son de gran utilidad en el estudio de la Teoría Elec-
tromagnética y de la ~~cánica Cuántica correspondientes a los cursos de
FÍsica Teórica III y IV. Al inicio del curso de F.E.T. I. he dedicado un
par de clases para discutir junto con los alumnos lo que llamo las Fun-
ciones Comunes de la Física, las clk~les son ya familiares para ellos y
nos sirven como punto de referencia en el estudio de las Funciones Espe-
ciales. Estas se introducen cornosoluciones de algunas ecuaciones dife-
renciales de la física --como son las ecuaciones de Laplace, de Poisson,
de I~lmholtz, de onda clásica, de onda de SchrHrlinger dependiente e in-
dependiente del tiempo- en diferentes dimensiones y con diferentes con-
diciones iniciales y/o de frontera. Algunas funciones comunes y las fun-
ciones especiales comparten la propiedad de formar conjuntos linealmente
independientes; pero, mientras aquéllas nueden no ser cuadráticéUTlCnte
integrables, las segundas S1 10 son y además fonnan conjuntos ortogona-
les. De hecho estos conjuntos de funciones constituyen bases completas
y se pueden usar combinaciones lineales de las mismas para representar
funciones arbitrarias, en analogía con las representaciones en series de
potencias o en series de Fouricr; :os coeficientes de tales series son
fáciles de obtener aprovechando la propiedad de ortogonalidad de la base.
Conviene reconocer que algunas de las ecuaciones diferenciales antes
mencionadas son o conducen a ecuaciones lineales homogéneas, las cuales
definen problemas de eig~nvalorc~ para las condiciones de frontera im-
puestas; entoncc~, las funciones ~~rcciales corresponden a modos caracte-
rísticos del sistema y l~ solución más general es una suncrnosicián de
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los mismos. Obviamente aquí se manifiesta la yalidez.dd principio ue
slJ!le'J!1osici6n,el Olal sabernosque efectivamente opera en los fenómenos
electromagnéticos y cuánticos, entre otros. Como ejerrmlode tales super-
posiciones y su interpretación física rodemos mencionar el caso de poI i-
namios de Legendre que en el caso electrostático corresponden a diferen-
tes contribuciones multipolares y en el Célsacuántico a estados con mo-
mentos angulares hien definidos. Por otra parte, la solución de las
ecuaciones diferenciales inhomogéneas también se puede desarrollar to-
mando como base las flDlcionesesneciales de la ecuación hOOlogéneó ce-
rrespondiente, así como internretar físicamente término a término. Al-
ternativamente, la solución se puede e~resar como una integral sobre el
término inhomogéneo ~or el propagador o flIDciónde r.recn cOTres~ondien-
te. Esta última es la solución nara una fuente nuntual como término in-
homogéneo y la integral da el efecto de superposición para la fuente
asociada al término inhomogéneo específico. La conexión entre estas dos
formas alternativas de la solución permite también obtener una represen-
tación de la funciál de Green en téminos de una serie dI:' funciones es-
peciales. Por ejemplo, en el caso electrost5tico, la función de Green c~-
rresponde al potencial electrostático de una carga puntual unitaria, el
cual se puede expresar a través de la serie del desarrollo multipolar;
incidentalmente esta relación corresponde matemáticamente a la función
generadora de los polinomios de Legendre. Por lo que se refiere a las
transformadas integrales, por ejemplo las transformadas de Fourier, és-
tas se pueden introducir como la extensión natural de los coeficientes
de una serie de Fourier cuando el intervalo de interés tiende a infini-
to; entonces en vez de un número infinito y numerable de coeficientes de
Fourier se tiene la transformada de Fourier que depende de la variable
conjugada que varía continuamente en un inten'alo tannién infinito, y la
función original queda expresada no como una serie sino como una inte-
gral sobre esa variahle conjugada del producto de la transformada de
Fourier y la función base de Fourier. Si en vez de la base de Fourier se
tienen otras funciones base, en fonna análoga se obtienen las transfor-
madas integrales correspondientes. En mecánica cuántica las funciones de
onda en las representaciones espacial y de cantidad de moyimiento son
transformadas de Fourier la una de la otra, siendo las funciones hase
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eigenfunciones de la cantidad de movimiento. Una relación similar existe
entre las amplitudes de onda espacial y de nÚIDCro de onda que describen
otros fenómenos ondulatorios; por ejemplo, sonido, ultrasonido, ondas

electromagnéticas visibles, rayos X, etc.
ÑnlqUC en esta sección he tomado como ejemplos específicos algu-

nos de los cursos que he impartido, es claro que se puede llevar a cabo
un análisis sistemático de las matemáticas requeridas en los diversos
cursos de ffsica, así como de las posibles aplicaciones en la descrip-
ción de fenómenos físicos de los diversos OlTSOS de matemáticas. Aunque
idealmente crnlvendría que hubiera una hilaelón gradual y lógica entre
ambos tipos de cursos, e incluso más específicamente en los temas afi-
nes, en la práctica tal situación no necesariamente ocurre. Entonces es
necesario que tanto el maestro como los estt~iantes estén alertas para
detectar este problema y sobre la marcha le den soluci6n. En los cursos
de física esto puede implicar que se dedique tiempo para introducir los
conceptos matemáticos, explicar la notación y/o desarrollar las técnicas
de cálculo, etc. que se necesiten en el estudio de 105 fenómenos físicos
del tema correspondiente. Por otra parte, en los cursos de matemáticas,
especialmente en los niveles introductorios, es conveniente que se dé
una motivación física al hablar de conceptos matemáticos nuevos Y tam-
bién, posteriormente, se señalen aplicaciones de los mismos en la des-
cripción de fenómenos físicos; todo esto, desde luego, sin menoscabo de
que los conceptos sean formulados en forma general con todo el rigor y
grado de abstracción apropiados.

IlI. OBSERVACIONESHlSlDRICAS SOBRE EL DESARROLLODE ALGlMlS CON<IPTOS
MATIi"l<\TIms

Oc las diversas formas alternativas de ahordar el tema de la his-
toria de las matemáticas, tomando en cuenta las limitaciones de es~acio
y tiempo, voy a referinne solamente a dos posihilidades extremas y can-
plerrcntarias dentro de esta secci6n. La nrimera, que es la Clue considero
can cierto detalle en los nárrafos siguientes, consiste en un bosquejo
global del desarrollo de las matemáticas en diversos neríodos y por di-
\'ersas civilizaciones, con énfasis en las motivaciones y aplicaciones en
otras actividades hLUnanas, especialmente en la física.la segundaposibili-
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dad, sobre la cual simplemente quiero señalar aquí su potencialidad di-
dáctica, consiste en seguir el proceso histórico del desarrollo de con-
ceptos matem5ticos específicos. El valor didáctico de un estudio de este
tipo radica en el hecho de que los obstáculos y confusiones con que se
encontraron 105 inventores originales de esos conceptos y sus contempo-
ráneos son también puntos difíciles y fUentes de confusión para los es-
tudiantes que iniciaron su iamiliarizacián con tales conceptos; el co~
nacer la forma en que se remontaron esos obstáculos y se aclararon esas
confusiones, o bien el reconocer que en algunos casos tales ohstficulos y

confusiones aún persisten, es muyútil para el estudiante. Recomiendo el
1ibro de M. Kline (2). "Pensamiento matemático de tiempos a'1tiguos a Moder-

nos", como lUla excelente referencia para el material de esta sección.
El desarrollo de las matemáticas en las civilizaciones antiguas

tuvo lUla motivación eminentemente práctica directamente en conexión con
act ividades comerciales, de dist ribución de tierras y cosechas, ue co-
lección de impuestos, de obras de ingeniería. de obse rvaciones ast ronó-
micas para medición d.el tiempo, etc. Específicamente en el caso de 13S

civilizaciones de Babilonia y Egipto, sobre las que se tiene información
a través de las tabletas cuneifonnes (que datan desde 2000 ~los a.c.) y
de los papiros (que datan de 1iDOa. c.). se ha establecido que habÍ3n
desarrollado conocimientos de aritmética, álgebra y gecmetría. algtmos
de 105 cuales hewDs heredado y seguimos usando hasta el presente. Por
ejemplo, el sistema sexagesimal usado en Babilonia persiste hasta nues-
tros días en la división del tiempo en horas, minutos y segundos; por
otra parte, los egipcios introdujeron la base decimal, así cerno el ca-
lendario con el año de 365 días. Por supuesto, otras civilizaciones desa-
rrollaron también conocimientos de matemáticas y en algtmos casos no han
sido debidamente estudiados; para quienes tengan eSr.'ecial interés en las
contribuciones de los n~yasJ los aztecas y los chinos, las r~ferencias
3, -t Y S, respectivamente, pueden ser de utilidad.

Las contribuciones ue la Grecia Antigua al conocimiento en gene-
ral, y a las matemáticas en partirular, son ampliamente reconocidas. Una

diferencia cualitativa muy importJ1lte entre estas contribuciones y las
de las otras civiliz3.ciones de la antií!!!edad e incluso posteriores. es
que los griegos la.s desarrollaron d~sde LID punto de \'ista abstracto des-
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ligándolas lID tanto de las situaciones prácticas y concretas 'lIJe origi-
nalmente sirvieron de motivación. Así por ejemplo, para los griegos la
aritmética se convirtió en la teoría de los números en contraste con la
logística constituida por el arte de calcular. Es interesante hacer no-
tar que ]a dicotomía de ~ltem3ticas puras y matemáticas anlicadas que
persiste en nuestros días tiene aquel precedente. Históricamente se dis-
tingue el Periodo Clásico (600-:100a.c.) y el Periodo de Alej andria (300
a.c.-600 d.c.) en la civilización griega. Fn el primero h~~o varias es-
cuelas, entre las que destaca la de Pitágoras en el estudio de las mate-
máticas: los números se representaban mediante conjuntos de piedras (cál-
culos) o de agujeros en la arena (ábaco); de acuerdo con el arreglo de
esos conjuntos se introdujeron los números triangulares, cuadrados, rec-
tangulares. poligonales. También se reconocieronlos números primos, pro-
gresiones. razones y proporciones, promedios y la idea de inconmensura-
bilidad. Esta última puso en duda la identificación de n(~ros con figu-
ras geométricas o la correspondencia de aritmética con geometría. La es-
cuela de Eudoxus, dentro de este mismo período, abordó el estudio de la
inconmensurabilidad en la obra Nuevateo~a de la p~opo~ci6n,conducien-
do a un ma)~r énfasis en el estudio de la geometría; él mismo desarrolló
el método de agotamiento para el cálculo de áreas o volúmenes mediante
la inscripción y circunscripción de las figuras de interés en otras fi-
guras conocidas. El Período r.lásico se caracteriza por el estab1eciwien-
to de la deducción como método de demostración y culmina con los Elemen-
to, de Euclides y las Secuonu C6n.i.cll1>de Anolonio. El Periodo de Ale-
jandría muestra la incorporación creciente de los conocimientos de Egip-
to y también un mayor número de aplicaciones de las matemáticas al estu-
dio de otras ramas. En la etapa inicial destaca Arquímedes con sus obras
El. coYLta.do.'1. de an.ena, en la que estudió la representación de nfineros rruy
grandes, f &6Vla fj c.ili.nd'to&. eono,wu. fj e& óeJto.ide&, E~p..(.Ju:Lle.6. en 1as
que extendió el uso del método de agotamiento e introdujo curvas que no
se pueden trazar con regla y compás solamente, Equ..ilib.uC' de r:otono.6. Pa-

ianc.a4. Cel1.tJLo6 de gttavedad, CUeJlP06 en ~tota.u6n.en la~ que estudió
diferentes fenómenos físicos. El desarrollo de la trigonometría tuvo co-
mo motivación la astronomía oJantitativa y la medición del tiempo. Su
fundador fue Hiparco, de quien no se tienen trabajos escritos directa-
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obra Co.tec.c.i6Yl Mette.mWc.a e A.emage.-6w. Aquí s(' enl-uent ra la conex i(¡n con
la herencia de Babi lonia del uso de fracciones sexagesimale~ y 1;1 Int ro-
ducción de la nUlción seno a través de las cuerdas en lD1círculo. C'tra
parte de la herencia de Babilonia y Egipto aparece en al.guTIosnrohlemas
de álgebra del C~dicePatatinode Epig~a4 G~egoó, el cual tambión
con! iene ese tipo de problemas fonnulados verbalmente nor ~etrodonl~
(500 años d.c.), Arquímedes y Euclides. En contraste con esas formula-
ciones \'erbales, Diofantes introdujo el uso de símbolos en el álgehn (.
inició el estudio de las ecuaciones diofantinas, que son ecu~ciones in-
determinadas en las que interesan las soluciones que son números enteros.

Las conquistas de Alejandro extendieron el conocimiento ~riego
hacia Asia, asimilándose especialmente en India (200-1200 años d.c. 1 y

Arabia (800-1300 d.c.). Estas civilizaciones no se preocuparon con el
rigor de los griegos en la fOrnnJlación de los conocimientos \. corresnon-
dientemente usaron éstos en forma libre e inclusive los extendieron. En
India se inició el uso de IR. notación para números fr;)c\'';()ndrif)~ C'"'nel
m.unerador arriba y el denominador abajo, nero u'davÍa sin la ~aya de
quebrado, y se trabajaba libremente con números negativo~ y números i rra-
cionales. También se reconoció que las ecuaciones cuadr~ticas tienen dos
soluciones y se introdujeron las fracciones continuas en la solución de
ecuaciones indeterminadas. En trigonometría se dieron nasos adicionales
para llegar a la función seno que conocemos al pasar a las corresponden-
cias entre ~edia cuerda: arco completo y media cuerda: medio arco. De
Arabia heredamos lo que ellos a su vez aprendieron de la India: sÍrnholos
para los números con base decimal y notación posicional, Ellos agregaron
la raya de quehrado y también usaron los números irracionales, ppro no
los negativos. La palabra álgebra es de origen árabe y significa restau-
ración (de la igualdad entre los miembros de lU1aecuación). La solución
de ecuaciones cuadráticas la llevaban a caho con tma expl icación o .ius-
tificación geométrica y Ornar J(hayyarnresolvió ecuaciones cúbicas y cuár-
ticas cano intersección de cónicas. También se debe a los arahes la
introducción de las otras flD1ciones tri.gonanétricas :. el establecimi.ento
de identidades trigonométri.cas.

La Edad Media en Europa (1100-14sn) no prooujo grandes avances ni



460

en la ciencia ni en las matemáticas. Entre las contribuciones aislad3s

más destacadas se cuentan las siguientes: Leonardo de Pisa o Fihonacci
(1170-1250) escribió en latín Ube~ Abaci. sobre métodos de cálculo usa-
dos por los griegos y los árahes; Liben QuadJtatOJfUffl, sobre álgebra basa-
da en métodos aritméticos; P,'l.a.cU.ca. GeomeA>tiae, que reproducía los Ef.e.-
me.n.tMde. Eucllde.1.l y la trigonanetrín griega. El también reconoció la
existencin de otros números irracionales di fe rentes de los estudiados
por los griegos. Nicole Oresme (1323-82), en París, en Aigo~mU4 Pno-
pcJtticnum introdujo la notaci6n y cálculos con exponentes fraccion~rios;

en Ve UtU6o'tmilate e.t V'¿~6oJf.m'¿la.te ln.te.JH.{C'ltwn reconoció la distinción
entre cambio y rapidez de ca.rrt>iode una JTlagnitud estudiando el mm'imien.
to tmiforme (con velocidad constante), el movimiento diforrne (con veloci-

dad de variable) y el movimiento uniformemente difonne (con aceleración
const<Ulte); en Tnactatu,,6 de. LatUurli.yt.{blUJ FoJtma.J!.wn introdujo la idea de
que las céU1tidades medibles se pueden renrcsentar mediante puntos, lí-
neas y superficies, concretamcnte:para representar velocidades que va-
rÍ<Ul con el tiempo llevaba el tiempo a lo 18.rgo de Wla horizontal, a la
que llamaba longitud, y l<ls velocidades a tHferentes tiempos eran lí-
neas vert i cales, a las que llarn..1.balnt itudes . .lean Buridan (nOn -1360) ,
también en Parí5, introdujo el concepto de ímpetu y fonmuló con éste un~
teoría del movimiento, la cual eventualmente desplazó a las teorías rre-
valentcs de Aristóteles. Las contribuciones anteriores señalan el inicio
de tma tendencia en el estudio de la física caracterizada por la susti-
tución de explicaciones cualitativas por descripciones cuantitativas.

La época del Renacimiento (1400-1600) en Eurona está caracteriza-
da inicialmente por el redescubrimiento del conocimiento de los griegos.
El ptmto de vista racional de la naturaleza de la Antigua Grecia rcaf)a-
rece reforzado bajo la forma de la mate~ltización de la ciencia en el
renacimiento como lo atestiguan los tr~h:ljos de algunos de los investi-
g~dores más influyentes de la época: Ve ~evoluU.on..ibU4 Onb.¿wnCcete.~Uum
de Copémico; IjY_5teJt,{umCO-5mog!tapJu'cwn. Á.5t1lonom.út Nova fj k>unclt~a del

,I,twlrlO de Kepler; O.wCOU/t-5 de ea M~tlwd,,- pcun b-ien condu..iJfe 6a .'I.a..{-6CI1, et
che!tcheJf ea ve.tt-i-te da.n-5 fe-55c'¿etlCO incluyendo los tres aréndices La

Gecm~t!t{e. La V'¿optt.ique y L~ Me.t"-O~5,de Descartes; O~5CO~5'¿~ d¿m06-
Vw.z'¿Of!.{ matem£LÜche. -út-to.'l.YlO a due nuove5c-,i enze, de Ga1i leo; Qu(tcha..tu!te
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06 c.UJWe6. The muhod 06 61'UUOM and inMnite ,"'Úe6 y PhiloMphiae na-
tU!lat.w pJL.Ú1up"¿amathematica, de Newtao. Por otra parte, las acti vida-
des artísticas también estimularon el desarrollo de las matemáticas; con-
cretamente de los problemas de la pintura surgió la georretría proyectiva,
inicialmente a través de los trabajos de Desargues, Pascal y La HiTe.

El período del siglo XVII al siglo XIX fue mutuamente fruc.tífero
para las matemáticas y la física; la necesidad de métodos cuantitativos
para abordar los problemas de la última estimuló el desarrollo de nuevas
ramas de la prilOOra. La georetría coordenada o geonetría analítica fue
creada por Fenrnat y Descartes, quienes reconocieron la ventaja de usar
métodos algebraicos en el estucHo de la georretría asociando COlaciones
con curvas o superficies. Entre los problemas que estimularon la crea-
ción del cálculo podemos mencionar: 1) conocida la posición de un móvil
como función del tieII1Jo,encontrar su velocidad y su aceleración, y vi-
ceversa, conocida la aceleración del móvil como función del tiempo, en-
contrar su velocidad y posicián; 2) encontrar la tangente a una curva;
3) encontrar máximos y mínimos de una función; 4) encontrar longitudes
de curvas, árcas de superficies, volúmenes de sólidos, centros de grave-
dad de OJeJ1)os. ~lJchos investigadores abordaron la solución de alguno de
estos problemas, inclusive Fermat y Descartes, pero Ne~~on y Leibnitz son
considerados los creadores del cálculo. Coroo es sabido, esta rama de las
matemáticas creció tanto que dió lugar a otras ramas cuyo conjunto se
conoce bajo el n<JTlhregeneral de Análisis e incluye ecuaciones diferen-
ciales, series infinitas, geometría diferencial, cálculo de variaciones,
funciones de variable compleja, ecuaciones integrales, etc.

Los nombres de los investigadores que estudiaron o establecieron
los conceptos, condiciones, teoremas, principios, ecuaciones, series,
etc. de algunas de estas ramas matemáticas se reconocen también en las
diversas ramas de la física clásica, reflejando el entrelazamiento en el
desarrollo de ambas disciplinas.

Se debe señalar que duran~e este periodo de los siglos XVII y XIX
en que se crearon muchos nuevos conceptos, también surgieron dudas y
confusiones sobre el significado y la validez de éstos. Al principio,
los éxitos en sus aplicaciones en la investigación de situaciones físi-
cas favoreció la continuación de su uso, aunque no necesariamente :fueran
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bien entendidos. De la necesidad de formular algunos de estos conceptos
en forma rigurosa y abstracta, así como de la extensión y generalización
de tales conceptos, se lograron avances adicionales de las matemáticas,
especialmente desde el siglo XIX y ya independientemente de la física.

Para concluir esta sección y destacar la importancia de las mate-
máticas en el desarrollo de la física podemos dar lID paso más en nuestro
bosquejo histórico, entrando al siglo xx. r~ nuestra disciplina esto co-
rrespondió al paso de la física clásica a la física moderna, cuyas dos
ramas ftmdamentales, la relatividad y la mecánica cuántica, demandaron
desde un principio que los físicos desclIDrieran lo que los ~1temáticos
ya habían estudiado. Así, en nuestras clases seguimos los ejemplos de
Einstein, al estudiar geometría riemanniana, o de Heisenberg y Dirac, al
estudiar álgebras no conmutativas.

IV. '1ATERIALF.S DIDACl'ICXlS

La selección de los materiales presentados en esta sección es de-
finitivamente arbitraria y está forma(~ por algunas experiencias en las
cuales he participado directamente. La Parte A es de interés para estu-
diantes y profesores de la carrera de físico, no sólo en el contexto del
tema específico bajo consideración sino en un sentido mucho más ~lio.
La Parte B puede ser de interés en el nivel introductorio de la carrera
y también de manera especial para estudiantes y profesores de bachille-
rato. La Parte e constituye un repaso de las funciones matemáticas estu-
diadas en los seis primeros semestres de la carrera.

A. UNA BIBLl(x;RAFIA CCNE~~'ADA

La "Bibliografía comentada sobre lm acervo básico para escuelas
de física a nivel de licenciatura en ~léxico,,(6)esla referencia de nues-
tra discusión. El lector interesado encuentra ahí materiales bibliográ-
ficos sobre las diversas materias de la carrera, pero aquí me limito a
señalar las secciones pertinentes a las matemáticas.

La sección titulada '~latemáticas", seleccionada y comentada por
el Dr. José l.uisAbreu león, corresponde al nivel de la primera mitad de
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la carrera. Se incluyen libros de álgebra moderna y álgebra lineal, cál-
culo elemental y cálculo avanzado, geometría, ecuaciones diferenciales y

lecturas generales en matemáticas.
Yo estuve a cargo de la sección titulada '~~todos matemáticos de

la física", la cual corresponde al nivel de la segunda mitad de la ca-
rrera. De hecho los libros se agrupan de acuerdo con el nivel, distin-
glliendo el introductorio y el avanzado a estas alturas de la carrera,
así como algunos textos clásicos. Además, ahora aprovecho la oportunidad
para complementarla con dos referencias de trabajos recientes de K.R.
\'Jo1f: su texto sobre transfonnadas integrales(7)y su ponencia sobre "La
enseñanza de los métodos matemáticos de la física,,(B).

La sección titulada "Canputaci6n y programaci6n" fue seleccionada
y comentada por el M.en C. f.1anuel Alvarez Alvarez. Se inicia con una no-
ta introductoria sobre los conocimientos básicos de computación, inclu-
yendo los cursos que se ofrecen en la Facultad de Ciencias de la lJNN.f.
Las referencias bibliográficas aparecen sucesivamente agrupadas en li-
bros ~ásicos, libros complementarios, lecturas auxiliares, obras de con-
sulta, publicaciones periódicas y manuales.

Esta bibliografia puede ser muy útil para estudiantes y profeso-
res, a quienes recorrriendoque directamente vean las selecciones v lean
los comentarios incluidos ahí.

B. UN REPASO DE ~IATH-IAT1CASY FISlCA A NIVEL '~D[() SUPERIOR

Mi participación en un repaso de esta naturaleza ha sido en co-
nexión con el ÜJrso Básico de Radiois6topos e Instn.unentación Nuclear(9)
en el que ha habido la necesidad de proporcionar a los alumnos las bases
para entender los conceptos del curso mismo, así cama para expresar e
interpretar apropiadamente los resultados del trabajo en el laboratorio.
A continuación describo el contenido del repaso de las áreas de matemá-
ticas y de física, tal como 10 he hecho en la introducción a las notas
correspondientes y con la advertencia de que la orientación y selección
de temas y ejemplos han sido determinados por los objetivos esoecíficos
del curso mencionado. Desde luego, la posibilidad está abierta para hacer
las modificaciones apropiadas de acuerdo con las situaciones que se
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presenten.
La parte de matemáticas de repaso cubre los conceptos básicos de

aritmética, álgebra, geometría, trigonometría, cálculo diferencial y

cálculo integral, que son necesarios en el Curso Básico de Radioisótopos
e Instrumentación Nuclear. Se introducen y desarrollan dichos conceptos
destacando las conexiones lógicas entre ellos y poniendo énfasis en su
uso y aplicación dentro del curso.

La parte de aritmética y álgebra se inicia con las operaciones
más elementales y se continúa con las operaciones más complicadas, seña-
lando cómo las complicaciones de las últimas se ~ueden entender y sim-
plificar a través de sus relaciones con las anteriores. Tarrbién se reco-
nocen los diferentes tipos de números que se necesitan introducir al
desarrollar las operaciones más complicadas. En esta forma, primero se
considera la operación básica de contar y la aparición de los números
naturales. A continuación se considcran sucesivamente y por pares las
opcracirnlcs de suma y resta, mu1ti~licación y división, potenciación y
radicación y exponenciación y logaritmos. Se reconoce que las operacio-
nes dentro de cada par son inversas o c~lementarias entre sí, y tam-
bién que la primera operaci6n dentro de cada par es un caso particular
o forma abreviada de la primera operaci6n del par anterior. Por ejemn10:
la SUITk' se reduce a contar, la multiplicación es una suma de sumandos
iguales, la potenciación es una nult iplicación de factores iguales y la ex-
ponenciación da las diferentes potencias de una misma base. Por otra parte,
la resta equivale a encontrar un stunandoen lUlil suma,la divisi6n equivale a
encontrar un factor en un producto, la radicación equivale a encontrar
la base de una potencia y el logaritmo es el exponente de una potencia.

Fn forma sucesiva y correspondiente a estos pares de operaCiones,
se identifican los números de 105 siguientes tipos: positivos, negativos
y cero; enteros y fraccionarios; reales, imaginarios y complejos; tomas
compactas para representar números 1lTU)' grandcs o nuy pequeños. La reflre-
sentación de los números reales y las oDeraciones que se realizan con
ellos se lleva a cabo de manera ffiU)" ilustrativa y útil, tanto conceptual
cornopr[icticamente, utilizando escalas numéricas ya sean naturales o lo-
garítmicas; así se pueden construi r re~las o dispositivos de cálculo.

La parte de aritmética y á 1gebra se cont inúa al distinguir ent re
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cantidades constantes y variables, y al estudiar las relaciones más sim-
ples de proporcionalidad (directa, inversa, cuadrática e inversa del
cuadrado) entre dos variables. Dentro de un marco más general se reco-
noce la naturaleza independiente o dependiente de las variables y su re-
presentación gráfica en un sistema de coordenadas cartesianas, estable-
ciendo así las implicaciones geométricas de las relaciones o dependen-
cias funcionales entre ellas. Explícitamente se reconocen las líneas
recta, hipérbola, parábola e hipérbola cuadrática asociada con las rela-
ciones de proporcionalidad mencionadas. Haciendo uso de constantes adi-
tivas o de proporcionalidad para las variables, se muestran los efectos
de carnhios de posición o de escala en las curvas correspondientes. Tam-
bién se dan ejemplos de tales relaciones y funciones que se utilizarán
en el curso.

La parte de aritrrética y álgebra se cOOl!JlerrentaeXaJTlinandola
ftIDciónexponencial y la función IOQarítmica desde el ounto de vista
gráfico y utilizando diferentes bases. También se estudia la construc-
ción de gráficas en papel semilog y loglog, para diferentes funciones.
El uso de la función exponencial y este tipo de £ráficas se necesitan
continuamente durante el curso.

La parte de geometría incluye a continuación el estudio del cír-
culo y de triángulos, especialmente las relaciones entre ángulos, arcos
y radios, para poder entrar a la !Jarte de trigonometría. r11 ésta se es-
tudian principalmente las funciones seno, coseno y tangente, incluyendo
sus gráficas. Las funciones seno y coseno son útiles en la descripci6n
de fenómenos ondulatorios, algunos de los cuales se ryresentan en dife-
rentes partes del curso. La función tangente es apropiada para r.JCdir la
pendiente de una recta, y en las gráficas en coordenadas cartesianas co-
rresponde a la rapidez de cambio de la ordenada con respecto a la absci-
sa; esto se utiliza en la interpretación geométrica del concepto de de-
rivada y tiene múltiples aplicaciones.

r~ la parte de ge~tría también se estudia el sistema de coorde-
nadas polares y las ~ráficas de algunas CUT\"asQue son más fáciles de
definir a través de lUla relación funcional entre el radio ~.el ángulo.
Las gráficas en coordenadas pol"res son especialrrente convenientes en
alg.unos temas del curso relacionados con distribuciones angulares.
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fn la parte de cálculo diferencial se des~rrol1a el concepto de
derivada, empezando con la determinacián de la ranidez de cambio pnome-
dio de Uflü ftmción con respecto a la variable independiente para inter-
valos finit0s y pasando a la situación límite de rapidez de cHmbio pun-
tual correspondiente a un intervalo infinitesima1mente pequeño. Desde el
punto de vista geométrico, estos conceptos permiten interpretar a la de-
rivada de una función en términos de la pendiente de la tangente n la
curva en el punto de interés. Desde el punto de vista físico se identi-
fica a la derivada como una velocidad instantánea o rapidez de carnhio
puntual, y se señalan múltiples ejemplos de conceptos del OITSO que co-
rresponden a esta interpretaci6n. También se calculan y grafiean las de-
rivadas de las ftmciooes estudiadas con anterioridad y se hacen destacar
sus propiedades y aplicaciones dentro del curso.

En la parte de cálculo integral se desarrollan los conceptos de
integral indefinida y de integral definIda. Para la primera se hace no-
tar que la integración es tma operación inversa a la derivación, Y la
1ibertad :lsociada con constantes de integración. Esto permite aprovechar
los resultados de cálculo diferencial para construir una lista de inte-
grales d~ las funciones cuyas derivadas ya se estudiaron, y desde el
punto de vista gráfico implica la obtención de familias de CUT\~S. La
integral definida se presenta al considerar los límites entre los que se
lleva a cabo la integración, y geométricamente corresponde al área bajo
la curva de la derivada y el eje de abscisas entre las ordenadas corres-
pondientes a los límites.

Por cada vez que se aplican derivadas en los diferentes temas del
curso, prácticamente se tiene la aplicación correspondiente de las inte-
grales asociadas.

El repaso de física ClIDre los conceptos básicos de mecánica, elec-
tricidad y magnetismo que se necesitan en el C.urso Básico de Radioisóto-
pos. Estos conceptos se introducen operacionalmente, se definen cuanti-
tativamente incluyendo las tmidades correspondientes, se ilustran con
ejemplos específicos de interés para el curso y se relacionan con con-
ceptos previos, estableciéndose las diferentes leyes o principios que
gcbiernan. su comportamiento.

En la parte de mecánica, que es el estudio del movimiento, se
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distinguen las situaciones de cinemática, estática: dinámica.
Se empieza con la cinemática, que estudia la descripción del moví-

miento sin considerar las causas que 10 producen, se definen los \'ccto-
res de posición, de velocidad y de aceleración, señalando las relaciones
entre ellos y con la trayectoria y el tiempo. En particular se estudian
los siguientes movimientos: rectilíneo uniforme, uniformemente acelerado,
cirOllar tmiforme y oscilatorio. Fll el curso aparecen rrníltiples situacio-
nes en que las radiaciones o partículas realizan alguno de estos movi-
mientos.

A continuación se inicia el estudio del movimiento desde el ptmto
de vista de la dinámica, identificando a las fUerzas responsables de los
Ji ferentes tipos ue movimiento. Esto se logra a través de la fonnulación
y discusión de las Leyes de f'.DV ir:1ientode ~wton: la Primera Ley de ~:e",'-
ton o principio de inercia de Galileo; la Segunda Ley de ~e"ton 0 ecua-
ción de movimiento; la Tercera Ley de Kewton o principio de acción y re-
acción. Fn la formulación de estas leyes se introducen e ilustran los
conceptos de inercia, masa, fuerza y cantidad de movimiento, haciendo no-
tar su naturaleza escalar o vectorial.

Se reconoce que la estática, que es el estudio de sistemas en
equilibrio, se puede considerar camo un caso particular de la dinámica,
gobernado por la Primera Ley de Newton.

Otros conceptos de la dinámica que se introducen son los de im-
pulso de una fUerza y de trabajo, los cuales miden los efectos integra-
dos de una fuerza en tm intervalo de tiempo y en un dC5pla:amiento de-
terminados, respectivamente. l~ la Segunda Ley de Nehton se reconoce que
el impulso de una fuerza es equivalente al cambio de la cantidad de mo-
vimiento del sistema sobre el que actúa la fuerza. De la misma ley se
reconoce que el trahajo de una fuerza produce un cambio en la llamada
energía cinética del sistema. También se reconoce la naturaleza conser-
vativa de algunas fuerzas y la posibilidad de introducir una energía po-
tencial para el sistema. Otro concepto Íntimamente relacionado con el
trabajo y la energía es la potencia, que es la rapidez con ql~ se desa-
rrolla el trabajo con respecto al tiempo.

fn el estudio dinámico de sistemas aislados es posible y útil
formular principios de conservación. En efecto, haciendo uso de la Se-
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gtmda y Tercera Leves de \Jewton se establece el orincipio de conserva-
ción de cantidad de movimiento. Tamhién considerando fuerzas conservati-
vas se puede hablar de la energía total del sistema, definida cano la

SLDll3 de la energla cinét ica y la energía potencial, y se puede estable-
cer el principio de conservación de energía. Estos dos principios resul-
tan indispensables para analizar los procesos nucleares.

El estudio dinámico de la rotación de un sistema se puede formu-
lar en términos de conceptos de momento de inercia, torca y momento an-
gular, que obedecen a tres 1.eyes de l\e'ro"ton análogas a las anteriores. A
partir de éstas se pueden desarrollar los conceptos de impulso de lUla
torca, trabajo de IUl3 torca, ener~ía cin~tica de rotación. y también se
puede establecer el nrincipio de conservación de momento angular.

El estudio de las fuerzas gravitacionales, en las dos versiones
de Cél1lPO unifonre y campo inverso al cuadrado de la distancia, eS útil
rJilro illist rar 105 conceptos de la dini"uni.cay como ptnlto de cOOlparación

para e 1 resto de 1 curso.
La pacte de elect rieidad se inicia reconociendo la existencia de

cargas eléctrica..<; y diferentes procesos para producirlas. Se distinguen
las situaciones de cargas eléctricas en reposo y en movimiento.

La electrostática estudia las cargas en reposo y las fuerzas que
tienen que actuar sobre ellas para que se mantengan en sus posiciones.
La ley de Coulombdescribe la fuerza entre dos cargas puntuales, recono-
ciendo que es atractiva o repulsiva (seg(m que las cargas se<Ulde signos
opuestos o del mismo signo). Actúa a 10 lar~o de la recta que lme a las
dos cargas y es inversarrente proporcional al cuadrado de la separación
entre ellas; trombién es tnla fuerza conservativa. fn general, es útil in-
troducir el concepto de intensidad del campo eléctrico como la fUerza
que actúa sobre la lmidad de carga; esto permite calcular la fuerza que
actúa sobre cualquier carga en 1m PlIDto en que se conozca la intensidad
del campo eléctrico. Entonces es inmediato y natural el hablar del po-
tencial eléctrico como la energía potencial eléctrica por unidad de car-
ga; y corresponJicntementc ~e puede calcular la cnergía potencial eléc-
trica ¡le lID:l carga dada en lID punto en Clllesc conozca el potcncial eléc-
trico, ° alte¡-¡¡<.i::ivé1ITlcntese puede t.:alculür el caJ'Thiode energía poten-
cial de lUla carga al cUlllbiar su posición de un Pllllto a otro. Esto lleva
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de manera natura] a la introducción del electrón volt como tmidad de
energía, la OJal es ,unpliarrentc usada en el curso. También se estudian
algunos dispositivos cano electroscopios, [,lentes de potencial eléctrico
y condensadores, describiendo sus funciones y propiedades desde el runto
de vista eléctrico. Dentro del curso se presentan diversas arlicaciones
de los mismos, especialrrente en la parte de instnurentación.

Las cargas en movimiento constituyen corrientes eléctricas y su
estudio se denomina clectrodinárrrlca.En el curso interesa estudiar el
movimiento de cargas tanto en el vacío (como ocurre en un tubo de osci-
loscopio, en un acelerador, en un cspectrámetro de masas, etc.) como en
diferentes materiales (como ocurre en cables de co;.Jucción, en las dife-
I~ntes partes de un circuito el~ctrico, en el paso de partículas carga-
das a través de materia, etc.). Se reconoce la clasificación de materia-
Les en conductores y aislantes de acuerdo con la facilidad o dificulta0
que presentan al movimiento de cargas a través de ellos, introduciendo
cuanti tativamente las propiedades de conductancia y resistencia. A tra-
vés de la Ley de Ohm se relaciona esta última con la diferencia de po-
tencial y la corriente. También se estudia el efecto Joule de disipación
de energía en una resistencia por la que circula corriente. Se distingue
entnc corriente directa y corriente alterna y se analizan circuitos eléc-
tricos s~les con diversas combinaciones de fUentes de potencial, resis-
tencias y condensadores.

La parte de magnetismo se inicia estudiando la interacción entre
imanes y reconociendo la existencia de campos magnéticos, incluyendo el
terrestre. También se reconoce la imposibilidad de ohtener polos magné-
ticos aislados y se establece la analogía entre el comportamiento de un
dipolo eléctrico en un campo eléctrico y el co~)ortamiento de un imán o
dipolo magnético en lID campo magnético. Por otra parte se reconoce qué
elementos de corriente eléctrica producen campo magnético, cómo se pone
de manifiesto por la orientación que toman imanes colocados en su vecin-
dad; específicamente, los campos magnéticos asociados a espiras o hobi-
nas con corriente son simil:1.resa los de imanes pcnnanentes. Recíproca-
mente se reconoce que los campos magnéticos, sean debidos a imanes o a
elementos de corriente, tumbién ejercen fuerzas sobre elementos de co-
rriente. Estas interacciones pcnniten entender el funcionamiento de
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electroimanes, motores eléctricos, etc.
Desue el ?unto de v1St3 ue la electrodinámica, es necesario reco-

nocer <lue las cargas eléctricas pueden ponerse en movimiento bajo la ac-
ción tanto de campos eléctricos como de Lampos magnéticos. Se analizan
entonces diversos ejemplos de aceleración de partículas cargadas que son
de interés en el curso, en conexión con procesos de detección, selección,

identificación, etc. de radi.:lciones.
Continuando el estudio de fenórr.cnos electromagnéticos se analiza

el fenómeno ue induccián nngnética y 511fOTu:l:lción cu:mtitativa a tr3-
vés de la ley de Far:1day, haciendo uso de 105 conceptos de fuerza elec-
trcmotriz y flujo l1\'1gnético. Como ilustraciones de este fenómeno se ana-

lizan el ftmcion:1miento de 1.IDgenerador, la inductancia de lma bobina y

diversos circuitos oscilantes.
El punto culminante en el estudio de los fenómenos elect romn:.;né-

ticos fue la predicción de la existencia de ['ndas electromagnéticas Y la
i~entifi::3ci5n d~ la i1atllrale::I electrom.::tJT1ética de la luz realizada por
:~!a.X"•.••.e] 1 y con:1 r:nnc1a por] as expe rimentos de Jlertz. re acueroo con la
fOr.m.Jlación ue ~t'1x\..'ell. toda ~nrtícula c:1r.'~2dasujeta ¡-I lm<1':\celeración
emite radiación electroma.¡¡;nética cuya velocidad de propagación en el \ra-

cío ~s igual a la velocidad de la luz. Se únalizan entonces los concep-
tos d~ amplitud, intensidad, longitud de onda, número de onda, freCl~n-
cia y período de las ondas electrC'I1'agnéticas. También se identi fican las
diferentes regiones del espectro electromagnético, especialmente las de

rayos X y rayos "y que ~on de interés en el curso.

C. L\.3 FillJCJC1NESCClIUN"ESDE LA FISICA

..l.quí se presenta el bosquejo de tlll camino relat:ivaJ1'Cnte directo y
lmi fL::ado para obtener las f1mcioncs matemáticas con las que ('1 estu-

diante ue física ya e3~a familiarizado al completar el sexto semestre.
El punto de pdrtida es la ecuación y = xZ. Primero se analiza la

~laci6n f~mci2nal entre y y x, cuando z se tOW2crnnoparámetro con va-
lores fijos. Para! = O. y es CO~3tante: p3ra z = 1, Y = x y se tiene
Wl<i relaclG:l 1i,It"J.i; l,al'3 z. ;: 2, >' = x2 se tiene una rel<1::~':\n cuaJ.r.1ti-
C.1 y la gráfica corrc5pondictlte es una parábola; para z = 3, 4 ... n,
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y = X3, X4 ... xn, se tienen paráb01as cúbicas, cuarticas ... de grado n.
cuyas gráficas se extienden en el primero y segundo cuadrantes o en el
primero y tercer cuadrantes, según (,fue n sea paro impar. Análogamente pa-
ra z = -1, -2, -3 ... -n, y = x.l, x-2, x.3 ••• x-n se tienen funciones

invcrsús de las potencias sucesivas, cuyas gráficas son las hipérbolas
correspondientes que se extienden en 105 cuadrantes J y JI 6 1 Y JII,
según que n sea par o impar, y tienen a los ejes coordenados como asínto-
tas. FJ1este plUlta conviene hacer algtmas observaciones sobre estos con-
juntos de funciones que son potencias enteras, positivas o negativas, de
la variable independiente: i) las funciones son linealrrcnte independien-
tes entre sí. ii) la dcrivada de una de las funciones es proporcional a
la función vecina cuyo exponente es una unidad menor. Se reconoce desde
luego que el primer conjlU1to constituye la base para el desarrollo de
funciones en series de Taylor. Los casos de valores fraccionarios del
exponente, por ejemplo z = 1/2, 1/3 ... l/n o z = -112, -1/3 ... -l/n, se
podrían analizar directamente; pero aquí podemos obtefierlos a partir de
10 anterior intercambiando los papeles de variables dependiente e inde-
pendiente, o sea x = yl/z. Si nos limitamos al dominio real de las va-
riables. lo afimado anterionnente sigue siendo vál ido. con la sah'edad
(teque para n impar la funci6n es tmivaluada y parn n par es di\'aluada,
Por otra parte, si consideramos el dominio complejo de ambas variables.
la función resulta ser n-valuada y se tiene una superficie de Riemann
con n hojas. La extensión a exnonentes reales racionales es inmediata e
im'olucra superficies de Riemann con un número finito de hojas. A su vez
la inclusión de exponentes reales irracionales o inconmensurables da lu-
gar a relaciones funcionales infinitamente valuadas, o sea superficies
de Riemann con un nCunero infinito de hojas. T<1JTl.biénse pueden incluir
valores imaginarios o complejos del exponente,y las funciones resultan
infinitamente valuadas

La discusión de la última parte del párrafo anterior, relacionada
con los dominios complejos de las variables y del parámetro exponencial,
se puede realizar en ese momento o posponerse un poco. dependiendo de la
preparación de los estudiantes.

A continuación se analiza la relacirnl funcional entre y y z;
(uando x = b se toma como un parámetro. Entonces tenemos la fUnción ex-
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ponencial y = bZ; para b > 1 se tiene lm3 exponencial creciente y para
O < b < , una exponencial decreciente. Los valores de la hase b 0, 1
normalmente se excluyen porque en tales casos la función está uefinida
solamente como lUla situación límite. Para un valor dado de la hase en
uno de los intervalos arriba definidos, siempre es posible usar como
otra base el valor recíproco que se encontrará en el otro intervalo, y

las funciones exponenciales correspondientes Y, = bZ, Y2 = (lfb)z = b-z
se transforman la una en la otra bajo la sustitución z ~ -z, siendo una
creciente y la otra decreciente. La derivada de la ftlnción exponencial
creciente es positiva y proporcional a la misma función; la derivada de
la función exponencial decreciente es negativa y proporcional a la misma
función. F~ particular para la base natural b = e, la derivada de la ex-
ponencial creciente es la función misma y la derivada de la exponencial
decreciente es el negativo de la función. Las funciones hiperhól icas se
pueden introducir como las combinaciones con naridades bien definidas de
estas exponenciales: senh z = (ez_e-z)/2, cosh z = (ez+e-z)/2. I~ fun-
ción logaritmo se obtiene al tomar el exponente como variahlc dependien-
te del valor de la exponencial z = lo~ y. Obviamente la curva logaritmo
y la curva exponencial tienen la misma forma y sólo difieren en su orien-
tacián. t\mbas dan una correspondencia univaluada entre las variables de-
pendientes e independientes siempre y Glando sus valores estén dentro de
los intervalos reales _00 < z < ro, O < Y < 00 y la base se encuentre en
los intenralos definidos en párrafos anteriores. La extensión de cual-
quiera de éstos fuera de esos intervalos lleva al dominio complejo de
una ° ambas variables y/o de la base, así como a una relación infinita.
mente multivaluada. Por ejemplo, si se toman valores puramente imagina-
rios del exponente, z = i$ , Y la base natural, entonces la función ex-
ponencial i~1ginaria y = ei~ puede tomar valores complejos en general y
reales y negativos en particular fuera del intenralo de valores reales y

positivos a que estaba restringida anteriormente. La derivada de esta
exponencial es proporcional a la ftmción misma, ]"'lerala constante de
proporcionalidad es la unidad imaginaria, de modo que existe tma dife-
rencia de fases entre ellas. Las funciones circulares o trigonométricas
están relacionadas con la exponencial imaginaria de modo análogo a la
relación entre las ftmciones hiperhól icas y la exponencial real;
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sen 4J = (e
itt

- e-i~ )/2i y C05 t: = (ei¿ + e-H )/2 constituyen las

nartes imaginaria y rcal de la exnoncncial imaginaria y son i;¡;par ~. P:-J.T

con respecto a la sustitllción 4> ...•.-tt , resncctivamente; las otras fun-

ciones e identi~~des trigono~tricas se obtie~C'nt~bién inmediatarrcntc.
En particular, e.:ti\P = cos; : isen~, sen2 rp + (052 ~ = 1,

d(sen ~)/d4>= cos O y d(cos :J/d~ = -sen Q nos penniten reconocer que
:c~it 1 = 1, -1 -: sen 1< ~ 1, -1 ~ cos ~ '5 1, Y 105 máxiroos y mínimos
~~('sen rp (eos:;) se encuentran en la misma posició:1 Que las :raíces de
cos ,p (sen ~); esreci!"icror.ente dor.d~ m:o vale :1, el otro \'a1e ;:ero, y

la exponencial toma los valores cürrespcndie:1tes.:!:i (:1). Esto se corre-
laciona desde luego con el carácter oscilatorio y pc:-ióJico de estas
funcione~ a mcdi.::!ao.uc ::;.u arglUnento 'laría ccntjnua.t:1cnte en el jj1tc¡¡'alo
_00 < 't < "tO, a~í como con su carácter rrJu~tivalllado. la •.nbién 1:1 igualCa~
1;: ci:n-, m = ". "1, :!:2... [) J.r' 1 ;: im~ remitc entender que la J1l1lci6n
logaritmo es infinitamente multi~'aluada. -\ su vez, al conet.,:t;::¡rla fun-
ción potencia ::00 la funciér. logaritmo:> = XZ = (e~_nx)z se puede esta.
blecer el orden de rultipl icidad de ()quélltl para di [erentes valores del
exponente.

Conocidas las derivadas de la función exponencial y las otras
funciones antes mencionadas, es también ir1J"rediato escrihir sus represen-
taciones en series de Taylor relacionándolas con la hase de potencias
enteras)' positivas de la variable independiente. Por otra parte, las
propiedades de ortogonalidad de las funciones senm", cosm ~ u eir'"Ó se

pueden de:nostrar directamente ~. hacen posible la representación de f•.m-
ciones mediante series de IOIlTier.
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