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RESUMEN

Se analizan e ilustran alcunos aspectos curriculares, histdricos,
conceptuales y didacticos del papel que juegan las matemiticas en el es-
tudio de la fisica. Aunque nuestro interés estd enfocado en el nivel
profesional, resulta conveniente, especialmente desde el punto de vista
didactico, incluir una discusidn de lo que se espera del estudiante que
recientemente ha completado el nivel medio superior.

ABSTRACT

Several aspects, curricular, historical, conceptual and didactic,
of the role that mathematics play in the study of physics are analvzed.
Although our interest is focussed at the professional level, it is con-
venient, specially from the didactic voint of view, to include a discus-
sion of what is to be expected from a student that has recently comple-
ted a high school education.

Asesor del Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares.



1. INTRODUCCION

El papel miltiple de las matemdticas —como lenguaje, marco con-
ceptual, herramienta de razonamiento 15gico y herramienta de cédlculo—
en el desarrollo de la fisica,es reconocible y aprovechable en el estu-
dio v la ensefianza de ambas disciplinas. En la presente contribucidn se
destaca la importancia de la primera en la enseflanza de la segunda, ana-
lizando e ilustrando aspectos curriculares, histdricos, conceptuales y
didacticos de las relaciones entre ellas.

En la Seccién I se analiza un plan de estudios de la carrera de
fisico, sefialando la concatenacion de los cursos de fisica y matematicas
en forma global e ilustrando el desarrollo y la aplicacitn de algunos
temas commes a materias de una y otra disciplinas.

La Seccién ITT incluye algunas observaciones histdricas sobre el
desarrollo de conceptos y/o temas de matematicas, con énfasis especial
en aquéllos que han surgido del estudio de fendmenos fisicos. También se
reconoce que los creadores de algunos de esos conceptos y/o temas han
contribuido similtaneamente al desarrollo de ambas disciplinas.

Fn 1a Seccidn IV se presentan algunos materiales diddcticos que
pueden ser de interés para estudiantes y profesores de la carrera de L=
sico. En 1a Parte A se hace referencia a la Bibliografia Comentada, pu-
blicada por CONACYT. La Parte B corresponde a un repaso de las matemati-
cas y la fisica a nivel medio superior. Y la Parte C comprende las fun-

ciones comunes de la fisica.
11. UN PLAN DE ESIUDIOS DE LA CARRERA DE FISICO

En esta seccién mi intencién es destacar e ilustrar la relacidn
entre los cursos de matemiticas y fisica en la carrera de fisico. Para
ser especifico tomo como referencia el plan de la Facultad de Ciencias
de 1la UNAM(11dentro del cual he estado trabajando; pero, desde luego, se
puede realizar un analisis similar utilizando los planes de otras escue-
las. La Tabla I presenta dicho plan en forma resumida, indicando las ma-
terias obligatorias de fisica y matematicas correspondientes a cada uno

de los nueve semestres; en los semestres 4, 5, 8 y 9 el estudiante debe
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TABLA T

1. Fisica General
Calculo Diferencial e Integral I
Geometria Analitica I

2. Fisica Clasica I (Mecdnica)
Calculo Diferencial e Integral 11
Algebra Superior 1

3. Fisica Cldsica II (Ondas, Fluidos, Calor)
Calaulo Diferencial e Integral III
Geometria Analitica II
Algebra Superior II

4. Fisica Clasica III (Optica)
Cilculo Diferencial e Integral IV
Fisica Moderna I

5. Fisica Clasica IV (Electricidad)
Ecuaciones Diferenciales T
Fisica Moderna 11

6. Fisica Tedrica 1 (Mecanica)
Fisica Tedrica II (Termodinamica)
Algebra Lineal I
Estadistica Descriptiva

7. Fisica Tedrica IIT (Electromagnetismo)
Electrdnica I
Variable Compleja I
Funciones Especiales y Transformadas Integrales

8. Fisica Tebrica IV (Introduccién a la Mecidnica Cuantica)
Laboratorio I

9. Fisica Moderna III
Laboratorio II

MATERTAS OPTATIVAS DE MATEMATICAS

Matematicas Aplicadas

Métodos NMuméricos y Programacidn

Probabilidad y Estadistica en la Fisica

Tensores y Grupos

Introduccitn a la Teoria de Grupos y sus Aplicaciones
El Grupo de Lorentz

Biofisica Matemitica

TABLA I. Plan de estudios de la carrera de fisico de la Facultad de Cien-
cias de la UNAM.
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cursar algunas materias optativas, entre las que se ofrecen algunas de
matemiticas como las que aparecen explicitamente, y en el semestre 10 se
debe desarrollar una tesis para obtener el titulo profesional.

Dentro de este plan se pueden distinguir la primera mitad de la
carrera (semestres 1-5) y la segunda (semestres 6-9), en las cuales los
conocimientos de matematicas respectivos determinan hasta cierto mmnto
el rigor y la rapidez con que se pueden fornular y asimilar los conoci-
mientos de fisica. Esto se puede apreciar especialmente en la mayor pro-
porcién de cursos de matematicas al principio de cada una de esas mita-
des. Correspondientemente, el curso de Fisica General del primer semes-
tre pricticamente hace uso s6lo de las matemdticas con que llegan del
bachillerato los estudiantes, y sobre las cuales digo algo en la Seccifn
IVB. En la primera mitad de la carrera se cubren en paralelo los conoci-
mientos de Fisica Clasica I-1V y de Cdlculo Diferencial e Integral I-1vV,
Geometria Analitica I-I1I y Algebra Superior I-II; hacia el final se tie-
nen los cursos introductorios de Fisica Moderna I-II y el curso de Ecua-
ciones Diferenciales I, cuyo contenido es fundamental para la segunda
mitad de la carrera. Efectivamente, dentro de ésta,destacan los cursos
de Fisica Tedrica I-IV; se tienen ademds otros cuatro Cursos que podemos
1lamar de Métodos Matematicos de la Fisica, asi como los cursos de Elec-
trénica I, Fisica Modemna III y Laboratorios (de Fisica Moderna) I-II.
Con respecto a las materias optativas, la de Métodos Numéricos y Progra-
macién ocupa un lugar especial por su aplicabilidad y necesidad genera-
les, pudiendocursarla desde elcuarto o quinto semestres; las otras,
sean de matematicas o de fisica, dependen de intereses mis esnecificos.

Mi participacién dentro de este plan de estudios ha consistido en
impartir los cursos de Fisica Clasica I, Fisica Clasica II, Funciones
Especiales y Transformadas Integrales y Fisica Moderna IT1. A manera de
ilustracién me referiré a algunos temas de matemdticas que hay que cu-
brit en los cursos de fisica y al uso de ejemplos de fisica en el curso
de matemdticas.

Fn el programa de Mecanica aparece explicitamente un capitulo so-
bre vectores, aunque este tema también aparece posteriormente en una
forma u otra, en los programas .- materias de matemdticas, por ejemplo,

como Espacics Vectoriale: en Aigcbra Supeiior Ty en Algebra Lineal I,
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y como Espacics Euclideos en Cilculo Diferencial e Integral II1. Desde
luego el enfoque, tratamiento y grado de abstraccién en el estudio del
tema es diferente en cada una de esas materias. El estudio de vectores
en el contexto de la mecinica es elemental v directamente conectado con
la descripcidn de movimientos, donde aparecen ejemplificados a través de
los vectores de posicién, desplazamiento, velocidad, aceleracidn, fuer-
za, cantidad de movimiento, etc. Por supuesto, la familiaridad con estas
situaciones puede y debe ser aprovechada en las formulaciones mis avan-
zadas y mds abstractas; v también dentro de tales formulaciones, mis ge-
nerales y mas rigurosas, se puede reconocer el caso particular de aqué-
1las. Desde luego las operaciones con vectores —como la sima, la resta,
el producto escalar, el producto vectorial, la derivacidn con respecto
al tiempo, la integracién en el.tiempO)fla integracidn a lo largo de una
trayectoria— permiten generar otras cantidades interesantes que, en el
caso de la mecénica, ademds de los vectores antes mencionados, incluyen
el trabajo de una fuerza, el momento angular, la torca, etc. A estas al-
turas en el curso de Mecinica se pueden aprovechar v reforzar conoci-
mientos de los cursos de Cialculo Diferencial e Integral I v II, en los
cuales se incluyen como aplicaciones los siguientes temas: conceptos de
velocidad y rapidez de cambio; cafda libre v tiro parabSlico; trabajo y
energia; conservacidn de energia para una particula sometida a un poten-
cial; movimiento de particulas en un plano; Leyes de Kepler.

El curso de Fisica Moderna IIT incluye un capitule sobre Teoria
de la Relatividad, el cual considero que debe ser tratado a un nivel
avanzado y en forma cuantitativa, ya que en el curso de Fisica Modema T
ha sido estudiado a un nivel elemental y mds bien cualitativo. Entonces
se requiere que el estudiante tenga conocimientos sobre fensores, 1o
cual no ocurre en general de acuerdo con el plan vigente, excepto para
auienes han tomado el curso optativo correspondiente; por lo tanto, den-
tro del curso de Fisica Moderna III se lleva a cabo el estudio de fensc-
nes, aprovechando al miximo los conocimientos previos y afines especial-
mente de Algebra Lineal I. En este estudio el objetivo principal es fa-
miliarizar al estudiante con las propiedades de transformacién de los
tensores, las operacicnes que se pueden realizar con ellos y la notacién
respectiva. Lo anterior permite reconocer la naturaleza tensorial de las
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diferentes cantidades fisicas en el espacio-tiempo, o sea sus propieda-
des de transformacién al pasar de un sistema de referencia inercial a
otro, asi como expresar las leyes de la fisica en forma obviamente cova-
riante. También se reconocen las propiedades de grupo de las transforma-
ciones de Lorentz. En la parte de relatividad general se introduce el
tensor métrico, se construyen los tensores de curvatura y se establece
su relacién con el tensor de esfuerzos a través de la ecuacion de campo
de Einstein.

Los cursos de Variable Compleja I y Funciones Especiales y Trans-
formadas Integrales son los Gltimos cursos formales de matemdticas de la
carrera de fisico, como se puede ver en la Tabla I. Los conocimientos
correspondientes son de gran utilidad en el estudio de la Teoria Elec-
tromagnética y de la Mecdnica Cudntica correspondientes a los cursos de
Fisica Tedrica III y IV. Al inicio del curso de F.E.T.I. he dedicado un
par de clases para discutir junto con los alumos lo que llamo las Fun-
ciones Commes de la Fisica, las cuales son ya familiares para ellos y
nos sirven como punto de referencia en el estudio de las Funciones Espe-
ciales. Estas se introducen como soluciones de algunas ecuaciones dife-
renciales de la fisica —como son las ecuaciones de Laplace, de Poisson,
de Helmholtz, de onda clisica, de onda de Schrbdinger dependiente e in-
dependiente del tiempo— en diferentes dimensiones y con diferentes con-
diciones iniciales y/o de frontera. Algunas funciones commes y las fun-
ciones especiales comparten la propiedad de formar conjuntos linealmente
independientes; pero, mientras aquéllas pueden no ser cuadraticamente
integrables, las segundas si lo son y ademds forman conjuntos ortogona-
les. De hecho estos conjuntos de funciones constituyen bases completas
y se pueden usar combinaciones lineales de las mismas para representar
funciones arbitrarias, en analogia con las representaciones en series de
potencias o en series de Fourier; los coeficientes de tales series son
ficiles de obtener aprovechando la propiedad de ortogonalidad de la base.
Conviene reconocer que algunas de las ecuaciones diferenciales antes
mencionadas son o conducen a ecuaciones lineales homogéneas, las cuales
definen problemas de eigenvalores para las condiciones de frontera im-
puestas; entonces, las funciones ecspeciales corresponden a modos caracte-

risticos del sistema y 1z solucién mas general es una supervosicidn de

.



los mismos. Obviamente aqui se manifiesta la validez del principnio de
sumerposicidn, el cual sabemos que efectivamente opera en los fendmenos
electromagnéticos y culnticos, entre otros. Como ejemnlo de tales super-
posiciones y su interpretacién fisica podemos mencionar el caso de poli-
nomios de Legendre que en el caso electrostdtico corresponden a diferen-
tes contribuciones multipolares y en el caso cuintico a estados con mo-
mentos angulares bien definidos. Por otra parte, la solucién de las
ecuaciones diferenciales inhomogéneas también se puede desarrollar to-
mando como base las funciones esreciales de la ecuacién homogénea co-
rrespondiente, asi como interpretar fisicamente témmino a término. Al-
temativamente, la solucién se puede expresar como una integral sobre el
témmino inhomogéneo por el propagador o funcién de Green corresnondien-
te. Esta iltima es la solucibn nara una fuente puntual comc término in-
homogéneo y la integral da el efecto de superposicién para la fuente
asociada al término inhomogéneo especifico. La conexién entre estas dos
formas alternativas de la solucién permite también obtener una represen-
tacion de la funcién de Green en términos de una serie de funciones es-
peciales. Por ejemplo,en el caso electrostatico, la funcién de Green co-
rresponde al potencial electrostdtico de una carga puntual unitaria, el
cual se puede expresar a través de la serie del desarrollo multipolar;
incidentalmente esta relacién corresponde matemiticamente a la funcién
generadora de los polinomios de Legendre. Por lo que se refiere a las
transformadas integrales, por ejemplo las transformadas de Fourier, és-
tas se pueden introducir como la extensidn natural de los coeficientes
de una serie de Fourier cuando el intervalc de interés tiende a infini-
to; entonces en vez de un nimero infinito y numerable de coeficientes de
Fourier se tiene la transformada de Fourier que depende de la variable
conjugada que varia continuamente en un intervalo también infinito, vy la
funcidn original queda expresada no como una serie sino como una inte-
gral sobre esa variable conjugada del producto de la transformada de
Fourier y la funcidn base de Fourier. Si en vez de la base de Fourier se
tienen otras funciones base, en forma aniloga se obtienen las transfor-
madas integrales correspondientes. En mecinica cudntica las fumciones de
onda en las representaciones espacial y de cantidad de movimiento son
transformadas de Fourier la una de la otra, siendo las funciones base
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eigenfunciones de 1la cantidad de movimiento. Una relacién similar existe
entre las amplitudes de onda espacial y de numero de onda que describen
otros fendmenos ondulatorios; por ejemplo, sonido, ultrasonido, ondas
electromagnéticas visibles, rayos X, etc.

Aunque en esta seccitn he tomado como ejemplos especificos algu-
nos de los cursos que he impartido, es claro que se puede llevar a cabo
un analisis sistematico de las matemiticas requeridas en los diversos
cursos de fisica, asi como de las posibles aplicaciones en la descrip-
cign de fendémenos fisicos de los diversos cursos de matematicas. Aunque
idealmente convendria que hubiera una hilacién gradual y l6gica entre
ambos tipos de cursos, e incluso mas especificamente en los temas afi-
nes, en la practica tal situacifn no necesariamente ocurre. Entonces es
necesario que tanto el maestro como los estudiantes estén alertas para
detectar este problema y sobre la marcha le den solucidn. En los cursos
de fisica esto puede implicar que se dedique tiempo para introducir los
conceptos matematicos, explicar la notacién v/o desarrollar las técnicas
de calculo, etc. que se necesiten en el estudio de los fendmenos fisicos
del tema correspondiente. Por otra parte, en los cursos de matemiticas,
especialmente en los niveles introductorios, es conveniente que se dé
una motivacién fisica al hablar de conceptos matemdticos nuevos y tam-
bién, posteriormente, se sefialen aplicaciones de los mismos en la des-
cripcidn de fendmenos fisicos; todo esto, desde luego, sin menoscabo de
que los conceptos sean formulados en forma general con todo el rigor y

grado de abstraccién apropiados.

III. OBSERVACIONES HISTORICAS SOBRE EL DESARROLLO DE ALGUNOS CONCEPTOS
MATEMATTC0S

De las diversas formas alternativas de abordar el tema de la his-
toria de las matemiticas, tomando en cuenta las limitaciones de esnacio
y tiempo, voy a referirme solamente a dos posibilidades extremas y cam-
plementarias dentro de esta seccién. La nrimera, que es la que considero
con cierto detalle en los parrafos siguientes, consiste en un bosquejo
global del desarrollo de las matematicas en diversos neriodos y por di-
versas civilizaciones, con énfasis en las motivaciones y aplicaciones en

otras actividades humanas, especialmente en la fisica.la segundaposibili-
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dad, sobre la cual simplemente quiero sefialar aqui su potencialidad di-
déactica, consiste en seguir el proceso histdrico del desarrollo de con-
ceptos matemiticos especificos. El valor diddctico de un estudio de este
tipo radica en el hecho de que los obsticulos y confusiones con que se
encontraron los inventores originales de esos conceptos y sus contempo-
raneos son también puntos dificiles y fuentes de confusidn para los es-
tudiantes que iniciaron su familiarizacién con tales conceptos; el co-
nocer la forma en que se remontaron esos obstaculos y se aclararon esas
confusiones, o bien el reconocer que en algunos casos tales obsticulos v
confusiones alin persisten, es muy itil para el estudiante. Recomiendo el
libro de M. Kline(zi'Tbnsamiento matemdtico de tiempos antiguos a moder-
nos'', como una excelente referencia para el material de esta seccién.

El desarrollo de las matemiticas en las civilizaciones antiguas
tuvo una motivacidén eminentemente prictica directamente en conexidn con
actividades comerciales, de distribucidn de tierras y cosechas, de co-
leccidn de impuestos, de obras de ingenieria, de observaciones astroné-
micas para medicién del tiempo, etc. Especificamente en el caso de las
civilizaciones de Babilonia y Egipto, sobre las que se tiene informacidn
a través de las tabletas cuneiformes (que datan desde 2000 afios a.c.) v
de los papiros (que datan de 1700 a.c.), se ha establecido que habian
desarrollado conocimientos de aritmética, dlgebra y gecmetria, algunos
de los cuales hemos heredado y seguimos usando hasta el presente. Por
ejemplo, el sistema sexagesimal usado en Babilonia persiste hasta nues-
tros dias en la divisidén del tiempo en horas, minutos y segundos; por
otra parte, los egipcios introdujeron la base decimal, asi como el ca-
lendario con el afio de 365 dias. Por supuesto, otras civilizaciones desa-
rrollaron también conocimientos de matemiticas y en algunos casos no han
sido debidamente estudiados; para quienes tengan especial interés en las
contribuciones de los mayas, los aztecas y los chinos, las referencias
3, 4 y 5, respectivamente, pueden ser de utilidad.

Las contribuciones de la Grecia Antigua al conocimiento en gene-
ral, y a las matemidticas en particular, son ampliamente reconocidas. Una
diferencia cualitativa muy importante entre estas contribuciones y las
de las otras civilizaciones de la antigliedad e incluso posteriores, es
que los griegos las desarrollaron desde un punto de vista abstracto des-
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ligindolas un tanto de las situaciones practicas y concretas que origi-
nalmente sirvieron de motivacidn. Asi por ejemplo, para los griegos la
aritmética se convirtid en la teoria de los ndmeros en contraste con la
logistica constituida por el arte de calcular. Es interesante hacer no-
tar que la dicotomia de matemiticas puras y matemiticas anlicadas que
persiste en nuestros dias tiene aquel precedente. Histdricamente se dis-
tingue el Perfodo Clasico (600-300 a.c.) y el Periodo de Alejandria (300
a.c.-600 d.c.) en la civilizacidn griega. Fn el primero hubo varias es-
cuelas, entre las que destaca la de Pitdgoras en el estudio de las mate-
maticas: los nimeros se representaban mediante conjuntos de piedras (cil-
culos) o de agujeros en la arena (4baco); de acuerdo con el arreglo de
esos conjuntos se introdujeron los nimeros triangulares, cuadrados, rec-
tangulares, poligonales. También se reconocieronlos niimeros primos, pro-
gresiones, razones y proporciones, promedios y la idea de inconmensura-
bilidad. Esta Gltima puso en duda la identificacidn de nfmeros con figu-
ras geométricas o la correspondencia de aritmética con geometria. La es-
cuela de Fudoxus, dentro de este mismo periodo, abordd el estudio de la
inconmensurabilidad en la obra Nueva teonfa de La proporcdibn, conducien-
do a un mayor énfasis en el estudio de la geometria; &1 mismo desarrolld
el método de agotamiento para el cdlculo de dreas o vol{menes mediante
la inscripcidn y circunscripcidn de las figuras de interés en otras fi-
guras conocidas. El Periodo Clasico se caracteriza por el establecimien-
to de la deduccidén como método de demostracidn y culmina con los Efemen-
tos de Fuclides y las Secciones Cénicas de Apolonio. El Periodo de Ale-
jandria muestra la incorporacidn creciente de los conocimientos de Egip-
to y también un mayor nimero de aplicaciones de las matemdticas al estu-
dio de otras ramas. En la etapa inicial destaca Arquimedes con sus obras
EL contadon de arena, en la que estudid la representacién de nlmeros muy
grandes, Esfera y cilindnos, Conoddes y esfenoides, Espinales, en las
que extendid el uso del método de agotamiento e introdujo curvas que no
se pueden trazar con regla y compds solamente, Equilibric de pfanos, Pa-
Lancas, Centros de gravedad, Cuerpes en fLotacibn, en las que estudid
diferentes fendmenos fisicos. El desarrollo de la trigonometria tuvo co-
mo motivacién la astronomia cuantitativa y la medicién del tiempo. Su

fundador fue Hiparco, de quien no se tienen trabajos escritos directa-



mente pero cuyas contribuciones estan acreditadas por Ptolomeo en su
obra Cofeccdién Matemdtica ¢ Almagesta. Aqui se encuentra la conexidn con
la herencia de Babilonia del uso de fracciones sexagesimales v la intro-
duccidn de la funcién seno a través de las cuerdas en un circulo. Otra
parte de la herencia de Babilonia y Egipto aparece en algunos nroblemas
de algebra del (édice Patatinc de Epighamas Griegos, el cual también
contiene ese tipo de problemas formulados verbalmente nor Metrodorus
(500 afios d.c.), Arquimedes y Euclides. Fn contraste con esas formula-
ciones verbales, Diofantes introdujo el uso de simbolos en el dlgehra e
inicid el estudio de las ecuaciones diofantinas, que son ecuaciones in-
determinadas en las que interesan las soluciones que son niimeros enteros.

Las conquistas de Alejandro extendieron el conocimiento griego
hacia Asia, asimilandose especialmente en India (200-1200 afios d.c.) v
Arabia (800-1300 d.c.). Estas civilizaciones no se preocuparon con el
rigor de los griegos en la formulacién de los conocimientos v corresnon-
dientemente usaron éstos en forma libre e inclusive los extendieron. Fn
India se inicid el uso de la notacidn para nimeros fraccionarios con el
numerador arriba y el denominador abajo, nero tcdavia sin la raya de
quebrado, y se trabajaba libremente con nimeros negativos v nimeros irra-
cionales. También se reconocid que las ecuaciones cuadriticas tienen dos
soluciones y se introdujeron las fracciones continuas en la solucién de
ecuaciones indeterminadas. En trigonometria se dieron nasos adicionales
para llegar a la funcidn seno que conocemos al pasar a las corresponden-
cias entre media cuerda: arco completo y media cuerda: medio arco. De
Arabia heredamos lo que ellos a su vez aprendieron de la India: simbolos
para los nimeros con base decimal y notacién posicional. Fllos agregaron
la raya de quebrado y también usaron los nimeros irracionales, pero no
los negativos. La palabra algebra es de origen drabe v significa restau-
racidn (de la igualdad entre los miembros de una ecuacién). La solucién
de ecuaciones cuadriticas la llevaban a cabo con una explicacién o jus-
tificacidn geométrica y Omar Khayvam resolvid ecuaciones ciibicas v cuir-
ticas como interseccién de conicas. También se debe a los &rabes la
introduccién de las otras funciones trigonométricas v el establecimiento
de identidades trigonométricas.

La Edad Media en Eurcpa (1100-1450) no produjo grandes avances ni
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en la ciencia ni en las matemiticas. Entre las contribuciones aisladas
mas destacadas se cuentan las siguientes: leonardo de Pisa o Fibonacci
(1170-1250) escribid en latin Liben Abaed, sobre métodos de cdlculo usa-
dos por los griegos y los drabes; Liber Quadratorum, sobre dlgebra basa-
da en métodos aritméticos; Practica Geometriae, que reproducia los Efe-
mentos de Euclides vy la trigonometria griega. El también reconocid la
existencia de otros nimeros irracionales diferentes de los estudiados
por los griegos. Nicole Oresme (1323-82), en Paris, en Algorismus Pro-
portionum introdujo la notacidn y célculos con exponentes fraccionarios;
en De Undformitate et Difformitate Intensionum reconocid la distincién
entre cambio y rapidez de cambio de una magnitud estudiando el movimien-
to uniforme (con velocidad constante), el movimiento diforme (con veloci-
dad de variable) y el movimiento uniformemente diforme (con aceleracifn
constante); en Tractatus de Latitudinibus Formarum introdujo la idea de
que las cantidades medibles se pueden representar mediante puntos, 1i-
neas y superficies, concretamente:para representar velocidades aue va-
rian con el tiempo llevaba el tiempo a lo largo de una horizontal, a la
que 1lamaba longitud, y 1las velocidades a diferentes tiempos eran 11-
neas verticales, a las que 1lamaba latitudes. Jean Buridan (1390-1360),
también en Paris, introdujo el concepto de Impetu y formuld con éste una
teoria del movimiento, la cual eventualmente desplazd a las teorias pre-
valentes de Aristdteles. Las contribuciones anteriores sefialan el inicio
de una tendencia en el estudio de la fisica caracterizada por la susti-
tucion de explicaciones cualitativas por descripciones cuantitativas.

La época del Renacimiento (1400-1600) en Europa esti caracteriza-
da inicialmente por el redescubrimiento del conocimiento de los griegos.
El punto de vista racional de la naturaleza de la Antigua Grecia reapa-
rece reforzado bajo la forma de la matematizacidn de la ciencia en el
renacimiento como lo atestiguan los trabajos de algunos de los investi-
gadores mis influyentes de la época: De Revolutionibus Onbium Coelestium
de Copérnico; Mystenium Cosmoghaphicum, Astronomia Nova y Anmonia def
Mundo de Kepler; Discourns de La MEthode pour bien conduine sa haison, et
chenchen £a venite dans fes sciences incluyendo los tres apéndices La
Geométnie, La Dioptrnique y Les Meteons, de Descartes, Discorsd o dimos-
traziond matematiche intonno a due nuove scienze,de Galileo; Quadratune
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of curwes, The method of fluxions and infinite series y Philosophiae na-
turakis princdipia mathematica, de Newton. Por otra parte, las activida-
des artisticas también estimularon el desarrollo de las matemdticas; con-
cretamente de los problemas de la pintura surgi6 la geometria proyectiva,
inicialmente a través de los trabajos de Desargues, Pascal y La Hire.

El periodo del siglo XVII al siglo XIX fue mutuamente fructifero
para las matemdticas y la fisica; la necesidad de métodos cuantitativos
para abordar los problemas de la Gltima estimuld el desarrollo de nuevas
ramas de la primera. La geometria coordenada o geometria analitica fue
creada por Fermat y Descartes, quienes reconocieron la ventaja de usar
métodos algebraicos en el estudio de la geometria asociando ecuaciones
con curvas o superficies. Entre los problemas que estimularcn la crea-
cion del cédlculo podemos mencionar: 1) conocida la posicién de un mévil
como funcién del tiempo, encontrar su velocidad y su aceleracién, y vi-
ceversa, conocida la aceleracién del mdvil como funcidn del tiempo, en-
contrar su velocidad y posicitn; 2) encontrar la tangente a una curva;
3) encontrar maximos y minimos de una fumcidn; 4) encontrar longitudes
de curvas, dreas de superficies, volGmenes de sélidos, centros de grave-
dad de cuerpos. Muchos investigadores abordaron la solucién de alguno de
estos problemas, inclusive Fermat y Descartes, pero Newton y Leibnitz son
considerados los creadores del cdlculo. Como es sabido, esta rama de las
matematicas crecid tanto que did lugar a otras ramas cuyo conjunto se
conoce bajo el nombre general de Andlisis e incluye ecuaciones diferen-
ciales, series infinitas, geometria diferencial, cédlculo de variaciones,
funciones de variable compleja, ecuacicnes integrales, etc.

Los nombres de los investigadores que estudiaron o estableciercn
los conceptos, condiciones, teoremas, principios, ecuaciones, series,
etc. de algunas de estas ramas matemdticas se reconocen también en las
diversas ramas de la fisica clasica, reflejando el entrelazamiento en el
desarrollo de ambas disciplinas.

Se debe sefialar que durante este periodo de los siglos XVII y XIX
en que se crearon muchos nuevos conceptos, también surgieron dudas y
confusiones sobre el significado y la validez de &stos. Al principio,
los éxitos en sus aplicaciones en la investigacién de situaciones fisi-
cas favorecié la continuacién de su uso, aunque no necesariamente fueran
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en forma rigurosa y abstracta, asi como de la extensidn y generalizacidn
de tales conceptos, se lograron avances adicionales de 1las matematicas,
especialmente desde el siglo XIX y ya independientemente de 1a fisica.
Para concluir esta seccidén y destacar la importancia de las mate-
maticas en el desarrollo de la fisica podemos dar un paso mas en nuestro
bosquejo histdrico, entrando al siglo XX. En nuestra disciplina esto co-
rrespondi al paso de la fisica clasica a la fisica moderna, cuyas dos
ramas fundamentales, la relatividad y la mecinica cudntica, demandaron
desde un principio que los fisicos descubrieran lo que los matematicos
ya habian estudiado. Asi, en nuestras clases seguimos los ejemplos de
Einstein, al estudiar geometria riemanniana, o de Heisenberg y Dirac, al

estudiar dlgebras no conmutativas.
IV. MATERTALES DIDACTTCOS

La seleccidn de los materiales presentados en esta seccidn es de-
finitivamente arbitraria y estd formada por algunas experiencias en las
cuales he participado directamente. La Parte A es de interés para estu-
diantes y profesores de la carrera de fisico, no sdlo en el contexto del
tema especifico bajo consideracidn sino en un sentido mucho mas amplio.
La Parte B puede ser de interés en el nivel introductorio de la carrera
y también de manera especial para estudiantes y profesores de bachille-
rato. La Parte C constituye un repaso de las funciones matemdticas estu-

diadas en los seis primeros semestres de la carrera.
A. UNA BIBLIOGRAFTA COMENTADA

la '"Bibliografia comentada sobre un acervo bdsico para escuelas

%s la referencia de nues-

de fisica a nivel de licenciatura en México”(6
tra discusién. El lector interesado encuentra ahi materiales bibliogra-
ficos sobre las diversas materias de la carrera, pero aqui me limito a
sefialar las secciones pertinentes a las matemiticas.

La seccidn titulada "Matemdticas', seleccionada y comentada por

el Dr. José lLuis Abreu Ledn, corresponde al nivel de la primera mitad de
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la carrera. Se incluyen libros de dlgebra moderna y dlgebra lineal, c4l-
culo elemental y célculo avanzado, geometria, ecuaciones diferenciales y
lecturas generales en matemiticas.

Yo estuve a cargo de la seccidn titulada '"Métodos matemdticos de
la fisica", la cual corresponde al nivel de la segunda mitad de la ca-
rrera. De hecho los libros se agrupan de acuerdo con el nivel, distin-
guiendo el introductorio y el avanzado a estas alturas de la carrera,
asi como algunos textos cldsicos. Ademds, ahora aprovecho la oportunidad
para complementarla con dos referencias de trabajos recientes de K.B.
Wolf: su texto sobre transformadas integrales(ny su ponencia sobre ''La
ensefianza de los métodos matemdticos de la fisica"®.

La seccidn titulada "Computacidn y programacién' fue seleccionada
y comentada por el M.en C. Manuel Alvarez Alvarez. Se inicia con una no-
ta introductoria sobre los conocimientos bésicos de computacidn, inclu-
yendo los cursos que se ofrecen en la Facultad de Ciencias de la UNAM.
Las referencias bibliograficas aparecen sucesivamente agrupadas en 1li-
bros hédsicos, libros complementarios, lecturas auxiliares, obras de con-
sulta, publicaciones periddicas y manuales.

Esta bibliografia puede ser muy Gtil para estudiantes y profeso-
res, a quienes recomiendo que directamente vean las selecciones v lean
los comentarios incluidos ahi.

B. UN REPASO DE MATEMATICAS Y FISICA A NIVEL MEDIO SUPERIOR

Mi participacidn en un repaso de esta naturaleza ha sido en co-
nexién con el Curso Basico de Radioisdtopos e Instrumentacidn Nuclear!?
en el que ha habido la necesidad de proporcionar a los alumos las bases
para entender los conceptos del curso mismo, asi como para expresar e
interpretar apropiadamente los resultados del trabajo en el laboratorio.
A continuacidén describo el contenido del repaso de las areas de matemi-
ticas y de fisica, tal como lo he hecho en la introduccién a las notas
correspondientes y con la advertencia de que la orientacién y seleccifn
de temas y ejemplos han sido determinados por los objetivos especificos
del curso mencionado. Desde luego,la posibilidad estd abierta para hacer
las modificaciones apropiadas de acuerdo con las situaciones que se



464

presenten.

La parte de matemiticas de repaso cubre los conceptos basicos de
aritmética, algebra, geometria, trigonometria, cdlculo diferencial y
cilculo integral, que son necesarios en el Curso Bisico de Radioisdtopos
e Instrumentacién Nuclear. Se introducen y desarrollan dichos conceptos
destacando las conexiones 1dgicas entre ellos y poniendo énfasis en su
uso y aplicacién dentro del curso.

La parte de aritmética y dlgebra se inicia con las operaciones
mis elementales y se contindia con las operaciones mads complicadas, sefia-
lando como las complicaciones de las Giltimas se pueden entender y sim-
plificar a través de sus relaciones con las anteriores. También se reco-
nocen los diferentes tipos de nimeros que se necesitan introducir al
desarrollar las operaciones mas complicadas. En esta forma, primero se
considera la operacidn bésica de contar y la aparicidn de los nimeros
naturales. A continuacidn se consideran sucesivamente y por pares las
operaciones de suma y resta, multinlicacidn y divisidén, potenciacidn y
radicacién y exponenciacidn y logaritmos. Se reconoce que las operacio-
nes dentro de cada par son inversas o complementarias entre si, y tam-
bién que la primera operacién dentro de cada par es un caso particular
o forma abreviada de la primera operacién del par anterior. Por ejemmlo:
la suma se reduce a contar, la multiplicacidn es una suma de sumandos
iguales, la potenciacién es unamultiplicaciénde factores igualesy la ex-
ponenciacidn da las diferentes potencias de unamisma base. Por otraparte,
la resta equivale a encontrar un sumando en una suma, la divisidn equivale a
encontrar un factor en un producto, la radicacidn equivale a encontrar
la base de una potencia y el logaritmo es el exponente de una potencia.

En forma sucesiva y correspondiente a estos pares de operaciones,
se identifican los nimeros de los siguientes tipos: positivos, negativos
y cero; enteros y fraccionarios; reales, imaginarios y complejos; formas
compactas para representar nimeros muy grandes o muy pequefios. la repre-
sentacién de los nimeros reales y las opveraciones que se realizan con
ellos se lleva a cabo de manera muy ilustrativa y Gtil, tanto conceptual
como pricticamente, utilizando escalas numéricas ya sean naturales o lo-
garitmicas; asi se pueden construir reglas o dispositivos de cilculo.

La parte de aritmética y algebra se contindia al distinguir entre
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cantidades constantes y variables, y al estudiar las relaciones mis sim-
ples de proporcionalidad (directa, inversa, cuadritica e inversa del
cuadrado) entre dos variables. Dentro de un marco mis general se reco-
noce la naturaleza independiente o dependiente de las variables v su re-
presentacién grafica en un sistema de coordenadas cartesianas, estable-
ciendo asi las implicaciones geométricas de las relaciones o dependen-
cias funcionales entre ellas. Explicitamente se reconocen las lineas
recta, hipérbola, pardbola e hipérbola cuadrédtica asociada con las rela-
ciones de proporcionalidad mencionadas. Haciendo uso de constantes adi-
tivas o de proporcionalidad para las variables, se muestran los efectos
de cambios de posicién o de escala en las curvas correspondientes. Tam-
bién se dan ejemplos de tales relaciones y funciones que se utilizardn
en el curso.

La parte de aritmética y algebra se comnlementa examinando la
funcidn exponencial y la funcidn logaritmica desde el punto de vista
grafico y utilizando diferentes bases. También se estudia la construc-
cidn de graficas en papel semilog y loglog, para diferentes funciones.
El uso de la funcién exponencial y este tipo de grificas se necesitan
continuamente durante el curso.

La parte de geometria incluye a continuacién el estudio del cir-
culo y de tridngulos, especialmente las relaciones entre Angulos, arcos
y radios, para poder entrar a la parte de trigonometria. Fn &sta se es-
tudian principalmente las funciones seno, coseno y tangente, incluvendo
sus graficas. Las funciones seno y coseno son Gitiles en la descripcién
de fendmenos ondulatorios, algunos de los cuales se nresentan en dife-
rentes partes del curso. La funcidn tangente es apropiada para medir la
pendiente de una recta, y en las graficas en coordenadas cartesianas co-
rresponde a la rapidez de cambio de la ordenada con respecto a la absci-
sa; esto se utiliza en la interpretacidn geométrica del concepto de de-
rivada y tiene miltiples aplicaciones.

En la parte de geometria también se estudia el sistema de coorde-
nadas polares y las grificas de algunas curvas que son mis ficiles de
definir a través de una relacién funcional entre el radio v el 4ngulo.
Las grdficas en coordenadas pol-res son especialmente convenientes en
algunos temas del curso relacionados con distribuciones angulares.
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En la parte de cdlculo diferencial se desarrolla el concepto de
derivada, empezando con la detemminacién de la ranidez de cambio prome-
dio de una funcidn con respecto a la variable independiente para inter-
valos finitns y pasando a la situacién limite de rapidez de cambio pun-
tual correspondiente a un intervalo infinitesimalmente pequefio. Desde el
punto de vista geométrico, estos conceptos permiten interpretar a la de-
rivada de una funcién en términos de la pendiente de la tangente a la
curva en el punto de interés. Desde el punto de vista fisico se identi-
fica a la derivada como uma velocidad instantinea o rapidez de cambio
puntual, y se sefialan miltiples ejemplos de conceptos del curso que co-
rresponden a esta interpretacién. También se calculan y grafican las de-
rivadas de las funciones estudiadas con anterioridad y se hacen destacar
sus propiedades y aplicaciones dentro del curso.

En la parte de cdlculo integral se desarrollan los conceptos de
integral indefinida y de integral definida. Para la primera se hace no-
tar que la integracidn es una operacion inversa a la derivacidn, y la
libertad asociada con constantes de integracidn. FEsto permite aprovechar
los resultados de calculo diferencial para construir una lista de inte-
grales do las funciones cuyas derivadas ya se estudiaron, y desde el
punto de vista grafico implica la obtencién de familias de curvas. la
integral definida se presenta al considerar los limites entre los que se
1leva a cabo la integracidn, y geométricamente corresponde al area bajo
la curva de la derivada y el eje de abscisas entre las ordenadas corres-
pondientes a los limites.

Por cada vez que se aplican derivadas en los diferentes temas del
curso, practicamente se tiene la aplicacitn correspondiente de las inte-
grales asociadas.

E1 repaso de fisica cubre los conceptos basicos de mecdnica, elec-
tricidad y magnetismo que se necesitan en el Curso Bisico de Radioisbto-
pos. Estos conceptos se introducen operacionalmente, se definen cuanti-
tativamente incluyendo las unidades correspondientes, se jlustran con
ejemplos especificos de interés para el curso y se relacionan con con-
ceptos previos, estableciéndose las di ferentes leyes o principios que
gobieman su comportamiento.

En la parte de mecédnica, que es el estudio del movimiento, se
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distinguen las situaciones de cinemdtica, estdtica v dindmica.

Se empieza con la cinemitica, que estudia la descripcién del movi-
miento sin considerar las causas que lo producen, se definen los vecto-
res de posicidn, de velocidad y de aceleracién, sefialando las relaciones
entre ellos y con la trayectoria y el tiempo. En particular se estudian
los siguientes movimientos: rectilineo uniforme, uniformemente acelerado,
circular uniforme y oscilatorio. Fn el curso aparecen miltiples situacio-
nes en que las radiaciones o particulas realizan algunc de estos movi-
mientos.

A continuacién se inicia el estudio del movimiento desde el punto
de vista de la dindmica, identificando a las fuerzas responsables de los
diferentes tipos de movimiento. Esto se logra a través de la formulacién
y discusidn de las Leyes de Movimiento de Newton: la Primera ley de New-
ton o principio de inercia de Galileo; la Segunda Ley de Newton o ecua-
cién de movimiento; la Tercera Ley de Newton o principio de accidén v re-
accitén. En la formulacidn de estas leyes se introducen e ilustran los
conceptos de inercia, masa, fuerza y cantidad de movimiento, haciendo no-
tar su naturaleza escalar o vectorial.

Se reconoce que la estatica, que es el estudio de sistemas en
equilibrio, se puede considerar como un caso particular de la dindmica,
gobernado por la Primera Ley de Newton.

Otros conceptos de la dindmica que se introducen son los de im-
pulso de una fuerza y de trabajo, los cuales miden los efectos integra-
dos de una fuerza en un intervalo de tiempo y en un desplazamiento de-
terminados, respectivamente. De la Segunda Ley de Newton se reconoce que
el impulso de una fuerza es equivalente al cambio de la cantidad de mo-
vimiento del sistema sobre el que actfia la fuerza. De la misma ley se
reconoce que el trabajo de una fuerza produce un cambio en la 1llamada
energia cinética del sistema. También se reconoce la naturaleza conser-
vativa de algunas fuerzas y la posibilidad de introducir una energia po-
tencial para el sistema. Otro concepto Intimamente relacionado con el
trabajo y la energia es la potencia, que es la rapidez con que se desa-
rrolla el trabajo con respecto al tiempo.

En el estudio dindmico de sistemas aislados es posible y atil

formular principios de conservacidn. En efecto, haciendo uso de la Se-
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gunda y Tercera Leves de Newton se establece el principio de conserva-
citn de cantidad de movimiento. También considerando fuerzas conservati-
vas se puede hablar de la energia total del sistema, definida como la
suma de la energia cinética y la energia potencial, y se puede estable-
cer el nrincipio de conservacién de energia. Estos dos principios resul-
tan indispensables para analizar los procesos nucleares.

El estudio dindmico de la rotacién de un sistema se puede formu-
lar en témminos de conceptos de momento de inercia, torca y momento an-
gular, que obedecen a tres leves de Newton andlogas a las anteriores. A
partir de éstas se pueden desarrollar los conceptos de impulso de una
torca, trabajo de una torca, energia cinética de rotacidn, y tambiZn se
puede establecer el nrincipio de conservacidn de momento angular.

El estudio de las fuerzas gravitacionales, en las dos versiones
de campo uniforme y campo inverso al cuadrado de la distancia, e$ Gtil
para ilustrar los conceptos de la dindmica y como punto de comparacidn
para el resto del curso.

La parte de electricidad se inicia reconociendo la existencia de
cargas eléctricas y diferentes procesos para producirlas. Se distinguen
las situaciones de cargas eléctricas en reposo y en movimiento.

La electrostatica estudia las cargas en reposo y las fuerzas que
tienen que actuar sobre ellas para que se mantengan en sus posiciones.
La ley de Coulomb describe la fuerza entre dos cargas puntuales, recono-
ciendo que es atractiva o repulsiva (segfin que las cargas sean de signos
opuestos o del mismo signo). Acta a lo largo de la recta que une a las
dos cargas y es inversamente proporcional al cuadrado de la separacidn
entre ellas; también es una fuerza conservativa. En general, es atil in-
troducir el concepto de intensidad del campo eléctrico como la fuerza
que actfia sobre la unidad de carga; esto permite calcular la fuerza que
actQa sobre cualquier carga en un punto en que se conozca la intensidad
del campo eléctrico. Entonces es inmediato y natural el hablar del po-
tencial eléctrico como la energia potencial eléctrica por unidad de car-
ga; y correspondientemente se puede calcular la energia potencial eléc-
trica de wna carga dada en un punto en que se conozca el potencial eléc-
trico, o alternativamente se puede calcular el cambio de energia poten-

cial de una carga al cambiar su posicion de un punto a otro. Esto lleva
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de manera natural a la introduccién del electrdén volt como unidad de
energia, la cual es ampliamente usada en el curso. También se estudian
algunos dispositivos como electroscopios, fuentes de potencial eléctrico
y condensadores, describiendo sus funciones y propiedades desde el nunto
de vista eléctrico. Dentro del curso se presentan diversas aplicaciones
de los mismos, especialmente en la parte de instrumentacién.

Las cargas en movimiento constituyen corrientes eléctricas v su
estudio se denomina electrodinimica. En el curso interesa estudiar el
movimiento de cargas tanto en el vacio (como ocurre en un tubo de osci-
losconio, en un acelerador, en un espectrémetro de masas, etc.) como en
diferentes materiales (como ocurre en cables de cc..luccién, en las dife-
rentes partes de un circuito eléctrico, en el paso de particulas carga-
das a través de materia, etc.). Se reconoce la clasificacién de materia-
les en conductores y aislantes de acuerdo con la facilidad o dificultad
que presentan al movimiento de cargas a través de ellos, introduciendc
cuantitativamente las propiedades de conductancia y resistencia. A tra-
vés de la Ley de Ohm se relaciona esta Gltima con la diferencia de po-
tencial y la corriente. También se estudia el efecto Joule de disipacién
de energia en una resistencia por la que circula corriente. Se distingue
entre corriente directa y corriente alterna y se analizan circuitos eléc-
tricos simples con diversas combinaciones de fuentes de potencial, recsis-
tencias y condensadores.

La parte de magnetismo se inicia estudiando la interaccidén entre
imanes y reconociendo la existencia de campos magnéticos, incluyendo el
terrestre. También se reconoce la imposibilidad de obtener polos magné-
ticos aislados y se establece la analogia entre el comportamiento de un
dipolo eléctrico en un campo eléctrico y el comportamiento de un imén o
dipolo magnético en un campo magnético. Por otra parte se reconoce qué
elementos de corriente eléctrica producen campo magnético, cémo se pone
de manifiesto por la orientacidén que toman imanes colocados en su vecin-
dad; especificamente, los campos magnéticos asociados a espiras o bobi-
nas con corriente son similares a los de imanes pemmanentes. Reciproca-
mente se reconoce que los campos magnéticos, sean debidos a imanes o a
elementos de corriente, también ejercen fuerzas sobre elementos de co-

rriente. Estas interacciones permiten entender el funcionamiento de
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electroimanes, motores eléctricos, etc.

Desde el munto de vista de la electrodinfmica, es necesario reco-
nocer que las cargas eléctricas pueden ponerse en movimiento bajo la ac-
cidn tanto de campos eléctricos como de campos magnéticos. Se analizan
entonces diversos ejemplos de aceleracidn de partfculas cargadas que son
de interés en el curso, en conexién con procesos de deteccién, seleccidn,
identificacifn, etc. de radiaciones.

Continuando el estudio de fendmenos electromagnéticos se analiza
el fendmeno de induccidn magnética y su forrmlacidn cuantitativa a tra-
vés de la lev de Faraday, haciendo uso de los conceptos de fuerza elec-
tromotriz y flujo magnético. Como ilustraciones de este fenémeno se ana-
lizan el fimcionamiento de un generador, la inductancia de una bobina y
diversos circuitos oscilantes.

El punto culminante en el estudio de los fendmenos electromagné-
ticos fue la prediccifn de la existencia de ondas electromagndticas y la
identificacidn de la naturaleza electromagnética de la luz realizada por
Maxwell y confirmada por los experimentos de Hertz. De acuerdo con la
formulaci®n de Maxwell, toda particula cargada sujeta a una aceleracidn
emite radiacidn electromagnética cuya velocidad de propagacién en el va-
cio es igual a la velocidad de la luz. Se analizan entonces los concep-
tos de amplitud, intensidad, longitud de onda, nimerc de onda, frecuen-
cia y periodo de las ondas electrcmagnéticas. También se identifican las
diferentes regiones del espectro electromagnético, especialmente las de

rayos X y rayos y que son de interés en el curso.
C. LAS FUNCIONES COMUNES DE LA FISICA

Aqui se presenta el bosquejo de un camino relativamente directo y
uni ficado para chtener las fumciones matemdticas con las que el estu-

diante de fisica ya estd familiarizado al completar el sexto semestre.

z

El punto de partida es la ecuacién y = x”. Primero se analiza la

relacién funcional entre y y x, cuando z se toma como par@metro con va-

lores fijos. Para z = 0, y es constante; para z = 1, ¥y = X y se tiene

una relacidn lineal; para z = 2, y = x> se tiene una relacidn cuadrdti-

ca y la grdfica correspondiente es una pardbola; para z = 3, 4... n,
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y = x3, x4... x™, se tienen pardbolas clibicas, cuirticas... de grado n,
Cuyas graficas se extienden en el primero y segundo cuadrantes o en el
primero y tercer cuadrantes, seglin que n seaparo impar. Analogamente pa-
ra g = =1, B, <R on, yux), 29, 53 . " se tienen Bmciones
inversas de las potencias sucesivas, cuyas griaficas son las hipérbelas
correspondientes que se¢ extienden en los cuadrantes I y I1 61y III,
seglin que n sea par o impar,y tienen a los ejes coordenados como asinto-
tas. En este punto conviene hacer algunas observaciones sobre estos con-
juntos de funciones que son potencias enteras, positivas o negativas, de
la variable independiente: i) las funciones son linealmente independien-
tes entre si, ii) la derivada de una de las funciones es proporcional a
la funcidn vecina cuyo exponente es una unidad menor. Se reconoce desde
luego que el primer conjunto constituye la base para el desarrollo de
funciones en series de Taylor. Los casos de valores fraccionarios del
exponente, por ejemplo z = 1/2, 1/3... 1/noz = -1/2, -1/3... -1/n, se
podrian analizar directamente; pero aqui podemos obtenerlos a partir de
lo anterior intercambiando los papeles de variables dependiente e inde-
pendiente, o sea x = y!/2, Si nos limitamos al dominio real de las va-
riables, lo afimmado anteriormente sigue siendo vdlido, con la salvedad
de que para n impar la funcidn es univaluada y para n par es divaluada.’
Por otra parte, si consideramos el dominio complejo de ambas variables,
la funcidn resulta ser n-valuada y se tiene una superficie de Riemann
con n hojas. La extensidn a exponentes reales racicnales es inmediata e
involucra superficies de Riemann con un nimero finito de hojas. A su vez
la inclusidn de exponentes reales irracionales o inconmensurables da lu-
gar a relaciones funcionales infinitamente valuadas, o sea superficies
de Riemann con un nfmero infinito de hojas. También se pueden incluir
valores imaginarios o complejos del exponente,y las funciones resultan
infinitamente valuadas

La discusién de la Gltima parte del parrafo anterior, relacionada
con los dominios complejos de las variables y del pardmetro exponencial,
se puede realizar en ese momento o posponerse un poco, dependiendo de la
preparacién de los estudiantes.

A continuacidn se analiza la relacién funcional entre y y z;
cuando x = b se toma como un parimetro. Entonces tenemos la funcidn ex-
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ponencial y = b“; para b > 1 se tiene una exponencial creciente y para

0 <b < 1 una exponencial decreciente. Los valores de la base b = 0, 1
normalmente se excluyen porque en tales casos la funcién estd definida
solamente como una situacién limite. Para un valor dado de la base en
uno de los intervalos arriba definidos, siempre es posible usar como
otra base el valor reciproco que se encontrard en el otro intervalo, y
las funciones exponenciales correspondientes y, = b%, ¥y ® Om" =™
se transforman la una en la otra bajo la sustitucién z + -z, siendo una
creciente y la otra decreciente. La derivada de la funcidn exponencial
creciente es positiva y proporcional a la misma funcién; la derivada de
la funcidn exponencial decreciente es negativa y proporcional a la misma
funcién. En particular para la base natural b = e, la derivada de la ex-
ponencial creciente es la funci6n misma y la derivada de la exponencial
decreciente es el negativo de la funcién. Las funciones hiperb6licas se
pueden introducir como las combinaciones con paridades bien definidas de
estas exponenciales: senh z = (e%-e¢"%)/2, cosh z = (e%+e"?)/2. la fun-
cién logaritmo se obtiene al tomar el exponente como variable dependien-
te del valor de la exponencial z = log . Obviamente la curva logaritmo
y la curva exponencial tienen la misma forma y sblo difieren en su orien-
tacién. Ambas dan una correspondencia univaluada entre las variables de-
pendientes e independientes siempre y cuando sus valores estén dentro de
los intervalos reales -» < z < ©, 0 < y < @y la base se encuentre en
los intervalos definidos en parrafos anteriores. La extensitn de cual-
quiera de éstos fuera de esos intervalos lleva al dominio complejo de
una o ambas variables y/o de la base, asi como a una relacidén infinita-
mente multivaluada. Por ejemplo, si se toman valores puramente imagina-
rios del exponente, z = i¢ , y la base natural, entonces la funcidn ex-

it

ponencial imaginaria y = e puede tomar valores complejos en general y
reales y negativos en particular fuera del intervalo de valores reales y
positivos a que estaba restringida anteriormente. La derivada de esta
exponencial es proporcional a la funcién misma, pero la constante de
proporcionalidad es la unidad imaginaria, de modo que existe una dife-
rencia de fases entre ellas. Las funciones circulares o trigonométricas
estan relacionadas con la exponencial imaginaria de modo andlogo a la

relacidn entre las funciones hiperbélicas y la exponencial real;
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sen ¢ = (ei¢ ~ g )/21i y cos ¢ = (ei$ ¥ g 0 )/2 constituyen las
nartes imaginaria y real de la exponencial imaginaria y son impar v par
con respecto a la sustitucién ¢ + -¢ , resnectivamente:; las otras fun-
ciones e identidades trigonométricas se obtienen también inmediatamente,
En particular, eti¢ = cos ¢ * isen ¢, sen® ¢ + cos? g =T
d(sen ¢)/dd= cos ¢ y d(cos ¢)/dd = -sen ¢ Nos permiten reconocer que
lesi? | =1, -1 Ssen¢ €1, -1 %cosp < 1, v los mdximos y minimeos
de sen ¢ (cos ¢) se encuentran en la misma posicidn que las raices de
cos ¢ (sen ¢); especificamente donde uno vale *1, el otro vale cero, v
la exponencial tcma los valores correspendientes +i (+1). Esto se corre-
laciona desde luego con el cardcter oscilatorio y periddico de estas
funciones a medida que su argumento varia continuamente en el intervalo
~® < ¢ <=, as] como con su caricter multivaluado. También la igualdad
im™

1 =g =0, *

2 42 L)

y £2... 8 2n 1 = im™ pemite entender que la funcidn

logaritmo es infinitamente multivaluada. A su vez, al conectar la fun-

’,
Z = (™% se puede esta-

cidn potencia con la funcién logaritmo Y =X
blecer el orden de multiplicidad de aquélla para diferentes valores del
exponente,

Conocidas las derivadas de la funci6n exponencial y las otras
funciones antes mencionadas, es también inmediato escribir sus Tepresen-
taciones en series de Taylor relacionindolas con la base de potencias
enteras y positivas de la variable independiente. Por otra parte, las
propiedades de ortogonalidad de las funciones senm 4, cosm ¢ o ef™ oo
pueden demostrar directamente v hacen posible ia representacidn de fun-

ciones mediante series de Fourier.
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