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Se estudia la dispersión elástica. no relativista, de electro-
nes a altas energías por átomos en estados excitados. Se utiliza el méto-
do de la serie eikonal-Born para calcular la sección de dispersión y se
presentan resultados para la dispersión por helio en el estado 21S; la
región de energías considerada es 100 ev ~ E ~ 500 evo Se comparan los
resultados obtenidos con los de dispersión por el estado base.

The non-relativistic elastic scatterinq of high enerqy elec-
trons by excited states of atoms is analyzed. The differential cross sec-
tion is evaluated usinq the eikonal-Born series method. Applications to
the elastic scatterinq of eleetrons by the 21S state of helium in the re-
gion oi intermediate and high energies are made. This results are compar-
el to the case of the scatterinq frem the ground state of helium.
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,. I~TROruCCION

~1 dispersión elástica de electrones por átomos es un ~roblc~1
fundamental en física atómica. En particular la disnersión nor estados
excitados tiene aplicaciones en astrofísica y física de plasnkls.

En este trabajo se estudia la disnersi6n elástica no relativis-
ta de electrones de alta energía por helio en el estado 215. Los cálculos
que presentamos corresponden a la región de energías entre 100 cv y

500 ev, y se calcula la sección de dispersión utilizando el método de la
serie eikonal-Born de Byron y Joachain(1,2,3), el cual da la amplitud de
dispersión hasta orden k-2• el número de onda del electr6n incidente. Fn
la sección 2 se dan las ecuaciones corresnondientes a las series de Born
y de Glauber, así como el término de intercambio. En la secci6n 3 se
muestran los resultados obtenidos para las energías consideradas; estos
resu1 tados ~e comparan con los de dispersi6n elástica por el estado base
del helio. Se observa que la secci6n diferencial de dispersi6n para el
estado 21S es mayor que la secci6n diferencial de dispersi6n para el es-
tado basc. Por otra partc, la convergencia de la serie es lenta para án-
gulos grandes, donde sc reauiere de otros métodos nara evaluar las sec-
ciones de disncrsión.

2. TEORJA

Z.l Ec.uac.'¿ol1eó bá~'¿C.M

Consideraremos la dispersión elástica no relativista de elec-
trones por átomos en estados excitados. en narticular el caso del átomo
de helio en cl estado 21S. ~uestro interés está en la región de energías
intermedias y altas. Todos los resultados están dados en unidades ató~i-
caso Scan li y ~ los vcctores de onda inicial y final del electrón. ta-
lcs que Ikil = Ikfl ~ k. El momento transferido será denotado por
K = li - ~f' Sean ~. !1 y ~ las coordenadas del electrón incidente y
las de los electrones del átomo de helio, respectivamente, medirlas desde
el núcleo.

El ~~iltoniano del sistema electrón incidente-átomo está dado
por
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(2.1)

donde He es el hamiltoniano del movimiento libre de fuerzas, es decir

(2.2)

con H¡ igual al hamiltoniano interno del átomo, con eigenfunciones 1m), y

V es el potencial de interacción entre el electrón y el átomo, es decir

z 1 zv=¿ ---
i=l r io ro

(2.3)

en donde r.
"0 l:':i-.1:oI.
P3ra colisiones elásticas la amplitud de dispersión está dada

por

donde ~f es eigenfunción de He'
ción de LipPMann-Schwinger,

donde G+ es la función de Grecn:
°

(2.4)

_ Im,~&) v w: es solución de la ecua--. . "

(2.5)

(2.6)

Resolviendo la Ec. (2.5) por iteraciones sucesivas:

(2.7)

y substituyendo en la De. (2.4), obtenemos la serie de Bom para el tér-
mino directo de la amplitud de dispersión

(2.8)
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donde

(2.9)

es el término de orden TI en la serie. En esta expresión el potencial apa-
rece TI veces y la función de Green 0-1 veces.

Similarmente consideremos la aproximación de Glauber de muchos
cuerpos a la amplitud de dispersión(4).

f
G

= L f
Gn

(2.10)
n=1

donde

fGn
(2. 11)

en esta expresión se tomó a los vectores £i' en la siguiente forma:

y r. b. + Z.Z
-~ -1 1-

(i=1,2)

donde el eje z es perpendicular al momento transferido.
La función XG está dada por

XG(15-,~, ... ,~) = -} J V(~,zo'!.l""'!'..z) dzo
_00

(2.12)

La serie eikonal-Born de Byron y Joachain(l,2), combina las se-
ries de dispersión múltiple de C,lauber y de Rom para dar la amplitud de
dispersión con todos los términos hasta orden k-2• Entonces en esta aprox-
imación el término directo de la amplitud está dado por

(2.13)

aquí Refs2 e ImfB2 se refieren a las partes real e imaginaria del segundo
término de la serie de Bom.

Para el término de intercambio de la amplitud de dispersión,
usando la aproximación de Born. sólo un término contribuye hasta orden
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k-' (ver Ref. 5):

(2.14)

Entonces la sección diferencial de dispersión en la serie
eikonal-Born estará dada para dispersión por átomos de helio por la ex-
presión

do
dn

(2.15)

Consideraremos como una aplicación del método anterior el caso
de dispersi6n por helio en el estado ZIS.

Como función de onda tomamos la función normalizada

con 6 = 0.073,

en donde U¡(r) M -2r-e¡;¡;¡

y

son combinaciones lineales de funciones tipo Slater y ~=132. T1=0.865,
,,=0.522, N=0.619 y 5=0.4327. Con esta función (.Joachain comunicación
privada) Byron y Joachain obtienen una energía de amarre de
E=-2.14312 a.u. para el estado 21S. Esta función es ortogonal a la fun-
ción H.-F. que ambos obtuvieron para el estado base del helio (6) .

La expresión obtenida para la amplitud de dispersión en la 1a.
aproximación de Born es la siguiente:



1 r 1--<--+
16+KL l16+K2

1 1 ~.,
T6( + 1+5'

3(t¡+t,)'-K
~~~~--+
[(t¡+t,)'+K']

+

3(2+t,)'-K'

[(2+t,)'+K'] 3

+
4

(2+T,)' [(2+T,) '+K']'
(2. 17)

El término de intercambio de la af'1nlitud de disDer~ión naTa

nuestro problema está dado por
(4T,-K')
(4T~+K2)4

- S

\

3(2+t,)'-K2ll>
[(2+T,)'+K'J 3_ I

(2.18)

El scgtmdo ténnino de Boro (meda expresado como

(2.10)

donde V es el potencial de interacción dado en la Ec. (2.3) y
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p2 = k2 - 2(w -W2, ); w es la energía del n-ésimo estado atómico. La su-n n S n
ma sobre n corre a todos los estados intermedios del átomo (ligados y del
continuo). La integración en las variables de las ondas planas da como
resultado

2 -iK 0r 2 -iK.or-
(zlSI I (e -f --~-l)ln}(nl_L (e "-1 ~-1)12IS)¿ ~-1 n-1

n K2 K' í(o'-n') -iEJ
~ f - n

donde K. = k. - n V K = k - n.
-~ -). :.:L--f -f ~

La aprox~ación que se hace para calcular este término de la
serie es reemplazar wn - w2, S por Ulla energía de exci tación promedio iD,
con la cual se puede hacer la Sl1I!la sobre estados intermedios por cerrncill-
Ta, obteniéndose la scpunda aproximación de Born simplificada:

con p2 k2 - 2(;;.

Usando la expresión (2.21), el segundo témino de Bom simpli-

ficado, para la parte directa de la <lmnlitud de dispersión en nuestro
problema, queda expresado en ténninos de una cOfTlbinaciónlineal dC' SO in-
tegrales del tipo C.1 (Ct,tt) , donde las C. son ftmciones de las con~t;Hl-

J nm J
tes que aparecen en la función de onda del estado 21S del hel io y l;¡s in-
tegrales Inm son de la forma

(2.2~)

las cuales pueden ser escri tas en ténninos de la integral bás ica T 11(O' •.n)

por medio de la relación

(_1) n+m

(n-1) ~("'-1):

3m-1

ap2(m-'-f (2.23)
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La integral sobre ~ puede ser reducida a una integral compleja
en una dimensión por medio de la técnica de parametrizaci6n de Feynman(7),
la cual está descrita por Da1itz(8). A su vez, esta integral comnleja
puede ser resuelta analíticamente(1,9).

La aproximación usada para evaluar la segunda amolitud de Born
puede ser mejorada si se incluyen en forma exacta los estados intermedios
más bajos del esnectro de helio y se hace la suma por cerradura a los si-
guientes estados. En nuestros cálculos se incluyen en forma exacta los
términos para el estado base y el estado ZIS como estados intermedios.
Como ya se discutió para el caso de dispersión elástica por hidrógeno en
el estado 21S(10) , cuando se consideran transferencias de momento ~Tan-

des, es el potencial estático el Que domina la dispersión; de aquí la im-
portancia de la contribución del estado intermedio 215, en esoecial para
ángulos de dispersión grandes. L~ expresión Dara el potencial estático en
nuestro caso es

__ 1_~ M'e-4r[J._ +_1_]
1+6' l 16 32r

6r •
(2,,) 3

18
(h,)"

• (2.241

Con respecto a la serie de Glauber. integrando la eXDresión
(2.11) con respecto a la variable angular obtenemos para el término ené-
simo:



f = r l]n-' J..- ¡J (Kb) (z15IxnI2IS> bdb
Gn l k n~ o G
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(2.25)

donde integrando sobre las variables del átomo de helio obtenemos

- 1 (i Jn-'I n n:
fGn = n: k ,Jo(Kb) rnt m: (n-m):

(2.26)

En esta expresión, las funciones An(b) , Bn(b) y Cn(b) están ex-
presadas por las siguientes ecuaciones:

Mb2
¡ ¡

A (b) [1 FI (r)rdr + ¡F (.!-) dr ]n 2,/2(1+62) 1 r r3
o o
¡ ¡

Bn(b) N2b2 [i F2 (r)rdr + t F2(})~n2,12(1+62) o

(2.27)

(2.28)

(2.29)

en donde las funciones Fi son de la forma

(2.3D)

í(br)2KO(I(T¡+T2)br] + r br ) K¡¡((T¡+T2)br]]l TI +1"2

2T2br K¡ (2T2br)] r Jn (r)

(2.31)

F2 = ~br /(¡(2Tlbr)-2S
l

+ 52 í(br)2 K (2T br) + (~+ _2_]
L2T2 o 2 2T2 (2T2)3

(2.32)
,

en estas expresiones Jn 2 J inn(1-2r cos ~ + r2)d~ y Kv(r) es la fun-
o
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ción modificada de Bcssel de segunda clase. Las funciones An(b) , Bn(b) y

e (b) pueden ser obtenidas por integración numérica y la integral final
n

sobre b se hace también nl~éricamente.
Debido a que se escogió el eje z perpendicular al JT1omento

transferido es posihle comparar en forma simple los ténninos de la serie
de Glauber con los de la de Born. Con esta selección fG1 = fB1 para todos
los ángulos de dispersión; y para momentos grandes, cada término sucesivo
de la serie de Glauber, los cuales son alternativamente imaginarios o
reales, concuerda con la parte imaginaria o real del ténnino correspon-
diente de la serie de Born (1). Por ejemplo

f
G2

..•. i 1m f
B2

k grande
f
G3

..•.Re fS3
k !!rande

3. RESULTADOS Y CO,'CIJJSIO~'ES

En la Fig. 1 se muestran las secciones diferenciales de disper-
sión en la 10 aproximación de Born, para dispersión elástica por el esta-
do ba5e(1) y por 'el estado Z1S del helio. Se obsenra Que las secciones
diferenciales son mayores para dispersión por el estado excitado, que pa-
ra dispersión por el estado base.

En las Figs. 2 y 3 se dan las contribuciones a las partes real
e ima,l!inariade la aJT1plituu de dispersión para encrplas de 300 ev v
400 evo Se obseD'a Que para estas energías la convergencia de la serie de
Born es más lenta para el estado 2IS que para la dis~ersión a las mismas
energfas ~OT el estado base del helio. Un resultado similar a éste hahfa
sido observado para dispersión por estados excitados del átomo de hidró-

(10) .geno . Para evaluar la segunda amplItud de Born se utilizó una energfa
de excitación promedio W = .78a. u., \' se observó oue los cálculos de es-
ta amplitud eran grandemente insensibles a variaciones en la energia de
excitación promedio utilizada.

En la fig. 4 se dan las secciones diferenciales de dispersión
para energí~s de 300 ev y 400 ev. Se comparan en amhos casos las seccio-
nes diferenciales en 13 1<! Y i~aproximación de Born. Observamos que pa-
ra ángulos grandes la convergencia de la serie es lenta, en particular
para l~s encrgí~s ~1sbajas.
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Fig. 1. Sección diferencial de dispersión en la primera aproximación de
Born. Curvas llenas: corresponden a la dispersión elástica por el
estado 215 del helio para energías de 100 ev, 300 ev y 500 evo
Curvas discontinuas: corresponden a la dispersión elástica por el
estado base del helio para las mismas energías.
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Fig. 2. Contribuciones a la amplitud de dispersión elástica por el estado
21S del helio. La energía de los electrones incidentes es de 300
evo
Curva llena: 1ª aproximación de Born.
Curva discontinua: parte real de la 2~ amplitud de Born.
Curva - ••• : parte imaginaria de la 2a amplitud de Born.
Curva + + + +: término de intercambio gOCHo
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Fiq. 3. Contribuciones a la amplitud de dispersión elástica por el estado
215 del helio. La enerqía de los electrones iricidentes es de 400
evo Curvas como en la fiq. 2.
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Fig. 4. Sección diferencial de dispersión a 300 ev y 400 evo
Curvas llenas: secciones diferenciales de dispersión elástica en
la 2a aproximación de Born.
Curvas discontinuas: secciones diferenciales de dispersión elás-
tica en la la aproximación de Born.



531

Por último en la Tabla 1 se comparan los resultados para la
sección diferencial elástica para el estado 2IS en la segunda aproxima-
ción de Boro, con resultados experimentales de la sección diferencial
elástica para dispersión de electrones por helio en el estado base(1').
Así mismo se muestran resultados teóricos de la sección diferencial elás-
tica para electrones por helio en el estado base, obtenidos con el Método
de la serie eikonal_Born(1,2,12,13).

TABLA ¡

E e

Estado
vTeórica, EBS

(ver Refs. 1, 2 Y 12)

Base

Experimental
(ver Re£. 11)

Estado 21S

2" de Born

200

400

15

20
3n

40

50

15
20
30

40

50

0.3740
0.1750
0.0874
0.0473

0.283
0.122
0.0571
0.0296

0.5380 4.70
0.3650 1.88
0.1690 0.62
0.0885 0.29
0.0450 0.16

0.43n 2.7
0.289 1.06
0.128 0.35
0.0597 0.16
0.0306 0.086

Tabla 1. comrración de secciones diferenciales elásticas ("enunidades de
10- a2, ángulos en grados y energías en e.v.).

o

Observamosque al igual que para el hidrógeno (10). la secc ión

diferencial para el estado 21S es mayor Que la del estado base. especial-
mente para ángulos pequefíos. Sin embargo a medida Que el án?Ulo de dis-
persión es mayor, las dos secciones se aproximan debido a que la interac-
ción entre el electrón incidente y el núcleo atómico viene a ser más im-
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portante en el proceso de dispersión.
Es de esperar Que los cálculos mostrados meioren con la inclu-

sión del término de tercer orden de la serie de r.lauber fG3, el cual. na-
ra transferencias de momento Qrandes. coincide con la oarte dominante del
tercer término de la serie de Bom. es decir Ref

B3
"

Por otra narte. como es sabido la serie de Boro no presenta una
convergencia rápida nara ángulos grandes. hecho Que se acentúa para dis-
Dersión por estados excitados. donde es necesario tener energías mayores
Que las del estado base para lo£rar una convergencia similar a la de éste.
En este caso se su,!ierc uti 1izar. en el intervalo de transferencias de
momento grandes. otro método que dé resultados más aproximados Que la se-
rie de Boro. como DOr eiemplo el método de ondas narciales nara el notcn-
cial estático. Se espera. nor otra narte. Que en un futuro nróximo sc 00-

sean datos experimentalcs de este proceso.
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