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I. INTRODUCCION

El propdsito del presente trabajo es el de discutir las ideas
subyacentes a una disciplina de la fisica tedrica que en la actualidad no
se considera como un '"tema de moda" y, sin embargo, esto no es porque ha-
va llegado a un estado de desarrollo en el que los aspectos fundamentales
se hayan explicado satisfactoriamente. Todo lo contrario, parece ocurrir
aqui que el interés en ella ha disminuido porque los problemas que sobre-
viven son de cardcter fundamental y su solucidn es, quizds, muy complica-
da. La teoria cinética de la materia, y de los fluidos en particular, dis-
ciplina a que hemos hecho alusién en las frases anteriores, cumple esen-
cialmente 110 afios de edad y a pesar de ello contiene preguntas a las cua-
les no hemos sabido responder.

Es dificil hacer una presentacidn exhaustiva de esta disciplina
tanto en contenido cientifico como histérico, debido a las limitaciones
naturales de espacio y conocimientos. El contenido del articulo estari
pues fuertemente prejuiciado por los intereses del autor Y su experiencia
con la materia.

Para darle al lector un panorama claro del campo, la seccitn II
estd dedicada a una sintesis de las ideas mis relevantes que se introdu-
jeron en la teoria cinética de los gases antes de 1850. En seguida, en la
seccidn III abordaremos lo que puede llamarse la teoria cindtica moderna,
en particular las ideas fundamentales que surgieron de los trabajos de
Clausius, Maxwell y Boltzmann en la segunda mitad del siglo pasado. Espe-
cificamente se discutirdn aqui la estructura, propiedades, soluciones y
algunas aplicaciones de la famosa ecuacién de Boltzmann. La seccién IV se
destina a una discusién de las diferentes ideas que han surgido para de-
ducir, a partir de primeros principios, la arriba citada ecuacién de
Boltzmann y cémo se han intentado utilizar en diferentes contextos para
generalizar dicha ecuacién al caso de gases densos y de liquidos. Los re-
sultados logrados, asi como las deficiencias de estos métodos, se exhiben
como una clara indicacién de las dificultades que presenta la solucidn
del problema. Finalmente, en la seccién V resumiremos 1os problemas afin
no resueltos y daremos una perspectiva sobre el desarrollo futuro de esta

materia.
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II, BREVE HISTORIA DE LA TEORIA CINETICA (1730-1850)

Si entendemos a la teoria cinética de la materia como el mé&todo
propuesto para interpretar las propiedades observables o macroscdpicas de
un sistema formado por N(Nv1023) dtomos o moléculas en términos de los
pardmetros que los caracterizan (tamafio, carga, masa, etc) y de las leyes
dindmicas que gobiernan su comportamiento, podemos afirmar que la primera
persona a quien puede bautizarse como el padre de la teoria cinética de
los gases es al famoso cientifico suizo Daniel Bernoulli. En 1738
Bernoulli{1a) propuso por primera vez un modelo mecdnico para describir
las propiedades de un gas, a saber, el modelo de las esferas duras o bo-
las de billar. Como es bien conocido para todos los estudiantes de fisica
elemental, con este modelo se puede expresar la presidn ejercida por el
gas multiplicada por el volumen del recipiente que lo contiene ccm?1g§s

Este trabajo de Bernoulli no tuvo absolutamente ninglin éxito; fue un tra-

tercios de la energia (cinética) promedio de las moléculas del gas

bajo extemporidneo. Las dos ideas de mayor valor que propuso este fisico
fueron el principio de la conservacién de la enmergia mecédnica, en aquel
entonces llamada "fuerza viva'" (vis viva) y el concebir al calor como un
movimiento atémico, pero la propuesta se hizo en la &poca en la que la
teoria del caldrico de Laplace estaba en su momento cumbre. La gran mayo-
ria de los cientificos de aquella época aceptaban la idea de que el calor
era un fluido y por lo tanto que su concepcién como un efecto de origen
mecanico era inaceptable y, de hecho, aberrante(za). Algunos fisicos como
Lomonosov en la Unidn Soviética y De Luc y Le Sage en Suiza siguieron men-
cionando los trabajos de Bernoulli pero, a pesar de ello, no fue sino
hasta 1821 cuando John Herapath(Zb) en Inglaterra redescubre, de manera
totalmente independiente, las ideas de Bernoulli. Desgraciadamente
Herapath tampoco tuvo mucho éxito; al presentar su trabajo en una sesi6n
de la Real Sociedad de Londres, el presidente de dicha sesidn lo juzgd
como audaz e inoportuno y s6lo permitié que se publicara un resumen de €l
en las Memorias de la Sociedad. A pesar de que el propio Herapath tenia
relaciones con la industria editorial inglesa y le di6é toda clase de pu-
blicidad en revistas de consumo popular, cientificamente el trabajo no
tuvo ningGn impacto. En el afio de 1847 otro fisico inglés, John
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Waterston(zc), ignorante de sus antecesores, redescubre las ideas de
Bernoulli y Herapath e inclusive enuncia con claridad por vez primera el
principio de equiparticién de 1la energia: aquellas variables dindmicas
que contribuyen cuadrdticamente a la energia de una particula, contribu-
yen por un medio de una constante por la temperatura (% const x T) a la
energia promedio del sistema. Pero de nuevo el trabajo de Waterston no
tiene ninglin impacto y de hecho permanecié en el olvido hasta el afio de
1892 en que fue dado a conocer por Lord Rayleigh.

El primer trabajo sobre teoria cinética que tuvo cierta tras-
cendencia en el medio cientifico de esa época fue el de A.K. Kronig, y no
fue porque Kronig haya tenido mejores ideas que sus antecesores sino que
lo presentd en un momento mds adecuado. Para 1850, afio en que Kronig pu-
blicé sus resultados, la teoria mecdnica del calor desde el punto de vis-
ta fenomenol6gico habia sido ya formulada por Rumford, Mayer y Clausius(s).
La idea del fluido calérico habia sido desechada y las ideas de Kronig,
que eran esencialmente las mismas que las de Bernoulli y Herapath, ejer-
cen un fuerte impacto en el medio. Kronig era un quimico de mucho presti-
gio en Alemania y, a través de su asociacién con su labor editorial, pudo
publicarlas en una revista de alto renombre, el Fortschritte der Physik.
De este hecho un tanto circunstancial(a) surge lo que podemos llamar aho-
ra la teoria cinética moderna, que presentaremos en la siguiente seccién.

III. LA TEORIA CINETICA MODERNA (1857-1940)

Las ideas bdsicas que permitieron a Boltzmann cimentar la teo-
ria cinética de los gases se gestaron en el periodo comprendido entre los
anos de 1851 y 1870. El primer trabajo significativo de esta segunda era
fue el de R. Clausius, quien en 1857, en un articulo intitulado 'la natu-
raleza del movimiento 1lamado calor”(s), deduce de manera rigurosa la re-
lacién entre la energia cinética media de un gas formado por esferas du-
ras y la temperatura termodindmica. Esta relacidn contiene de hecho la
interpretacién cinética de la temperatura. En este trabajo Clausius supo-

ne que las particulas se comportan como libres, excepto por los instantes
de tiempo en que chocan entre si y con las paredes del sistema. De hecho,
implicita en el trabajo estd la hipStesis de que una molécula puede reco-
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rrer una trayectoria ilimitada sin sufrir colisiones con otras moléculas.
Este modelo fue severamente objetado por el metereflogo holandés Buys-
Ballot, quien argumentaba en su contra mediante el hecho real de que al
destapar un frasco conteniendo un gas oloroso en un sitio determinado, el
olor no se percibe instantdneamente en otro sitio alejado a una cierta
distancia del primero. En efecto, afirmaba que la "difusidn'' del gas no
es un efecto instantdneo. Clausius acept6 la critica y modificd su modelo
anterior introduciendo el concepto de trayectoria libre media, esto es,
la distancia promedio que una molécula puede viajar libremente entre dos

colisiones sucesivas. En base a esto, en 1858 pub11c6(6)

un trabajo inti-
tulado ''Sobre las trayectorias libres medias recorridas por las moléculas
individuales de cuerpos gaseosos' en el que dio una deduccidén elemental
de las propiedades de transporte de un gas (viscosidad, conductividad tér-
mica, etc.) expresdndolas en términos de este pualrametro[761 G

Los trabajos de Clausius estaban basados en una distribucidn de
velocidades uniforme para las moléculas del gas. Maxwell, que por simple
curiosidad habia sido un lector regular de Clausius, y al que se refiere
como el fundador de la teoria cinética de los gases, se propone COmo un
mero ejercicio examinar el mismo problema substituyendo dicha hipdtesis
por una distribucién probabilistica de velocidades. En un trabajo intitu-
lado "Tlustraciones de la teoria dinimica de los gases' publicado en
1867(8) deduce su bien conocida distribucién £() &V,

2
£(V) dv = oonst. x e *V av . M

donde o es una constante independiente de V. Con este resultado Maxwell
logrd explicar algunas discrepancias que habia entre los valores tebricos
para y = y los resultados experimentales. Es pertinente sefialar que en
la deducc1gn de la Ec. (1) aparece por vez primera una hipftesis de natu-
raleza ajena a la dindmica molecular, a saber, la isotropia del espacio
de velocidades. Inspirado por este primer éxito, Maxwell examina poste-
riormente los cdlculos de Clausius para los coeficientes de transporte y
utiliza por vez primera el concepto de una funcidn de distribucidén depen-
diente del tiempo para elaborar una teoria matemdtica formal para los fe-

(9)

némenos de transporte- /. Si denotamos por 0 el valor medio de una propie-

dad dindmica transportada por una molécula del gas, promedio que no estd
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claramente definido por Maxwell, €1 muestra que la suma de la variacién
de Q debido al arrastre de las moléculas y la variacién debida a colisio-
nes es igual a cero. Si llamamos AQ a la segunda, obtiene que

-

3 >} F
+ = [n v QJ “Een

® = % [na : (2)

Q |
213

donde n es el nfmero de particulas en el punto r al tiempo t, v la velo-
cidad de una molécula, m su masa y F la fuerza externa.

La Ec. (2), conocida como la ecuaci6n de transporte de Maxwell,
nunca pudo ser resuelta por €l. Sin embargo encontr que las integrales
asociadas a los coeficientes de transporte podian calcularse sin conocer
explicitamente la funcién de distribucién para el caso muy particular en
que el potencial intermolecular dependiera del inverso de la quinta po-
tencia de la distancia entre las moléculas. Este modelo, ahora conocido
como el ''gas de Maxwell", no tiene ningfin cardcter real excepto el haber
permitido el cdlculo de propiedades de transporte a partir de la Ec. (2] -

En 1870, Clausius(]o) aporta una nueva contribucién al desarro-
1llo de la teoria cinética al enunciar su famoso teorema del virial* que
permite relacionar cantidades termodinimicas de un gas como la presién y
la temperatura con las fuerzas intermoleculares. De esta manera se obtie-
ne un método para interpretar datos pVT con parimetros moleculares.

Para esa €poca la termodinimica cldsica estaba madura y tenia
una fuerte aceptaci6n entre los fisicos y quimicos de entonces. Clausius
habia introducido el concepto de entropia en 1859 y el cdlculo de funcio-
nes termodindmicas a partir del experimento era ya casi un ejercicio de
rutina. Por otra parte, la teoria cinética de la materia podia interpre-
tar algunas propiedades mecdnicas y térmicas de gases en base a modelos
moleculares burdos. Es en este estado de eventos cuando surge la figura
de Ludwig Boltzmann quien se plantea dos preguntas fundamentales:

i) ¢(Es posible formular una teoria cinética que permita explicar los fe-
némenos térmicos y mecdnicos de los gases en témminos del concepto de una
funcién de distribucién?

ii) ¢Hay una relacidn bien definida entre la temmodinimica (fenomenologia)

y la teoria cinética (microscopia)?

* virial proviene de la raiz latina vis - fuerza.
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La respuesta de Boltzmann a estas preguntas constituye, afin
después de ciento diez afios, la mis completa que se ha dado y que, hasta
la fecha, no hemos podido substancialmente mejorar. En 1872 publica su
trabajo "Estudios posteriores sobre el equilibrio témmico de moléculas
gaseosas“(1ja} en el cual ademids de mostrar su familiarizaci6n con las
ideas de Clausius y Maxwell, expone su inquietud por poder conciliar los
aspectos macro y microscopicos de la teoria mecidnica del calor. Y esta
conciliacién la quiere establecer a través del concepto de la funcién de
distribucién de las moléculas que componen a un gas. Para ello define con
toda claridad la idea del espacio fase molecular (espacio ) y de funcién
de distribucidn f(?,?,t):

f(?,@;t)d?dﬁ = nimero de particulas que al tiempo t estan
contenidas en un elemento de volumen d¥ &t *.

(3)

En seguida da otro paso gigantesco al reconocer que la inter-
pretacién de las leyes fenomenoldgicas a partir de las dindmicas requiere
forzosamente de substituir el conocimiento detallado de las segundas por
una hipdtesis ajena a la dindmica, v.gr., por una hip6tesis probabilisti-
ca. Finalmente reconoce que si el estado del gas que se quiere describir
es uno fuera de equilibrio, la funcibn de distribucién no puede ser la
distribucién de Maxwell, esto es, la Ec. (1).

En base a estas ideas se propone, primero, dar una fundamenta-
cién a la segunda ley de la termodindmica para sistemas cerrados y segun-
do, encontrar la ecuaci6én que describe la evolucién temporal de la fun-
cién de distribucién definida en la Ec. (3). Para lograr lo primero defi-
ne la funcién H de manera que si x representa la energia cinética de una

molécula,

B = I 0x,6) [1og £E8 — 1 fax @

y con el resultado del segundo punto se propone demostrar que, en prome-
dio,

> > -+
* En el trabajo original de Boltzmann drdv =dx y ]x| la identifica con
la energia.



128

aH
— %0
v (5)

La Ec. (5), conocida como el "teorema H' de Boltzmann, fue moti-
vo de grandes controversias entre el autor y la escuela de Berlin de 1la
que destacados exponentes como Zermelo y Loschmidt objetaban su interpre-
. No discutiremos estos puntos, interesantes y relevantes, por
Ser un tanto técnicos y referimos al lector interesado a la enorme lite-

ratura que existe al respecto(123'c)

. Conviene subrayar que si H se iden-
tifica como el negativo de la entropia del sistema, la Ec. (5) puede en-
tenderse como una generalizacién de la segunda ley de la termodindmi-
Ca('IS,]S)_

De lo anterior es inmediato que para evaluar g%-es necesario
conocer la ecuacién de evolucién de f(x,t). Boltzmann resolvié este pro-
blema de manera completamente intuitiva. El nimero total de puntos repre-
sentativos de las moléculas que constituyen el gas no pueden crearse ni
aniquilarse y por lo tanto la variacién total de f en el tiempo, igual a
la suma de las variaciones por arrastre de/y por colisiones entre las
moléculas, debe ser igual a cero. Mis afin, para evaluar el cambio en f
por colisiones substituye la dinimica molecular por una hip6tesis proba-
bilistica, consecuente con su conceptualizacién del problema. Dicha hipd-
tesis conocida como la hipdtesis sobre el nimero de colisiones
(stosszahlansatz) establece que dos moléculas cualesquiera del gas al su-
frir una colisi6n lo hacen de manera tal que la presencia de una en un
punto dado del espacio no afecta la presencia simultdnea de la segunda, y
que las velocidades de las respectivas moléculas no se ven afectadas por
esta concurrencia simultdnea. En el lenguaje moderno de la teoria de las
probabilidades, la segunda parte de la hiptesis supone que las velocida-
des son estocdsticamente independientes. Esto le permite a Boltzmann es-

cribir su famosa ecuacién

It Vg -
or av

-
R4y AL E 2 s, (6)

donde m, v Y F tienen el mismo significado que en (2) y J es un operador
no lineal, integral e independiente del tiempo cuya forma explicita no
interesa aqui. Para la estructura de J y la deduccién de (6) referimos al
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lector a la literatura(]qa'd).

La Ec. (6),que es una ecuacidn integro-diferencial no lineal en
F,se conoce como la ecuaci6n de Boltzmann de la teoria cinética de los
gases. Veamos ahora cudles son sus implicaciones mds importantes. La pri-
mera de ellas es la demostracidn de la desigualdad dada por la Ec. (5), o
sea el teorema H. Este teorema afirma que si la solucién a la Ec. (6)
existe y la integral en la Ec. (4) converge, entonces para todas las coli-
siones binarias que lleven a dos moléculas con velocidades 1n1c1a1es v y
V1 respectivamente, a un estado con velocidades finales v y v1 y recipro-
camente, esto es, que exista la colisifn restitutiva, entonces se satis-

face la Ec. (5). Mis afin, la igualdad es satisfecha si y sblo si
£3,0.0 £@,9,0 = £EV,0 £EV,0 (7)

de donde es posible demostrar(15) que en equilibrio termodindmico

2
3/2 mv
fled) oy = n(ﬁlﬁ] e-s[——-z + ¢(r)] ) (8)
= 3 1 ;
con F(r) = " ¢o(r) y B = T siendo k la constante de Boltzmann. En
r

ausencia de campos externos, ¢(r) =0, la Ec. (8) es precisamente la dis-
tribucién de Maxwell [c.f., Ec. (1)].

Es importante subrayar la enorme importancia del teorema H. lLa

(6) es una ecuacién de valores iniciales para £, esto es, si

£(¥,v,t=0) es conocida y se especifican las condiciones a la frontera
[por ejemplo que £(r,to,t) = 0], en principio uno deberia ser capaz de
predecir la forma de f para cualquier instante de tiempo posterior t. Ade-
mis, para tiempos largos las soluciones de (6) deberian de satisfacer la
condicidn de que

Lim £E, 7,6 = £°9® 9

£t

si la idea de obtener las propiedades de equilibrio del sistema a partir
de la dindmica de la funcién de distribucién es correcta. Boltzmann se
dio cuenta que este programa era irrealizable y partiendo de la hipStesis
de que una solucién a la Ec. (6) existe, mostrd bajo qué condiciones se
reduce a la funcién de distribucién de velocidades de Maxwell. Hasta la
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fecha s6lo en el caso de un sistema homogéneo de esferas durasflﬁ}, 148y
f= f(%,t), se ha podido llevar a cabo rigurosamente el programa arriba
indicado conducente a la Ec. (9). Actualmente otros autores(”’mJ se han
dedicado a revivir esta cuestién pero el éxito se ha limitado a casos muy
especiales, no realistas, de la ecuaci6n de Boltzmann.

Cuando la Ec. (8) se substituye en la Ec. (4) se recupera, con
signo contrario, la entropia para un gas ideal monoatdmico de acuerdo con
las predicciones de la termodindmica clisica.

La segunda consecuencia importante de la ecuacién de Boltzmann
es que genera de una manera directa la ecuacién de transporte de Maxwell,
la Ec. (2). En efecto, si ahora Q se identifica como un promedio tomado
sobre f, esto es,

= _ 1 > > *
= r r 0
e f f(r,v,t) Q(v) av (10)
se multiplica la Ec. (6) por V) y se integra sobre las velocidades de

manera que

o = JJ(ff) oW & |, an

se recupera, después de algunos pasos algebrdicos elementales(ls), la Ec.
s 7 > ~ > .
(2). Si en particular Q(v) es la masa m, el Impetu mv o 1la energia
1/2mv2, cantidades que se conservan en una colisidén (invariantes colisio-
nales), entonces, AQ=0 y la Ec. (2) conduce de inmediato a las ecuacio-
nes de continuidad, conservacién del fmpetu y de la energia respectivamen-
te, con expresiones explicitas para los flujos de impetu y de energia
(tensor de esfuerzos y flujo de calor, respectivamente) en términos de la

.

funcién f. Explicitamente el tensor de esfuerzos T estd dado por

g = m[é’éfd"c* (12)

y el flujo de calor & por
1 [
-
g = fchz_éfdc ’ (13)

donde ¢ = V-U(F,t) es la velocidad caftica o térmica y U = V. Notese que
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g =o.

Aunque transcurrieron muchos afios entre los descubrimientos de
Boltzmann y su aceptacién(19}, que fue posterior a su suicidio en 1906,
los Gltimos afios de su vida los dedicd Boltzmann a convencer, fundamen-
talmente, a la escuela alemana de energeticistas encabezada por Mach y
Ostwald y a otros que se oponian a teorias microscopicas de la materia,
de la validez de sus resultados. Sin embargo la solucién de la ecuacién

(20) se intere-

de Boltzmann tuvo que esperar hasta 1912 cuando D. Hilbert
sb en esta ecuacién como un caso tipico de ecuaciones integrales, tema al
que habia dedicado muchos afios de su vida y propuso un método general pa-
ra resolverla. Este método fue adaptado particularmente a la Ec. (6) por
D. Enskog(21) en 1917 de manera de poder evaluar las integrales que apa-
recen en las Ecs. (12) y (13). La esencia del método fue descubierta si-
multineamente por S. Chapman(zz} que veia la forma de resolver sistemdti-
camente la ecuacién de transporte de Maxwell, e.g., la Ec. (2). Este mé-
todo se conoce ahora, injustamente, como el método de Chapman y Enskog
(el nombre de Hilbert deberia incluirse) y con &€l es posible deducir de
las ecuaciones de conservacidn, las ecuaciones de la hidrodindmica clisi-
Ca(ZS% y de las Ecs. (12) y (13) las llamadas ecuaciones constitutivas,
como la ecuacidn de Fourier para la conduccién del calor.

El método de Chapman y Enskog consiste de dos hipdtesis, una
que permite hacer un desarrollo de la funcién de distribucifn en serie de
potencias de un pardmetro de uniformidad p que es una medida de la varia-
cién de los gradientes unitarios de las variables macroscopicas locales
como T(T,t) y U(r,t) sobre una trayectoria libre media y otra que intro-
duce la dependencia de f con el tiempo sélo a través de las variables
conservadas n(?,t}, (T, t) y e(r,t), las densidades locales de particulas,
velocidad y energia, respectivamente. El desarrollo se hace alrededor de
una funcién de distribucién de velocidades que tiene la misma forma que
la Ec. (8) excepto que n,ﬁer dependen de T y t. Esta funcién de distri-
bucién "local" de velocidades define lo que se conoce como el estado de
equilibrio local del fluido. Entonces,

£(£,v|n,0,7) = £ _(¥|n,q,T) {1 + M @V n, 4 + }> . (14)

Cuando la Ec. (14) se substituye en la Ec. (6) y se igualan los
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(24)

las ecuaciones de Euler para un fluido ideal con un tensor de los esfuer-

diferentes términos de igual orden en se obtienen, a orden cero,

zos que sblo tiene componentes diagonales correspondiendo a una presién
hidrostidtica p=nkT, esto es, un gas que localmente satisface la misma
ecuacién de estado que un gas ideal. Ademis, §==0, lo cual implica que la
entropia se conserva localmente. A primer orden en u se obtienen las ecua-
ciones de Navier-Stokes de la hidrodinémica(ZB) correspondientes a las

bien conocidas relaciones constitutivas lineales,

q =-Kgrad T (15)
¥
T = p1-2n {]g+l/3div u1 i (16)
du,  Jus i ’
donde D, , = 1/2 ( —1 + ——1} es el tensor de deformacidn, 41 un tensor uni-
1] ij X3 i

tario y K y n la conductividad térmica y viscosidad cortante, respectiva-
mente. Estos coeficientes de transporte dependen solamente de la tempera-
tura y sus valores muméricos dependen de la naturaleza de las fuerzas in-
termoleculares.

A segundo orden en M se obtiene un conjunto de ecuaciones hi-
drodindmicas deducidas por primera vez por Burnett(zs) en 1935 y cuyo
significado es un tanto controvertido. Volveremos a este punto mis ade-
lante. A 6rdenes superiores se obtienen ecuaciones llamadas de super
Burnett, super super Burmmett, etc. cuyo significado y aplicabilidad son
en gran parte desconocidos. El resultado mds sorprendente del método de
Chapman y Enskog radica en las predicciones tedricas para los coeficien-
tes de transporte en el régimen de Navier-Stokes pues estas concuerdan
notablemente con los datos experimentales en gases simples (Ar, Kr, N,
CO,, etc.) en un intervalo amplio de presidn y densidad (p<1 atm,

(30}. Sin em-

p~ 100 amagats) conocido como el régimen para gases diluidos
bargo, desde el punto de vista matemdtico,la Ec. (14) no es muy satisfac-
toria y ha estado sujeta a muchas criticas durante los Gltimos quince
afios. No entraremos en mds detalles sobre este punto y sdlo indicaremos
que otros autores(26’27’28) han propuesto métodos diferentes para resol-

ver la ecuacién de Boltzmann pero ninguno ha llegado a mostrar su supe-
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rioridad sobre el de Chapman y Enskog(zg‘SDJ. El éxito de este (iltimo en
la solucién de la ecuacién de Boltzmann fue tan grande que desde su ges-
tacién hasta casi nuestros dias ha constituido la herramienta tebrica mas
poderosa para el cdlculo de coeficientes de transporte(so) de gases di-
luidos.

Por otra parte, la ecuacién de Boltzmann ha sido aplicada con
igual éxito a sis;emas tan diversos como sél%ggi (transporte desg%ectro—

nes y fonones)(S] , mezclas multicomponentes , superfluidos
mas(ss), reacciones quimicas(34); y por otra parte, ha servido para dar

, plas-

una fundamentacién cinética a la termodindmica de procesos irreversi-
bles(35’56).

Puede uno concluir de esta discusién que tanto desde el punto
de vista fundamental como desde el punto de vista préctico, la ecuacién
de Boltzmann constituye el modelo mis completo de que disponemos para in-
terpretar microscSpicamente tanto la fenomenologia de la termodindmica en
equilibrio como la de sistemas fuera de equilibrio en la aproximaci6én li-
neal.

IV. DEDUCCION Y GENERALIZACION DE LA ECUACION DE BOLTZMANN

El hecho de que la ecuacién de Boltzmann constituye un modelo
adecuado s6lo para el caso de gases diluidos fue reconocido desde fines

del siglo pasado. En efecto, en 1899 G. Jﬁger(37)

en Viena indicdé que pa-
ra un gas denso la viscosidad deberia tener un desarrollo en la densidad,
muy parecido al que van der Waals habia propuesto para la presién de un
fluido. También hizo notar que la trayectoria libre media, que en el caso
de un gas diluido es inversamente proporcional a n, deberia corregirse.

Jiger propuso para la viscosidad la ecuacidn
f A
n = notl+4bgl " (17)
donde n, €S la viscosidad del gas diluido, A= 1 + %% b = 2mNo>, siendo
5 el didmetro de una esfera dura y N el nimero de particulas. Sin embargo
sus métodos de cdlculo no fueron muy convincentes y hubo que esperar para

(38)

un método mejor hasta 1922, afio en que D. Enskog propuso la ecuacién

cinética para gases densos que ahora lleva su nombre. La idea central de
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Enskog es que para un gas formado por esferas duras a densidades modera-
das uno debe tomar en cuenta el volumen excluido, esto es, la regién del
espacio en la que una tercera molécula no puede estar alrededor de dos

esferas en contacto (ver Fig. 1).

Fig. 1. Volumen excluido para dos esferas duras de diimetro o.

Este volumen excluido lo incluye Enskog en el término de coli-
siones de la Ec. (6) y obtiene un operador diferente de J que ademids de
ser no lineal es no local, esto es, las posiciones de las esferas no son
las mismas en el momento de unma colisién. A este efecto se le conoce como
"transferencia colisional'.

El éxito de la ecuacidén de Enskog estriba en el hecho de que se
pueden calcular coeficientes de transporte para gases simples densos que
concuerdan satisfactoriamente con el experimento(sga-c). No obstante,
conceptualmente la ecuacidn tiene dificultades serias. En efecto, para la
ecuacidn original de Enskog no se ha podido probar un teorema H y por
consiguiente no puede afirmarse que sea compatible con la termodindmica
clasica. La ecuacidén fue generalizada por Thorne(40) para mezclas multi-
componentes pero los resultados son incompatibles con la termodindmica
lineal irreversible(41). En efecto, el coeficiente de difusién de una

(42)

mezcla binaria queda indeterminado . Aunque se han propuesto modifica-
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ciones a la teoria que son compatibles con la termodinémica irreversi-

ble(43), los resultados todavia no predicen una forma univoca para calcu-

(44) | para wna ecuacién tipo Enskog se han

(45,46)

lar coeficientes de transporte
podido demostrar recientemente teoremas H , pero subsiste el pro-
blema de utilizar estas ecuaciones para tener un esquema tan completo co-
mo el de Boltzmann[46’47).

Después del intento de Enskog'por generalizar la ecuacibn de
Boltzmann, surgié la pregunta fundamental acerca del origen de esta flti-
ma ecuacién dentro del contexto de la mecénica estadistica ya plenamente
desarrollada por Gibbs y por Einstein a principios de siglo. Concretamen-
te, la pregunta que se planted fue: la ecuacién de Boltzmann es una exce-
lente primera aproximacidn, pero len qué contexto? La respuesta hubo de
buscarse en la ecuacion fundamental de la mecdnica estadistica, la ecua-
cidn de Liouville(7b’48), que describe la evolucidén temporal de la dis-
tribucién de probabilidad de un sistema de N particulas en un espacio fa-
se (espacio I') de 2Nf dimensiones, donde f es el nitmero de grados de li-
bertad por molécula. A partir de esta ecuacibn es posible deducir una je-
rarquia de ecuaciones acopladas para las 1lamadas funciones de distribu-
cidén reducidas y de las cuales f1(§,3,t) es la de wna particula. Para un
sistema infinito, N, V7%, %-= n = const., esta jerarquia se conoce como
B(ogoliubov) B(orn) G(reen) K(irkwood) Y(von)(]3’49)

apareciendo en un orden inverso al que corresponde por el afio de su de-

, con las iniciales

duccidn; Yvon las obtuvo en 1935, Kirkwood en 1946, Born y H.S. Green en
1947 y Bogoliubov en 1949. La primera tiene la forma

of of 1 > > >
1 + ﬁ . ‘T’l = = d-ltz 652 612 fz(rl,rz,pl,—ﬁz:t) (i (18)
ot m 9r) v

donde v =n"' y ©,, es un operador que contiene al potencial intermolecu-
lar. Desde luego f, estd acoplada con f3 y asi sucesivamente. La pregunta
es pues, como poder cortar la jerarquia en alglm punto y expresar las co-
rrespondientes funciones de distribucidn en términos de otras, en parti-
cular de f,. Si f, fuese una funcional conocida de f; entonces la Ec. (18)
tomaria un aspecto muy similar al de la ecuacidn de Boltzmann, y varios
esfuerzos se han hecho para intentar deducir la Ec. (6) a partir de la
Ec. (18). Kirkwood®®) 1o hizo mediante wna hipdtesis de suavizacién en
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el tiempo. Posteriormente Grad(5]’26) mostrd que para un gas de N esferas
duras de didmetro o la deduccién es posible si N+, g+0 y No? = const.
El método mas general y sistemdtico que se ha propuesto en esta direccitn

se debe a Bogoliubov(49’52)

que basa su razonamiento en el hecho de que
en un gas denso se pueden identificar tres escalas de tiempo bien defini-
das entre si: una etapa inicial que corresponde al tiempo de duracién de
una colisién, determinado por el Eiempo que una particula reside en el
campo de accidn de una segunda particula. Si r_ es el alcance del poten-
cial que se supone finito y pequefio, y v la velocidad promedio de una mo-
lécula, T_ = ré?'l =107'? seg. La segunda etapa,llamada '"cinética", estd
determinada por el tiempo libre medio T, Y Obviamente, T _= w12 1078 seq.
La tercera etapa, llamada "hidrodinidmica", estd determinada por el tiempo
que le toma a una particula cruzar el recipiente que la contiene, luego
si v_ es la velocidad del sonido, T, = vé* L=10" seg paraL = 1 cm.

h
Asi pues,

T, 0 T 5 5

El argumento de Bogoliubov es que de acuerdo a la Ec. (18), f,
no es una funcién que estad directamente afectada por las fuerzas intermo-
leculares y por consiguiente, después de miltiples choques entre las mo-
léculas, su variaci6n en el tiempo va a ser mis lenta comparada con la
variacion de fj(j =2). Podemos suponer entonces que en la etapa cinética
la dependencia en t de las funciones de distribucién de orden superior al
primero van a depender de t s6lo a través de f,, esto es,

fj(...

0 + fj{'f],...,ajlfl(?,ﬁ,t)}, i=2 (19)
T>T
m

que es la llamada hipbtesis funcional de Bogoliubov. Con esta hipétesis

es posible resolver la jerarquia BBGKY (52,53)

y obtener para f, en par-
ticular un desarrollo en series de potencias de la densidad n de manera
que el primer término de la serie es precisamente J(ff) en la Ec. (6). De
un examen de la dindmica involucrada en el proceso de solucién se puede

ver que la Ec. (6) se convierte en otra de la forma(ss):
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of)
ot

3| o+

of,
. 4 J(E£) + KIEEE) + e (20)

que se conoce como la ecuacién de Boltzmann generalizada. K es un opera-
dor que contiene ahora la dindmica de tres particulas, y asi sucesivamen-
te.

La pregunta que se plantea ahora corresponde a la factibilidad
de que la Ec. (20) satisfaga un conjunto de condiciones como la Ec. (6),
de donde uno pueda extraer la termodindimica cldsica y el equilibrio por
wna parte y la termodinamica irreversible por otra.

Veamos primero la dindmica involucrada en los nuevos términos
que aparecen en el miembro derecho de la Ec. (20). El término K(f,£;£f,)
contiene las colisiones triples, pero ademds, de manera natural, aparecen
eventos entre tres particulas en forma de colisiones binarias sucesivas.
En la Fig. 2 mostramos algunos de ellos.

Estos eventos dindmicos se toman en cuenta en ausencia de las
particulas restantes del sistema y por lo tanto al integrar todas las va-
riables en el espacio fase se espera den resultados finitos. Pero éste no
es el caso, los diagramas del tipo (b)-(d) divergen en dos dimensiones y
los correspondientes diagramas para cuatro particulas divergen en tres
dimensione§(54). Puede mostrarse que esto es debido a que el volumen de
que dispone una cierta particula para chocar sucesivamente con otras dos
no esta acotado(14b’54). Estos resultados descubiertos en 1965 produjeron
wna gran controversia y arrojaron ciertas dudas sobre el método de la hi-
potesis funcional(ssa_c).

Haciendo a un lado los cilculos explicitos de los eventos dina-
micos sefialados en el parrafo anterior uno puede proceder a obtener las
ecuaciones hidrodindmicas del sistema(SO) sin introducir el desarrollo en
series en la densidad. Esto permite, mediante la aplicacién del método de
Chapman y Enskog, obtener las relaciones constitutivas de la hidrodinami-
ca en términos de las funcionales de f;,a saber defp( |£1). E1 desarro-
1lo en la densidad conduce entonces a desarrollos en el virial de dichos
coeficientes, de manera que se obtienen polinomios en n para la conducti-
vidad térmica K, la viscosidad volumétrica ¢ y la viscosidad cortante n.
Por ejemplo,
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(c)

t=0

n e

w ]

-

(d) (e)

COLISION

VIRTUAL
\J

I . . \

| 2 3 2 3
Fig. 2 El diagrama (a) corresponde al de colisiones triples genuinas.los diagramas (b),(c) y (d)

son diferentes tipos de colisiones binarias sucesivas. El diagrama (e) es el diagrama que
corresponde al volumen excluido introducido por Enskog 40 anfos antes.
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mom N T R e, 2N

donde N, €s el término de Boltzmann y n; es s6lo funcién de T(i=1,...).
Las divergencias sefialadas en el parrafo anterior tienen como

consecuencia que en tres dimensiones n, = «, esto es, la serie en la

Ec. (21) no existe mis alla del término de colisiones triples. Esta difi-

cultad proviene claramente de considerar a los eventos dindmicos de

3,4,...etc. particulas, como eventos libres que ocurren en la ausencia de

las particulas restantes del gas. En 1964 M.S. Green(57)

propuso que

esto se corrigiera introduciendo un parfimetro de corte suponiendo que la
trayectoria libre media dependeria de la densidad al considerar a dichas
colisiones en presencia del resto del gas. Tomando asi los diagramas mas

divergentes (llamado de anillo) y sumdndolos a la manera en que se lleva

a cabo la renormalizacidn en otros problemas de muchos cuerpos(58’54), se
llegd al resultado de que(SSa—b,S9a—c):
n = ng+nn +nap’lnn + ..., (22)

con el término logaritmico indicando que los coeficientes de transporte
no son funciones analiticas de la densidad.

La Ec. (22) ha sido motivo de wna serie de polémicas que hasta
la fecha no han podido conciliarse satisfactoriamente. Desde el punto de

vista tedrico muchos autores(ﬁo)

intentaron esclarecer el origen del
término logaritmico usando un método similar al utilizado por Mayer(61)
para evaluar la funci6n de particidn de un gas real en equilibrio. Este
método iniciado por Green en 1956(62) y desarrollado por Cohen(és) fue
aplicado al cédlculo de coeficientes de transporte por Dorfman gg_gl.(64)
para un gas moderadamente denso. Los resultados concuerdan con la Ec. (22)
y por lo tanto nos hacen pensar que la Ec. (20) no tiene sentido mas alla
del término de colisiones triples y que a densidades moderadas la ecua-
cidn cinética que gobierna la evolucién de f(f,?,t) debe tener una es-
tructura diferente. No es posible entrar aqui en mayores detalles por la
falta de espacio pero baste decir que este problema no estd resuelto.

Desde el punto de vista experimental el coeficiente logaritmico
de né nunca ha podido detectarse en mediciones muy precisas que se han
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llevado a cabo en gases simples como Ne, 0, y otros (6%2-¢)

. De hecho, un
andlisis estadistico de esos datos muestra que es imposible diferenciar
entre las Ecs. (21) y (22) con respecto a un ajuste de los datos experi-

(66)

han sido calculados extensivamente por Sengers(67)paradjferentesnndelos,

mentales . Por otra parte, los primeros coeficientes de estas series
pero los resultados tampoco son decisivos frente a la cuestidn planteada.
Es preciso hacer notar que en todos los modelos tedricos que se han plan-
teado para estudiar la naturaleza de la Ec. (20) sdlo se han considerado
potenciales repulsivos. El efecto de wna parte atractiva es todavia des-
conocido.

Por otra parte, tampoco ha sido posible probar teoremas H ni pa-
ra la Ec. (20) ni para una ecuacidn truncada en el términoK(fff). S6lo en
el caso particular enque K(fff) se lineariza de manera que al remover la
contribucién de los diagramas de colisiones triples genuinas (diagrama (a),

(68a)

Fig. 2) es posible demostrarlo . Esa misma Ec. (20) truncada puede

extenderse al caso de mezclas multicomponentes y probar que es compatible

(68b). As1 pues

con los postulados de la termodindmica irreversible lineal
la generalizacidn de la ecuacidén de Boltzmann a gases densos y su deduc-
cibn a partir de primeros principios subsiste como una cuestién inconclu-
sa. Las dos preguntas planteadas al principio de esta seccién, a saber,

el origen de la ecuacidén de Boltzmann y la naturaleza de la aproximacidn

implicita en ella, subsisten como un reto a la fisica tedrica contempori-

nea.
V. RESUMEN, PROBLEMAS ABIERTOS Y PERSPECTIVAS

Si resumimos el contenido de las secciones II y III vemos que
la ecuacidn de Boltzmann, que es un modelo para describir la dinamica de
un gas diluido en términos de la funcidén de distribucién de una sola par-
ticula, es la (mica ecuacidn cinética de que disponemos que sea compati-
ble con los resultados de la termodindmica de equilibrio y la irreversi-
ble lineal. La ecuacidén de Enskog, que es uma correccidn intuitiva de la
anterior, da resultados excelentes para los coeficientes de transporte de
gases simples densos lejos del punto critico pero contrario a la ecuacidn
de Boltzmann, en su forma original no conduce a un teorema H y aunque ge-
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nera las ecuaciones hidrodinfmicas no se sabe cOomo extraer de ella todas
las ecuaciones fundamentales de la termodindmica irreversible lineal. Por -
iltimo, la ecuacidn de Boltzmann generalizada s6lo es parcialmente compa-
tible con la fenomenologia de equilibrio y fuera de equilibrio si se cir-
cmscribe a tratar colisiones triples. Los métodos perturbativos utiliza-
dos para renormalizar el miembro derecho de la Ec. (20) conducen a ecua-
ciones para los coeficientes de transporte que no son funciones analiti-
cas de la densidad y cuya confrontacidn con el experimento es todavia dis-
cutible. El origen de la ecuacidn de Boltzmann y la naturaleza de la
aproximaci6n que implica son preguntas aim no respondidas. Esto nos lleva,
primeramente, a plantear algunos problemas bisicos que para la misma ecua-
cién de Boltzmann no estin totalmente resueltos. Estos son:

4) las propiedades matemiticas de la ecuacién de Boltzmann no lineal son
desconocidas. Ante el proceso de linearizacifn prescrito por el método de
Chapman y Enskog, el operador J(ff) se reduce al 1lamado operador linea-
rizado de Boltzmann,C(¢). E1 espectro de C(¢) sblo es parcialmente cono-
cido para esferas duras y para el gas de Nbxwell(ﬁg), y el de J(ff) es
totalmente desconocido. Por lo tanto es imposible calcular el conjunto de
tiempos de relajamiento asociados a las funciones propias de estos opera-
dores, lo cual a su vez impide estudiar la propiedad sefialada en laEc.(9).
i) El caricter matemdtico del método de Chapman y Enskog y sus implica-
ciones fisicas no estin bien entendidos. Si la serie escrita en la Ec. (14)
es convergente, divergente o asintética no estd bien definido aunque hay
indicaciones de que es lo ﬁltinp(TO). Por otra parte, las ecuaciones de
Burnett que se obtienen a segundo orden en j no son compatibles con la
termodinimica irreversible(ss) ya que violan la hipdtesis del equilibrio
1ocal(36). Sin embargo se ha podido demostrar recientemente(71) que si se
parte de las ecuaciones de conservacién, de la hipbtesis de equilibrio
local y de la definicién habitual de flujo de entropia es posible cons-
truir ecuaciones hidrodindmicas de orden arbitrario en los gradientes que
tienen una estructura idéntica a las ecuaciones de Burnett y de orden su-
perior. En estas ecuaciones se usan relaciones constitutivas que a orden
superior en los gradientes son no locales y no lineales(TZ). Sin embargo
su relacién, si la hay, con las obtenidas de las Ecs. (6) y (14) es alm
desconocida.
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4iL) La validez misma de la ecuacibén de Boltzmann es una cuestién no fi-
niquitada. En problemas como la formacidén de ondas de choque(73) y de
dispersidn y absorcifn de sonido por gases monoatémicos diluidos(69’74)
que son insensibles a los efectos de las fronteras, uno puede estudiar
directamente si las predicciones de la ecuacidn de Boltzmann concuerdan
con el experimento. Las conclusiones sobre esta comparacién estan amplia-

(69,75) y sorprendentemente para lograr

mente discutidas en la literatura
una coincidencia con el experimento, a nimeros de Mach menores que 2 en
el caso de ondas de choque y a bajas frecuencias (wt<1) en el caso de
dispersidn de sonido, hay que recurrir a las ecuaciones de Burnett y
super-Burnett referidas arriba. Pero a n@meros de Mach grandes (>2) y al-
tas frecu??gias parece ser que la ecuacidén de Boltzmamn no da resultados

4v] Por filtimo, cabe seflalar que se han estudiado en forma muy incipiente

adecuados

los efectos de condiciones a la frontera en la solucién de la ecuacién de

Boltzmann, sobre todo en problemas hidrodindmicos. Casos simples como
(29,51,76)

(77)

flujos de Covette y Poiseville vy el flujo de gas alrededor de

una esfera han sido considerados pero falta comprender mejor estos
efectos en situaciones mds complicadas.

En segundo lugar, la discusidén presentada en la seccién IT1 nos
permite plantear también un conjunto de cuestiones bésicas, que en el ca-
so de la teoria cinética de gases densos, todavia lejos de la regidén cri-
tica, no estdn respondidas. Estas pueden resumirse como sigue:

4) En primer lugar cabe mencionar el problema de la no-analiticidad de
los coeficientes de transporte como funciones de la densidad. ;Son un
producto de las técnicas matemAticas utilizadas en la re-sumacién de los
diagramas mds divergentes que aparecen en la dindmica de n-cuerpos
(n=3,4,5,...) o existen en la realidad? Como mencionamos antes, experi-
mentalmente no es posible dar una respuesta a esta disyuntiva hasta la
precision lograda en los experimentos que es de una cienmilésima. Tedri-
camente, incluyendo los miltiples experimentos o modelos de computadora
que se han disefiado para estudiar esta cuestidn en dos y tres dimensio-
nes(78_81), la evidencia favorece la existencia de estos términos en fa-
ses muy densas, de hecho en la fase liquida. Evidencia indirecta extraida
de datos experimentales realizados con difraccién de neutrones(sz) parece
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confirmar esta conclusidn, pero también dan indicaciones de que en la fa-
se gaseosa no existen. Este problema estd intimamente relacionado con el
comportamiento de las llamadas funciones de correlacidn para variables
dinémicas(83’84) las cuales son compatibles con ecuaciones cinéticas si
decaen en el tiempo exponencialnente(7j, pero implican la necesidad de

n(85) cuando el decaimiento no es expo-

formular ecuaciones con ''memoria
nencial. Lo que la existencia del término logaritmico en la Ec. (22) im-
plica en el lenguaje de las funciones de correlacidn es que su decaimien-
to en el tiempo es proporcional a t™9/2  donde d es la dimensionalidad
del sistema. A este fendmeno, llamado la existencia de las '"'colas largas"
en procesos de transporte , se le ha dedicado un esfuerzo enorme y hasta
donde los cdlculos llevados a cabo recientemente permiten discer-
nir(54’86’87), su origen y existencia siguen siendo una incdgnita. La
existencia o inexistencia de estas ''colas largas' plantea un problema muy
profundo en teoria cinética de gases densos, a saber, la naturaleza de la
ecuacién cinética generalizada apropiada para describir la evolucitn tem-
poral del sistema, gas o liquido.

Mids afm, del parrafo anterior deducimos que en dos dimensiones
las funciones analiticas varian como t-1, lo cual implica que los coefi-
cientes de transporte, que son proporcionales a las integrales en el tiem-
po de estas funciones, no existen. Esto a su vez implica la inexistencia
de una hidrodinamica en dos dimensiones, un resultado que amerita ser es-
tudiado con mis cuidado y ser verificado experimentalmente. En la actua-

lidad, sblo se ha comprobado por cdlculos de modelos en computadoras(7g’89)

y con métodos semi—macroscépicos(sg’89).

44) Una segunda cuestidn que es fundamental, es la posible conexitn entre
una hidrodindmica no 1ineal(70’72) y una teoria cinética de gases densos.
El problema estd intimamente asociado con los muchos esfuerzos que se han
hecho para generalizar la termodindmica irreversible lineal a fendmenos
no 1ineales(90_95). Hasta la fecha no hay una respuesta satisfactoria

(71)

aunque como ya se indicé anteriormente , dentro de la hipdtesis del

equilibrio local es posible formular toda una hidrodinimica no lineal y
no local a cualquier orden en los gradientes.
£if) Una tercera cuestidn que al parecer se ha pasado por alto frecuente-

(96)

mente es que una ecuacidn cinética es un modelo mesoscOpico para des-
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cribir la evolucién en el tiempo de un sistema dado y por lo tanto el
comportamiento asintdtico en el tiempo debe ser compatible con las pre-
dicciones de la termodinimica en equilibrio y de la termodinimica irre-
versible lineal cuya validez esti completamente comprobada para una clase
enorme de fendmenos naturales. Las condiciones necesarias y suficientes
para lograr esta compatibilidad se han establecido para ecuaciones de
(46J’ Enskog(47) (97,98)

caso de sistemas densos, doi de repetimos, la ecuacién cinética misma no

Boltzmann y otras » pero falta estudiarlas para el
es todavia conocida.

<v] Los efectos hidrodindmicos a nivel microscépico se han extraido de
simulaciones con computadora(78) y s6lo algunos cdlculos se han realizado
para estudiarlos teéricamente(14b}.

vl La discusién en el punto ({v) del parrafo anterior es aplicable al ca-
so de la teoria cinética en general.

v<] Finalmente, deseamos terminar esta exposicién subrayando que todavia
persiste el problema, dentro del marco general de una teoria cinética de

fluidos, de cuil es el nivel que guarda la ecuacién de Boltzmann.
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