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Presentamos una reseña del problema inverso del cálculo de varia-
ciones destacando las ambigüedades que surgen debidas a la existencia de
lagrangianos equivalentes para el mismo sistema clásico. En particular, a-
nalizamos las propiedades de lagrangianos equivalentes para sistemas multi-
dimensionales, estudiamos las condiciones para la existencia de un princi-
pio variacional para ecuaciones de movimiento y sus soluciones (tanto para
ecuaciones de segundo como de primer orden), consideramos el problema in-
verso del cálculo de variaciones para sistemas singulares, planteamos las
ambigüedades que emergen en la relación entre simetrías y cantidades con-
servadas en el caso de lagrangianos equivalentes, discutimos los problemas
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que aparecen al intentar cuantizar sistemas clásicos que poseen lagrangia-
nos equivalentes, describimos la situación que se presenta en el estudio
de lagrangianos equivalentes en teoría de campos y, finalmente, proponemos
una serie de problemas no resueltos y temas de discusión relacionados con
el contenido de este artículo.

ABSTRAer

we present a review Di the Inverse Problem Di the Calculus Di
Variations, emphasizing the ambiguities which appear due to the existence
Di equivalent lagrangians for a given classical systern. In particular,
we analyze the properties Di equivalent lagrangians in the multidimension-
al case, we study the conditions fer the existence Di a variational prin-
cipIe far (second as well as first arder) equations of motion and their
solutions, we consider the Inverse Problern of the Calculus of Variations
for singular systerns, we state the ambiguities which emerge in the rela-
tionship between symmetries and conserved quantities in the case of equiv-
alent lagrangians, we discuss the problems which appear in trying to quan-
tize classical systems which have different equivalent lagrangians, we de-
scribe the situation which arises in the study of equivalent lagrangians
in ficId theory and finally, we present sorne unsolved problems and discus-
sion topies reIated to the content of this article.

l. INTROOOCCION

Los objetos del rntmdofísico en mecánica clásica son partículas

y campos. Las posiciones de aquéllas se describen por sus coordenadas en
el espacio coro flD'lCionesdel tiempo; éstos se describen por funciones del
espacio y del tiempo. La conducta de estos objetos queda detenninada por

sus ecuaciones de movimiento, y toda la información que podemos obtener de
la mccfulica clásica es la colección S de soluciones de estas ecuaciones.

Consideraros ahora un sistem.'l de partículas con constricciones holonómicas
(Gohlstein, 1980). Nos preocuparemos de situaciones más gencralcs más a-

uelante. Se tiene N cooruenadas independientes qi (i = 1, ...• N) para des-
cribir la configuración del sistema, y sus ecuaciones de movimiento son N
ecuaciones de scgundo orden. La colección S consiste de las trayectorias

reales qi(t) que son todas las soluciones de las ecuaciones.
El principio de Hamilton establece que S es el conjunto de tra-

yectorias quc son extremos de una integral de acción. Escribimos esta in-

tegral como

f L dt •
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donde L es el lagrangiano. Pero si S es todo lo que podemos conocer, es
posible que L no exista (es decir que el principio de Hamilton no sea co-
rrecto) o que haya otros lagrangianos L que podríamos usar. Estas posibi-
lidades afectan la existencia y la unicidad del harniltoniano y el paso a
la mecánica cuántica.

io-forrnular para
y la mecánica

Es claro que la mecánica cuántica describe la realidad en mejor
forma que la mecánica clásica. Pero hay dificultades en mecánica cuánti-
ca, dificultades de interpretación, de descripción de sistemas dependien-
tes del tiempo, y de infinitos en la teoría de campos. ~llichasveces es
necesario empezar con una descripción clásica y después pasar a una des-
cripción cuántica. El problema fundamental de este programa es el tema
de este artículo, es decir, la existencia de la posibilidad que el paso de
S a lID lagrangiano no sea (mico.

Entonces, hay algunas preguntas que se pueden
tentar comprender la relación entre la mecánica clásica
cuántica:

1) Dado S , ¿cuál es un posible sistema E de ecuaciones cuya colec-
ción de soluciones es S? Decimos que dos sistemas de ecuacio-
nes E , E son equivalentes si la colección S de soluciones de E
es igual a la de f. Entonces pcdernos preguntar ¿Cuáles son to-
dos los sistemas E que son equivalentes a un E dado?

2) Dado E , ¿existe un lagrangiano L que produce E por el proceso de
extremización de la integral de acción? Este es el "problema in-
verso" de la teoría de variaciones: ¿existe lID L cuyas ecuaciones
de Euler- Lagrange son un E dado?

3) Dos lagrangianos L, 1. son equivalentes, si sus ecuaciones de
Euler-Lagrange E , E son equivalentes; es decir, si las solucio-
nes S de E son las mismas que las de E Entonces ¿cuáles son
todas los L equivalentes a un L dado?

4) Después de las preguntas anteriores, cabe plantearse la del paso
a la mecánica cuántica: Dados S , Y L , L equivalentes ¿cuáles
son las diferentes teorías cuánticas que resultan?
En el caso de fuerzas conservativas, que provienen del gradien-

te de una función potencial V, las ecuaciones de movimiento se escriben
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como ecuaciones de segundo orden. El lagrangiano se escribe como T-V, don-
de T es la energía cinética. L es función sólo de las coordenadas qi, las

. .i d(Ji .velocIdades q = ~ J Y el tIempo t. Pero, a veces es necesario con-
templar ecuaciones de (~ro orden y lagrangianos más generales. Helmholtz
(1887) ha dado condiciones necesarias y suficientes para resolver el pro-
blema inverso para cualquier orden, pero la pregunta (3), es decir, aqué-
lla acerca,' la existencia de lagrangianos equivalentes, no está resuelta
todavía.

Darboux (1891) ha resuelto la pregunta (3) para ecuaciones de una
variable, Douglas (1941) la ha resuelto para dos dimensiones. Ambos han
discutido el caso de ecuaciones de segundo orden. Havas (1957) ha comenza-
do la discusión general, y contribuyó mucho a la teoría de ecuaciones de
primer orden y la teoría de constantes del movimiento. Otros nombres de
importancia en este ternaahora son Santilli, Saletan y !'-1anro,y tma des-
cripción histórica muy buena ha sido hecha por Santilli (1978).

En este artículo presentamos una breve revisión de la teoría de
lagrangianos equivalentes. Suponeros que el sistema de soluciones S tiene
al menos un sistema conocido de ecuaciones E En la sección JJ, la pró-
xima, descrihiros el caso de un sistema no degenerado de partículas usando
N coordenadas independientes. Supondremos que un lagrangiano L existe
para las ecuaciones de movimiento E. El problema de esa sección es bus-
car otros lagrangianos L cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange f tengan las
mismas soluciones S ; es decir, buscar lagrangianos 1. equivalentes a L.
En la sección JI mostramos que una matriz A juega un papel central. Todos
los invariantes de A son constantes del movimiento y, por lo tanto, es in-

prirrer orden merece lID lu-
Dada tD1 sistema S de solu-Lo describimos en la sección IV.gar especial.

teresante estl~iar estas constantes especialmente.
En la sección IlI, describiJOOs el problema inverso, es decir,

estudiamos el problema de decidir cuándo existe un lagrangiano. Hay dos
formas de este problema: El restringido consiste en determinar si existe
un lagrangiano L para un sistema dado de ecuaciones E. El no restringido
estudia la existencia de L para algún sistema f equivalente a un E dado.
Los casos unidimensional y bidimensional pueden ser descritos completamen-
te, y mostramos algunos de los problemas que se han constituido en obstá-
culos para resolver el caso general.

El caso de ecuaciones de movimiento de
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ciones es siempre posible, (excepto en casos especiales) encontrar un sis-
tema E de ecuaciones de primer orden que sea satisfecho por S. Siempre

existe un sistema f equivalente a E para el que existe un lagrangiano L.

Este L es 1ineal en las velocidades qi y podelllOsIIlOstrarque todos los L
equivalentes a L, también lo son. Pero existen problcRk1s: discutimos en
particular qué información se puede dar en los límites de la integral de
acción.

Fn la sección V discutirnos los sistemas degenerados. Estos son
sistemas con constricciones o con invariancias de norma (o con ambos). U-
na nonna (o calibre o medida) puede ser una 0011113 interna, cuando t es in-
variante ante la transfonnaci6n, o tma nonna externa cuando t es dependien-

te de ella.
En distintos lugares de la teoría aparecen constantes de movi-

miento. Por lo tanto regresamos a la relación entre estas constantes y
simetrías en la sección VI. La relación más sencilla es cuando existen
coordenadas ignorables, pero discutimos en general el Teore~, de Noether y

algunas anbigUcdades referentes a simetrías y cantidades conservadas.
Dos problemas fundamentales no tienen ninguna soluci6n en la li-

teratura. Uno, el más importante, es la relación entre la mecánica cuán-
tica y la mecánica clásica si existen distintos lagrangianos equivalentes
para un sistema dado de soluciones S. Si uno usa en fonna mecánica el
método canónico para construir la mecánica cuántica, dado un L, en general
el resultado no describe en fOnTla satisfactoria la realidad. Un problema
es que para un L cualquiera resulta un hamiltoniano que no tiene necesa-
riamente dimensiones de energía. Otro es que el grupo de invariancia pue-
de no ser aquél del cual se obtienen los niveles correctos de energía. De-
searíamos contar con lm método para pasar a la mecánica cuántica directa-
mente de las soluciones S , pero este método no existe.

El otro problema nuevo se describe en la sección VIII; éste es
la existencia y la unicidad de un lagrangiano para un campo ~(x,t). En
este caso se acostumbra a escribir L como una integral de una densidad so-
bre el espacio. [delen (1969) ha considerado la posibilidad de que L sea
una integral doble de una densidad de segundo orden sobre dos copias de u-
na reglan. ~bstramos que en general es necesario considerar integrales de
cualquier orden de densidades de orden arbitrario. Sin embargo, existen
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problellk~srelacionados con la existencia y la convergencia de dichas inte-
gral es.

La última sección IX son nuestras conclusiones. En este artícu-
lo presentamos muchos ejemplos y muchos problemas por resolver. En esta
sección especialmente, discutimos las áreas de investigación que están a-
biertas en este tema fascinante.

Ir. LAG~~GIANOS S-EQUIVALENTES y SUS PROPIEDADES

En esta sección consideraremos que un sistema físico está defi-
nido por sus ecuaciones de movimiento E o, mas bien, por el conjtmto com-

pleto S de las soluciones de dichas ecuaciones diferenciales. Ahora bien,
dado el conjunto de cunras solución de 1Ul problema, existe más de lID la-
grangiano que da origen a este conjunto de curvas. En efecto, si L = L
i .i(q • q , t) da origen a ecuaciones de movimiento que describen adecuada-

- d'mente un sistema, entonces L = PL + CIt f(qJ., t), p = cte ~ O, da origen
a exactamente las mismas ecuaciones que L multiplicadas por tm factor
P(Umdau y Lifshitz, 1976). Diremos que L y1. son trivialmente equivalen-

tes ya que las ecuaciones de movimiento derivadas de ellos (esencialmente)
coinciden, y escribiJoos L =L.

En efecto, si las ecuaciones de movimiento derivadas de dos la-
grangianos L y L son idénticas (salvo por un factor p) entonces necesaria-
mente se tiene L =L.

Existe una manera más general de definir lagrangianos que des-
criban el mismo sistema que consideraremos ahora. Realmente, no es nece-
sario quc las ecuaciones de movimiento coincidan, para este pr0pósito, si-
no solamente que SC.ffi equivalentes, es decir, que todas las soluciones de
tm sistema lo sean del otro y viceversa (Currie y Saletan, 1966).

lbs lagrangianos L y L que satisfagan este criterio se llaman
s-equivalentes (o simplemcnte cquivalentes), y escribimos L ~ L.

Supondrenns en lo quc sigue que L y I son regulares, es decir,
que

donde

y (2. 1)



y N ..
1J

155

(2.2)

Las matrices W y W son invertibles. Escribimos las ecuaciones de Euler-
Lagrange usando

(2.3)

donde

(2.4)

El operador E;. se llama el operador de Euler-Lagrange.
Es fácil ver que si L yL dan origen a ecuaciones diferenciales

equivalentes entonces
- j.

EiL = hi (q,q, t)Ej L

donde h es una matriz invertible definida por

h. j = W. (N-1)sj
1 15

En efecto, las ecuaciones de Euler-Lagrange son
..j .j

EiL = Wijq + Vijq + Ui O

EiI = wijqj + Vijqj + Vi O

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

y si ellas son equivalentes entonces se debe tener que las aceleraciones
obtenidas de las Ecs. (2.7) Y (2.8) deben coincidir. Esto eS.que

..i -1 ij.k - -1 ij - .k -
q = -(N ) (Vjkq + Uj) = -(W ) (Vjkq + Uj) (2.9)

debe ser una identidad (COIOO funci6n de qi, 4i, t). Las Ecs. (2.6) y (2.9)

implican la Ec. (2.5).
Se puede ver que este resultado es una consecuencia del hecho que

las ecuaciones de Euler-Lagrange son lineales en las aceleraciones. La i-
dea de esta demostraci6n está contenida (para el caso unidimensional) en el
trabajo de Currie y Saletan (1966). En realidad, estos autores trataron en
su artículo el caso unidimensional (una sola coordenada) en que la matriz h

se reduce a una sola funci6n y mostraron que esta funci6n es una constante
de IOOvimicnto. Además encontraron la forma de relacionar L, 1y A , es de-
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cir, como construir I dados L y una de sus constantes de movimiento 1\ .

Valdría la pena precisar que Darboux resolvió en 1891 el proble-
ma inverso del cálculo de variaciones en una dimensión. El probleme inver-
so consiste en encontrar todos los lagrangianos que dan origen a ecuaciones
di fcrencialcs con una solución general dada y es, por lo tanto, un problema
más general que el de lagrangianos equivalcntes.

Aquí nos preocuparemos del caso multidimensional yen la sección
IV regresaremos sobre este tema.

El caso multidimensional fue tratado por Hojman y Harleston (1981)
donde se dClT(lstró el siguiente teorema: La traza de todas las matrices ob-

tenidas como potencias enteras de A son constantes de movimiento, es decir,

(2.10)

Estas constantes de movimiento no son funcionalmente independientes, debi-
do al teorema de Cayley-Ilamilton (Birkhoff y ~lacLane, 1977).

La idea es encontrar la ecuación de movimiento para A es decir .

.s a j
q --5 A.dq 1

+_d_A.j
dt 1

(2. 11)

ut i 1 iZ~UlJO la definición de A, W, y W.

No es difícil obtener que

La derivada de la traza de Ak es

(2. 12)

d :<(It tr(A ) (2. 13)

(2. 14)

(2. 15)

y ('s [5ci 1 mo~trar que esta derivada es nula.

Este teorema, sin embargo, no nos dice cómo construir el lagran-
gi¡U10 1dado, L y A. En efecto,de la identidad (2.5) (o las Ecs. (2.b) y
(2.9) se tiene que

IV =' k¡;ij lIi kj

\'1. J. q' j + U1. = A k (V i¡j + U )
i kj k

pero, dado tBl:l A que satisfaga el teorema., no está garantizado que exista
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un L que satisfaga (2.14) y(2.15). Para el caso bidimensional, Douglas
(1941) demostró que hay lagrangianos L que son esencialmente únicos, es de-
cir que L" L implica 1"L. Para este tipo de lagrangianos se puede definir
muchas matrices A que satisfagan (2.10) pero no existe ningún L no trivial
que satisfaga (2.14) Y (2.15). Lo ideal sería resolver el sistema (2.14) Y
(2.15) para L y A dado L. Este es un problema todavía abierto.

A continuación mostraremos unos ejemplos donde el sistema (2.14)
Y (2.15) se puede resolver para 1con L dado "adivinando" A.

Consideremos la partícula libre (con m=1) en una dimensión des-
crita por el lagrangiano L,

1 .2L=Zq1 (2.16)

y la ecuación de JOOvimiento

(2.17)

(2.19)

Las constantes de movimiento C1 y C2 asociadas a (2.17) son
(2.18)

C =q qt
2 1 1

F~ este caso la matriz A tiene sólo un elemento Allo Elijamos
C =q -qt
2 1 1

No es difícil mostrar que
1 = iq1q~- t q:t

es tal que

y, consecuentemente, la ecuación de rnovirrrlento

(2.20)

(2.21)

(2.22)

E
1
1= O (2.23)

es equivalente a (2.17).
Es interesante notar que
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(2.24)

constituye una solución particular de (2.17). Esto implica que la s-equi-
valencia se preserva a pesar de que A11 = O.

Para tener "'11 ., O estrictamente, se puede elegi r

A = C2 + P P > O P = constante, (2.25)
" 2

por ejemplo, en cuyo caso se tienen estrictamente las condiciones del teo-
rema.

«1 CMO bici<:menúona£

Consideremos el oscilador armónico isotrópico bidimensional
(m=1, w=1) descrito por el lagrangiano L,

cuyas ecuaciones de movimiento son

La elección
1,2.

(2. 26)

(2.27)

E

con
1 .2 2

E=zCq,+i¡)

C=qi¡ +qq'2 '2

C (2.28)

(2.29)

(2.30)

da origen al lagrangiano

L = -L(q4+i¡4) + 1 i¡2i¡2 + 1(q2+q2) (i¡2+q2) +
24 '2 4, 2 4 , 2 , 2

.. 3 2 2 1(4 4)
+ '1,'12'1,'12 - 4 'I,q2-"8 q, +'12

que es s-equivalente a L.

En efecto, las ecuaciones

(2.31)

EL:E(q + q), , , + C(q + '1 )
2 2

+ E(q + '1 )
2 2

O

O

(2.32)

(2.33)
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son equivalentes a (2.27) incluso cuando el rango de A es menor que 2.
Para tener det A " O se puede elegir otro lagrangiano L ,

L = pL + L

y en este caso
det A > O

(p > O) (2.34)

(2.35)

y se cumplen exactamente las condiciones del teorema. Para los detalles de
estos cálculos y otros ejemplos se sugiere consultar Hojman y Harleston
(1981).

lI!. PROBLEMA lNVERSO

El problema inverso del cálculo de variaciones (Santilli, 1978)
consiste en determinar cuando un sistema S de las trayectorias de un grupo
de partículas puede ser descrito como trayectorias extremas de una integral
de acción: ¡ L(q,q, ...,q(r),t)dt (3.1)
Aquí el lagrangiano depende de las primeras r derivadas con res-
pecto al tiempo t de las coordenadas qi. La dimensión N del sistema de
partículas es el número de coordenadas qi (i = 1, ... ,N). Las ecuaciones de
Euler-Lagran~e de esta integral deben tener los elementos de S como solu-
ciones.

Una forma restringida de este problema es aquella que se refiere
a un grupo específico de ecuaciones de orden 2r:

F (q,q, ...,q(2r),t) = O (3.2)

Aquí, en el problema inverso restringido, son las ecuaciones, y no sus so-
luciones, las que tienen importancia.

La segunda ley de Newton establece que las aceleraciones tienen
interés físico. Por consiguiente, el caso de ecuaciones de segundo orden
ha gozado de especial atención. Llamamos prohlema inverso restringido de
la mecánica de Newton a la búsqueda de un lagrangiano para un grupo de e-
cuaciones de segundo orden. En este problema busca.roos lID lagrangiano que
solamente dependa de qi,qi,t, y que tenga, al menos términos cuadráticos en
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las velocidades.

El prohlema inverso no restringido para la mecánica de New!on em-
pieza con tul sistema E de ecuaciones de segundo orden r su conjunto S dC'

soluciones. En este caso ,,1 prohlema consiste en buscar un lagrangiano L

cuyas ecuaciones de Euler-Lagrangc f\L = O sC'an equivalentes a f, es decir,
Cll}'ílS ('cuacioncs tengan como soluciones f] los elementos de S Este es el

prohlema principal y ser5 éste del cual nos preocupareITXJs.

Un sistema de ecuaciones pucde ser de primer orden. El prohlclll..'l
inverso el1 este caso es huscar un lagrangiano 1ineal en las velocidades qi
ljllt' descriha estas ecuaciones. Este prohlC'fTl.'lse trata en la sección si-

guicllte. Un prohlcJJk1 que se rclaciol1.1 con éste es detenninar lUl hamilto-
lli:UlO para tul sistema S dc trayectorias en el espacio de las qi (no en el
cspac io de fase). 1\0 tratamos esp"cí fiC:U!lente este problema (ver Currie y
SaJelan, 19(1b).

Ijl esta sección describimos los problemas inversos con atención
part icular en la pregtmta ¿.Existe lUl lagrangiano? El prohlema del método

para encontrar lHl lagrangiano 10 descrihiroos br('vemente sólo por medio de

ejemplos. F1 prohlema de los mé'todos para encontrar todos los lagrangia-
nos equivalentes a lUlO conocido es el tema del resto de este artículo.

Un sistema S que consiste de trayectorias que se portan hastante
hien siempre tienen un lagrangiano (!lavas, 1973). En este caso S son las
soluciones dc un sistema. de ecuaciones E }' hay por lo menos otro sistCJ1k1

equivalcllle E de ecuaciones de primer orden, para el que existe lID lagran-

giano. Es claro que nornalmcnte es necesario al.tlfCntar el número de coorde-
nadas. Ik'scribirros el método de encontrar todos estos lagrangianos 1 inca-
lC's en la sección qu(' sigue.

El problema general dc buscar todos los lagrangianos de cualquier
on.k'n para tul sistC'ma S dado de trayectorias no está resuelto. Sin embar-
go, I/clmholtz (1887) se prcocupó d" atacar el problema restringido para un
grupo de ecuaciones E (ver Havas, 1957 y Santilli, 1978). De interés par-
t icular son las condiciones sohre las ftUlciones Fi para que exista tm la-
grangiano cn el caso de scgundo orden (r =- 1, el problema inverso restrin-
gido dC' la ITlC'c[micad(' t\ch'ton). Estas condiciones (Havas, 1957) son

~
..jaq (3.2)
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~ ~L d .2!'L +~)+ cit(
ai¡i ai¡i aqi a~?

aF, aF' .1. -.i..( ~ - ~)_,_ ~-
aqi aqi 2 dt . i . iaq aq

(3.3)

(3,4)

Una consecuencia de estas ecuaciones es que los F. d('hen ser lineales en
1

las aceleraciones qi.
Si existe LDl lagrangiano L para el problema inverso de la mecáni-

ca de Ncwton, éste en general no es (mico, ri~urosamentc hahlando. Poderos

añadir lID:! uerivada total de lD1a fWlción f de q y t con respecto al tiempo:

Sea L' = L + ~{, entonces E
i
L = El L. A la inversa, siL es lUla flUlC ión de

, .' _ - - df
ql,ql Y t que satisface BiL = EiL entonces L = L + lIt para algtrn3 f.

Además, si L = pL + -a~'donde p = constante' 0, se tiene que
pElLo Por lo t<lllto 1. y L son equivalentes. Si L existe para el pro-

inverso no restringido y si los únicos 1. que son equivalentes a L son
d 1 f -L 1 df d ' L ' 1 - 'e a arma = P ~ + lit' PClmoS que es escnCI3 mente tUlICO.

El problema inverso no rcstringido para la mecánica de :\C\o,"tonfue

rcsuelto por Darhoux (1891) en el caso unidimensional, cuando sc trata de

sólo lUla coordenada q, (ver tanhién Havas, 1957,Y Currie y Saletan, 19(6).

En este caso el sistema S está constituldo por las soluciones de una ecua-

ción de seglmdo orden, que podemos resolver para la aceleración:

q + G(q,i¡,t) = O l3. S)

Las condiciones de Helmholtz son sa! isfechas excepto (3.3) I que toma la

fonna

O (3,6)

por 10 tanto, no existe 1D1 lagrangiano para la ecuación (3.5) si la flmción

G depende de q. Sin emargo, si G dcpende de él, podemos hLL"Glr LUla flUlción

J. y un lagrangiano L que sat isfagan
aL
aq ).(q +G) • (3.7)

fn este caso las condiciones (3.3) de Helmoltz implican

-P.-(AG) = ~ i¡ + ~
aq aq at

(3.8)



(3.9)
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En general, existe tma)., que satisface esta condición y por lo tanto exis-
te un lagrangiano.

Podemos vC'r este mismo resultado escrihiendo la ecuación
(3.7) para L en dos partes:

a' 1..,aq
a'L .--q

ailaq
AG • (3.10)

La derivada de (3.10) con respecto a q da directamente la ecuación (3.8).

Dado cualquier,\ que satisfaga (3.8), poderoos escribir la solución de
(3.9) como

l. l' X(q,t)~ • Y(q,t)

donue

l = IJ d,j'dq" ,(q,q" ,t)

[sta fOI11lil para L se sust ituye en la ecuación (3.10), que impl ka

(3. 11)

(3.12)

ax ayat - aq q _...i..L •
aqat

l..t. rraq .,aq
G . (3.13)

El miemhro derecho de (3.13) tiene derivada nula con respecto a q dehido a

(3.8). Entonces podemos resolver (3.13) para las funciones incógnitas X,Y
(de infinitas maneras diferentes).

~l caso importante se presenta cuando G no depende de q:
G G(q,tl , (3. 14)

La condición (3.6) es entonces satisfecha, y un L posible está dado por

1 • o J1.=2'1"- f('1',tldq'. (3. 1S)

Si Wl lagrangiano L es conocido para el caso unidimensional, el
problcm.:l siguiente es hLL<;cartodos los otros que sean equivalentes a ése.

La eCl.L.lción de Euler- Lagrange para L es

(3.16)

donde



\\ = a2L
• 2aq

a2 L .
V = -.- q +

aqaq
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(3. 17)

Si L es equivalente a L, entonces es necesario que exista !l., distinto de

cero, que satisfaga

AV

(3.18)

(3.19)

como mostramos en la sección anterior, !I. es una constante de movimiento:

o (3.20)

En este caso, es suficiente tener A, lIDa constante de movimiento

arbitraria, para obtener L. El método consiste en resolver primero (3.13):

L' = R..+ X(q,t)q + Y(q,t) ,

donde

e = J J d'i' dq"A (q,q",t) lV(q,q",tJ.

La ecuación para X, Y es la ecuación básica (3.19):

(3.21 )

(3.22)

ax ay---at aq
a2t. a2e=---q---
aqaq aqat

al
+ -aq + AV. (3.23)

La derivada con respecto a q de esta ecuación es igu..'11a cero cuando ~~ = O,

r por lo tanto poderos encontrar X y Y. Dareros ejemplos más adelante.
En el caso bidimensional, el problema inverso para la mecánica de

Newton fue resuelto por Douglas (1941). En este caso las ecuaciones de ro-

virniento son
(3.24)

Ix>uglas definió una matriz

(3.25)

donde



2• l.L)
.2aq

2
• .! l.L(

2 . laq
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d acl oCI 1 acl aclA = -~t -.-2 .2 ------ (--.
Ul 2 2 . 2 • 1aq aq aq aq

B d acl d ac2 acl ac2
ill--ill-- 2(---)
t ai¡ l t ai¡ 2 aq l aq 2
ac; l ac;2
(-.-1 • -.-2)
aq aq

d ac;2 ac;2
e = ill ai¡ l - 2~

aG2
-.-2
aq

l 2• .!(l.L _l.L)
2 ,. l .2oq aq

(3.26)

En estas fónnulas la derivada d~ está dada por

d =_a_ •
ill at

. l aq - •
aql (3.27)

dB
ill

y las funciones A • B , e sonl l l
,\ = ddA

t
•E A _.! ac; l B

1 . l 2.2aq aq
l 2• .!(l.L • ~)B

2 . 1 • 2aq aq

l
'~C• 2aq

CI dC
ill

2
+~c

ai¡ 2
(3.28)

y i\, 82, e2 se obtienen de Al' 8}, el' por las mislTI.:.'ls fánnulas (recursiva-
mente) .

louglas clasificó las ecuaciones (3.24) por el rango de la matriz
b.: Caso 1 es cu:muo ó. tiene rango cero; en el C1S0 JI tiene rango 1; en el

Caso ¡JI tiene r'"'go 2; en el Caso IV tiene rango 3 (es decir, det 161 "O).
En toJos los casos Douglas consideró no solamente las ecuaciones

(3.2.t), SillO tamhién todas las ecuaciones equivalentes a (3.24). Es decir,
estudió t~l problema inverso no restringido.

!lay tres clases de sistemas S de trayectorias en el caso bidi~n-
sional. lhl0 consiste de los S para los cuales no existe un lagrangiano L,
por ejemplo aquellos para los que sus ecuaciones son del Caso IV. Hay o-
tros para los que existe L r éste es esencialrrcnte único. Para la terCera
clase de S existen rmJchoslagrangianos equivalentes. L, clasificación es
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muy compleja; daremos algunos ejemplos más adelante.
En el caso general del problema inverso de la mecánica de Newton

escribimos las ecuaciones de movimiento como

El problema se presenta
de Euler-Lagrange satisfagan

- ..j + j)F.iL - \j(q G ,

de donde

A ..
'J

(3.29)
porque puede existir L cuyas ecuaciones

(3.30)

(3.31)

j
A .. G
'J

(3.32)

La derivada de (3.32) con respecto
.j_d_A+dAq . ih d t ,h

dqJ

a i¡h es

Gi_d_ '
Aij

dGh
(3.33)

Por lo tanto hay muchos obstáculos para decidir si existe un L. Primero
debe establecerse si existe Aij que resuelva (3.33). A continuación se in-
vestiga si (3.31) admite una soluci6n. Esta debe ser una solución general
cun funciones desconocidas, y para encontrar éstas, hay que resolver (3.32),
el último ohstáculo.

El problema de la unicidad de L es el problema que discutimos en
el resto de este artículo, es decir cómo podemos encontrar todos los I que
son equivalentes a uno dado.

Ahora presentamos algunos ejemplos. No consideramos el caso ge-
neral de soluciones S de ecuaciones de orden arbitrario. Solamente descri-
bimos ejemplos del problema inverso de la mecánica de NewtoTI. El caso más
simple es aquél en que las fuerzas son conservativas, es decir, provienen
del gradiente de una función ~(q.t):

..i + ~
4 dqi

o (3.34)

Es claro que la condición (3.33) es satisfecha para A .. = constante. La
'Jsolución de (3.31) es posible solamente cuando A.. A .• ~ en este caso po-

1J )1
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uerros esc r ih i r
1 .. i

I = -A /''1.) + X,(q,t)q. + Y(q,tl. 2 i) I

La C'ClL.'lCión (3. 32) ~C' ('scrih(' entonces como

(B.~_~)qj + ~L _ 2Y.... = A..
aq) a<ji 3t aqi 1)

(3.35)

(3.36)

Dehitlo a qlK~ el cocficientC' de c2 se iguala a cero, existe lU1a flU1ción
lJ¡(q,t) tal que Xi es su gradiente:

x.
J

En consecuencia, 1¡J ecu¡Jción (3.36) se convierte en

(3.37)

...L (-"1'_ _ Y)
N' at

(3.38)

Esta última eClk'lción tiene lU1a solución si sus condiciones de
intcgr¡Jc ión son

(3.39)

l\.'Cinimos la matriz

(3.40)

Es claro que ¡p .. varÍn de un lugar a otro en general. Si los valores pro-
1)

pios ue <Pij son generales en sentido algebraico, es necesario que Aij sea

proporcional a la identidad (por el Lema de Schur, ver Hamermesh, 1964):

Aij :: AÓi; , A:: constante

TenelOOsAl. Y L es entonces

L::~¿/4i_V

1\1 contrario, si ei no depende de 4i ('o (3.33) y
lDl ), ij que no dependiera de e/. vemos que es necesario que
te. Entonces es necesaria la fonna (3.35) para L (con A..

1)

consiguiente se tiene (3.36) con el miemro derecho igual
función ljJ existe y la condición (3.39) implica

(3.41 )

(3.42)

si deseáramos
), .. :: constan-
1)

A .. ), y por
J1 j

a AijG. La
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(3.43)

(3.44)

Por lo tanto, debe existir una función ~ tal que Gi se escribe como
Gi = Ais -.aL ,

aqs
donde .\is es el inverso de .\ .

SJ

),is), , = ó1, (3.45)
S]. J
aG 1En el caso de ~ algehraicamente general, volvemos a la conclusión queq ,

Aij = 0ij esencialmente y G1 es un gradiente directamente. Esta es una
foma muy restringida del problema inverso: dice que es necesario que una
fuerza Ci sea conservativa para que exista un lagrangiano L tal que ningu-
no de sus términos tenga más de tres factores de qi .

En el caso bidimensional, consideramos fuerzas conservativas
Gi = ~ • pero también consideramos la posibilidad que ),.. depende de qi.

' aq). 1)
La matriz 6 de (3.25) es tal que

A=2~12=-C'

B = 2(~22- ~ll) .
(3.46 )

el Caso 111 de Doug1as.

esencialmente único en

(3.47)

Por consiguiente, ó. es en general de rango dos, es

Douglas mostró que el lagrangiano L, si existe, es
este caso. Por 10 tanto L es de la forma (3.42).

Hay casos especiales, rarmién cuando 6 es de rango uno, En este
caso, Douglas mostró que el L de (3.42) no es único. Por ejemplo, si ~12=O.
L puede expresarse como dos lagrangianos tmidimensionales separados:

L = L(l) (ql,ql,tl + L(2) (q2,q2,t)

Tanto L(1) como L(2) no son únicos.
Un caso especial de fuerza conservativa se tiene para ~=~(r), don-

de r2 = (ql)2 + (q2)2. Es fácil ver que solamente para las funciones

~=Cr2+d2 (donde e, d son constantes) resulta en que el lagrangiano no es ú-
Cnieo. En particular el problellklde Coulornh bidimensional (para el que ~=r)

tiene un lagrangiano esencialmente único.
Douglas (1941) presentó algunos ejemplos de ecuaciones cuyas so-

luciones S que no tienen lagrangianos. Un ejemplo es con
(3.4B)
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La matriz ó tiene rango tres, es decir del Caso IV, y no existe L ni para

las cc~~ciones(3.24) ni para ecuaciones equivalentes a ellas. Claro que
lbuglas mostró que no existe L si consideramos L tales que sus ecuaciones
sean oc segundo orden. Hay ecuaciones de primer orden equivalentes a
(3.34), con variahlcs adicionales, para las que existe un lagrangiano (ver
más adelante).

Otro ejemplo es la ecuación de un oscilador armónico con fric-
ción

q+aq+bq=O (a,b= constantes) (3.49)
En este caso, no se satisface la condición (3.6). Por lo tanto, no exis-
te un lagrangiano cuya ecuación de Euler-Lagrange sea exactamente (3.49).
Sin em,argo, podemos buscar una función A que satisfaga (3.8), que implica
ahora

(3.50)

Si , no depende de q, es necesario debido a (3.50) que tampoco
dependa de q. Entonces, es

El 1agrangiano (si 'o = 1) es
L = !eat(~' + bq')

constante) '. (3.51)

(3.52)

Si , no depende de t, es necesario que dependa de q y q. Una solución
para , es (Havas, 1957)

(3.53)

El lagrangiano
L =

donde

entonces es
2(1 + aq tan-1

cq
Zl¡ + aq

cq
1 . • .1 b'- Zln (q + aqq + q). (3.54)

c = ( 4h _ a' ) 1/' . (3.55)
Aquí tenemos dos lagrangianos (3.52) Y (3.54) para las soluciones de (3.49),
pero no hay ningimo para la ecuación (3.49) mism..1..

Final~nt~, nl~stro último ejemplo es la ecuaci6n lineal
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(3.56)

donde L.. Y K. son constantes. Las condiciones de HelrmoItz (3.2, 3.3,
1J 1

3.4) dicen que
Lij = -lji K .. = K ..

1J J 1
(3.57)

r~tonccs vemos que es posihlc encontrar un lagrangiano para una fuerza que
depende de la velocidad si qi está multiplicada por una matriz antisirnétri-
ca. Este es el caso de la fuerza magnética. que no existe en un sistema u-
nidimensional (ver 3.6).

IV. LAGRANGIA~OS DE PRI~IER ORDEN

Como vimos en la sección TII, existen siste~1S bidimensionales
para los cuales no existe Wl lagrangiano, otros para los cuales existe só-
lo uno )' otros para los cuales existen infinitos lagrangianos. Aunqueno
existen estudios completos de este tipo para dimensiones mayores, es natu-
ral suponer que la situación será similar.

Consideraremos ahora un problema diferente relacionado con la e-
xistencia de lagrangianos para sistemas de ecuaciones diferenciales de pri-
mer oruen.

Se sahe que cualquier sistema de ecuaciones diferenciales se pue-
de escrihir de modo que las derivadas más altas sean de primer orden, esto
es, si se tiene un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden,
digamos

i, j 1, ... ,n , (4. I)

entonces, siempre existe la posibilidad de definir n nuevas variables
i = 1, ... ,TI (4.2)

de modo que el sistema (4.3)

i¡i ui
.i F\qj ,uj,t) (4.3)u

sea equivalente a (4.1).
Una posibilidad es elegir las velocidades como las nuevas varia-

bles. Si existe un Iagrangiano L de segundo orden para el sistem., (4.1) 0-
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tra posihilidad es definir los ímpetus P. = aa.l~-coro las nuevas variahles.

El sistema (4.3) se puede escrihir e'h la forma

.a ra bx = (x ,t) a,h, 1, ... 20 (4.4)

con xi qit xi+n = ui, fi ui, fi+n Fi, i = 1, ... n.

Consideremos ahora el :rohlema inverso del cálculo de variaciones
para el sistcmn (4.4). Sea L = L(xa,xa,t) un lagrangiano que da origen a
cc~~cioncsequivalentes al sistema (4.4). Las ecuaciones de movimiento debi
das aL,

b a2Lx +-----
aXaat

o (4.5/

son en general de SC!~lmJo oroen. Para que sean equivalentes a (4.4) es ne-

cesario que

o sea,

_ O para todo a,h,xc ,xc ,t, (4.6)

L debe ser, a lo más, lineal en las velocidades. Las ecuaciones
de movimiento son entonces

o (4.8)

y para que sean equivalentes a (4.4) debe tenerse que

det r ata - a~ 1 F O
'axb 'dxa

y

(4.9)

af af_a o_=_
at ai'

(4. 10)

Havas (1973) mostró que el sistema (4.10) tiene siempre solucio-
nes de un gran grado de arhitrarie~ld y por lo tanto existen varios lagran-
gianos que dan origen a las mismas ecuaciones de movimiento. En lo que si-
gt~ mostraremos explícitamente cómo se pueden construir, en principio. in-
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finitos lagrangianos para un sisterrk'(4.4) dado (Hojman y Urrutia, 1981).
En primer lugar, es conveniente reescrihir el lagrangiano (4.7)

introduciendo el tiempo t como una nueva coordenada con la notación
~ = O, 1 , ... 2n (4.11)

y considerar el parámetro arbitrario T de rodo que

X~ (,)

y la aCCIon para el sistema (4.4) se escrihe
S = J Ldt = J ~~(XV)~: d,

de modo que S es invariante ante el cambio
" (,)

Las ecuaciones de movimiento derivadas de S son

(4.12)

( 4. 13)

(4. 14)

(4.15)

Estas 20+1 ecuaciones deberían, en principIo, ser equivalentes
a las 20 ecuaciones (4.8) y, en efecto, 10 son. La razón es que existe u-

na identidad entre ellas, lo que implica que sólo 20 de ellas son indepen-
dientes. Esto es una consecuencia de la iovariancia de la acción ante
cambios arbitrarios de parametrización (4.14). La identjdad se obtiene al

. . dx" . -multlpllcar ElJLpor -d-,- Y sunar sobre lJ, cuyo resultado es _I_d_e_n_t_ic~ame_~n_t_e
cero (sin necesidad de que E"L = O sean satisfechas)

dx" EL" dx" [d~"_ -~1dxv - OdT" d, dXV dX" <IT (4.16)

Otra manera de ver 10 mismo es comprobar que la ecuación para

lJ O es una consecuencia de las ecuaciones para ~ = a. ASÍ,se tiene
O = [ a~a _ dtv 1 ~,v = [ :~~ _ d~:1 ~; +

d~ d~ aX dX J

(4.17)
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a
y muItiplicando rer ~~ y swnando sobre a se tiene

clx
a

[ d~a _ d~V] dxv :,!X,,[ d~a _ d~O).<!~ : O
(.1T dX v dXa UT dT dXO dXa dI

Para tener lD13 paramctrización adecuada, debe cumplirse que

<!x0d1 f O
Y consecuentemente las eClk1cioncs (4.18) implican

(4.19)

[
d~a _ d~O )

axo dXa

que es la ecuación para IJ = O

o (4.20)

Ahora bien, es directo mostrar, utilizando la condición (4.9),
que las ecuaciones (4.15) son equivalentes a las ecuaciones (4.4) y que

la descripción del sistema (4.4) utilizando la acción (4.13) es adecuada.

Como vimos,el sistclt<l (4¡jlS) tiene sólo 2n ecuaciones indepen-
diEntes que permitan determinar t sólo parcial~nte. Es obvio que

~~ no se puede determinar cO~lletamcntc porque T es arbitrario. Enure~
liJad, lo que se puede determinar co~)letamcnte es la dirección de ~ '
es dcel r. las 2n razones

<!xi / dxo _ dxi

dT llT- <!x0 (4.21)

que constituyen la velocidad física (independiente de t). Otra maner,' de
decir lo misroo es hacer notar que

det M~v : ()

porque ~I~ves ;mtisimétric<I ~
~I - -~'
J ¡.IV - \1",,"

V su dirnens ión es im¡1.1r.

Sin embargo, hemos supuesto que
dN ~Iab ~ O

(4.22)

(4.23)

(4.24 )

,. llar lo tanto el rango de M es 2n. Esto significa (¡ue J\l tiene sólo. ~v ~v
LUlvector propio con valOI prouio cero y éste (que está determinado sólo
en dIreccIón) es paralelo <1ddx . En el espacio de coordenadas x}.Jque esT _
t.:lI1KJSconsiucrando, todo esto tiene LUlainterpretación muy clara. Dado lID

PlUlto x}.Jdel espacio, es decir, todas las posiciones y las velocidades
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(4.26 )

construir estos lagrangianos vale la pena hacer un breve
sistema como el dado por (4.4) posee 2n constantes de mo-paréntesis. Un

vimiento e(a),
e(a) = ela) (xv) ,

a un tierrq)() t del sistema, existe una direcClón d:: que es tangente a la

única curva solución que pasa por ese punto. En cada punto existe una
única dirección ~: ' definida por el único vector propio de ~~\) con va-
lor propio cero, que es tangente a la curva solución. Fntonces, si qucr£
mas construir los lagrangianos que representen el sistema, los definiremos
como aquellos vectores ~~ tal que el ~I~\) construido de ellos tenga rango
2n (detll

ab
f O) Y que e 1 vector propio con valor propio cero sea parale-

lo a ~ ó fU donde 1" está definido por

fU = (l,fa) , (4.25)

con fa dado en la ecuación (4.4).

Para

(1962)) . Dicho de ot ra manera, los 2n vecto-
independientes. Debido a que C{a) son constan

que son flncionalrncnte independientes, es decir tales que
det e I a) , b f O

(ver por ejemplo Pontryagin
res C{al ,~' son linealmente
tes de movimiento, se tiene

(4.27)

v
e(a) dx - O'\)01 - (4.28)

o sea,
e(a)

'v
Los 2n

les a f", lo que
en el espacio de

Las 2n

(4.29)

vectores linealmente independientes C(al son ortogona-,u
significa que la dirección de f~ está únicamente definida
2n + 1 dimensiones.
funciones C(u) jlDlto con C{O) t son funcionalrente inde

pcndicntes,es decir,
det e(a) f O , (4.30)

,U (por lo tanto las f~lciones e a) pueden considerarse como un nuevo sistema
de coordenadas en nuestro espacio de dimensi6n 2n+1. Además, la condición
(4.30) dice que los 2n+1 vectores C(O) son linealmente independientes.,u
Regresando al problema de la construcción de los lagrmlgianos, ahora pod~

mas escribir cualquier vector I~como
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(4.31a)

la base C(a) ~ con coeficientes
las nuevas c~rdenadas C(B). Si

entonces se le pu~

funci6n arbitraria

donde helTDs expandido el vector £~en
i (al que escribiros COJTK) ftmciones de

queremos considerar IlJ para construir lD1 lagrangiano,

de sumar, sin perder general idad, el gradiente de una
A(c(B») ya que esto sólo agrega una derivada total al
pre se puede elegir A de lTDdo que

~ = - ¡ (C(B»)
"c(O) (O)

y entonces

lagrangiano. Siem

(4.31b)

t =£ +~~ ~ "X~
t" = I c(a) + I c(O) + ~ c(a) + ~ c(O)
" (a) ,~ (O) '~"C(a) ,~"C(O) .~

t" = (I(a) +~) c(a) = t (c(a») c(a)
" "C(a).~ (a) ,~ (4.32)

para L
PodEmos imponer a continuación que las ecuaciones

=t ~- sean satisfechas en virtud de (4.4)
~ r ¡"t "t] vELO'--l!_~ dx

~ "Xv "X~ dT

O'[t C(a) -t C(a) ]dx
V

Ca),v ,IJ Ca) ,lJ ,v dT

de lOOvimiento

-¡"t(a) "t(b) ] (a) C(b) dxv +
= "C(b) - "C(a)" C,~ ,v dT

"t dxv "t v+ --i"l. C(O) c(a) _ --i"l. c(O) c(a) dx
"c(O) ,v .~ dT "c(O) ,~ ,v dr

(4.33)

Ahora, si las cClL.'lciones (4.28) se toman en cuenta, se tiene

que todos los términos, excepto el penúltimo, se anulan. En consecuencia,
debemos imponer

"t(a) = O
"c(O) (para todo a) , (4.34)
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c(a) son linealmente independientes y C(O) v t o.
,~ 'la conclusión que I,~ debe tener la fOTIna

(4.35)

(4.38)

para que las ecuaciones de Euler Lagrange sean una consecuencia de las
ecuaciones (4.4). A la inversa, para JOOstrar la equivalencia, im¡xmdre-
ros que las ecuaciones de I1Pvimiento sean una consecuencia de las ecuacio

nes obtenidas del lagrangiano dado por (4.35).
Las eCr~~iones ~~movl' 'ento del lagrang~ano (4.35) son
EL = ~ _~ Cla) C(b) dx = O (4.36)
u l aclb) acta) ,~ ,v (f[

dxu ~y de ellas queremos deducir que (f[ es paralelo f , o , en otras palabras,
que todas las funciones e (a) son constantes de IOOviMiento. Com los vecto

tares C(a) u son linealmente independientes, (o el rango de la matriz
c(a),~ es Zn),se tiene que EuL = O implica

[
a~la) _ a~lb) 1 C(b) dxV

o O-,-- (4.37)
ac(b) acta) ,v 01

y para obtener
dClb)
(f[=0

es necesario y suficiente requerir que

[
a~ a~)

det ~ _~I 'O
aclb) aC(a) J

(4.39)

(4.40)

Existen infinitas maneras de garantizar la condición (4.39).
El detenninantc de tnl3 matriz n antisinétrica de dÍJrensión par

es proporcional al cuadrado de su pfaffiano, donde
pf n ;; c~IU2.•• uZfi--¡ UZnn n

~1~2'" ~2n-l ~2n

Ahora definarros
~ = 1 (C(a+1»)Zp +1
la) 2p + 1 a

a
Pa entero positivo, Parro)

~(b) = O ( b

1,3,5 ... )

2,4 ,ó ... )
(4.41)
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Entonces,

n =
(a) , (a+l)

a£(a+1) =

ac(a)

n(a+1), (a) = - n(a), (a+1) ( para a 1,3,5 ... )

n(a)(b) = O en otro caso (4.42)

(4.43)

y esto asegura que pf n es estrictamente positivo.
La definición (4.41) asegura entonces, que existe, al menos, un

número infinito denumerable de lagrangianos de primer orden que da origen
al sistema (4.4). Vale la pena destacar que debido a la construcción bo~
quejada, la expresión (4.35) abarca todos los laéangianos posibles, ya
que si se considera otro conjtD1to diferente D(a) de constantes de JTK)vimie!!.
to funcionalmente independiente, entonces

aD(a) (b)
£' --c

(a)ac(b) ,~

y redefinimos
£ (C(C») = £' (C(c»)
(b) - (a)

con lo que volveros a tener

£ = £ (C(e») Cee)
~ (b) ,~

(4.44)

(4.45)

como antes.

Este método que constituye un teorema explícito de existencia,
puede también ser usado para construir explícitamente lagrangianos de pri
mcr orden para sistemas que no tienen lagrangianos usuales de segundo or-
den. En efecto, el sistema

x + y O

Y + Y O (4.46)

no tiene lagrangiano de segundo orden; sin errbargo, si se considera el
sistema equivalente de primer orden

(Xl X , X2 y)
Xl X3' X2 X4,
X3 X4, X4 x2, (4.47)



177

es fácil ver que el método descrito anteriormente nos permUte construir
el lagrangiano

que da
(4.51).

• 1 2 2
L = (X2 + X3) x¡ + X4 x3 + 1 (x, -2x2x3 - X3) (4.48)

origen a un sistema de ecuaciones diferenciales equivalentes a
En forma análoga se puede construir lUl lagrangiano de prilOOT or-

den para el sistema
x + 2Y¡ x

y + 2y Y
2

con

+ w2¡
+ w2

2

x - f;y
y - nx

o
O

(4.49)

f;n (Y¡- Y) (w2 -y2 +w2-y2) # O (4.50)
&.. 1 1 2 2

que no tiene lagrangiano de segundo orden. Estos ejemplos prueban que el

estudio del problema inverso basado en sistemas de priJrer orden puede t~
ner características muy distintas del problema usual de segundo orden.
A pesar de que los lagrangianos de primer orden son degenerados, la teoría
éanónica puede ser construida en una forma consistente. Por otro lado, el
uso de lagrangianos de primer orden está muy generalizado en la Física
(sistemas fermiónicos, ecuaciones de Hamilton, principio de Palatini, pri~

cipio variacional de Schwinger, método ~l en relatividad general, formul~
ción de supergravedad, etc.).

Finalmente, vale la pena señalar ql~ para implementar consisten
temente el principio variacional de primer orden es preferible utilizar
el principio variacional de Weiss que dice que la variación de la acción cs
lDla función que depende sólo dc los PlDltos extremos entre 105 cuales la
acción es evaluada, en lugar de usar el principio de Hamilton que dice que
manteniendo fijos los valores de las coord~ladas en los extremos, la varia
ción de la acción debe anularse.

Es preciso destacar que el prinCIpIO de \~eiss es el adecuado para

poder construir transformaciones canónicas en la teoría hamdltoniana. Pa
ra mayores detalles es aconsejable consultar las referencias.

V. LAGRANGIANOSPARA SlSfg.Wi DE EQJACIONES DI FERENCIALES
SINGULARES.

Hasta ahora hemos considerado sistemas de ecuaciones diferencia
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más altas derivadas de las
Explícitamente, si estu
segundo orden)

les regulares, es decir, sistemas tales que las
variables pueden ser despejadas algebraicarrcnte.

diarnos un sistema de ecuaciones diferenciales (de
k ok o.j k. k (' .

Mi/q • 4 , t) q + Ni(q , q , t) = O 1.J.k=1 •... n)
decirnos que el sistema (S.l) es regular si y sólo si

(5.1)

det ~i.. f O
1J

y, por el contrario, es singular si y sólo si
(5.2)

det M .. = O •
1J (5.3)

En general, en mecánica c15sica, sólo se estudian sistemas regulares ,pero

recientemente el interés en sistemas singulares ha crecido en forma con5i
dcrablc debido a que gran parte de las teorías exitosas de interacciones
fundamentales están descritas por sistemas sjngulares.

r~efecto, la teoría clectro~1gnética de ~bxwell, la teoría gra
vitacional de Einstein y la teoría electrodébil de Salam y Weinberg, son
teorías (invariantes) de norma (calibre o medida). Esto significa, uti1l
zanJo notación de mecánica clásica, que las soluciones descritas por
qi(t) y qoi(t) ='1 i(t) + 6'1i(t) representan el mislOOestado físico del sis
tema, con 6qi(t) dado por

6qi(t) = ~ai(4,t)fa(t) + ljiai(q.t) r(t) (a=l •...• G), (5.4)

donde ra(t) son G funciones arbitrarias del tiempo, ~ i(q,t),y Iji i(q.t)
i a ason funciones con lH1a dependencia en q y t bien detenninada. La trans-

[amación
i ,i i .r- iq-~q =q +uq (5.5)

se denomina transfonnación de nOTIna.
La propiedad recién descrita tiene su expreslon más simple en la

teoría electromagnética de Maxw-ell donde es bien sabido que los potencia-
les A (x) y A' (x) = A (x) + ~ (donde A(x) es una función arbitrariaU U U axU
de xv) representan el mismo campo electromagnético.

Esta situación sólo es posible si las ecuaciones (5.1) no son
todas independientes, ya que, en caso contrario las qi estarían completa-
mente detenninauas por el sistema (5.1) Y no cabría la posibilidad de obt.£
ner soluciones que contuvieran funciones arbitrarias del tiempo.
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Como veremos, esta situación sólo puede presentarse cuando la
ecuación (5.3) se cumple, es decir, para sistemas singulares. En otras
palabras, cualquier sistema físico que presente algún tipo de invariancia
de norma está descrito por un sistema de ecuaciones singular.

Consideremos entonces, el caso en que el sistema (5.1) es sin~
lar. En estas condiciones existen tres posibilidades que analizaremos
en lo que sigue:

i) Existen identidades entre las ecuaciones (5.1), es decir, éstas
no son completamente independientes.

ii) Existen ecuaciones que no contienen las aceleraciones (contienen
las velocidades corno derivadas más altas). Estas ecuaciones se
llaman constricciones, porque implican que los valores iniciales
de las velocidades y posiciones no se pueden especificar arbitr~
riamente. sino que están constreñidos por dichas ecuaciones.

iii) Existen identidades y constricciones. Este es el caso de las
teorías mencionadas al comienzo.
Para precisar

nadas matellk~ticamente.
su rango R es menor que

i .
dependientes Va (q,q,t)

cero, esto es,

estas ideas. describiremos las situaciones mencio
Cebido al hecho de que la matriz ~1.. es singular,

'Jn. Existen entonces n-R vectores linealmente in-
propios de ~I.. (por la izquierda) con valor propio

'J

V i ~I.. = O
a 'J
('..ons ide randa

(a = 1, ... n-R).

la ecuación (5.1) debe tenerse que
(5.6)

(5.7)

Ahora hien. si B (q/l,t) ::O para todo a , entonces existen n-Ra
identidades y se trata del caso i) descrito con anterioridad. Si ninguno
de los Ba(q,q,t) es idénticamente cero, entonces existen n-R constriccio-
nes, ecuaciones que ligan las posiciones y velocidades iniciales, es de-
cir. que no contienen las aceleraciones y esta situación corresponde al
caso ii). Por últiroo, si algtmos, pero no todos, los B son idfnticaITIelltl

"-cero se tiene el caso iii) donde existen identidades y constricciones.
Los lagrangianos L que dan origen a sistemas singulares son de-

generados en el sentido que
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det o (5.8)

(5,9)

A pesar de que existen excelentes estudios para la construcción
de la teoría canónica de dichos lagrangianos, no existe todavía un estu-
dio completo del problema inverso para sistemas singulares. Un enfoque
posible, en el que se han hecho algunos avances, utiliza el formalismo de
primer orden para los sistemas singulares.

Para finalizar, analicemos en algún detalle sistemas físicos siro
pIes que corresponden a los casos i), ii) Y iii).

Caso i). La partícula libre relativista.
El lagrangiano de la partícula libre relativista es

.~ .v) 1/2
L = m(g~v x x

(5.12)o .

con g~v diag (1,-1,-1,-1),
x~= *- (T parámetro arbitrario). (5.10)
La acción S = JLdT es invariante ante la reparametrizacjón
T ~ T' = T'(T) (5.11)

~asr::~~::~:s
La matri z

[
g~v

~I = m --- -
~v (xax ) 172

a
(5. 13)

(5.13) propio con valor propio cero eses singular y el único vector
v~ = x~.. ~~Cfccto,[ \

xt-'~l = m --- __
~v (xaxa)1/2

(5.14)

Una combinación lineal de las ecuaciones

x~~lj(v" O , (5.15)
~V

es idénticamente cero. Esta identidad corresponde a la invariancia de nor
ma (externa) (5.11).

Se llama norma externa a aquella en que la variable independie~
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(5. , 6)

te ('l:) es transformada y norma interna a aquella que deja invariable a

variable independiente
Caso i i). El campo de Praca
El lagrangiano del campo de Proca es
L = .l(A~' v _ AV'~) (A A) 1 m2A~'4 ~,v-v,~-;r"~

la

Las ecuaciones de movimiento son

_ AV ,\1_ m2 A\l = O .
,V

AIJ,v
'v

Es fácil probar que
(5. , 7)

m2 ó A~ = O
~

y, por lo tanto,
ó"A~ = O

(5. , 8)

(5. , 9)

(S.eO(A - A )
t.i,V V,lJ

son

(5.19) que no contiene aceleraciones constituye una
los valores iniciales de A\l y sus primeras deriva-

La ecuación

El G1JnJX) de ~!ax\'.'cll, los campos de Yang ~lills,

Relatividad General.
Estudiaremos en ¡]lgún detalle el campo de ~1axh:ell que consti tu-

ejemplo más simple de los mencionados.
El lagrangiano es
L = - -} (A~'v _ A~'v)

ecuaciones de movimiento

ye el

y las

constricción que liga

das temporales.

Casoiii).

O (S.el)

Es fácil verificar que tanto (5.20) como (5.2l) son invariantes

ante la transfonmación de norma interna
(5. e e)

es decir,

A' = A + óA(x) (A: fW1ción arbitrario).
~ ~ óx~

La divergencia covariante a de (5.21) es idénticamente ccro,
V

independientemente de que (5.21) se clIDlpla o no y, por 10 tanto, sólo tres
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de las cuatro ecuaciones (5.21) son independientes. Este hecho está en

concord,Ulcia con la indctcrninación expresada por (5.22).

:\nal icemos la ecuación para ~ = O ,

3 3~(¡\0) - 3°(3 A~)w ~
Se tiene entonces.

o . (5.24)

o , (5.25)

o sea.

La ecuación l-J= () no contiene scgtmdas derivadas con respecto al tiempo y

constituye, cntonccs,Lm<l constricción. El campo de f\.laxwell es un ejemplo
de lUl sistema singular con identidades (invariancia de nonna) y constric-

ciones.
El prohlcma inverso del cálculo de variaciones para sistemas sin

guIares no está resucIto, rero probablemente el mejor modo de considerarlo

es utilizando sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, con
los que es más fácil aislar las variables físicas (independientes de nonna)

de las que no lo son.

VI. crnSTANTES DE mVIMIFJITO y SI~!D'RIAS.

qi ,:1i ,t Y

c iones S.

lJna constante de JOOvimiento es tnla ftnlción f que depende de
que es constante cuando qi (t) es tnl miembro de la clase de solu-

La denotamos por f = f(qi,qi,t) y satisface

~t f = aL ¡ji + !L éli
;)(11 aq1

cU<U1doqi es lUla solución de las ecuaciones de movimiento.

(6. 1)

Si L es tm la-

grangiano (suponemos que L tiene la fonna usual y no degenerada), las ecua
ciones de llovimicnto resultan ser

(6.3)

(6.2)..i _ \.-1 \,jq - - \ .'
1)

es el inversoh'- 1
ij

\( ..
1)

donde
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También decimos que una constante de movimiento f es una cantidad conser-
vada. Es claro que el problewB de establecer si una función dada es con
servada depende de S y no de una selección particular de algún lagrangia-
no. Además, si las ecuaciones de movimiento se escriben

(6.4)

vemos que la clase S depende de las fuerzas específicas ~i Y no de la ex-
presión de esas fuerzas por medio de un lagrangiano como en (6.2) Y (6.3).

Para ilustrar el punto con un ejemplo especialmente sencillo, p£
demos mostrar que las conservaciones del momento lineal y del momento ang~

lar son consecuencias de la Tercera Ley de Ncwton y no de la existencia di
recta de un lagrangiano: primero, supongamos que tenemos n partículas sin
constricciones, con masas ~~(a=l, ... n) y posiciones tridimensionales
x~ ' (i=1,2,3). La ec~,ción (6.3) se puede escribir

(6. S)

(6.6)

otras parti
se pennite

donde (NSa) indica que no hay suma en el índice a. (Las cantidades
~i = (M )-lFi son las fuerzas específicas de (6.4)).
a a a .Entonces sea F~ la Sunk1 de las fuerzas debida a las

culas donde FiS es la fuerza sobre a debido a S (notar que no
a .

0=8) más fuerzas externas F~E:

Fa' =}; Fi + Fi
S aS aE

La Tercera Ley de Newton (fonna débil) dice
(6.7)

De (6.7) pcdemos ver inmediatamente que
}; M ~i = }; Fi (6.8)
a aa a aE

El rrUemhro izquierdo es la derivada con respecto a tiempo del momento total
pi = í: ~Ixi . (6.9)

a aa
La ecuación (6.8) dice entonces que pi es conservado si se cumple la Ter-
cera Ley en fOI1Tl3 débil Y si la fuerza externa total es nula.

Similannente definimos el JOC)mento angular total L. como1
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. k
L. : ¡; E. xJp (6. JO)
1. ex l.Jk ex ex

i(usando el origen x = O como referencia), donde la convención de suma se
utiliza para j, k como de costumbre, y donde £ijk es el símbolo complet~
mente antisimétrico de Levi-Civita. I~ derivada con respecto al tiempo
de L es

es paralela a la recta que

¡; £ xi -;k + ¡; £.. xia,B ijk ex t~-aB a 1Jk ex
La Tercera Ley en fama fuerte dice que Fi aB
une a las partículas ex y B:

k
F aE (6.11)

Una forma un poco m~
ki = constantes. Su-

i i i
F aB: KaB(xa - xB ) (NS aB) • (6.12)

ddonde KaB : Kaa. Con esta forma fuerte vemos que di Li en (6.11) depende
solamente del último término, el torque externo total. Si este torque se
anula también, Li es conservado.

iEn los dos casos de arriba, la conservación del momento P y del
TTlOTTlentoangular L. es una consecuencia de la fonna de las fuerzas, no de,
la selección de lagrangiano. Otra manera para probar la conservación de
momento usa el Tcor~~ de NoethcT. Este teorema proporciona una relación
entre simetrías del lagrangiano y leyes de conservación. Las limitaciones
del teorema, especialmente si deseamos que las cantidades conservadas se
icientifiquen con el monento físico o la energía, fueron discutidas por
Havas (1973). Aquí mostramos que las simetrías de un lagrangiano (al me-
nos las ~1s obvias) pueden cambiarse al usar un lagrangiano equivalente.
Se puede usar una fo~, muy sofisticada del Teorema de Noether. pero su
interpretación física no es directa.

L, fonna m..1Ssencilla del Teorema de Noether se tiene cuando un
lagrangiano no depende de una coordenada particular.
nos trivial usa el operador diferencial ki~ donde

3q'
pongamos que L sea constante con respecto a este operador:

ki3L : O . (6.13)
3q'

Se puede deducir que kip.(donde p. - 3L, son los momentos canónicos conj~
J. ]"]'

gados) es una constante de movimiento?q
d i i d 3L
dt (k p) : k di a<ji (6.14)



Por ejemplo, si ocurre que el lagrangiano para un grupo de partículas es
invariante cuando las partículas se trasladan todas simultáneamente en el
espacio, entonces el momento lineal total de las partículas es conservado.

El operador de la ecuación (6.13) es un operador de traslación.
También en ciertas circunstancias, es posible usar operadores de trasla-
ción que dependan de la posición y este proceso define una operación de
derivación de Lic. Si L está compuesto de tensores invariantes con res-
pecto a esta operación, es posible encontrar directamente un ''momento''
conservado. Esta es Lma manera para encontrar la conservación del momen
to angular.

Otra cantidad importante es la energía. Otra forma sencilla del
Teorem~ de Noether parece relacionar la conservación de energía con inva-
riancia en el tiempo. Supongamos que L no depende del tiempo,

aL = oatpor lo tanto el hamiltoniano es una constante de n~vimiento:
(6.15)

aL ..i aL ..i aL .i-.q --.q--.q
aq' aq' aq'

aL- at

(6.16)

Si L tiene la fonna usual conservativa L = T - V, donde T es la energía ci
nética y V es la energía potencial, H se identifica con la energía total.
Pero, puede ocurrir, con el uso de un lagrangiano general, que no exista
una relación directa entre H y la energía, aun cuando H sea conservado.

L~ dificultad con las fo~~s sencillas del Tcore~~de Noether,
como describimos arriba, radica en que es posible que un lagrangiano no ten
ga una simetría correspondiente a una cantidad conservada particular. Por
ejemplo, LID lagrangiano para la partícula libre en una dimensión q es

1 • z
L = '2 q .

Este L no depende ni de q ni de t y tanto p
vados. Un lagrangiano equivalente L' es

1 . 2 1. 3L' = '2 qq - 2 q t.

aLaq como H

(6.17)

1 '2 son o e2" q c ns r

(6.18)
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Este 1.' depende de q y de t. Por consiguiente

pI = -ll:.:. = q'l _ ~ q2 t
3'¡ ¿

l' l'JI' "2qq2-3qJt (6.19)

(6.20)-r .
por

• 1"2no son conservados. !\atura'-r¡cnte la conservación de p q y H '2 q

depende de S solamente, y S es el mismo para L y L'"

Se necesita lma fOI1nél del Teorema de Noether que sea váli¿a pa-

ra todas las circunstancias. Supongamos que ki, kOy F sean funciones de
i .i

q , q , t tales que

ki ~L. + ki ~ +
;)'11 dti1

Entonces, la flDlción f dada

es tm<lconstante de movimiento. La demostración es sencilla: se calcula

f y se oht iene

(6.22)

y usando (6.16) se puede mostrar que f = O.

Por ejemplo, usando (6.19) podemos escribir

1 é¡2 = const = ~ p' - 2 Ij' (6.23)"2 q q
2' 3

Entonces verific3100S que k1 = ~ kO F O satisfacen laq' q'
ecuación (6.20) si L' es el de la ecuación (6.18).

La fmm" de arriba del Teorem.:'1 de Nocthcr tiene un inverso, en el
cual una constante de movimiento f está ligada a ki• kO Y r. En este sen
tiJa, ésta n'presenta un método para tratar cU11quicr lagrangiano de Wl

sistema S.

Sin cmh~lrgo. dos aspectos físicos de la forma sencilla del Teor~
ffi..l de Noether se han perdido. Primero. la ecuación (6.20) muchas veces se
escribe con la notac ión

ki = 6qi kO = 6t " (6.24)

Si ki Y kO son constantes ~. F = O. la ecuación (6.20) dice que L es inva-
riante con respecto a Wl movimiento infinitesimal como en (6.13). Pe:ro

cuando ki y kO no sean constantes la interpretación física de (6.20) no es
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clara. Segundo, cuando ki y kO son constantes y F = O, la constante de
(6.21) es la suma de un momento nk1s lm3 energía. En general, la interpr~
tación física de esa constante tampoco es clara.

Si lma colección S de curvas satisfacen una colección de TI ecua
segundo orden, hay 20 constantes de movimiento independientes.
posible interpretar estas constantes directamente como las posi.

velocidades iniciales que determinan los miembros de S. Sin cm
se define típicamente solamente como soluciones de un lagrangiano

L dado o de ecuaciones dadas. Si L tiene simetrías sencillas, la fanna

simple del Teorema de Noether es útil para encontrar constantes de movi.
miento. Es posible que la forma general del Teorema más la existencia de
lagrangianos equivalentes, puedan ser útiles para encontrar más constan-
tes, pero el proceso típico es usualmente el inverso. Es decir, como está
indicado en las secciones anteriores, el proceso es usar constantes de me
vimiento para ir de un lagrangiano L a otro L equivalente a L. El método
consiste en fonnar de alglIDas constantes la matriz !, y de A generar Laso
ciado a L. Desgraciadamente, no todas las constantes son útiles para en-
gendrar lagrangianos equivalentes. Por ejemplo, hay lagrangi~nos que son
esencialmente únicos, y el único A que es posible es lUla constante numéri
ca multiplicando la ~,triz uni~,d.

Existen, entonces, dos problemas importantes: el primero, es de
terminar clmles constantes de movimiento pueden ser útiles. El segundo,
es encontrar como construir matrices A de esas constantes (y después c6mo
generar nuevos lagrangianos). Loe' fonna general del Teorema podría dC'sem-
peñar un papel importante, pero c~11 sería exactamente el papel, es un te
JTl3 de investigación futura.

VI I. ALGU:'!JS C<J.lENTARIOS ACERCA DE LA TEOIUA CUA.\"nc:~.

En este artículo hemos considerado la mecánica clásica. Por su
puesto, la mecánica cuántica proporciona una mejor descripción de la natu
raleza, y al~os sistemas con espín no tienen un límite clásico bien defl
nido. Sin embargo, en muchos casos la descripción clásica está tan bien
entendida o es tan importante, que es necesario adoptar un procedimiento
para pasar de una descripción clásica a la c~1ntica correspondiente.
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Un proccdÜTIiento frecuentemente empleado consiste en escribir la
ecuación de SchrOdinger reemplazando las coordenadas qi y sus momentos CO~
jugados Pi por operadores apropiados en el lugar donde aparecen en el h dITli!

taniano H, el cual se relaciona con la diferenciación con respecto a tiempo.
Hemosvisto, sin embargo, que el conocimiento de lID sistema clásico, es d~

cir el conocimiento del sistema S de movimientos permitidos por las fuerzas,
quizás no determina únicamente un lagrangiano L y luego quizás tampoco d~
terminen un hamiltoniano único. (Aquí suponemos que L y H se determinan
únicamente por medio de una transformación de Legendre). Las teorías cuá~
ticas que resultan de dos diferentes lagrangianos, como veremos, pueden
ser enormemente diferentes. En esta sección, mostraremos algunos ejemplos
de las dificultades que pueden aparecer. A continuación discutiremos bre
vemente algunos métodos posibles para resolver o evitar estas dificultades.

Consideramos primero la partícula libre en una dimensión, con
coordenada q. Una clase de lagrangianos para este sistema se parametriza
por la constante n:

son

lagrangianos (uno para cada n) son
correspondientes r(n) se dan por

~n-1= nq

L(n)= ét '
donde n i O ó 1. Estos
l~s momentos conjugados

(n) 3L (n)
p =aq-

Los hamiltonianos H(n)

(7. 1)

equivalentes.

(7.2)

n
(t= n:-r (7.3)

(7.4)

1) :

es hacer la substitución canónica (em-ingenua
que h =pleando dimensiones tales

(n) 1 3P -+--
i 3q

Debido a que H(n) es independiente del tiempo, podemos usar la ecuación de
SChrodinger independiente del tiempo para la función de onda w(q,t)

H(n) W = E W = ~ (J_)aw • con E = consto (7.5)
naia aq

lh1 método de cuantización

Esta ecuación se resuelve
Fourier:

primero expresando W como una integral de

w(q,t) (7.6)
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(7.7)

segundo ejemplo es el oscilador armónico isotrópico en
Si escogemos la constante de restitución y la masa am-

el lagrangiano usual es
dos dimensiones.
bos iguales a 1,

La ecuación (7.S) se convierte en una ecuación para w
n-l "E = -u'n"Esta ecuación (7.7) siempre tiene al menos una solución para

W, si TI ; 0,1. Sin embargo, es necesario que w sea real porque para cada
parte imaginaria rcsul ta que el modo correspondiente tiende a infinito en
x = + 00 o en x = - oo. La ecuación (7.7) para w tiene en general solame~
te una solución real. El único valor entero de TI que penni te w y -w co-

mo solución para una E dada es TI = 2, el valor acostumbrado. Por lo tanto
la teoría cuántica para TI ; 2 es diferente de la de lUla partícula libre a
pesar de que L(n) es equivalente clásicamente al lagrangiano L(2) de la
partícula libre.

Nuestro

L (7.8)

donde q¡, q2 son las coordenadas y

1 .2 2L(J) = I (q¡, - q¡) L(2)
Un lagrangiano equivalente L es

1 (.2 2).I q2 - q2
(7.9)

(7.10)

a L Y L'
res qí'
nemos f¡

Sin embargo, las teorías cuánticas de estos lagrangianos son completamente
diferentes.

El método para cuantizar los hamiltonianos 11y 11'que corresponden
es reemplazar las coordenadas q. y sus momentos p .• por operado-

1 1

~ .. Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutación (te
1 -

1) :

(7.11)

Con las relaciones de (7.11), el grupo dinámico de L es SU(2) , un grupo
compacto, y el de L es SU (1,1) que no es compacto. Por consiguiente to
dos los observables asociados con L no pueden tener espectros discretos.

Es posible tener la teoría cuántica usual con el lagrangiano [
si no aceptamos (7.11). Por ejemplo, las relaciones
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[qi' i¡] [í\ ' í\J O = r i¡ P,J [ '12, P1J ,
] 1 '

I i¡1 ' PII i =- I i¡ p,l (7. 12),,
conducen a la teoría cuánt ica lIsua 1, si tenemos r de la ecuación (7. 10) .

I~s relaciones de (7.12) representan lm método de cuantización rara, y

ellas serían posible solamente si sabcJOOsel resultado correcto antes de

cuantizar el sistema.
El último ejcr.JPlo que presentarnos es el oscilador armónico amor

t i!!U-'ldo(con fricción) en tm3 diT'lcnsión, con coordenada q. Este oscilador

obedece la ecuación
¿j .•. ;q .•.k2 q = O. con)., = const.. k2 = consto (7.13)

rbs lagrangianos equivalentes para este sistcm,:l son

L = j eh (4' - k' '1') (7.14)

L = r~+ ),] (4k' -.\')-ll2tan-l{r~ +),l (4k' _ ))_1/'¡

1 ., , ,-I tn(q + ),'1'1 + kq). (7.15)

Los JOOfficntos conjugados son

r = aL - eh '1~- (7.16)

r ), ](4k' _ ),,)-1/'¡.

(7.17)

Los hamiltonjanos son

lI=r<Í-L=~.e-hr'+tk'eh '1' (7.18)

TI = p q-[ = - ~ ),qp + t ~nI~ (4k' - ),')J

- ~n cos I~ (4k'- ),,)I/'J (7.19)
Los dos hamiltonianos (7.1B) y (7.19) son enteramente diferentes. H de-
pendcdel ticmfXJ pero t ¡ene lUla teoría cuántica sencilla (ver Edwards.

1979). Pero de la cuantización de 11resulta de que la energía disminuye
exponencialmente con el tiempo hasta anularse. El segtuldo h..'UIliltoniano H
no depende del tiempo y por lo tanto es una constante de movimiento que no

tiene lUla relación obvia a la energía. En el primer caso, que la energía
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disminuya a cero presenta una contradicción con el hecho de que la energía

de las fluct~~ciones del vacío no es cero. Pero, aparte de este hecho, el
primer caso tiene propiedades que parecen físicamente razonables (tal como
la propiedad que A = O corresponde al oscilador sin fricción).

~uestros comentarios acerca de la mecánica cuántica están basados
en los ejemplos antedichos. Primero, está el proble~~ del espectro físico
de observables. Además de la cuestión del orden de factores o de otras
euest iones que ocurren cuando el hamil taniano es complicado. vemos que la

selección de lagrangiano afecta cuáles cantidades son constantes, cuáles
tienen espectros discretos, y aun el grupo dinámico del sistema cuantiza-
do. Un observable está determinada por las configuraciones permitidas
del sistema. Es claro que la ftmción onda cuántica detennina estas conf.~.
~raciones, pero parece razonable que las soluciones clásicas S del siste
m~ determinen la n~yor parte de las propiedades de los observables. Se~
do, vemos que H. en general, no tendría las dimensiones de energía. Un
principio de adición afi nna que todos los hallli1tonianos tienen las mismas
dimensiones. Este principio es que las propiedades de dos sistemas resul
tan de la S~1 de sus hamiltonianos ~1s un término de interacción. Además.
el principio de que 11 sea conjugado (en algún sentido) al tiempo, implica
que estas dimensiones serían las de energía. Parece que estos principios
pueden eliminar algunos hamiltonianos equivalentes. pero el uso de una
constante de interacción con dimensiones puede impedir esta eliminación.
Tercero. aun cuando H tenga los grupos correctos. podría ser físicamente
difícil de interpretar porque fuese dependiente del tiempo o no fuera posJ
tivo. El oscilador con fricción tiene un hamiltoniano positivo y uno que
no depende del tiempo. pero este ejemplo implica que un principio básico
de ambas propiedades no es posible en general. Dicho de otra manera. un
principio de positividad y de no dependencia del tiempo probablemente elim.!.
naría muchos sistenk~s interesantes Y no solamente algunos hamiltonianos.
Cuarto. muchos problemas de cuantización desaparecen si aceptamos que el
hamiltoniano H es una cantidad física básica. Bajo este punto de vista.
H y IT dados por las Ecs. (7.18) Y (7.19) constituyen dos sistemas diferen-
tes. l~s dificultades de este punto de vista es que algunos sistemas vc~
daderamente son conocidos por su conducta clásica; el oscilador con fric-
ción (para el que podemos usar H o IT de (7.18) ó (7.19) es un buen ejem-
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plo.

que la

Es d('ciT,
elección

que hay ejeMplos donde
de un hamiltoniano.

la conducta física es m..'isbásica

Respecto a este caso, notamos el tema de la cuantización gcométri

ca. En este tema, la cuantización se describe por medio de cantidades ge~

métricas definidas en el espacio de fase, evitando en lo posible el uso de

coordenadas específicas. Un paso para comprender el proceso de clL:'1ntiza-

ción sería comprender la equivalencia entre lagrangianos por la existencia
de una cstnJctura geométrica. Por ejemplo, i'.tacartney-Filgate (1980) pre-

senta una breve discusión de espacios que admiten geodésicas correspondlc,!!.

tes, y serí;} interesante realizar estudios similares en un lenguaje apro-
piado para la cuantización. Quinto, es la cuestión de cuál sistem..'1clási
co deherÍa ser cuantizado. El oscilador amortiguado es un buen ejemplo de
lffi sistema que no es aislado, porque él pierde energía en el proceso de
fricción. Como dijimos, hay dificultades en la cuantización de este siste
mi, pero es un sistema muy importante para entender los aparatos de dete~
ción, especialmente cuando se están detectando pocos cuantos. Y, como di..
j irnosarriba, este es un sistema cuya conducta es tan bien conocida clási
camente y es muy deseable buscar un método para comprender la cuantización
del sistema.

fiemos visto que la existencia de lagrangianos equivalentes prese!!
ta dificultades para la mecánica cuántica. La obra del futuro debería con
centrarse, en nuestra opinión, en cuatro áreas: l.aprimC'ra es invcstig;lr
criterios físicos para preferir un lagrangiano sobre otro. Como indicamos
arriba. los criterios T1"klS sencillos no son posibles. L;l segunda es investl
gar si es posible especificar un sistema clásico más precisamente, por eje~
plo, usando información de una aproximación cuántica. Esta especificación
debería resultar en una teoría cuántica basada en las soluciones
clásicas S. Es probable, que el estudio de la teoría de Hamilton-
Jacohi fuera importante aqui'. La tercera.como está mencionado arri
ba, es estudiar la teoría de lagrangianos equivalentes en el len
guaje de la cuantiz,lción geométrica. Y la cuarta, es buscar llll mé
todo de cuantización basado en las soluciones S y no en una selección
de lagrangianos o hamiltonianos. [sta última área de investigación es
nR.1y promi soria. Sin ermargo, cua lquier método elehe concordar con
el método canónico si el ~istcma es conservativo y debe ser con



vincente cuando sea aplicado a sistemas no conservativos como aque11o~ con

fricción o amortiguación.

\'1 11. TEOR1..\ DE e\'.trOs.

L1. mecánica clásica de \e\\'ton se aplica;} la teoría de campos

usando métodos similares a los usados para la teoría de partículas. Sin

emhargo, pocos autores han d iscut ido el probl ema inverso a la cuest ión de
lagrangjilTlos equivalentes para campos. Una exc(:pcif,n ha sido Edc1cn,

quien dl'rivó un lagrangi,mo para una ecuación integro-diferencial 1 incal,
El notó que este lagrangiano es la integral eJe una dcns id:ld, la que a ..,:;u

vez es integral de lUla densidad de segundo ordC'n.
Aquí presentarnos una discusión hre\"L' de la teoría de un c:unpo.

~os 1imi tamos a lUl campo esc;¡l ar, aunque Ede len \' Sant i 11i han dcscri to

aspectos de la teoría de GlmpOS r.tás generales. \uestro traba.io (que SE'

publ icará pronto) muestra que es necesario considerar densidades de todo

orden.
Un campo esca lar 4J (x, t) es una func ión de una coorden.1da cspa-

da1 x y del tiempo t. Por simplicidad, en 10 que sigue hemos consider~

do que x es periódica (x=O es identificado con x=2TI). La ecuación de mo

vimiento para <pes su ecuación de campo, una ecuación
F(~.~.~ .... ;t)=O (R.')

, ,lJ.. ,lJ.V,

en sus derh'adas parciales

(S.21

Típicamente esta ecuación es de seglUldo orden en la dcriyad.1 tem

peral. Tamhién, si la ecuación es invariante bajo transformaciones de

Lorentz, es de segundo orden en las derh'auas C'spaciall's y es 10c.11. Su-

JX>ncmos aquí que el campo satisface una ecuación de se~undo orden en el

tiempo pero con la posihilidad de Ser ni 10c.11 ni de un orden particular
en el l'SpilCio. El grupo de soluciones de esta ecuación 1:1 llamamos $, c0.

mo el conjunto de soluciones para lUl sistema de partículas.
Un métooo para tratar el campo <pconsiste en descomponerlo en

una ser i e de Fouricr:
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(8.4)

Para dar énfasis a esta co-

A (t):
n

A, t) = O

~(x,t) = LA (t)einx (8.3)
n

La ecuación de campo, entonces, consiste en W13 infinitud de ecuaciones

para las ftmciones

r- (A, A,
n

Las fill1ciones r dependen de todos los A en general, pero solamente de
n n.

las primeras dos derivadas con respecto al tiempo A , A. Podemos tratar
n n

1i1S Ees (8.4) como las de lli1 sistema de partículas, pero es más interesan

te discutir la teoría directamente usando el campo.
Consideremos el campo ~(x.t) como una colección de coordenadas

iq (t) con ]a x correspondiendo al Índice 1.

rrespondcncia, escribimos
~x = ~(x,t) , ~x = d~~~,t) , etc. (8.5a)

Por cjcmpl0'~x+t es realmente
dHV,t)i

~x+t = dt y=x+t
La convenc ión de suma aquí

ABO' fA(X,t) B(x,t)ux.
x x

(8. 5b)

es una convención de integración:

Por lo tanto la ecuación de campo se considera como un conjunto
lIc ecuaciones

r-x(~'~'~'t) = O .
Supongamos que es posible resolverla para las ~x

~x + r.x(~'~'t) = O.

(8.6)

(8.7)

de ~x ,$x no localmente. Los términos son multi

que uepende linealmente de ~ y cuadráticamente
x

Las fune iones C; dependen
x

lineales; por ejemplo una

de i:Px pueden ser

A ~ ~ ~ = fffA(X,y,Z,w,t)~(y,t)~(Z,t)~(w,t)dydZdW. (8.8)xyzw y z w
El prohlem..'l inverso restringido estudia la existencia de un la-

grang,i;mo para lUla ecuación particular como (8.6) u (8.7). El problema
111ver:--ono restringido consiste en buscar lUl lagrangiano rara cualquier
ecuación que tiene las mismas soluciones S que son soluciones de (8.6) u
(8.7). El problema de equivalencia intenta encontrar todos los lagrangi~

nos cquivalentes a lmo dado.
Un lagrangiano rara Wl campo es similar a 000 para un sistema de
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Este es una ftUlCión (o

ecuación equivalente a
partículas.
procluc ir tm<1

de términos
1. A + B ~ + 8 ~ +x x xy xy

fWIC iona 1) de ¿x' ~x' t si descamo s rc-

(8.7). Lo escrihiMos como Wla serie

(8.9)+ e 6 + e 6 ~ +x x xy X y

+D 66 +11 66~+xy x y xyz x y z

Es la costumbre considerar L como la intcgr:ll de lma (lcnsidad lagrangiana

(8.11)

Algunas derivadas particulares usan funciones especiales. Por

ejemplo la función ó de Dirac es

L = f Ldx , (8.10)

donde L depende de ~ y sus derivadas ~"ldX, ~2~/dx2,etc. En (8.9) los tér

minos son integrales de orden cero (A=A(t)), lmo (B ~ ), dos (B ~ ),x x xy xy
etc. Llamarnos a las fLUlcioncs en estas integrales, densidades de orden n'

por ejemplo

DXYz~X~Y~z= fffD(X,y,z,t)6(x,t)6(y,t)Q(z,t) dxdvdz

dej1ende de una densidad de orden tres.

L:

6(x-v) = 6 .. x-y

Sus derivadas son

(8. 12)

(8.13)

ÓX_y~y • ~x . (8.14)

Un término que depende de (d~/dX)2, por ejemplo, puede ser escrito

_ Ó" ~ ~ = ¡¡Ó"(X-YH(X,t)Q(y,t)dxdY
x-y x y

+ffÓ(X-Y) ~~ ~~ dxdy (8.15)

+ l[~J'dx.

6' 6" etc.x-y, x-y,

1"" flDlción Ó e5 una matri z unidadx-y

La integral de acción es

I = f Ldt .
(8.16)
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! ,;IS ('(uac iones de Eu)cr- Lagrange pueden ser eser itas

1 =L~_~=o
'x - at d~ a~ '

x x
donde ;}1./;)4> y dL/;)~ indican el proceso de variación.

x x

Por ejemplo (supon icodo () = lJ )xy yx

!l- _a _ I [) ~~ J 2iJ ~ + 2D ~dt ;)4>x yz y z xz z xz z
Por lo tanto

L W~+V
x xy y x

(8.17)

(8. 18)

(8. 19)

Lde1en (1962)).
~x + I.Xy~y + Kxy~y = O ,

v
x

donde
a'1.

Kxy ~
x y

a'1. .
34>~ ~y +

x y
Un ejemplo es una

a' 1. al.
a al a~x x
ccuac ión de campo lineal en ~x y ~y

(8.20)

(ver

(8.21)

donde 1.
xy

existe un

v K son constantes en el. xy
lagrangiano para (8.21)?

t ¡cmpo. Poderos preguntar ¿Cuándo

I~s condiciones de Helmholtz (3.2,
~.3. 3.4) son válidas para el caso de dimensión finita, pero si e-las se

apl k:m :lquí dicen (ver .).57)

integrales de densidades de segundo orden.
es el ue la ecuación de Klein-r~rdon:

1. =-1. K =K
xy yx xy yx

Si (R.22) es sat isfecha, un lagranl~iano posible es

1 16 "" +-211. 1" lK "". ="2 x-y.x.y xy.x.y -"2 xy.x.y

El primer ténnino es realmente la integral de lma densidad:

~ 6X_y~xQy = ~ mw <Ix .

Las ot ras. en general. son
lm C:lSO especial

a'~_ a'~ + m2if1 = O
;lt? dX2

(8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)

en donde n'mo~que

Lxy = O. K
xy

-ó" + tn2ó
x-y x-y

(8.26)



lntonces el la~rangiano L es
L = ] ¡~' 1- 6" ~ ~ - 1- m'~~2 x x 2 x-y x y 2 x x

1 J- [d""" [d]' J= - l -.:ti - ~ - m'~' dx
2 ¡dt) dX

(8.27)

(8.29)

(8.28)

6x-z\(1 W
xy yz

No hay una teoría completa para la existencia de un lagrangiano

para una ecuación equivalente a (8.4) si no existe siquiera la teoría pa-

ra la Ec. (S.4) misma. Aun si existe tll1 L dado no hay una teoría para

cuando existen otros L equivalentes. Podemos decir, sin cnbargo, que

las condiciones necesarias que describimos arriba son n(-cesar¡as aquí.
Sea I equivalente a L. Supongamos que las matrices

c;'L ii d'[
Wxy = d$xd$y xy ~

son ¡nvertibles: es decir, que existen W-1 ,\(~ tales quexy xy

.-1\( 6
xy yz x-z

Definimos . por"xy
~ = W W
xy xz zy

(8.30)

Entonces la condición de equivalencia entre L y L es

[ = ~ L (8.31)
x xy y

que con (8.30) da la ecuación básica (ver 8.19):
v = A 11
x xy y

F.l1tonccs poderros verificar que la traza

c~1lquier potencia es una constante del

de la matriz ~
xy

movimiento:

o A
yx

(8.m

e levada a

8.3~1

(B.33)o , etc.

si A
xy

~t (AXyl = O
d

Aquí, el operador dI es
da. a ..d
dt = at + ~>:a;-, ~xar

x x
donde ~x está dado por la ecuación de campo. Sin embargo, hay una dificu.!.
tad: es posible que tI al\., A etc., no pueda definirse. Por ciemplo,

xx xy yx .
6 ,A = 60 es infinito (aunque constantc).
x-y xx
Por consiguiente, hay algunos problemas con la teoría de campos

que no existen en la teoría de partículas. Uno se presenta cuando las in
tegra!es de densidades de orden general y la suma (8.9) converjan. Otro
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es la existencia de matrices que satisfagan (8.33) aunque las trazas de

sus potencias no existan. Finalmente, están los problel11c1s de la existen-

cia de lffi lagrangiano. cómo poder encontrarlo, y cuándo hay otros equiva-
lentes.

También mencionamos que el concepto de una constante del JTK)vi.
miento en esta teoría tiene ideas sutiles. ~lostrarrKJ5 estas sutilc:as con
el ejemplo de la ecuación de ondas

d2~ _ d2~ = O .

dt2 dX2
i•• solución general de (8.35) es

~(x.t) = ~+(x+t) + ~_(x-t) (8.36)

donde 4l+' ~ son
t=O o de ~' ,~:+
te de x.

fW1Cioncs de W13 variable. Los valores de 4'+ y <p a

a t=O son constantes del movimiento, funciones salamen

Escribamos ahora las derivauas
d~ _ ~.- <P:af- +

(8.37)
d~ _ ~.+ 4>:dX - +

Por lo tanto podemos expresarlas como
~:(x+t) 1 [d~ + d~]

2 dt dX x
1 [_ d~ + d~]

(8.38)
~:(x-t) '2 dt dX x

A continuación sUITk1rcmos las series de Taylor

exp r -t LJ ~:(x+t) ~:(x)
l dX

exp [ t L1 ~~(x-t) ~~(x).dX¡
Por consiguiente vemos que

~:(x) t [%t- + *lx-t
~'(x) = 1 [_.£!+.£!]- '2 at ax x+t •

(8.39)

(8.40)

son constantes del movimiento. Estas constantes son vectores: existe una
constante por cada valor de x. Una constante escalar t por ejemplo, rcsul



ta cuando usamos funciones f , g de x solamente:
x x

F = f ra~+ a~1 f ó (~+ ó' ~)x 3t dXlx_t x x-t-y y y-z ¿

G = g [d~ + M.l g ó (~- ó' ~) .x at dX)x+t x x+t-y y y-z z
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(8.41)

El lagrangiano que proviene de (8.27) para la ecuación de ondas
es

L = ~ ~ + ]<1" <l>Ó (8.42)
2 x x 2 x-y x y

Para construir un lagrangiano [ equivalente a L. es necesario al princi-
Pio escoger una matriz A que satisfaga (8.33). Una matriz que satisfa-• xy
ce los requerimientos con el uso de F de la Ec. (9.41) es

A = ó (~ + ó' <1». (8.43)xy x+y+t+z z z-w w
F~ la teoría actual, no es posible garantizar que haya un [ ob

tenido con el uso de A 1 pero en este caso hay uno:xy

¡; = 1 ó ó' ~. 1 ó ~ <1>-.!.<S" <1> <1>3 u+v+t+z z-w u~v~w + 6 u+v+z+t~uv z 3 u+v+z+t u'v~z
(8.44)

1.1 ecuación de Euler-Lagrange de ¡; es
¡; = A (P' - ó" <1» = O •
x xy y x-z z

Fn general A tiene un inverso y Ixy x
L =0. Cuando A = O tenemos quex xy

(8.45)

o es equivalente a

~ + ó' ~ = Ox-t x-t-y y

y es fácil ver que una solución de (8.46) es una solución
d(" ó' "J.0_[a2

<1> a2<1>Jat '!'x-t + x-t-y'+'y - - W - ~ x-t
Pero el problema de la existencia de lagrangianos [ más
(8.44) para la ecuación de ondas o para otras ecuaciones
problema abierto para el futuro.

XIX. CONCLUSIONES Y PROBLF1'IAS.

(8.46J

de (8.35J:
(8.47J

generales que
de campos es un

Comohemos visto en las secciones anteriores el problema inverso

del cálculo de variaciones tiene muchas facetas y alglmas de ellas no han
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sido exploradas totalmente. a pesar de que los primeros trabajos en el
área datan de fines del siglo pasado.

Algunos de los rroblcTIk~sabiertos más interesantes son:
a) La extensión del problema inverso en su formulación usual (segtl!!

do orden) a dimensiones ~~yores que dos.
b) Otro aspecto interesante es averiguar la relación entre los infi

nitos lagrangianos de primer orden y la indeterminación en la
elección del conjunto de constantes en un,sistema físico.

c) Intentar simplificar la construcción de lagrangianos de primer 01'

den evitando en lo posible la necesidad del conocimiento de todas
las constantes de movimiento. (r~el caso de conocer el hamilto
niano conservado, se puede construir el lagrangiano de primer al'
den

L = riqi - H(q\ r).
ti) Construcción de lagrangianos para sistemas singulares en general

y mejor caracterización de las variables de norma e independien-
tes de noma.

e) Intentar aclarar hasta dónde es posible establecer una relación
intrínseca entre transfo~~cianes de simetría y cantidades conse~
va~1S (en lo posible evitando el uso de lagrangianos que resulta
normalmente ambiguo).

f) 1.••.1 construcción de lIDa teoría cuántica, lo más general posible,
que evite las ambigüedades resultantes de la existencia de lagrag
gianos equivalentes, es también un desafío interesante.

g) La teoría general de lagrangianos equivalentes para el caso de
teoría de campos es otro problema abierto.

h) La general ización de transformaciones canónicas para inclUIr aque
llas que consideran el paso de un lagrangiano equivalente a otro,
podría ser también considerado.

i) La generalización del teorema de Noether para considerar transfo~
TIk~cioncs que cambien la acción de modo que las nuevas ecuaciones
sean combinaciones lineales de las originales es otro tema abier
to de investigación
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j) La teoría de I!amilton-Jacobi para lagrangianos cqui va lentes así

como para lagrangianos de primer orden ha sido poco estudiada y

sería interesante explorar este campo.
A pesar de los avances logrados, como se puede apreciar, existe

aún lU1 gran número de problemas que se puede!} atacar.
El estudio de lagrangianos equivalentes multidimensionales no ha

a]c;¡nzadoaún losniveleslogrados para el caso lU1idimensional. Los lagra!!.
gianos de primer orden,a pesar de constituir una respuesta (poco ortodoxa)
al probleMa inverso, no han sido aún explorados completamente y 10 mismo
puede decirse de los otros temas tratauos en el artículo como ya se ha s~
ñalado. A pesar de que el ternapuede parecer más nk~tcTIklticoque físico,
podría adquirir gran relevancia debido a que los métodos variacionales son
amrl iamente uti lizados en física. Además, debido a la ambigÜedad surgida
por la existencia de lagrangianos equivalentes, estos estudios nos condu-
cen a utilizar en nuestras consideraciones conceptos más básicos y de ma-
yor relevancia experimental como es el conjunto completo de soluciones (ól
bitas) de un problema en lugar de usar 1agrangianos. Debido a todo 10 que
hemos expresado anteriormente es muy posible que este fascinante tem~ sea
el objeto de numerosos trabajos en el futuro próximo.
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