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RESUMEN

Presentamos una resefia del problema inverso del cdlculo de varia-
ciones destacando las ambigledades que surgen debidas a la existencia de
lagrangianos equivalentes para el mismo sistema cldsico. En particular, a-
nalizamos las propiedades de lagrangianos equivalentes para sistemas multi-
dimensionales, estudiamos las condiciones para la existencia de un princi-
pio variacional para ecuaciones de movimiento y sus soluciones (tanto para
ecuaciones de segundo como de primer orden), consideramos el problema in-
verso del cdlculo de variaciones para sistemas singulares, planteamos las
ambiguedades que emergen en la relacidn entre simetrias y cantidades con-
servadas en el caso de lagrangianos equivalentes, discutimos los problemas
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que aparecen al intentar cuantizar sistemas cldsicos que poseen lagrangia-
nos equivalentes, describimos la situacidén que se presenta en el estudio
de lagrangianos equivalentes en teoria de campos y, finalmente, proponemos
una serie de problemas no resueltos y temas de discusidn relacionados con
el contenido de este articulo.

ABSTRACT

we present a review of the Inverse Problem of the Calculus of
Variations, emphasizing the ambiguities which appear due to the existence
of equivalent lagrangians for a given classical system. In particular,
we analyze the properties of equivalent lagrangians in the multidimension-
al case, we study the conditions for the existence of a variational prin-
ciple for (second as well as first order) equations of motion and their
solutions, we consider the Inverse Problem of the Calculus of Variations
for singular systems, we state the ambiguities which emerge in the rela-
tionship between symmetries and conserved quantities in the case of equiv-
alent lagrangians, we discuss the problems which appear in trying to quan-
tize classical systems which have different equivalent lagrangians, we de-
scribe the situation which arises in the study of equivalent lagrangians
in field theory and finally, we present some unsolved problems and discus-
sion topics related to the content of this article.

1. INTRODUCCION

los objetos del mmdo fisico en mecanica clasica son particulas
y campos. Las posiciones de aquéllas se describen por sus coordenadas en
el espacio como funciones del tiempo; gstos se describen por funciones del
espacio y del tiempo. La conducta de estos objetos queda determinada por
sus ecuaciones de movimiento, y toda la informacidn que podemos obtener de
la mecanica clasica es la coleccién § de soluciones de estas ecuaciones.
Consideramos ahora un sistema de particulas con constricciones holonémicas
(Goldstein, 1980). Nos preocuparemos de situaciones mas generales mis a-
delante. Se tiene N coordenadas independientes gt (i=1,...,N) para des-
cribir la configuracion del sistema, y sus ecuaciones de movimiento son N
ecuaciones de segundo orden. La coleccifn S consiste de las trayectorias
reales qi(t) que son todas las soluciones de las ecuaciones.

El principio de Hamilton establece que S es el conjunto de tra-
yectorias que son extremos de una integral de accidn. Escribimos esta in-

tegral como

I=sLdt ,
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donde L es el lagrangiano. Pero si § es todo lo que podemos conocer, es
posible que L no exista (es decir que el principio de Hamilton no sea co-
rrecto) o que haya otros lagrangianos L que podriamos usar. Estas posibi-
lidades afectan la existencia y la unicidad del hamiltoniano y el paso a
la mecdnica cuantica.

Es claro que la mecinica cuéntica describe la realidad en mejor
forma que la mecdnica cldsica. Pero hay dificultades en mec@nica cuanti-
ca, dificultades de interpretacién, de descripcitn de sistemas dependien-
tes del tiempo, y de infinitos en la teoria de campos. Muchas veces es
necesario empezar con una descripcién cldsica y después pasar a una des-
cripcién cuintica. El problema fundamental de este programa es el tema
de este articulo, es decir, la existencia de la posibilidad que el paso de
S a un lagrangiano no sea (mico.

Entonces, hay algunas preguntas que se pueden formular para in-
tentar comprender la relacidn entre la mecanica cldsica y la mecanica
cuantica:

1) Dado S, icuil es un posible sistema E de ecuaciones cuya colec-
cidn de soluciones es § ? Decimos que dos sistemas de ecuacio-
nes E , E son equivalentes si la coleccidn § de soluciones de E
es igual a la de E . Entonces podemos preguntar ;Cudles son to-

dos los sistemas E que son equivalentes a un E dado?

2) Dado E , ;existe un lagrangiano L que produce E por el proceso de
extremizacién de la integral de accién? Este es el 'problema in-
verso' de la teoria de variaciones: iexiste un L cuyas ecuaciones
de Fuler-Lagrange son un E dado?

3) Dos lagrangianos L, L son equivalentes, si sus ecuaciones de
Euler-Lagrange E , E son equivalentes; es decir, si las solucio-
nes S de E son las mismas que las de E . Entonces /cudles son
todas los L equivalentes a un L dado?

4) Después de las preguntas anteriores, cabe plantearse la del paso
a la mecdnica cudntica: Dados S , y L , L equivalentes ;cudles

son las diferentes teorias cudnticas que resultan?

En el caso de fuerzas conservativas, que provienen del gradien-

te de una funcidn potencial V, las ecuaciones de movimiento se escriben
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como ecuaciones de segundo orden. El lagrangiano se escribe como T-V, don-
de T es la energia cinética. L es funci6n sélo de las coordenadas i, las
velocidades di = —%ﬂi- , ¥ el tiempo t. Pero, a veces es necesario con-
templar ecuaciones de r :ro orden y lagrangianos mds generales. Helmholtz
(1887) ha dado condiciones necesarias y suficientes para resolver el pro-
blema inverso para cualquier orden, pero la pregunta (3), es decir, aqué-
1la acerca ¢ 1la existencia de lagrangianos equivalentes, no estd resuelta
todavia.

Darboux (1891) ha resuelto la pregunta (3) para ecuaciones de una
variable, Douglas (1941) la ha resuelto para dos dimensiones. Ambos han
discutido el caso de ecuaciones de segundo orden. Havas (1957) ha comenza-
do la discusibn general, y contribuyd mucho a la teoria de ecuaciones de
primer orden y la teoria de constantes del movimiento. Otros nombres de
importancia en este tema ahora son Santilli, Saletan y Marmo, y una des-
cripcidn histdrica muy buena ha sido hecha por Santilli (1978).

En este articulo presentamos una breve revisidén de la teoria de
lagrangianos equivalentes. Suponemos que el sistema de soluciones § tiene
al menos un sistema conocido de ecuaciones E . En la seccibén II, la pro-
xima, describimos el caso de un sistema no degenerado de particulas usando
N coordenadas independientes. Supondremos que un lagrangiano L existe
para las ecuaciones de movimiento E . E1 problema de esa seccidn es bus-
car otros lagrangianos L cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange E tengan las
mismas soluciones S ; es decir, buscar lagrangianos L equivalentes a L.

En la seccidn II mostramos que una matriz A juega un papel central. Todos
los invariantes de A son constantes del movimiento y, por lo tanto, es in-
teresante estudiar estas constantes especialmente.

En la seccidon III, describimos el problema inverso, es decir,
estudiamos el problema de decidir cuindo existe un lagrangiano. Hay dos
formas de este problema: El restringido consiste en determinar si existe
un lagrangiano L para un sistema dado de ecuaciones E . El no restringido
estudia la existencia de L para algin sistema E equivalente a un E dado.
Los casos unidimensional y bidimensional pueden ser descritos completamen-
te, y mostramos algunos de los problemas que se han constituido en obsta-
culos para resolver el caso general.

El caso de ecuaciones de movimiento de primer orden merece un lu-
gar especial. Lo describimos en la seccidén IV. Dado un sistema S de solu-
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ciones es siempre posible, (excepto en casos especiales) encontrar un sis-
tema £ de ecuaciones de primer orden que sea satisfecho por S . Siempre
existe un sistema E equivalente a E para el que existe un lagrangiano L.
Este L es lineal en las velocidades hi y podemos mostrar que todos los L
equivalentes a L, también lo son. Pero existen problemas: discutimos en
particular qué informacién se puede dar en los limites de la integral de
accién.

En la seccidn V discutimos los sistemas degenerados. Estos son
sistemas con constricciones o con invariancias de norma (o con ambos). U-
na norma (o calibre o medida) puede ser una norma interna, cuando t es in-
variante ante la transformaci6n, o una norma externa cuando t es dependien-
te de ella.

En distintos lugares de la teoria aparecen constantes de movi-
miento. Por lo tanto regresamos a la relacidn entre estas constantes y
simetrias en la seccidén VI. La relacidn mds sencilla es cuando existen
coordenadas ignorables, pero discutimos en general el Teorema de Noether y
algunas ambigliedades referentes a simetrias y cantidades conservadas.

Dos problemas fundamentales no tienen ninguna solucibén en la 1li-
teratura. Uno, el mis importante, es la relacién entre la mecdnica cuan-
tica y la mecdnica clasica si existen distintos lagrangianos equivalentes
para un sistema dado de soluciones § . Si uno usa en forma mecanica el
método candnico para construir la mecanica cudntica, dado un L, en general
el resultado no describe en forma satisfactoria la realidad. Un problema
es que para un L cualquiera resulta un hamiltoniano que no tiene necesa-
riamente dimensiones de energia. Otro es que el grupo de invariancia pue-
de no ser aquél del cual se obtienen los niveles correctos de energia. De-
seariamos contar con un método para pasar a la mecdnica cuantica directa-
mente de las soluciones § , pero este método no existe.

El otro problema nuevo se describe en la seccidn VIII; éste es
la existencia y la unicidad de wn lagrangiano para un campo ¢(x,t). En
este caso se acostumbra a escribir L como una integral de una densidad so-
bre el espacio. Edelen (1969) ha considerado la posibilidad de que L sea
wa integral doble de una densidad de segundo orden sobre dos copias de u-
na regidén. Mostramos que en general es necesario considerar integrales de
cualquier orden de densidades de orden arbitrario. Sin embargo, existen
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problemas relacionados con la existencia y la convergencia de dichas inte-
grales.

La Gltima seccidn IX son nuestras conclusiones. En este articu-
lo presentamos muchos ejemplos y muchos problemas por resolver. En esta
seccion especialmente, discutimos las dreas de investigacién que estan a-

biertas en este tema fascinante.
IT. LAGRANGIANOS S-EQUIVALENTES Y SUS PROPIEDADES

En esta seccifn consideraremos que un sistema fisico estd defi-
nido por sus ecuaciones de movimiento E o, mas bien, por el conjunto com-
pleto S de las soluciones de dichas ecuaciones diferenciales. Ahora bien,
dado el conjunto de curvas solucidn de un problema, existe mds de un la-
grangiano que da origen a este conjunto de curvas. En efecto, si L =L
(q-, Qi, t) da origen a ecuaciones de movimiento que describen adecuada-
mente un sistema, entonces L = pL + é% f(qi, t), o = cte # 0, da origen
a exactamente las mismas ecuaciones que L multiplicadas por un factor
p(Landau y Lifshitz, 1976). Diremos que L y L son trivialmente equivalen-
tes ya que las ecuaciones de movimiento derivadas de ellos (esencialmente)
coinciden, y escribimos L=T.

En efecto, si las ecuaciones de movimiento derivadas de dos la-
grangianos L y L son idénticas (salvo por un factor p) entonces necesaria-
mente se tiene L= L.

Existe una manera mas general de definir lagrangianos que des-
criban el mismo sistema que consideraremos ahora. Realmente, no es nece-
sario que las ecuaciones de movimiento coincidan, para este propdsito, si-
no solamente que sean equivalentes, es decir, que todas las soluciones de
un sistema lo sean del otro y viceversa (Currie y Saletan, 1966).

Dos lagrangianos L y L que satisfagan este criterio se llaman
s-equivalentes (o simplemente equivalentes), y escribimos L=L.

Supondremos en lo que sigue que L y L son regulares, es decir,

que

det(W;;) #0 y det(Wij) #0 , (2.1

donde



2’L
aq" 94’

ig &

Las matrices Wy W son invertibles.

5434

155

5°T. 2

Escribimos las ecuaciones de Euler-

Lagrange usando

EjL = Wy gl + viqu + Uy i (2.3)
donde
V.= L o oyoo L 3L (2.4)
o agteq? aq ot aqt

El operador E; se llama el operador de Euler-Lagrange.
Es facil ver que si L y L dan origen a ecuaciones diferenciales

equivalentes entonces

EL = A (0L 2.5)
donde A es una matriz invertible definida por

pJ =W, W H (2.6)
En efecto, las ecuaciones de Euler-Lagrange son

E{L: = wijaj + vijaj +U; =0 ' @0

B =Wl +Vygd) + Uy = 0 , (2.8)

y si ellas son equivalentes entonces
obtenidas de las Ecs. (2.7) y (2.8) deben coincidir.

se debe tener que las aceleraciones
Esto es,que

4 Wy : —=-11ij = .k =
Gt = - g up) = - T Fid Uy) (2.9)

debe ser una identidad (como funcién de qi, ¢i, t). Las Ecs. (2.6) y (2.9)
implican la Ec. (2.5).

Se puede ver que este resultado es una consecuencia del hecho que
las ecuaciones de Euler-Lagrange son lineales en las aceleraciones. lLa i-
dea de esta demostracidén estd contenida (para el caso unidimensional) en el
trabajo de Currie y Saletan (1966). En realidad, estos autores trataron en
su articulo el caso unidimensional (una sola coordenada) en que la matriz A
se reduce a una sola funcibn y mostraron que esta funcién es una constante

de movimiento. Ademds encontraron la forma de relacionar L, Ly A, es de-
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cir, como construir L dados L y una de sus constantes de movimiento B s

Valdria la pena precisar que Darboux resolvié en 18971 el proble-
ma inverso del cidlculo de variaciones en una dimensidn. E1 problema inver-
so consiste en encontrar todos los lagrangianos que dan origen a ecuaciones
diferenciales con una solucién general dada y es, por lo tanto, un problema
mas general que el de lagrangianos equivalentes.

Aqui nos preocuparemos del caso multidimensional y en la seccidn
IV regresaremos sobre este tema.

El caso multidimensional fue tratado por Hojman y Harleston (1981)
donde se demostrd el siguiente teorema: La traza de todas las matrices ob-
tenidas como potencias enteras de A son constantes de movimiento, es decir,

_ddt_ tr(ak) =0 - (2.10)

Estas constantes de movimiento no son funcionalmente independientes, debi-
do al teorema de Cayley-Hamilton (Birkhoff y MacLane, 1977).
La idea es encontrar la ecuacidén de movimiento para A , es decir,

d d ws e 3 ] 5 3 3 i 5

utilizando la definicién de A, W, v W.
No es dificil obtener que

dE My TAS M%) 0O - @ T w2

La derivada de la traza de AK es

Aoy = kpk-n 14
gc tr(at) k(07 30 A (2.13)
v es facil mostrar que esta derivada es nula.

Este teorema, sin embargo, no nos dice cémo construir el lagran-
giano L dados L y A. En efecto,de la identidad (2.5) (o las Ecs. (2.6) y

(2.9) se tiene que

s _ k
Wy = n W , (2.14)
v 23 T k =] 2.15
V@ 0 s Ak @ ) , (2.15)

pero, dado una A que satisfaga el teorema, no estd garantizado que exista
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un T que satisfaga (2.14) y(2.15). Para el caso bidimensional, Douglas
(1941) demostrd que hay lagrangianos L que son esencialmente {micos, es de-
cir que L=L implica T=L. Para este tipo de lagrangianos se puede definir
muchas matrices A que satisfagan (2.10) pero no existe ningtn L no trivial
que satisfaga (2.14) y (2.15). ILo ideal seria resolver el sistema (2.14) y
(2.15) para L y A dado L. Este es un problema todavia abierto.

A continuacion mostraremos wnos ejemplos donde el sistema (2.14)
y (2.15) se puede resolver para T con L dado "adivinando" A.

L) Caso unidimensional

Consideremos la particula libre (con m=1) en una dimension des-
crita por el lagrangiano L,

1 .2
L=§q1 » (216}

y la ecuacifn de movimiento

EL=§, =0 . (2.17)

Las constantes de movimiento C1 y C2 asociadas a (2.17) son

¢, =4, ; (2.18)

- - gt . 2.19)
C, M (

En este caso la matriz A tiene sblo un elemento A, .. Elijamos

-qt . (2.20)

A = =
C?— q1 1

11

No es dificil mostrar que

- 1 2 ;

L=7aqd - %qit (2.21)
es tal que

B,L=(q, - 4,04, = 4;E,L (2.22)

y, consecuentemente, la ecuacién de movimiento
E,L=0 (2.23)

es equivalente a (2.17).

Es interesante notar que
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Ao S 4

” - qlt =0 (2.24)

constituye una solucidn particular de (2.17). Esto implica que la s-equi-
valencia se preserva a pesar de que Ay, =0,
Para tener A # 0 estrictamente, se puede elegir

A= cZ+ p s p>0 p = constante, (2.25)

por ejemplo,en cuyo caso se tienen estrictamente las condiciones del teo-

rema.
44)  Caso bidimensional

Consideremos el oscilador armbénico isotrdpico bidimensional
(m=1, w=1) descrito por el lagrangiano L,

@) - @ +dd) (2.26)

1 .2
1 * 4, )

L=5(q

cuyas ecuaciones de movimiento son

E,L=ZQ. +q =0 R i=1,2. (2.27)
1 i 1
La eleccibn
= | = = o s 2.28
Jl‘11 Azz- Alz Azl ( )
con
_1.-2 -2 Lo 29 2
E—j(q1+q2) + é—(q1+q2) s (2.29)
5 = o & 2.30
g qlqz * q1q2 ( )

da origen al lagrangiano
T oo dprtpnty o 1 20m0 L 1o 2, 2y =9
L =9zla,*q)) *+ 7 a.q; * glaj*a))(a +q7) +
5 i T R P T
*9,9,4,9, —7 9,9, 59,*q,) (2.31]

que es s-equivalente a L.

En efecto, las ecuaciones

1}
o

EL=ZE(q + +  C(g + ) 2.32
L=t g q, *q] (2.32)

I
o

=l E(q 2.3%
E,L=C(d +a) + E(@ +aq) (2.33)
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son equivalentes a (2.27) incluso cuando el rango de A es menor que 2.

Para tener det A # 0 se puede elegir otro lagranglano‘I

T=poL+1 (> 0) (2.34)
y en este caso

det A > 0 , (2.35)

y se cumplen exactamente las condiciones del teorema. Para los detalles de
estos cilculos y otros ejemplos se sugiere consultar Hojman y Harleston
(1981).

IIT. PROBLEMA INVERSO

El problema inverso del célculo de variaciones (Santilli, 1978)
consiste en determinar cuando un sistema S de las trayectorias de un grupo
de particulas puede ser descrito como trayectorias extremas de una integral
de accidn:

I= L(q,q,...,q' ,t)dt . (3:1)

Aqui el lagrangiano depende de las primeras r derivadas con res-
pecto al tiempo t de las coordenadas q La dimensién N del sistema de
particulas es el nimero de coordenadas q (i=1,...,N). Las ecuaciones de
Fuler-Lagrange de esta integral deben tener los elementos de S como solu-
ciones.

Una forma restringida de este problema es aquella que se refiere
a un grupo especifico de ecuaciones de orden 2r:

F (q,8,...,9%%,0) =0 . (3.2)

Aqui, en el problema inverso restringido, son las ecuaciones, y no sus so-
luciones, las que tienen importancia.

La segunda ley de Newton establece que las aceleraciones tienen
interés fisico. Por consiguiente, el caso de ecuaciones de segundo orden
ha gozado de especial atencitn. Llamamos problema inverso restringido de
la mecdnica de Newton a la bfisqueda de un lagrangiano para un grupo de e-
cuaciones de segundo orden. En este problema buscamos un lagrangiano que
solamente dependa de qi,qi,t, y que tenga, al menos términos cuadraticos en
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las velocidades.

El problema inverso no restringido para la mecdnica de Newton em-
picza con un sistema E de ecuaciones de segundo orden y su conjunto $ de
soluciones. [n este caso el problema consiste en buscar un lagrangiano L
cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange EiL = 0 sean equivalentes a £, es decir,
cuyas ccuaciones tengan como soluciones a los elementos de S . Este es el
problema principal y serd éste del cual nos preocuparemos.

Un sistema de ecuaciones puede ser de primer orden. Fl problema
INvVerso en este caso es huscar un lagrangiano lineal en las velocidades di
guc describa estas ecuaciones. Este problema se trata en la seccidn si-
guicente.  Un problema que se relaciona con éste es determinar un hamilto-
niano para un sistema S de trayectorias en el espacio de las qi (no en el
espacio de fase). No tratamos especificamente este problema (ver Currie y
Saletan, 1966).

En esta seccién describimos los problemas inversos con atencién
particular en la pregunta ;Existe un lagrangiano? El problema del método
para encontrar un lagrangiano lo describimos brevemente sélo por medio de
ciemplos.  El problema de los métodos para encontrar todos los lagrangia-
nos cquivalentes a uno conocido es el tema del resto de este articulo.

Un sistema S que consiste de trayectorias que se portan bastante
bien siempre tienen un lagrangiano (Havas, 1973). En este caso S son las
soluciones de un sistema de ecuaciones F y hay por lo menos otro sistema
equivalente E de ecuaciones de primer orden, para el que existe un lagran-
glano. Es claro que normalmente es necesario aumentar el nfmero de coorde-
nadas. Describimos el método de encontrar todos estos lagrangianos linea-
les en la seccidn que sigue.

El problema general de buscar todos los lagrangianos de cualquier
orden para un sistema $ dado de trayectorias no estd resuelto. Sin embar-
€0, Helmholtz (1887) se preocupd de atacar el problema restringido para un
grupo de ecuaciones E (ver Havas, 1957 y Santilli, 1978). De interés par-
ticular son las condiciones sobre las funciones F; para que exista un la-
grangiano en el caso de segundo orden (r = 1, el problema inverso restrin-
gido de la mecanica de Newton). Estas condiciones (Havas, 1957) son

F; _ _9F5 (3.2)
ag agt



161

oF 8% _ d  F 3%, (3.3)
3 agt de® a3 eyl

aF SE: oF; o

e %Hdr_( > T ¥, (3.4)
ag’ 3q Lk aq*

Una consecuencia de'estas ecuaciones es que los Fi deben ser lineales en
las aceleraciones § -

Si existe un lagrangiano L para el problema inverso de la mecéni-
ca de Newton, éste en general no es (mico, rigurosamente hablando. Podemos
afiadir wna derivada total de una funcidn f de q vy t con respecto al tiempo:
Sea L' = L # ‘ggﬁ entonces E, L= E,L. Ala inversa si L es una funcién de
q ,q y t que satisface E L= ElL entonces L = L + Tﬁ? para alguna f.

Ademds, si L = oL + {%— donde p = constante # 0, se tiene que
E, 1= pE L. Por lo tanto L y L son equivalentes. Si L existe para el pro-
blema inverso no restringido y si los {micos L que son equivalentes a L son
de la forma L = pL + —353 decimos que L es esencialmente tmico.

El problema inverso no restringido para la mecanica de Newton fue
resuelto por Darboux (1891) en el caso unidimensional, cuando se trata de
sélo wna coordenada q, (ver también Havas 1957,y Currie y Saletan, 1966).
En este caso el sistema S estd constituido por las soluciones de una ecua-

cién de segundo orden, que podemos resolver para la aceleracidn:

4+ G(a,a,t) =0 . (3.5)
Las condiciones de Helmholtz son satisfechas excepto (3.3), que toma la
forma

28 i (3.6)

aq

por lo tanto, no existe un lagrangiano para la ecuacidén (3.5) si la funcién
G depende de ¢. Sin embargo, si G depende de 4, podemos buscar una funcidn
% y un lagrangiano L que satisfagan

d oL oL

E\L =3+ = T = a(q +G). (3.7)

Fn este caso las condiciones (3.3) de Helmoltz implican

BA ., 9
i , 3.8
(AG) § -2 (3.8)



162

En general, existe una ) que satisface esta condicién y por lo tanto exis-
te un lagrangiano.
Podemos ver este mismo resultado escribiendo la ecuacién

(3.7) para L en dos partes:

2

8.2 = 3 : (3.9)
99

2 2

;I;L g # EfL —8L o e (3.10)
aqaq 9q ot aq

La derivada de (3.10) con respecto a q da directamente la ecuacién (3.8).
Dado cualquier A que satisfaga (3.8), podemos escribir la solucién de

(3.9) como

L =2+ X(q,0)q *+ Y(q,t) , (3.11)
donde

L= J J dq'dq'" A(q,q9",t) . (3.12)
Esta forma para L se sustituye en la ecuacidn (3.10), que implica

2 . 2
0 Y 7 A P P T A (3.13)
i 4 39qaq agat q 8q2

El miembro derecho de (3.13) tiene derivada nula con respecto a q debido a
(3.8). Entonces podemos resolver (3.13) para las funciones incégnitas X,Y
(de infinitas maneras diferentes).

Un caso importante se presenta cuando G no depende de q:

6 = G(qg,t). (Butd)
La condicion (3.6) es entonces satisfecha, y un L posible estid dado por

L=14-| £a',t)dq". (3.15)
S5i un lagrangiano L es conocido para el caso unidimensional, el
problema siguiente es buscar todos los otros que sean equivalentes a ése.

La ecuacidn de Euler-Lagrange para L es

E;L=Wg+V, (3.16)
donde



W= ) veSoger S - (3.17)
59 5939 agat

5]

32L 32L - a2l 3L
q

Si L es equivalente a L, entonces es necesario que exista A, distinto de

cero, que satisfaga

W = AW , (3.18)

=

= AV (3.19)
como mostramos en la seccidn anterior, A es una constante de movimiento:

dA

- = 0 (3.20)

En este caso, es suficiente tener A, una constante de movimiento

arbitraria, para obtener L. El método consiste en resolver primero (3.13):

L' = £ + X(q,t)q + Y(q,t) , (3.21)
donde
L= JLﬁ'@M(mwﬁ)mm&JL (3.22)
La ecuacidén para X, Y es la ecuacidn béasica (3.19):
ox oy __ 3% o 3%, 3k, gy (3.23)
at ile] 5 - 3q . .
3gaq aqot

La derivada con respecto a q de esta ecuacidn es igual a cero cuando {%%—= 0
y por lo tanto podemos encontrar X y Y. Daremos ejemplos mas adelante.

En el caso bidimensional, el problema inverso para la mecdnica de
Newton fue resuelto por Douglas (1941). En este caso las ecuaciones de mo-

vimiento son

g1+ GXa*,a*,a',8%,t) = 0 (3.24)
G2 + 62!, o018, = 0
Douglas definid wna matriz
A B C
&=| A B, C, , (3.25)
A2 B2 C2

donde
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d aG' , , 5G!

1
K5 ot o + i
: Z o0 1
dt aqz 3q 2 3% 34 aqz
d 36! d »G? 36  8g* 186" Pg
B = i = 2( - )+ =( - )
dt . dt . :
aql qu aq1 an 2 aql 34
] .2
3 9
(B_F] +—€J2) ’
aq aq
.2 5 4 1 2
¢ = 51 3?1 _'28G1 N % 391( a€;1 ! 392) ’ (3.26)
a9q aq aq aq aq

En estas formulas la derivada ?%? esta dada por

d _ .8 . .13 .2 19 9
Figl B i el deoutal de IR
aq 3q 3q 9q (3.27)
y las funciones A], B, C son
1 1
g L,
34 3q
2 1 2 1
By __%%_+ a(-31 A +‘%(3§1 i 892}B ! a(-;2 € »
aq aq aq 3q
. 2 2
G=F 7 ¢, (3.28)
3q 3q
Yy A, BQ, C2 se obtienen de Ay, B, C, por las mismas férmulas (recursiva-
mente) .

Douglas clasificd las ecuaciones (3.24) por el rango de la matriz
A: Caso I es cuando A tiene rango cero; en el Casc Il tiene rango 1; en el
Caso III tiene rango 2; en el Caso IV tiene rango 3 (es decir, det |A| # 0).

En todos los casos Douglas considerd no solamente las ecuaciones
(3.24), sino también todas las ecuaciones equivalentes a (3.24). Es decir,
estudid el problema inverso no restringido.

Hay tres clases de sistemas S de trayectorias en el caso bidimen-
sional. Uno consiste de los S para los cuales no existe un lagrangiano L,
por ejemplo aquellos para los que sus ecuaciones son del Caso IV. Hay o-
tros para los que existe L y éste es esencialmente fmico. Para la tercera

clase de S existen muchos lagrangianos equivalentes. La clasificacidn es
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muy compleja; daremos algunos ejemplos mas adelante,
En el caso general del problema inverso de la mecinica de Newton

escribimos las ecuaciones de movimiento como
4, *+ 6'(q,q,t) =0 . (3.29)

El problema se presenta porque puede existir L cuyas ecuaciones
de Euler-Lagrange satisfagan

_ -5 3
EL = A (@ + 6, (3.30)
de donde
2
——7%-%3** = Ay o (3.31)
3q 99
"2 2 2 .
e o i N (3.32)
3q9q g ot 3q J

La derivada de (3.32) con respecto a Qh es

3 i
g, Wt W e g PR

: ; RIS . (3.33)
qu ih at ih BC.lh ij lja'c[h

Por lo tanto hay muchos obstaculos para decidir si existe un L. Primero
debe establecerse si existe Aij que resuelva (3.33). A continuacidn se in-
vestiga si (3.31) admite una solucién. Esta debe ser una solucidn general
con funciones desconocidas, y para encontrar éstas, hay que resolver (3.32),
el Gltimo obstéaculo.

El problema de la unicidad de L es el problema que discutimos en
el resto de este articulo, es decir cémo podemos encontrar todos los L que
son equivalentes a uno dado.

Ahora presentamos algunos ejemplos. No consideramos el caso ge-
neral de soluciones S de ecuaciones de orden arbitrario. Solamente descri-
bimos ejemplos del problema inverso de la mecidnica de Newton. El caso mas
simple es aquél en que las fuerzas son conservativas, es decir, provienen
del gradiente de una funcidn ¢(q,t):

2 - 9 ; (3.34)
agqt

gt

Es claro que la condicidn (3.33) es satisfecha para Aij = constante. La

solucién de (3.31) es posible solamente cuando Ajj = Aji; en este caso po-
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demos escribir

1, i i
L= 224i%47 + X;(q,004" + Y(q,0) . (3.35)

La ecuacidn (3.32) se escribe entonces como

(ﬁi._ﬁax_%)hj +0Xi _ dY _ 5 3¢ (3.36)
aqd  aq? at aqi Ty

Debido a que el coeficiente de & se iguala a cero, existe una funcidn

Y(qg,t) tal que Xi es su gradiente:

Y oggt (3.37)

In consecuencia, la ecuacidn (3.36) se convierte en

0 _vy) = Mj _?ML_ ; (3.38)
aqt At agt

Esta Gltima ecuacidon tiene una solucidn si sus condiciones de

integracidén son satisfechas:

iy 2% _ - 3% (3.39)
ij aqhaq] hj aqtaq’

Definimos la matriz

4. .= —Db__ . (3.40)

39" 3q’
Es claro que ¢ij varia de un lugar a otro en general. Si los valores pro-

pios de ¢ij son generales en sentido algebraico, es necesario que Aij sea
proporcional a la identidad (por el Lema de Schur, ver Hamermesh, 1964):

)\ij = )\5“ , A = constante : (3.41)

Tenemos A = 1, y L es entonces

L=+4d4 -V . (3.42)

Al contrario, si G no depende de g en (3.33) y si desedramos
un Ay que no dependiera de qi, vemos que es necesario que )\ij = constan-
te. Entonces es necesaria la forma (3.35) para L (con Rij = Kji){ Yy por
consiguiente se tiene (3.36) con el miembro derecho 1igual a ’\ijG]' La

funcién ¥ existe y la condicidn (3.39) implica
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s s
2 =] & =D & (3.43)
is aqj js aql

A

Por lo tanto, debe existir una funcién £ tal que Gl se escribe como

& wyt® 2B, (3.44)
aq°
donde A% es el inverso de Asj:
s W L ' (3.45)
sj 4 J
En el caso de gGh algebraicamente general, volvemos a la conclusién que
Aij = Gij esencialmente y G1 es un gradiente directamente. Esta es una

foma muy restringida del problema inverso: dice que es necesario que una
fuerza G' sea conservativa para que exista un lagrangiano L tal que ningu-
no de sus términos tenga mas de tres factores de hi

En el caso bidimensional, consideramos fuerzas conservativas

pi~= .l pero también consideramos la posibilidad que A depende de dl.

aqi
La matriz A de (3.25) es tal que

A= 2= <6
B = 2(¢,,~ ¢,

Por consiguiente, A es en general de rango dos, es el Caso III de Douglas.

(3.46)

Douglas mostrd que el lagrangiano L, si existe, es esencialmente tmico en
este caso. Por lo tanto L es de la forma (3.42).

Hay casos especiales, también cuando 4 es de Tango uno. En este
caso, Douglas mostrd que el L de (3.42) no es tmico. Por ejemplo, si ¢,,=0,

L puede expresarse como dos lagrangianos unidimensionales separados:
L=LY (qi it .e) + 1) @2 2y (3.47)

Tanto LY como L2 no son tmicos.

Un caso especial de fuerza conservativa se tiene para 9=¢(r), don-
de r? = (q")? + (q°)? . Es facil ver que solamente para las funciones
¢=Cr2+ . (donde C, d son constantes) resulta en que el lagrangiano no es ﬁv
nico. En particular el problema de Coulomb bidimensional (para el que ¢—‘j
tiene un lagrangiano esencialmente {mico.

Douglas (1941) present6 algunos ejemplos de ecuaciones cuyas so-
luciones S que no tienen lagrangianos. Un ejemplo es con

Peo@)2- (@2, & =-q'. (3.48)
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La matriz o tiene rango tres, es decir del Caso IV, y no existe L ni para
las ecuaciones (3.24) ni para ecuaciones equivalentes a ellas. Claro que
Douglas mostrd que no existe L si consideramos L tales que sus ecuaciones
sean de segundo orden. Hay ecuaciones de primer orden equivalentes a
(3.34), con variables adicionales, para las que existe un lagrangiano (ver
mas adelante).

Otro ejemplo es la ecuacién de un oscilador armbnico con fric-
cidn

g+aq+hbhq=0 (a,b = constantes) . (3.49)

En este caso, no se satisface la condicién (3.6). Por lo tanto, no exis-
te un lagrangiano cuya ecuacion de Euler-lLagrange sea exactamente (3.49).
Sin embargo, podemos buscar una funcidn XA que satisfaga (3.8), que implica
ahora

DA a4 =9 4 434

54 (aq + bq) + Aa 3q q+ =% (3.50)

Si  no depende de q, es necesario debido a (3.50) que tampoco
dependa de q. Entonces i es

A = Aget (Ag = constante) . (3.51)

El lagrangiano (si Xy, = 1) es

L = % eat(y? + bq?) . (3.52)

Si ) no depende de t, es necesario que dependa de q y q . Una solucidn
para ) es (Havas, 1957)

A= (G2 + agqq + bgH) T, (3.53)

El lagrangiano entonces es
L = ﬂfg{ﬂ‘ tan™1 (—‘39%&) —Jin@® + aqd' + ba’), (3.54)

donde

(4b—a2 )2, (3.55)

&

Aqui tenemos dos lagrangianos (3.52) y (3.54) para las soluciones de (3.49),
pero no hay ninguno para la ecuacidn (3.49) misma.

Finalmente, nuestro filtimo ejemplo es la ecuacidn lineal
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n

vy -3 3
donde Lij y Ki son constantes. Las condiciones de Helmholtz (3.2, 3.3,
3.4) dicen que

Ly ==Ly > Ky =Ky ; (3.57)
Entonces vemos que es posiblg encontrar un lagrangiano para una fuerza que
depende de la velocidad si hl estd multiplicada por una matriz antisimétri-
ca. Este es el caso de la fuerza magnética, que no existe en un sistema u-

nidimensional (ver 3.6).
1V. LAGRANGIANOS DE PRIMER ORDEN

Como vimos en la seccidn III, existen sistemas bidimensionales
para los cuales no existe un lagrangiano, otros para los cuales existe s6-
lo uno y otros para los cuales existen infinitos lagrangianos. Aunque no
existen estudios completos de este tipo para dimensiones mayores, es natu-
ral suponer que la situacidn serad similar.

Consideraremos ahora un problema diferente relacionado con la e-
xistencia de lagrangianos para sistemas de ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden.

Se sabe que cualquier sistema de ecuaciones diferenciales se pue-
de escribir de modo que las derivadas mas altas sean de primer orden, esto
es, si se tiene un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden,
digamos

gl = Fi(qd,q),1) iy 3= Tyverytl y (4.1)
entonces, siempre existe la posibilidad de definir n nuevas variables

i

ot =gt i=1,...,n , (4.2)

de modo que el sistema (4.3)

C[i - ui
at = Fod,u’, 0 (4.3)
sea equivalente a (4.1).

Una posibilidad es elegir las velocidades como las nuevas varia-
bles. Si existe un lagrangiano L de segundo orden para el sistema (4.1) o-
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tra posibilidad es definir los impetus Pi = ?%%; como las nuevas variables.
. 5 .99
El sistema (4.3) se puede escribir en la forma

X% = £%(xb, 1) a,b, = 1,...2n (4.4)
con xi = qi, xitn = i £l =yl fitn o plo o9 g,

Consideremos ahora el ' roblema inverso del calculo de variaciones
para el sistema (4.4). Sea L = L(x®,x®,t) un lagrangiano que da origen a
ecuaciones equivalentes al sistema (4.4). Las ecuaciones de movimiento debi
das a L,

y i 3°L b, 3% oL

Bl —2— %P+ 22 Py 92 o9, (45

3325 P ax% 2P aet B

son en general de segundo orden. Para que sean equivalentes a (4.4) es ne-

cesario que

%L .
—;;;;;E_ = 0 para todo a,b, % 35, (4.6)
o sea,
L= £, (P, 0)x% + 2 (8,0 : (4.7)

L debe ser, a lo mas, lineal en las velocidades. Las ecuaciones

de movimiento son entonces

oL ] oL of
(__a___i );b+._ta_ oL - [ (4.8)
(2 3 . 28
y para que sean equivalentes a (4.4) debe tenerse que
L a
det [ - —f% # 0 (4.9)
| 9X D
y
oL L L 3
a o .2 % | p (4.10)
o e w @

Havas (1973) mostrd que el sistema (4.10) tiene siempre solucio-
nes de un gran grado de arbitrariedad y por lo tanto existen varios lagran-
gianos que dan origen a las mismas ecuaciones de movimiento. En lo que si-
gue mostraremos explicitamente cémo se pueden construir, en principio, in-
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finitos lagrangianos para un sistema (4.4) dado (Hojman y Urrutia, 1981).
En primer lugar, es conveniente reescribir el lagrangiano (4.7)

introduciendo el tiempo t como una nueva coordenada con la notacidn

XM= (t,x)  w= 0,1,...2n (4.11)
y considerar el parametro arbitrario v de rodo que

Moo= xM (1) (4.12)
y la accibn para el sistema (4.4) se escribe

u
S = | Ldt =J u(x¥) %"T— ar (4.13)

de modo que S es invariante ante el cambio

t+1' = 1" (1) . (4.14)
Las ecuaciones de movimiento derivadas de S son

3L 3. ax” axv
E, L = H—u———\j =M, ——=0 . (4:15)
u [ ax\_; 3xH dt v dt

Estas 2n+1 ecuaciones deberian, en principio, ser equivalentes
a las 2n ecuaciones (4.8) y, en efecto, lo son. La razbn es que existe u-
na identidad entre ellas, lo que implica que sélo 2n de ellas son indepen-
dientes. Esto es una consecuencia de 1a invariancia de la accién ante

cambios arbitrarios de parametrizaciﬁn (4.14). Lla identidad se obtiene al

e U L
multiplicar EuL por d&(,c y sumar sobre u, CUyo resultado es idénticamente
cero (sin necesidad de que EuL = 0 sean satisfechas)

EL = -_— ——'——dT 0o . (4-16)

dx¥ _dxM Bﬂ.u BR\J dxV
T v dt x¥  dxH }

Otra manera de ver lo mismo es comprobar que la ecuacidn para

L = 0 es wna consecuencia de las ecuaciones para ¥ = a. Asi,se tiene

A
0=[aza_azv axy 0, B,) g,
o axd| & ® a2 | &

+{-—L-ﬂ-h—]%"r—b , (4.17)
X
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a
y multiplicando por %%%—y sumando sobre a se tiene
ax? ?)é 3L, ] d dxa{ L BEOJ ax°

e —_—— — | 5= =0 . (4.18)

a

dr - dt

F——sy

ax’  ax
Para tener una parametrizacién adecuada, debe cumplirse que
de
dt

¥ consecuentemente las ecuaciones (4,18) implican
["_Ra_“o] o

£ 0 (4.19)

5 = T =0 » (4.20)
X

X
Gque es la ecuacidn para p = 0

Ahora bien, es directo mostrar, utilizando la condicién (4.9),
que las ecuaciones (4.15) son equivalentes a las ecuaciones (4.4) y que
la descripcion del sistema (4.4) utilizando la accién (4.13) es adecuada.

Como vimos,el sistema (4 15) tiene s6lo 2n ecuaciones indepen-
dlontcs que permitan determinar TT" s6lo parcialmente. Es obvio que
%%r— no se puede determinar completamente porque T es arbitrario. En rea
lidad, lo que se puede determinar completamente es la direccién de %ﬁ_ 3

es decir, las 2n razones

dt /dC _ at

dT dT ‘:b(_o (4.21}
que constituyen la velocidad fisica (independiente de ). Otra maner. de
decir lo mismo es hacer notar que

det th =0 ‘ (4.22)

porque Muv es antisimétrica ,

ﬁ%v = jhhv ; (4.23)
y su dimensidn es impar.

Sin embargo, hemos supuesto que

det Mab £ 0 (4.24)
Yy por lo tanto el rango de M i 5 Zn. Esto significa que M tiene s6lo

w vector propio con valor propio cero v éste (que esta determlnado sdlo
proy P B Y q

en direccidn) es paralelo a d; - En el espacio de coordenadas x™ que es
tamos con51derando todo esto tiene wna interpretacién muy clara. Dado un
punto x* del espacio, es decir, todas las posiciones y las velocidades
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a un tiempo t del sistema, existe una direccidn 7%%— que es tangente a la

{fmica curva soluc18n que pasa por ese punto. En cada punto existe una
{mica direccién %? definida por el {mico vector propio de Mp con va-
lor propio cero, que €S tangente a la curva solucién. Entonces, sl quere
mos construir los lagrangianos que representen el sistema, los definiremos
como aquellos vectores 1 tal que el M construido de ellos tenga rango
2n (det Mab # 0) y que el vector pTOplO con valor propio cero sea parale-
lo a %%F § f* donde f° estd definido por

= (1,9, (4.25)
con £ dado en la ecuacién (4.4).

Para construir estos lagrangianos vale la pena hacer un breve

paréntesis. Un sistema como el dado por (4. 4) posee 2n constantes de mo-

vimiento C( a)

C(a) _ C(a)(xv) , (4.26)
que son funcionalmente independientes, es decir tales que

det ¢'®, b £ 0O (4.27)
(ver por ejemplo Pontryagin (1962)). Dicho de otra manera, los Zn vecto-

Tes C(a),u, son linealmente independientes. Debido a que ¢‘® son constan

tes de movimiento, se tiene

(a) v
dC _ Ala) dx” _
a & =C ' a'{ =0 » (428)
o sea,
clal =0, (4.29)

v
Los 2n vectores linealmente mdepend1entes g 0 son ortogona-

les a f", lo que significa que la direccién de f" estd (micamente definida
en el espacio de 2n + 1 d1men51ones

a)

Las 2n funciones ¢® junto con ¢©) = ¢ son funcionalmente inde

pendientes,es decir,

det @ #£0 . (4.30)
por lo tanto las func1ones ¢'® pueden considerarse como un nuevo sistema
de coordenadas en nuestro espacio de dimensién 2n+1. Ademis, la condicién
(4.30) dice que los 2n+1 vectores C( ) ! son linealmente independientes.
Regresando al problema de la construccidn de los lagrangianos, ahora pode

mos escribir cualquier vector lu como
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. )(C‘B))C‘O’,u , (4.31a)

Eu(x\)) n _(a) (C(B)Jc(a) :
donde hemos expandido el vector E en la base C'¥ ,u con coeficientes
(a) que escribimos como funcmnes de las nuevas coordenadas C(ﬁ) Si
queremos considerar E para construir un lagrangiano, entonces se le pue
de sumar, sin perder generalldad el gradiente de wna funcién arbitraria
A(C(g
pre se puede elegir A de modo que

) va que esto sdlo agrega una derivada total al lagrangiano. Siem

A _ = (B)
@ - " He €T (4.31b)
y entonces

go=T o+ 9A
O T

7 Al = (0) A (a) BA_ _(0)
by = Tt % By ® M@ Ot e O,

aC aC

T 3A @ @, ~(a)

by = (2 ac(a)) C o Ehpule™ac e (4.32)

Podcﬁmos imponer a continuacién que las ecuaciones de movimiento

para L =4 %zi_ sean satisfechas en virtud de (4. 4)
# LTI Y
EL E|—E-= %X—T

L ax” Sx]‘1

v
= (a) (a) dx
_[ﬁ(a),\) c sH jl(a),;.lc ,\J] dr

[a‘lta) B a’l(b)] cla m A

= - + (4.33)
ac®) c(a sH v o dt
9L v Y]

+ —(a) ~(0) cla  dx (a) cl® ol dx”
E}C(OJ sV ,H dT aC{{J) ] ,V dt

Ahora, si las ecuaciones (4.28) se toman en cuenta, se tiene
que todos los términos, excepto el penGltimo, se anulan. En consecuencia,
debemos imponer

L

=i B (para todo a) , (4.34)
aC(O)
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ya que los vectores C(a) u son linealmente independientes Yy C(D, v £,
L

?
Llegamos entonces a la conclusidn que Ru debe tener la forma

) el T (4.35)

M - g(aJ( el

para que las ecuaciones de Euler Lagrange sean una consecuencia de las
ecuaciones (4.4). A la inversa, para mostrar la equivalencia, impondre-
mos que las ecuaciones de movimiento sean una consecuencia de las ecuacio
nes obtenidas del lagrangiano dado por (4.35).

Las ecuaciones de movimiento del lagrangiano (4.35) son
aL L

% e | o &
E,L i ol N (4.36)
L ac 3C

u
y de ellas queremos deducir que‘%%%—es paralelo f“, o , en otras palabras,

que todas las funciones c® son constantes de movimiento. Como los vecto

tores C(a) son linealmente independientes, (o el rango de la matriz
(a)

& y s én),se tiene que EUL = 0 implica
L P | o) &Y |
® ~ @ |© war 0 (4.37)
aC aC !
y para obtener
(b)
dc _
W ® 0 (4.38)
es necesario y suficiente requerir que
82( ) 2(b)
det q-% | FR o (4.39)
aC e

Existen infinitas maneras de garantizar la condicidn (4.39).
El determinante de una matriz n antisimétrica de dimensidn par
es proporcional al cuadrado de su pfaffiano, donde

- ~Hi1H2...} H
pEmn =% 2n—1 * 2nN n
HHy- - Han_y Hpp

(4.40)
Ahora definamos
= 1 (a+1)y2p_+1 1 ~
R.(a) = Tpa+ | (C L ) Pa F pa(ro) C(a+ ) ( g = 1’3,5-_.}

p, entero positivo, p,(1)

e . =0 (b=2,4,6...)
) (4.41)
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Entonces,

_ e P (@

2pa o
n(a)’(a+1) acla+1) ac(a) pa(ro] 2

a1y, (a)” — a), (at1) * (paraa=1;3,5...)

Ty = 0 en otro caso , (4.42)

y esto asegura que pf n es estrictamente positivo.

La definicidn (4.41) asegura entonces, que existe, al menos, wn
namero infinito denumerable de lagrangianos de primer orden que da origen
al sistema (4.4). Vale la pena destacar que debido a la construccién bos
quejada, la expresidn (4.35) abarca todos los lag angianos posibles, vya
que si se considera otro conjunto diferente p‘® ge constantes de movimien
to funcionalmente independiente, entonces

(a)
o 5 (b) (a _ ,y 3D (b)

Ru 2 (a)(D ) D U 3 (a)ac(b) " (4.43)

y redefinimos
(a)
(C) = f () aD

b (7 S ¢ 6759 c® (i)
con lo que volvemos a tener

8 =8, ¢l (4.45)

M (b) i
como antes.
Este método que constituye un teorema explicito de existencia,
puede también ser usado para construir explicitamente lagrangianos de pri
mer orden para sistemas que no tienen lagrangianos usuales de segundo or-

den. En efecto, el sistema

X *y=0

v+ y=0 (4.46)
no tiene lagrangiano de segundo orden; sin embargo, si se considera el
sistema equivalente de primer orden

(x; =% , X3 = ¥)

)r(1 = Xy iz = Ky

;(3 = Xy, )‘(L; =. Xp;5 (4.47)
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es ficil ver que el método descrito anteriormente nos permite construir

el lagrangiano

L= (xp + x3) K1 % Xy X5+ 3 O —2x0%3 = 8) (4.48)
que da origen a un sistema de ecuaciones diferenciales equivalentes a
(4.51). En forma andloga se puede construir un lagrangiano de primer or-
den para el sistema

]
o

5&+2Y15(+w€x— gy
(4.49)

jery,yrely- m=0 .
con

n (Yl— YZ) (wzl —Y% +w§—y§) £0, (4.50)
que no tiene lagrangiano de segundo orden. Estos ejemplos prueban que el
estudio del problema inverso basado en sistemas de primer orden puede te
ner caracteristicas muy distintas del problema usual de segundo orden.
A pesar de que los lagrangianos de primer orden son degenerados, la teoria
canénica puede ser construida en una forma consistente. Por otro lado, el
uso de lagrangianos de primer orden estd muy generalizado en la Fisica
(sistemas fermidnicos, ecuaciones de Hamilton, principio de Palatini, prin
cipio variacional de Schwinger, método ADM en relatividad general, formula
cién de supergravedad, etc.).

Finalmente, vale la pena sefialar que para implementar consisten
temente el principio variacional de primer orden es preferible utilizar
el principio variacional de Weiss que dice que la variacién de la accidn es
una funcidn que depende sdlo de los puntos extremos entre los cuales la
accién es evaluada, en lugar de usar el principio de Hamilton que dice que
manteniendo fijos los valores de las coordenadas en los extremos, la varia
cién de la accidn debe anularse.

Es preciso destacar que el principio deWeiss es el adecuado para
poder construir transformaciones candnicas en la teoria hamiltoniana. Pa

ra mayores detalles es aconsejable consultar las referencias.

V. LAGRANGIANOS PARA SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
SINGULARES.

Hasta ahora hemos considerado sistemas de ecuaciones diferencia
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les regulares, es decir, sistemas tales que las mds altas derivadas de las
variables pueden ser despejadas algebraicamente. Explicitamente, si estu

diamos un sistema de ecuaciones diferenciales (de segundo orden)

ok s 5 %
Mlj(qk, ', ) § + N(d%, &5, t) = 0(1,5,k=1,...n) ,  (5.7)
decimos que el sistema (5.1) es regular si y sélo si
det Mij #0 (5.2)

¥, por el contrario, es singular si y sbdlo si
det Mij =0 (5.3)

En general, en mecanica clasica, sblo se estudian sistemas regulares,pero
recientemente el interés en sistemas singulares ha crecido en forma consi
derable debido a que gran parte de las teorias exitosas de interacciones
fundamentales estdn descritas por sistemas singulares.

En efecto, la teoria electromagnética de Maxwell, la teoria gra
vitacional de Einstein y la teoria electrodébil de Salam y Weinberg, son
teorias (invariantes) de norma (calibre o medida). Esto significa, utili
zando notacion de mecénica cldsica, que las soluciones descritas por
qi(t) y qi(t) =q i(t) + 8ql(t) representan el mismo estado fisico del sis
tema, con 6qi(t) dado por

6a (1) = 0, (@, 02 (t) + v *q,0) 1) ( a=1,...,c ), (5.4)

donde f*(t) son G funciones arb1trarlas del tiempo, ¢ (q t)ey w (q t]
son funciones con una dependencia en q* y t bien determlnada. La trans-
formacidn

a -+ q't = gt + 8¢t (5.5)
se denomina transformacién de norma.

La propiedad recién descrita tiene su expresidén mis simple en la

teoria electromagnética de Maxwell donde es bien sabido que los potencia-

les AU(X) y A'U(x) A (x) + AMx) (donde A(x) es una funcidén arbitraria
axH
de x¥) representan el mismo campo electromagnético.

Esta situacidn sdlo es posible si las ecuaciones (5.1) no son
todas independientes, ya que, en caso contrario las qi estarian completa-
mente determinadas por el sistema (5.1) y no cabria la posibilidad de obte

ner soluciones que contuvieran funciones arbitrarias del tiempo.
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Como veremos, esta situacidn s6lo puede presentarse cuando la
ecuacién (5.3) se cumple, es decir, para sistemas singulares. En otras
palabras, cualquier sistema fisico que presente algim tipo de invariancia
de norma esta descrito por un sistema de ecuaciones singular.

Consideremos entonces, el caso en que el sistema (5.1) es singu
lar. En estas condiciones existen tres posibilidades que analizaremos

en lo que sigue:

i) Existen identidades entre las ecuaciones (5.1), es decir, éstas
no son completamente independientes.

ii) Existen ecuaciones que no contienen las aceleraciones (contienen
las velocidades como derivadas mis altas). Estas ecuaciones se
1laman constricciones, porque implican que los valores iniciales
de las velocidades y posiciones no se pueden especificar arbitra
riamente, sino que estdn constrefiidos por dichas ecuaciones.

iii) Existen identidades y constricciones. Este es el caso de las
teorias mencionadas al comienzo.

Para precisar estas ideas, describiremos las situaciones mencio
nadas matematicamente. Debido al hecho de que la matriz Mij es singular,
su rango R es menor que n. Existen entonces n-R vectores linealmente in-
dependientes Vai(q,d,t) propios de Mij (por la izquierda) con valor propio

cere; esto es,

vt My =0 (a=1,..0R). (5.6)
Considerando la ecuacidn (5.1) debe tenerse que

S _ i s 5 o =
BQ(Q:qat] = VOC ((‘uq:t) Ni(q’cbt] 0 . (5"}

Ahora bien, si Ba(q,&,t) = (0 para todo o , entonces existen n-R
identidades y se trata del caso i) descrito con anterioridad. Si ninguno
de los Ba(q,d,t) es idénticamente cero, entonces existen n-R constriccio-
nes, ecuaciones que ligan las posiciones y velocidades iniciales, es de-
cir, que no contienen las aceleraciones y esta situacidn corresponde al
caso ii). Por Gltimo, si algunos, pero no todos, los B, son idénticamentc
cero se tiene el caso 1ii) donde existen identidades y éonstricciones.

Los lagrangianos L que dan origen a sistemas singulares son de-
generados en el sentido que
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32 L

det R ey
aqlaq:|

=0 . (5=8)

A pesar de que existen excelentes estudios para la construccién
de la teoria candnica de dichos lagrangianos, no existe todavia un estu-
dio completo del problema inverso para sistemas singulares. Un enfoque
posible, en el que se han hecho algunos avances, utiliza el formalismo de
primer orden para los sistemas singulares.

Para finalizar, analicemos en algim detalle sistemas fisicos sim
ples que corresponden a los casos i), ii) y iii).

Caso i). La particula libre relativista.

El lagrangiano de la particula libre relativista es

L=m(g, Y2, (5,9)
con g, = diag [ 1587 1551) 5
o= g% (t parametro arbitrario). (5.10)

La accién S = deT es invariante ante la reparametrizacién

T gt =2t . (5.11)
Las ecuaciones de movimiento son °
g XX .
! l _aeu 172 =oc1-i v3/2 £ =0 . el
(x Xa) [ Xa)
La matriz - o
g X X%
M =mn ( B O i ] (5.13)
) ar . 1/2 s0e 3/2
(x"x,) (x"x,)
es singular y el imico vector (5.13) propio con valor propio cero es
v' = X", En efecto, B . 2
ST X _TRx, | (5.14)
x'M i DL e 7 s il 0
H (X Xu}l 2 (x Xa}:i 2

Una combinacidn lineal de las ecuaciones

i“n-lwse“ S 0 o (5.15)

es idénticamente cero. Esta identidad corresponde a la invariancia de nor
ma (externa) (5.11).

Se 1lama norma externa a aquella en que la variable independien
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te (1) es transformada y norma interna a aquella que deja invariable a la
variable independiente
Caso ii). E1 campo de Proca

El lagrangiano del campo de Proca es

= 1o,y vy _ _ 1 _o,u e
T 4(A A )(Au’v Av,u) 5 mA Au. (5.16)
Las ecuaciones de movimiento son
AMsY AV W2 AM =g, (5.17)

’-\) ’

Es facil probar que
m2 BUA“ =0 (5.18)

y, por lo tanto,
aAH =0 (5.19)

sim? £ 0

La ecuacién (5.19) que no contiene aceleraciones constituve una
constriccidén que liga los valores iniciales de A v sus primeras deriva-
das temporales.

Caso iii). EI campo de Maxwell, los campos de Yang Mills,

Relatividad General.

Estudiaremos en algiin detalle el campo de Maxwell que constitu-

ye el ejemplo mds simple de los mencionados.

El lagrangiano es

S BN AN TR -
E 7 (A AT (Au,u Av,u) (5..20
y las ecuaciones de movimiento son
Uy 4V v Wy
379 A" — 3" (3 A") =0. SR
; (2, A% =0 (5.21)

Es facil verificar que tanto (5.20) como (5.21) son invariantes

ante la transformacidn de norma interna

A=A o+ X (A: funcidn arbitraria). (:5:22
H H BXU

La divergencia covariante 3, de (5.21) es idénticamente cero,
es decir,
@ 5 (5.23)

1l

HAY _ V(g pM
2, (3,8M7 — 3¥(3 A%) )

independientemente de que (5.21) se cumpla o no y, por lo tanto, sdlo tres
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de las cuatro ecuaciones (5.21) son independientes. Este hecho estd en
concordancia con la indeterminacidén expresada por (5.22).

Analicemos la ecuacidn para u =10 ,

3 aM(A0) - 303 A =0 . (5.24)
u H

Se tiene entonces,

(8930 + 3,8% JAY — 3V(3pA" + BiAi) =0, (5.25)

o sea,

2, 0%at — 305 4t = 0
la ecuacidn p = 0 no contiene segundas derivadas con respecto al tiempo y
constituve, entonces,una constriccidn. El campo de Maxwell es un ejemplo
de un sistema singular con identidades (invariancia de norma) y constric-
ciones.

El problema inverso del cdlculo de variaciones para sistemas sin
gulares no estd resuelto, pero probablemente el mejor modo de considerarlo
es utilizando sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, con
los que es mis facil aislar las variables fisicas (independientes de norma)

de las que no lo son.
VI. CONSTANTES DE MOVIMIENTO Y SIMETRIAS.

Una constante de movimiento es wna funcidn f que depende de
qi,Qi,t y que es constante cuando qi(t) es un miembro de la clase de solu-

ciones S. La denotamos por f = f(q',q%,t) y satisface

peafoga g2 oo (6.1)
nal aql
cuando q* es una solucién de las ecuaciones de movimiento. Si L es un la-

d
dt

grangiano (suponemos que L tiene la forma usual y no degenerada), las ecua
ciones de movimiento resultan ser
1

gh=—-w_ Vi, (6.2)
ij
donde W_?_ es el inverso de la matriz W_ :
19 1]
&2 i 2 J 2
W, = 24 Lﬁ”. vV \,’j = 3°L qk + .il"__ = :_BL_ . (6.3)

13 agtag? 3q7ag* adat g’
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También decimos que una constante de movimiento f es una cantidad conser-
vada. Es claro que el problema de establecer si wna funcidn dada es con
servada depende de $ y no de una seleccién particular de algin lagrangia-

no. Ademis, si las ecuaciones de movimiento se escriben
= ¢i(q,(i)t) s (6'4)

vemos que la clase S depende de las fuerzas especificas ¢ v no de la ex-
presion de esas fuerzas por medio de un lagrangiano como en (6.2) y (6. 3
Para ilustrar el punto con un ejemplo especialmente sencillo, po
demos mostrar que las conservaciones del momento lineal y del momento angu
lar son consecuencias de la Tercera Ley de Newton y no de la existencia di
recta de un lagrangiano: primero, supongamos que tenemos n particulas sin
constricciones, con masas Ma(u=1,...n) y posiciones tridimensionales
xa , (i=1,2,3). La ecuacidn (6.3) se puede escribir

M = s, (6.5)

donde (NS ) indica que no hay suma en el indice o . (Las cantidades
¢1 = (M ) 1}::L son las fuerzas especificas de (6.4)).

Entonces sea F 1a suma de las fuerzas debida a las otras parti
culas donde g o ©S la fuerza sobre o debido a 8 (notar que no se permite
o=f) mas fuerzas externas F oE"

i _
B = E FQB e B (6.6)
La Tercera Ley de Newton (forma débil) dice
;S i
Fog =~ Faa - (6.7)
De (6.7) podemos ver inmediatamente que
TMyi=3Fl
: M xE i B, (6.8)
E1 miembro izquierdo es la derivada con respecto a tiempo del momento total
pi - EM)-(i . (6.9)
y oo

La ecuacidn (6.8) dice entonces que Pt ¢s conservado si se cumple la Ter-
cera Ley en forma débil y si la fuerza externa total es nula.

Similarmente definimos el momento angular total Li como
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1y =2 Eljk Xk (6.10)
(usando el origen x = 0 como referencia), donde la convencidn de suma se
utiliza para j, k como de costumbre, y donde ik ©S el simbolo completa
mente antisimétrico de Levi-Civita. La derivada con respecto al tiempo
de L es

= 3 j ok
= aEBEijk xJ ﬁ‘us»« i e P o (6.11)

La Tercera Ley en forma fuerte dice que Flas es paralela a la recta que

d
ar L

une a las particulas o y B:
i i i

¥ af Kﬁﬁ(xa ~Xg )
- d

donde Kas = KS&' Con esta forma fuerte vemos que F Li en (6.11) depende

solamente del Gltimo término, el torque externo total. Si este torque se

(NS aB) , (6.12)

anula también, L; es conservado. .

En los dos casos de arriba, la conservacién del momento P* y del
momento angular L; es una consecuencia de la forma de las fuerzas, no de
la seleccidn de lagrangiano. Otra manera para probar la conservacién de
momento usa el Teorema de Noether. Este teorema proporciona una relacién
entre simetrias del lagrangiano y leyes de conservacién. Las limitaciones
del teorema, especialmente si deseamos que las cantidades conservadas se
identifiquen con el momento fisico o la energia, fueron discutidas por
Havas (1973). Aqui mostramos que las simetrias de un lagrangiano (al me-
nos las mids obvias) pueden cambiarse al usar un lagrangiano equivalente.
Se puede usar una forma muy sofisticada del Teorema de Noether, pero su
interpretacidn fisica no es directa.

La forma mids sencilla del Teorema de Noether se tiene cuando un
lagrangiano no depende de una coordenada particular. Una forma un poco me
nos trivial usa el operador diferencial kl—aI donde k' = constantes. Su-

8q
pongamos que L sea constante con respecto a este operador:
Kb =g, (6.13)
aq"
Se puede deducir que Kkt Py (donde P, —LT son los momentos candnicos conju

gados) es una constante de mov1mlentoaq

d id 3L i 3L
v (k ) =k — =k =—=0 . (6.14)
E a_ adl aql



Por ejemplo, si ocurre que el lagrangiano para un grupo de particulas es
invariante cuando las particulas se trasladan todas simultdneamente en el
espacio, entonces el momento lineal total de las particulas es conservado.

El operador de la ecuacidn (6.13) es un operador de traslacién.
También en ciertas circunstancias, es posible usar operadores de trasla-
cién que dependan de la posicién y este proceso define una operacidn de
derivacidn de Lie. Si L estid compuesto de tensores invariantes con res-
pecto a esta operacidn, es posible encontrar directamente un '‘momento"
conservado. Esta es una manera para encontrar la conservacién del momen
to angular.

Otra cantidad importante es la energia. Otra forma sencilla del
Teorema de Noether parece relacionar la conservacidn de energia con inva-
riancia en el tiempo. Supongamos que L no depende del tiempo,

oL _
Lo by, (6.15)

por lo tanto el hamiltoniano es una constante de movimiento:

d}_! d .2

S F a -L
_(d L) 24, 8L =i 3L #i 3L i 3L

= o, * T T e e S g
N

=-2L_g . (6.16)

Si L tiene 1a forma usual conservativa L = T —V, donde T es la energia ci
nética y V es la energia potencial, H se identifica con la energia total.
Pero, puede ocurrir, con el uso de un lagrangiano general, que no exista
una relacién directa entre H y la energia, aun cuando H sea conservado.

La dificultad con las formas sencillas del Teorema de Noether,
como describimos arriba, radica en que es posible que un lagrangiano no ten
ga una simetria correspondiente a una cantidad conservada particular. Por

ejemplo, un lagrangiano para la particula libre en una dimensién q es

L=%d2 : (6.17)

Este L no depende ni de q ni de t y tanto p = 2% como H = %—dz son conser

L

vados. Un lagrangiano equivalente L' es

L' = 1 ad? — 3 G3t. (6.18)
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Este L' depende de q y de t. Por consiguiente
gL’ g
' == =gq1 - 5 ¢t
I Y M=z 4
| 1 5
{1 = = 2 = =g3
H 5 49 z a4t (6.19)
no son conservados. Natura'’mente la conservacién de p = q y H = % q?

depende de S solamente, y S es el mismo para L y L'. .
Se necesita una forma del Teorema de Noether que sea valida pa-
ra todas las circunstancias. Supongamos que ki, k% F sean funciones de
qi, di, t tales que
S TE S RN LN Lo - T (6.20)
aq* aq* ot aqt
Entonces, la funcidn f dada por

£=k'p, — kOH + F (6.21)
es una constante de movimiento. La demostracidn es sencilla: se calcula
f y se obtiene

F=kp, + Kip, —KOH — KO + £ (6.22)

y usando (6.16) se puede mostrar que f = 0.
Por ejemplo, usando (6.19) podemos escribir

%—dz = const = gg-p' —-é H' . (6.23)
: i fi 122940 -3 = ;
Entonces verificamos que k! = q,k = F = 0 satisfacen la

ecuacioén (6.20) si L' es el de la ecuacidn (6.18).

La forma de arriba del Teorema de Noether tiene un inverso, en el
cual una constante de movimiento f estid ligada a ki, k% y F. En este sen
tido, €sta representa un método para tratar cualquier lagrangiano de un
sistema S.

Sin embargo, dos aspectos fisicos de la forma sencilla del Teore
ma de Noether se han perdido. Primero, la ecuacidn (6.20) muchas veces se
escribe con la notacidn

k' =sqt , k% =ost. (6.24)
si ki y k¥ son constantes v F = 0, la ecuacién (6.20) dice que L es inva-
riante con respecto a un movimiento infinitesimal como en (6.13). Pero

cuando k* y k% no sean constantes la interpretacidn fisica de (6.20) no es
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clara. Segundo, cuando k* v k% son constantes y F = 0, la constante de
(6.21) es la suma de un momento mis una energia. En general, la interpre
tacidén fisica de esa constante tampoco es clara.

Si una coleccién S de curvas satisfacen una coleccidn de n ecua
ciones de segundo orden, hay 2n constantes de movimiento independientes.

Es posible interpretar estas constantes directamente como las posi
ciones y velocidades iniciales que determinan los miembros de S. Sin em
bargo, S se define tipicamente solamente como soluciones de un lagrangiano
L dado o de ecuaciones dadas. Si L tiene simetrias sencillas, la forma
simple del Teorema de Noether es Gtil para encontrar constantes de movi-
miento. Es posible que la forma general del Teorema mis la existencia de
lagrangianos equivalentes, puedan ser {itiles para encontrar mis constan-
tes, pero el proceso tipico es usualmente el inverso. Es decir, como estd
indicado en las secciones anteriores, el proceso es usar constantes de mo
vimiento para ir de un lagrangiano L a otro T equivalente a L. El método
consiste en formar de algunas constantes la matriz A y de A generar L aso
ciado a L. Desgraciadamente, no todas las constantes son itiles para en-
gendrar lagrangianos equivalentes. Por ejemplo, hay lagrangianos que son
esencialmente fnicos, y el {mico A que es posible es una constante numéri
ca multiplicando la matriz unidad.

Existen, entonces, dos problemas importantes: el primero, es de
terminar cuiles constantes de movimiento pueden ser fitiles. E1 segundo,
es encontrar como construir matrices A de esas constantes (y después cémo
generar nuevos lagrangianos). La forma general del Teorema podria desem-
pefiar un papel importante, pero cual seria exactamente el papel, es un te

ma de investigacidén futura.
VII. ALGUNOS COMENTARIOS ACERCA DE LA TEORTIA CUANTICA.

En este articulo hemos considerado la mecdnica cldsica. Por su
puesto, la mecdnica cudntica proporciona una mejor descripcién de la natu
raleza, y algunos sistemas con espin no tienen un limite cldsico bien defi
nido. Sin embargo, en muchos casos la descripcidn cldsica estad tan bien
entendida o es tan importante, que es necesario adoptar un procedimiento
para pasar de una descripcién clasica a la cuintica correspondiente.
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Un procedimiento frecuentemente empleado consiste en escribir la
ecuacién de Schrodinger reemplazando las coordenadas ql y sus momentos con
jugados p; por operadores apropiados en el lugar donde aparecen en el hamil
toniano H, el cual se relaciona con la diferenciacidén con respecto a tiempo.
Hemos visto, sin embargo, que el conocimiento de un sistema clasico, es de
cir el conocimiento del sistema S de movimientos permitidos por las fuerzas,
quizds no determina micamente un lagrangiano L y luego quizds tampoco de
terminen un hamiltoniano @mico. (Aqui suponemos que L y H se determinan
{micamente por medio de una transformacién de Legendre). Las teorias cuin
ticas que resultan de dos diferentes lagrangianos, como veremos, pueden
ser enormemente diferentes. FEn esta seccién, mostraremos algunos ejemplos
de las dificultades que pueden aparecer. A continuacidn discutiremos bre
vemente algunos métodos posibles para resolver o evitar estas dificultades.

Consideramos primero la particula libre en una dimensidn, con
coordenada q. Una clase de lagrangianos para este sistema se parametriza

por la constante n:

Lo gn, (7.1)
donde n # 0 & 1. Estos lagrangianos (uno para cada n) son equivalentes.
Los momentos conjugados correspondientes p(n) se dan por
)
(n) _ g%ﬁ_ =ng""' . (7.2)
Los hamiltonianos H™ son
o
™ = pinlg - L) - n-; p™", donde o= H¥T ‘ (7.3)

n
Un método de cuantizacidn ingenua es hacer la substitucién candnica (em-

pleando dimensiones tales que h = 1):
(n), 1 3
P "*i— E . (7.4}
Debido a que H™ es independiente del tiempo, podemos usar la ecuacién de

Schrodinger independiente del tiempo para la funcién de onda ¥(q,t)

(M) y - y=nt (3" "
H y=Evy iE (Bq] ¥ , con E = const. (7+5)
n i
Esta ecuacidn se resuelve primero expresando Y como una integral de

Fourier :

¥(g,t) = eiEtJ¢(w)eiwqdm . (7.6)
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La ecuacién (7.5) se convierte en una ecuacidn para w :

E=n;1u'.u . {7 7)
2

Esta ecuacién (7.7) siempre tiene al menos una solucidn para
w, sin# 0,1. Sin embargo, es necesario que w sea real porque para cada
parte imaginaria resulta que el modo correspondiente tiende a infinito en
Xx=+®penx=—». Laecuaciébn (7.7) para w tiene en general solamen
te una solucidén real. El {inico valor entero de n que permite w y -w CO-
mo solucién para una E dada es n = 2, el valor acostumbrado. Por lo tanto
la teoria cudnticaparan # 2 es diferente de la de una particula libre a
pesar de que L(n) es equivalente clasicamente al lagrangiano L(Z) de 1la
particula libre.

Nuestro segundo ejemplo es el oscilador armdnico isotrdpico en
dos dimensiones. Si escogemos la constante de restitucién y la masa am-

bos iguales a 1, el lagrangiano usual es

L=1L, *Ly > (7.8)

donde q,, q, son las coordenadas y

I - (7.9)
L(l} 2 (q1’ QQ) g L(z) 2 (q2 4,
Un lagrangiano equivalente L es
L1 = L(l} —-L(Z) : (7.10)

Sin embargo, las teorias cudnticas de estos lagrangianos son completamente
diferentes.

El método para cuantizar los hamiltonianos H y H'que corresponden
alLylL'es reemplazar las coordenadas q; Y sus momentos p., por operado-
res ﬁi, ﬁi. Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacién (te

nemos B = 1):

[qi, qj] = [py, pj] =D, [qipj] = 8y (7211)
Con las relaciones de (7.11), el grupo dindmico de L es SU(Z), un grupo
compacto, y el de L es SU (1,1) que no es compacto. Por consiguiente to
dos los observables asociados con L no pueden tener espectros discretos.
Es posible tener la teoria cudntica usual con el lagrangiano L

si no aceptamos (7.11). Por ejemplo, las relaciones
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[4;, 4, = [f, P =0 =I4,p,] =14, 5],
Ry Byl = 4= g (7.12)

conducen a la teoria cuintica usual, si tenemos [ de la ecuacidn (7.10).
Las relaciones de (7.12) representan un método de cuantizacidn rara, y
ellas serian posible solamente si sabemos el resultado correcto antes de
cuantizar el sistema.

El Gltimo ejemplo que presentamos es el oscilador armdnico amor
tiguado (con friccidn) en una dimensién, con coordenada q. Este oscilador

obedece la ecuacidn
g+M+kq=0, con X =const., k = const. (7.13)
Dos lagrangianos equivalentes para este sistema son

L=1e" @ -¥ ), (7.14)

L = [gg + A](4k2 —AQ)-lfztan-i{[gg +A] (4Kk2 — 1)"1/2}

—% (G2 + aqq + k2q2). (7.15)
Los momentos conjugados son
3L At -
prsEe a (7.16)
_ 3L 2 -1/2 _1,(24 -1/2
p o= —— = = (4k? — 22 <4 7 . yoy ke
N a ( ) tan {{ g x| (4k 22) }.
(7-17)
Los hamiltonianos son
H=pq—L= %re_kt p? + %-kzekt q? > (7.18)
=5 4T =-Lagp «Lom (% e 32
H =pal =-5ip +5inldp 4k -]
~ tn cos [ (412 ~ x| (7.19)

Los dos hamiltonianos (7.18) y (7.19) son enteramente diferentes. H de-
pendedel tiempo pero tiene una teoria cudntica sencilla (ver Edwards,
1979). Pero de la cuantizacién de H resulta de que la energia disminuye
exponencialmente con el tiempo hasta anularse. El segundo hamiltoniano H
no depende del tiempo y por lo tanto es una constante de movimiento que no

tiene una relacidn obvia a la energia. En el primer caso, que la energia
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disminuya a cero presenta una contradiccién con el hecho de que la energia
de las fluctuaciones del vacio no es cero. Pero, aparte de este hecho, el
primer caso tiene propiedades que parecen fisicamente razonables (tal como
la propiedad que A = 0 corresponde al oscilador sin friccidn).

NuestTos comentarios acerca de la mecdnica cuéntica estan basados
en los ejemplos antedichos. Primero, estd el problema del espectro fisico
de observables. Ademds de la cuestitn del orden de factores o de otras
cuestiones que ocurren cuando el hamiltoniano es complicado, vemos que la
seleccién de lagrangiano afecta cudles cantidades son constantes, cudles
tienen espectros discretos, y aun el grupo dindmico del sistema cuantiza-
do. Un observable estd determinada por las configuraciones permitidas
de]l sistema. Es claro que la funcién onda cudntica determina estas confi
guraciones, pero parece razonable que las soluciones clasicas S del siste
ma determinen la mayor parte de las propiedades de los observables. Segun
do vemos que H, en general, no tendria las dimensiones de energia. Un
principio de adici6n afirma que todos los hamiltonianos tienen las mismas
dimensiones. Este principio es que las propiedades de dos sistemas resul
tan de 1a suma de sus hamiltonianos mds un término de interaccién. Ademis.
el principio de que H sea conjugado (en algln sentido)al tiempo, implica
que estas dimensiones serian las de energia. Parece que estos principios
pueden eliminar algunos hamiltonianos equivalentes, pero el uso de una
constante de interaccién con dimensiones puede impedir esta eliminacidn.
Tercero, aun cuando H tenga los grupos correctos, podria ser fisicamente
dificil de interpretar porque fuese dependiente del tiempo o no fuera posi
tivo. FEl oscilador con friccidén tiene un hamiltoniano positivo y uno que
no depende del tiempo, pero este ejemplo implica que un principio basico
de ambas propiedades no es posible en general. Dicho de otra manera, un
principio de positividad y de no dependencia del tiempo probablemente elimi
naria muchos sistemas interesantes y no solamente algunos hamiltonianos.
Cuarto, muchos problemas de cuantizacién desaparecen si aceptamos que el
hamiltoniano H es una cantidad fisica basica. Bajo este punto de vista,
Hy H dados por las Ecs.(7.18) y (7.19) constituyen dos sistemas diferen-
tes. Las dificultades de este punto de vista es que algunos sistemas ver
daderamente son conocidos por su conducta clasica; el oscilador con fric-
cién (para el que podemos usar H o H de (7.18) 6 (7.19) es un buen ejem-
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plo. Es decir, que hay ejemplos donde la conducta fisica es mds bdsica
que la eleccidon de un hamiltoniano.

Respecto a este caso, notamos el tema de la cuantizacidén geométri
ca. En cste tema, la cuantizacidn se describe por medio de cantidades geo
métricas definidas en el espacio de fase, evitando en lo posible el uso de
coordenadas especificas. Un paso para comprender el proceso de cuantiza-
cién seria comprender la equivalencia entre lagrangianos por la existencia
de una estructura geométrica. Por ejemplo, Macartney-Filgate (1980) pre-
senta una breve discusidn de espacios que admiten geodésicas correspondien
tes, y seria intercsante realizar estudios similares en un lenguaje apro-
piado para la cuantizacién. Quinto, es la cuestidn de cuil sistema cldsi
co deberia ser cuantizado. E1 oscilador amortiguado es un buen ejemplo de
un sistema que no es aislado, porque €l pierde energia en el proceso de
friccidn. Como dijimos, hay dificultades en la cuantizacidén de este siste
mi, pero es un sistema muy importante para entender los aparatos de detec
cidn, especialmente cuando se estdn detectando pocos cuantos. Y, como di
jimos arriba, este es un sistema cuya conducta es tan bien conocida cladsi
camente y es muy deseable buscar un método para comprender la cuantizacidn
del sistema.

Hemos visto que la existencia de lagrangianos equivalentes presen
ta dificultades para la mecdnica cudntica. La obra del futuro deberia con
centrarse, en nuestra opinidn, en cuatro dreas: la primera s investigar
criterios fisicos para preferir un lagrangiano sobre otro. Como indicamos
arriba, los criterios mas sencillos no son posibles. La segundacs investi
gar si es posible especificar un sistema cldsico mds precisamente, por ejem
plo, usando informacidén de una aproximacién cuintica. Esta especificacidn
deberia resultar en una teoria cudntica basada en las soluciones
cldasicas S. Es probable, que el estudio de la teoria de Hamilton-
Jacobi fuera importante aqui. La tercera,como estd mencionado arri
ba, es estudiar la teoria de lagrangianos equivalentes en el len
guaje de 1la cuantizacién geométrica. Y la cuarta, es buscar un mé
todo de cuantizacidén basado en las soluciones S y no en una seleccidn
de lagrangianos o hamiltonianos. Esta Gltima drea de investigacidn es
muy promisoria. Sin embargo, cualquier método debe concordar con

el método candnico si el sistema es conservativo y debe ser con



193

vincente cuando sea aplicado a sistemas no conservativos como aquellos con

friccién o amortiguaciodn.
VIII. TEORIA DE CAMPOS.

lLa mecdnica cladsica de Newton se aplica a la teoria de campos
usando métodos similares a los usados para la teoria de particulas. Sin
embargo, pocos autores han discutido el problema inverso a la cuestion de
lagrangianos equivalentes para campos. Una excepcifén ha sido Fdelen,
quien derivé un lagrangiano para una ecuacién integro-diferencial lineal.
El noté que este lagrangiano es la integral de una densidad, la que a su
vez es integral de una densidad de segundo orden.

Aqui presentamos una discusién breve de la teoria de un campo.
Nos limitamos a un campo escalar, aunque Edelen y Santilli han descrito
aspectos de la teoria de campos mds generales. MNuestro trabajo (que se
publicard pronto) muestra que es necesario considerar densidades de todo
orden.

Un campo escalar ¢(x,t) es una funcién de una coordenada espa-
cial x y del tiempo t. Por simplicidad, en lo que sigue hemos considera
do que x es periddica (x=0 es identificado con x=2r). La ecuacidén de mo

vimiento para ¢ es su ecuacion de campo, una ecuacion

G vendt) =0 B
FA0O; ¢ 0% ) (8.1
en sus derivadas parciales
2
0 _ 99 & _ 90 ) x0=t,x!= x. (8.2)
s H 3)(11 s HY ;Xuax\)

Tipicamente esta ecuacidn es de segundo orden en la derivada tem
poral. También, si la ecuacidn es invariante bajo transformaciones de
Lorentz, es de segundo orden en las derivadas espaciales y es local. Su-
ponemos aqui que el campo satisface una ecuacion de segundo orden en el
tiempo pero con la posibilidad de ser ni local ni de un orden particular
en el espacio. El grupo de soluciones de esta ecuacidn la 1lamamos §, coO
mo el conjunto de soluciones para un sistema de particulas.

Un método para tratar el campo ¢ consiste en descomponerlo en
una serie de Fourier:
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b(x,t) = An[t)elnx , (8.3)
[a ecuacidn de campo, entonces, consiste en una infinitud de ecuaciones

para las funciones An(t}:

E(A, A A 1) =0 . (8.4)
Las funciones Fn dependen de todos los A en generél, Hero solamente de
las primeras dos derivadas con respecto al tiempo Ah’ An. Podemos tratar
las Ecs (8.4) como las de un sistema de particulas, pero es mas interesan
te discutir la teoria directamente usando el campo.

Consideremos el campo ¢(x,t) como una coleccidn de coordenadas
qi(t) con la x correspondiendo al indice i. Para dar énfasis a esta co-
rrespondencia, escribimos

o, = 0lx,t) éx = EQ%%JEJ-, etc. (8.5a)

Por ejemplo,&x+t es realmente
_ (y t)‘
ot yex+t

La convencién de suma aqui es una convencidn de integracidn:

i (8.5b)
AXBxi JA(x,t) B(x,t)dx.
Por lo tanto la ecuacidn de campo se considera como un conjunto

de ecuaciones

F (0,9,6, t) =0 . (8.6)
Supongamos que es posible resolverla para las ix
¢, + G (0,6, t) = 0. (8.7)

Las funciones G, dependen de ¢x ,$x no localmente. Los términos son multi
lineales; por ejemplo una que depende linealmente de &x y cuadraticamente

de o, pueden ser

A 606 = mA(x,y.z,w,t)&:(y,th,tm(w,t)dydzdw- (8.8)

XYZW ¥V Z W

El problema inverso restringido estudia la existencia de un la-
grangiano para una ecuacidn particular como (8.6) u (8.7). El1 problema
inverso no restringido consiste en buscar un lagrangiano paracualquier
ecuacion que tiene las mismas soluciones S que son soluciones de (8.6) u
(8.7). El problema de equivalencia intenta encontrar todos los lagrangia
nos equivalentes a uno dado.

Un lagrangiano para un campo es similar a uno para un sistema de
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particulas. Este es una funcién (o funcional) deCReéx, t si deseamos re-
producir una ecuacién equivalente a (8.7). Lo escribimos como una serie
de términos

L=A*+% Bx ¢ *+ B e

Xy Xy
L Cx¢x xy¢x¢y (8.9)
ny¢x¢y s yz(bxq}y z

Es la costumbre considerar L como la integral de una densidad lagrangiana
|

. [ L . (8.10)
donde L depcnde de ¢ y sus derivadas .w/ax 32¢/5x%,etc. En (8.9) los tér
minos son integrales de orden cero (A=A(t)), uno (B ) dos (Bxy¢xy),
etc. Liamamos a las funciones en estas integrales, dens1dade% de orden n;

por ejemplo
b o J[[n{x,y,z,t)é(x,t)é(y,t)¢(z,t) dxdydz (8.11)

xyzxyz
denende de una densidad de orden tres.
Algunas derivadas particulares usan funciones especiales. Por

ejemplo la funcidn & de Dirac es
S(x-y) = Gx_y. (8.12)
Sus derivadas son

§! 8" etc. (8.13)
X=Y. X=Y:

La funcion dx_y es una matriz unidad
5x_y¢y B (8.14)
Un término que depende de (3¢/9x)?, por ejemplo, puede ser escrito

=yt T [lén(x‘Y)¢(X,t)¢(Y,t)dxdy

[[a(x y) 32 55 axdy (8.15)
o

La integral de accibn es

= [Ldt . (8.16)
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1as ccuaciones de Fuler-Lagrange pueden ser escritas

9 8L oL _ (8.17)

Iy °F =035

x ot 3¢ 3¢x
donde HL/H¢X y 3L/a¢x indican el proceso de variacién.

Por ejemplo (suponiendo ny = Dyx)

5 B RPN ol .
5 5 [D,,b,6,) =20, 6 + 20 b, (8.18)

Por lo tanto

L, = wxy¢y Vo, (8.19)
donde " nt
32L,
W = e
xy 8¢x3¢y
. B4L s 321 oL
iy ® 3,39, % *abat a6, (8.20)

Un CJemplo es una ecuacion de campo lineal en b Y ¢ (ver
Edelen (1962)).

P ny¢y ! ny¢y =0, (8.21)

donde ny v ny son constantes en el tiempo. Podemos preguntar (Cudndo
existe un lagrangiano para (8.21)?. Las condiciones de Helmholtz (3.2,
3.3, 3.4) son validas para el caso de dimensidén finita, pero si e-las se
aplican aqui dicen (ver 3.57)
ny = — LyX ; ny = ny '.‘ (8.22)
(8.22) es satisfecha, un lagranpiano posible es
1

L=58, 038 *3 xy¢x¢y = 7 Kty (8.23)
El primer término es realmente 1a integral de una densidad:
3¢
—Y¢X¢y [[gt] dx : (8'24)

Las otras, en general, son integrales de densidades de segundo orden.

ln caso especial es el de la ecuacidn de Klein-Gordon:

N2 2
g P =0, (8.25)
at2 ax2

cn donde vemos que

L. =20, S + m28 . (8.26)
xy Xy X~y x-y

-~
1]
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Entonces el lagrangiano L es
1 »

" _l 2
§-¢ ¢ 2 $ x- y¢x¢y 2 = ¢xq)x
1

J[ { | [%%]2- n2e2 | dx . (8.27)

No hay una teoria completa para la existencia de un lagrangiano

L =

para una ecuacidn equivalente a (8.4) si no existe siquiera la teoria pa-
ra la Ec. (8.4) misma. Aun si existe un L dado no hay una teoria para
cuando existen otros L equivalentes. Podemos decir, sin embargo, que

las condiciones necesarias que describimos arriba son necesarias aqui.

Sea L equivalente a L. Supongamos que las matrices
321, - 32T
- 9 ==} s}
ny = §$;§$; - ny =3 xa ' (8.28)
3 =1
son invertibles: es decir, que existen W iy, W #y tales que
Wlw =6 . OWlIW =8 . (8.29)
Xy YZ X-Z Xy Y2 X=Z

Definimos A por
Xy

=W Wl . (8.30)
xy Xz 2y

Entonces la condicidn de equivalencia entre Ly L es

R W (8.31)

que con (8.30) da la ecuacion basica (ver 8.19):

Vx = Axyv . (8.32)

Entonces podemos verificar que la traza de la matriz Axy 0 Ayx elevada a

cualquier potencia es una constante del movimiento:
d _ d B _
I (Ax ) =0 , an (AxyAyx) =0, etc. (8.33)
Aqui, el operador af es
d 3,33 .32 .
i * o + ¢x8® ¥ ¢xa$f g 8.34)
donde ¢ estd dado por la ecuacién de campo. Sin embargo, hay una dificul
tad: es pos1b1e que A__ o s Ayx etc., no pueda definirse. Por ejemplo,

Xy
siA =28 , A =8; es infinito (aunque constante).
Xy x-y XX
Por consiguiente, hay algunos problemas con la teoria de campos
que no existen en la teoria de particulas. Uno se presenta cuando las in

tegrales de densidades de orden general y la suma (8.9) converjan. Otro
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es la existencia de matrices que satisfagan (8.33) aunque las trazas de
sus potencias no existan. Finalmente, estdn los problemas de la existen-
cia de un lagrangiano, cdmo poder encontrarlo, y cudndo hay otros equiva-
lentes.

También mencionamos que el concepto de una constante del movi-
miento en esta teoria tiene ideas sutiles. Mostramos estas sutilezas con

el ejemplo de la ecuacién de ondas

n2 n2

s B . P (8.35)

at?  ax?
La solucidn general de (8.35) es

d(x,t) = ¢, (x+t) + ¢_(x-t), (8.36)
donde ¢,, ¢_ son funciones de una variable. Los valores de ¢, v ¢_a
t=0 o de ¢, , ¢' a t=0 son constantes del movimiento, funciones solamen
te e .

Escribamos ahora las derivadas

L ST
ﬁ_¢+ ¢'_ ’

(8.37)
9 _
e B UL
Por lo tanto podemos expresarlas como
119 2
o, (xrt) = 5 [5%’" ‘ a—i’] % *
(8.38)
1 0 d
s ﬁ'[u’§% ’ 5%% X
A continuacién sumaremos las series de Taylor
3 ' =
o[-t -a;] BLO) = 010
exp [ t %i] o' (x-t) = ¢'(x). (8.39)
Por consiguiente vemos que
1 = l Eg ﬂ
0.(0 =7 [Bt * ax]x_t ’
(8.40)
"(x) = 4 [~ 3% 4 3¢
Hex =5 ( st * ax) X+t 2

son constantes del movimiento. Estas constantes son vectores: existe una

constante por cada valor de x. Una constante escalar, por ejemplo, resul
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ta cuando usamos funciones fx, g, de x solamente:

= ¢ |30 4 28 - S
v fx[at * ax]x—t fxﬁx-t—y(¢y * 6'y—zq}z) :
(8.41)
- o |99 4 3¢ = ; g
- gx[Bt * ax]x+t gx6x+t-y(¢y dy-z¢z)

El lagrangiano que proviene de (8.27) para la ecuacidén de ondas

es
._‘]"" 1n
L*§¢¢ "—2(5 b

X'X X=y XY

Para construir un lagrangiano L equivalente a L, es necesario al princi-

(8.42)

pio escoger una matriz Axy que satisfaga (8.33). Una matriz que satisfa-

ce los requerimientos con el uso de F de la Ec. (9.41) es

R R (8.43)

Xy xt+yt+ttz 2 Z-wwW
En la teoria actual, no es posible garantizar que haya un T ob
tenido con el uso de Axy. pero en este caso hay uno:

=1z .4 6 6.6 6" —é" 6 6 6

3 u+v+t+z Z-wu'v'w u+v+z+t u'v'z utviz+t uviz
(8.44)

La ecuacién de Fuler-Lagrange de L es

pyihy — S b= B (8.45)

X -z Z
En general Axy tiene un inverso y'fg = 0 es equivalente a

L =0. Cuando A__ = 0 tenemos que
x Xy

gt * 8 ey O = 0 (8.46)
y es facil ver que una solucién de (8.46) es una solucién de (8.35):

3 _ 329 529

Eﬂm+xb&)°(ﬁ‘wx¢' LR

Pero el problema de la existencia de lagrangianos L. mds generales que
(8.44) para la ecuacidn de ondas o para otras ecuaciones de campos es un
problema abierto para el futuro.

XIX. CONCLUSIONES Y PROBLEMAS.

Como hemos visto en las secciones anteriores el problema inverso
del cédlculo de variaciones tiene muchas facetas y algunas de ellas no han



sido exploradas totalmente, a pesar de que los primeros trabajos en el

drea datan de fines del siglo pasado.

a)

b)

)

d)

e)

f)

g)

h)

1)

Algunos de los problemas abiertos mids interesantes son:
La extensidén del problema inverso en su formulacidén usual (segun

do orden) a dimensiones mayores que dos.

Otro aspecto interesante es averiguar la relaci6n entre los infi
nitos lagrangianos de primer orden y la indeterminacidn en la

eleccioén del conjunto de constantes en un sistema fisico.

Intentar simplificar la construccién de lagrangianos de primer or
den evitando en lo posible la necesidad del conocimiento de todas
las constantes de movimiento. (En el caso de conocer el hamilto
niano conservado, se puede construir el lagrangiano de primer or

den

- of i
L =p;a” - H(a", p;).
Construccidn de lagrangianos para sistemas singulares en general
y mejor caracterizacidén de las variables de norma e independien-

tes de norma.

Intentar aclarar hasta donde es posible establecer una relacidn
intrinseca entre transformaciones de simetria y cantidades conser
vadas (en lo posible evitando el uso de lagrangianos que resulta

normalmente ambiguo).

La construccidn de una teoria cuintica, lo mds general posible,
que evite las ambiguedades resultantes de la existencia de lagran

gianos equivalentes, es también un desafio interesante.

La teoria general de lagrangianos equivalentes para el caso de

teoria de campos es otro problema abierto.

La generalizacidn de transformaciones candnicas para incluir aque
1las que consideran el paso de un lagrangiano equivalente a otro,

podria ser también considerado.

La generalizacién del teorema de Noether para considerar transfor
maciones que cambien la accidén de modo que las nuevas ecuaciones
sean combinaciones lineales de las originales es otro tema abier

to de investigacién



j) La teoria de Hamilton-Jacobi para lagrangianos equivalentes asi
como para lagrangianos de primer orden ha sido poco estudiada y

seria interesante explorar este campo.

A pesar de los avances logrados, como se puede apreciar, existe
aln un gran nimero de problemas que se pueden atacar.

El estudio de lagrangianos equivalentes multidimensionales no ha
alcanzado atn losniveles logrados para el caso unidimensional. Los lagran
gianos de primer orden,a pesar de constituir una respuesta (poco ortodoxa)
al problema inverso, no han sido aGn explorados completamente y lo mismo
puede decirse de los otros temas tratados en el articulo como ya se ha se
fialado. A pesar de que el tema puede parecer mis matemitico que fisico,
podria adquirir gran relevancia debido a que los métodos variacionales son
ampliamente utilizados en fisica. Ademis, debido a la ambiguedad surgida
por la existencia de lagrangianos equivalentes, estos estudios nos condu-
cen a utilizar en nuestras consideraciones conceptos mis bidsicos y de ma-
yor relevancia experimental como es el conjunto completo de soluciones (or
bitas) de un problema en lugar de usar lagrangianos. Debido a todo lo que
hemos expresado anteriormente es muy posible que este fascinante tema sea

el objeto de numerosos trabajos en el futuro préximo.
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