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RESUMEN

La interferometria radioastrénomica y la tomografia computari-
zada de rayos X son técnicas de gran importancia para la astronomia y la
medicina, respectivamente. En este articulo enfatizamos el que ambas téc-
nicas estin basadas en los mismos principios matematicos, y las presenta-
mos como un ejemplo de relacidn entre ciencia basica y ciencia aplicada.

ABSTRACT

Radio astronomical interferometry and computerized tomography
are techniques of great importance for Astronomy and Medicine, respective-
ly. In this paper we emphasize that both techniques are based on the same
mathematical principles, and present them as an example of interaction
between basic and applied science.



I. INTRODUCCION

La creciente especializacién que caracteriza a la ciencia con-
tempordnea ha hecho que exista, aun entre cientificos, poco conocimiento
del trabajo que se realiza en otros campos. Es pues de interés encontrar
que dos ciencias aparentemente desconectadas, la astronomia y la medici-
na, hayan desarrollado sendos métodos experimentales que estan basados en
los mismos principios matemiticos. Estos métodos son la interferometria
radioastrondémica y la tomografia computarizada de rayos X. En este arti-
culo desarrollamos, para propdsitos de ensefianza, las formulaciones mate-
miticas de ambas técnicas y enfatizamos su similitud.

La interferometria y la tomografia son técnicas experimentales
extraordinariamente importantes para la astronomia y la medicina, respec-
tivamente. Baste decir que el radioastrénomo Martin Ryle recibid parte
del Premio Nobel de Fisica de 1974 por sus contribuciones a la interfero-
metria radioastrondmica y que el ingeniero eléctrico Godfrey Hounsfield
recibid el Premio Nobel de Fisiologia y Medicina de 1979 por su trabajo
en el desarrollo de la tomografia axial computarizada.

IT. LA INTERFEROMETRIA RADIOASTRONOMICA

Cuando un astrénomo que trabaja en la regidn visible del espec-
tro electromagnético quiere estudiar la estructura espacial de un objeto
cosmico, como podria ser el caso de una nube luminosa o una galaxia, dis-
pone de una técnica muy sencilla para hacerlo. Simplemente, usando un
telescopio toma una fotografia del objeto deseado. En contraste, los ra-
dioastrénomos no pueden hacer algo tan sencillo. En lugar de detectar
luz visible, los radioastronomos detectan, mediante paribolas metdlicas
de gran tamano llamadas radiotelescopios (véase la Fig. 1), ondas electro-
magnéticas en la regi6én de radio del espectro electromagnético. La re-
gion de radio estudia a la radiacién constituida por fotones con longitu-
des de onda entre 100 metros y 1 milimetro. Estos fotones son de bajisi-
ma energia y no pueden impresionar una placa fotogriafica. Lo que un ra-
diotelescopio mide es el campo eléctrico asociado con la radiacién capta-

da. Por simplicidad supongamos que la radiacién es monocromitica y sin



Fig. 1 El radiotelescopio de 43 metros de diametro del Observatorio Ra-
diocastrondmico Nacional de los E.U.A., situado en Green Bank, Vir-
ginia Occidental.
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polarizacién. Un punto en el cielo inducird en el detector un voltaje
dado por

V1 = Vmax oos (wt) ¥

donde V, es el voltaje captado por el radiotelescopio 1, Vi 5 la ampli-
tud miaxima del voltaje, w es la frecuencia angular de la radiacién,
w=2fv, donde v es la frecuencia de la radiacidén supuesta monocromitica.
Finalmente, t es el tiempo. Ahora supongamos un segundo radiotelescopio
2 colocado a una distancia D del radiotelescopio 1 y apuntado a la misma
regidn del cielo (véase la Fig. 2). El radiotelescopio 2 medird un volta-
je

v, = v cos [w(t-1)] '

donde T es el retraso geométrico que sufre la radiacién al tener que via-
jar la distancia extra Dcos@, donde 6 es la elevacidn de la fuente de
radiacién observada con respecto a la horizontal. Como la radiacidn elec-
tromagnética viaja a la velocidad de la luz, ¢, el retraso geométrico es-
ta dado por

_ Dcos b
T = = .

El 4ngulo 6 va cambiando de manera continua debido a la rota-
cidn de la Tierra, o sea 6=06(t). A un conjunto de dos o mids radioteles-
copios observando simultdneamente al mismo objeto cdsmico se le llama in-
terferémetro. La respuesta de un interferdmetro de dos elementos (radio-
telescopios) es 1la multiplicacién de los voltajes medidos, o sea

R(D) = V(D) V,(0) .

La respuesta es filtrada para eliminar el término de alta fre-
cuencia y nos queda la ecuacidon bdsica de la radiointerferometria:

Rty = Viax cos li—g-;\l—gcosﬁ(t)-t ¥ (D)

En la ecuacién anterior A es la longitud de onda de la radia-

cién, A=c/v. El patrdn de interferencia de un interferémetro de dos ele-
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mentos en un instante dado es una serie de bandas paralelas y cuasisinu-
soidales proyectadas en el cielo. Si la 6 del punto del cielo considera-
do es tal que (2D cos8/A\)=n, con n entero, la sefial interfiere construc-

tivamente en el interferdmetro; R(t) =V§lax

En contraste, si
(2D cos 6/X) =n+ %—, 1a sefial interfiere destructivamente y R(t) =0. Por

supuesto, los casos intermedios dardn R(t) entre 0 y V:“nax.

A la fuente cosmica

Fig. 2 Esquema de un interferdmetro de dos elementos. La radiacién césmi-

ca viaja una distancia extra Dcos § para llegar al radiotelescopio
2%

Las consideraciones anteriores son vadlidas para una fuente pun-
tual. Ahora consideremos una fuente extendida, que puede aproximarse co-
mo una coleccién de fuentes puntuales cuya contribucién se integra. La
intensidad de cada punto del objeto extendido en el cielo estd dada por
I(x,y), donde (x,y) son coordenadas angulares fijas en la boveda celeste.
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La respuesta del interferémetro a una fuente extendida seria

R(t) = J f I(x,y) cos [g;-D—cose (x,y,t)} dxdy . (2)
donde 8(x,y,t) es el dngulo que forma el punto (x,y) respecto al interfe-
rometro en el instante t. Lo que el radioastrénomo quiere rescatar de la
Ec. (2) es I(x,y). De la Fig. 2

D+8 = (O/A\)cosb(xy) (3)

donde D es el vector que va del radiotelescopio 2 al 1 dado en unidades
de longitudes de onda. O sea que si D es 1 km y estamos observando ra-
diacién con A=20 cm, D tiene una magnitud de 5x 10° longitudes de onda.
§ es un vector unitario en direccién del punto (x,y) considerado. Ahora
bien, definamos un punto de referencia (xo,yo) =(0,0) en la fuente. E1
vector unitario apuntado a este punto serd §o. El vector § estarid dado
por §='s‘0+3 (véase la Fig. 3) donde G es un vector en el plano celeste
X-Y, que da el desplazamiento del punto en consideracidn respecto al
punto de referencia en unidades angulares (radianes): o= (x,v) . Entonces

obtenemos
B.5=D. (5, +0) .

Ahora conviene descomponer al vector D en dos componentes, uno
paralelo y el otro perpendicular a §°: 1_5=§” +d |+ En general, las fuen-
tes observadas tienen dimensiones angulares muy pequefias lo cual hace que
0 sea aproximadamente ortogonal a & - Esto nos da

-+ ~ ~ ->
D-s=3!|-so+al-a z (4)

El vector d | es la proyeccién de D sobre el plano celeste X-y.  Substi-
tuyendo (4) en (3) y esta ecuacidn en (2) obtenemos

R(t)

f J I(x,y) cos [:2113”-'5‘0+21Td_|_-§j dxdy

Il

cos(zﬁén-éo) J f I(x,y) cos(21d, +0) dudy -

—00
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-senczﬂa'“-’s‘.o) J J I(x,y) sen(21d +0) axdy .

-0

El término con 3" - §, sale de la integral porque estas varia-
bles s6lo dependen de t. Es mis cbmodo pasar a la forma compleja:

R(t) = Re[Vexp(iZﬂa”-go)] ;

donde V es definida como la visibilidad de la fuente:

Vv = J [ I(x,y) exp[i29d, -d]axdy .

Fig. 3 Esquema de los vectores empleados en § II.

Durante la observacidn se hacen un gran nimero de medidas de
R(t). Como se conoce 3” Y go, se obtienen un gran nimero de visibilida-
des. Las componentes en el plano (x,y) de 31 se les 1llama (u,v);
di = (u,v). Debido a la rotacién de la Tierra, los puntos (u,v) de cada
medicién son distintos. Mis afin, cambiando la separacidén fisica de las
antenas se obtienen puntos (u,v) diferentes. Generalmente, lo que se ha-
ce es usar mids de dos radiotelescopios obteniendo un gran nimero de pun-
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tos en el plano (u,v) simultidneamente. El interferdmetro de radio mis
poderoso del mundo, llamado el Conjunto Muy Grande (''Very Large Array' o
VIA), se halla en Nuevo México, E.U.A. y estd formado por 27 radioteles-
copios operando simultdneamente, lo cual da 351 pares distintos. Asi ca-
da medici6n y cada par de radiotelescopios dan una visibilidad en el pla-

no (u,v):

V(u,v) = J [ I(x,y) exp[[ 129 (ux+vy) ] dxdy .

El radioastrénomo recupera I(x,y) sacando la transformada de

Fourier bidimensional al plano (u,v) obteniendo

I(x,y)= ( J V(u,v) exp [-127 (ux+vy)] dudy .

- 00

La transformada de Fourier se obtiene numéricamente puesto que
lo que tenemos es un nimero grande, pero finito, de visibilidades en el
plano (u,v).

Mientras mejor cubierto esté el plano (u,v) mds confiable serd
la I(x,y) obtenida. Generalmente, con el Conjunto Muy Grande se logran
mapas de I(x,y) de gran calidad (véase la Fig. 4)

Otra gran ventaja de la interferometria radioastrondmica es que
la resolucién angular del sistema es A/D radianes. Observando con radio-
telescopios en diferentes continentes es posible hacer D muy grande y re-
solver detalles de tamafio angular muy pequefio en las fuentes césmicas.
Por ejemplo, Haschick gg_gl.(l) utilizando radiotelescopios en la Unién
Soviética, Europa y los Estados Unidos de América han logrado resolver
estructuras con didmetro angular de 0.2 milisegundos de arco en las nube-
cillas con emisi6én maser en la linea de vapor de agua cerca de los obje-
tos Herbig-Haro 7-11. Esta resolucidn angular equivale a resolver deta-
1les del tamafio de un meldn colocado en la Luna. Las técnicas de la in-
terferometria radioastrondmica han permitido el estudio detallado de las

(2)
)

Otra posible aplicacién de la interferometria radioastrondmica

radiogalaxias"“’/, los niicleos de los cuasares(s) y de las nubecillas con

emisién maser que se encuentran en regiones de formacidén de estrellas.

cs la deteccién de movimientos tectdénicos en tiempo real. Es claro de la
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Ec. (2) que si conocemos la estructura y posicién de una fuente cdsmica,
una variacién en D ocasionaria un cambio medible en R(t). Con estas téc-
nicas se espera poder medir desplazamientos del orden de un centimetro
entre continente y continente o entre placas tecténicas(s). Esto permi-
tiria estudios experimentales muy poderosos sobre la teoria de tectdnica
de placas y, especulativamente, podria 1llevar a la prediccién de terremo-

tos.
00"L %
O NGC 6334 (F)
g 05" L -
oy
-35° 44/
10" 1 b
3330 l 3215 6 1 3252
(7h j7m
a (1950)

Fig. 4 Un mapa de una fuente de radio obtenido con el VLA, hecho por Ro-
driguez, Cantdé y Moran 10) | 1a elipse en la esquina superior iz-
quierda indica el tamafio del elemento de resolucidén angular en el
mapa .
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I1I. TOMOGRAFIA COMPUTARIZADA DE RAYOS X

La radiologia diagnfstica usando rayos X es una técnica funda-
mental de la medicina. Sin embargo, una radiografia es una proyeccién
bidimensional de un cuerpo tridimensional. Esto hace que los distintos
componentes del cuerpo radiografiado aparezcan superpuestos, perdiéndose
la informaci6n de su posicidn en tres dimensiones. ;Seria posible desa-
rrollar un sistema que permitiera obtener una imagen del interior del
cuerpo, pero sin que hubiera que penetrarlo fisicamente? A principios de
los sesentas, Cormack(ﬁ) propuso una técnica que mediante radiografias
tomadas a distintos dngulos, y luego manipuladas matemiticamente mediante
computadora, podria producir imdgenes de "rebanadas" del cuerpo humano
hechas transversalmente al eje del cuerpo. Pero no fue sino hasta una

década después en que Hounsfield 7

presentd una miquina capaz de reali-
zar tomografia axial computarizada (''computerized axial tomography" o
CAT).

Supongamos que el eje z es el eje longitudinal del cuerpo de la
persona a analizar. Un corte transversal a ese eje definird un plano
(x,y). El coeficiente de absorcién lineal de los diferentes tejidos estd
definido como k(x,y). La intensidad de la radiacién de rayos X, r, via-
jando a lo largo del eje y' (véase la Fig. 5) es absorbida de acuerdo a
la ecuacidn

dr

W =-k(x,y) r ;

que integrada da
r = r_exp [-LmKdy'] ;

donde r_ es la intensidad de la radiaci6n incidente y r es la intensidad
de la radiacidn saliente. Como se conoce ro(x‘) y el detector mide r(x'),
cada medicidén nos da la proyeccidn del cuerpo estudiado, definida como

p(x',0) = -1n ( %;) = J Kx',y',0) dy' 5
o -0
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DETECTOR

rix')

r(x')

FUENTE DE RAYOS X

Fig. 5 Esquema de un tombgrafo de primera generacién. La fuente de ra-
yos X emite radiacién de intensidad r,(x'). Después de que parte
es absorbida por el cuerpo estudiado, la radiacidén saliente r(x')
es cuantificada por el detector. El cuerpo estudiado esta fijo al
sistema (x,y), mientras que la fuente y detector estan fijos al
sistema (x',y'). Generalmente se mide r(x') para unos 200 angulos
§ equidistantes sobre un semicirculo.

Tipicamente se obtienen determinaciones de p para unos 200 an-
gulos cubriendo un semicirculo. Como la informaci6én obtenida para 6 es
idéntica a la obtenida para 6+, basta con cubrir un semicirculo. Si

s s i

1e b nLmwmndns da Trrtrrsav amadimencinanal a » ohtenemne
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P(u',0) = J J k(x',y',0) exp [127 u'x'] dx' ay" 5
Cada medicién a una 6 nos da una P(u',0). A partir de muchas mediciones
obtenemos P(u,v), la transformada de Fourier de las proyecciones en el
plano (u,v). Una vez obtenida esta variable podemos recuperar k(x,y) me-
diante la transformada de Fourier numérica a los datos:

Kx,y) = r J P(u,v) exp [129 (ux+vy) ] dudv

Es importante mencionar que tanto la interferometria como la
tomografia requieren de posteriores manejos matemiticos puesto que el ni-
mero de mediciones para obtener V(u,v) y P(u,v) son finitos. También se
acostumbra someter I(x,y) y k(x,y) a sistemas de procesamiento de image-
nes que permiten obtener mapas de contornos o bien imigenes de color fal-
80 para estas dos Gltimas variables. En la tomografia, los diversos te-
Jidos del cuerpo tienen distintas k y esto permite distinguirlos perfec-
tamente.

Debido a su gran utilidad, la tomografia computarizada se ha
propagado rdpidamente por todo el mundo. FEn la Ciudad de México existen
tombgrafos muy sofisticados en la mayoria de los grandes hospitales. En
contraste, aun cuando la interferometria radioastrondmica se originé an-
tes, no existe alm en México un radiotelescopio, ya no digamos un inter-
ferbmetro de varios elementos. En la tomografia han ido surgiendo nuevas
generaciones de tomdgrafos cada vez mis rdpidos y precisos. En la Fig. 6
mostramos dos tomografias tomadas con el tomdgrafo PFIZER/AS4E 0450 de
cuarta generacién que posee el Centro Hospitalario ''20 de Noviembre' del
ISSSTE.

El éxito de la tomografia computarizada de rayos X como técnica
de diagnéstico médico ha abierto la puerta al desarrollo de varios siste-
mas nuevos de formacién de imdgenes con propésitos médicos ®) " Entre es-
tas nuevas técnicas vale la pena destacar la tomografia por emisién de po-
sitrones (''positron emission tomography' o PET).
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Fig. 6 Tomografias tomadas en el Centro Hospitalario "20 de Noviembre"

(cortesia del Dr. E.R. Barajas).

La superior es del cerebro de un

paciente y la inferior es del tdrax de otro paciente.

Mientras que la tomografia computarizada nos da informacién so-

lamente sobre la anatomia del paciente, la tomografia por emisidn de posi-

trones permite estudiar su metabolismo, revelando a qué tasa consumen los

diversos tejidos a sus substancias nutrientes. FEsto se logra de la si-
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guiente manera: Se inyecta al paciente una substancia que participe en
el metabolismo celular, digamos glucosa, que es la fuente principal de
energia del cerebro. Esta glucosa tiene substituidos una fraccién de sus
Atomos normales de carbono por isdtopos que decaen emitiendo un neutrino
y un positrdn. El neutrino escapa del cuerpo del paciente sin consecuen-
cias, pero el positrdn colisiona casi de inmediato con un electrdn del
cuerpo, produciéndose el aniquilamiento de las dos particulas y la emi-
sién de dos rayos gamma de 511 keV con trayectorias pricticamente antipa-
ralelas. El paciente se halla en el interior de un anillo de detectores
de rayos gamma que intersectard a los fotones que salgan en su plano. Es
claro que uno puede suponer que el evento ocurrid en la linea que pasa a
través del paciente y que une a los dos detectores activados. Acumulando
eventos de este tipo obtenemos la proyeccién de la cantidad de glucosa a
lo largo de la linea considerada. Usando pues métodos matemdticos equi-
valentes a los de la tomografia de rayos X es posible obtener un tomogra-
ma por emisidn de positrones. Este tomograma en lugar de darnos informa-
cién sobre la densidad de la materia viva, nos da informacién sobre la
densidad de glucosa en el cerebro, o bien la densidad de cualquier otro
bioquimico asimilable por el érgano estudiado. Es pues posible estudiar
a qué tasa estdn los tejidos, sanos o enfermos, asimilando v consumiendo
a sus nutrientes. Por ejemplo, se sabe que muchos tipos de tumor maligno
consumen glucosa mis rapidamente que el tejido sano. Esto es facilmente
detectable mediante un tomograma por emisidén de positrones. Mucho mis
controversial es la aplicacién de esta técnica al diagndstico de enferme-
dades mentales como la esquizofrenia, la mania-depresién o la demencia
senil. Se han reportado resultados preliminares que sugieren que existen
diferencias sistemidticas en la manera en que consume glucosa un cerebro
enfermo respecto a como lo hace uno sano.

Los tombgrafos por emisién de positrones son sumamente costosos
y ademds requieren de un equipo de especialistas para preparar las mues-
tras radioactivas mediante un ciclotrdn, asi como para operar y dar man-
tenimiento a los detectores de rayos gamma y a la computadora que recons-
truye la imagen. En la actualidad s6lo existen alrededor de diez centros
médicos con este equipo. Sin embargo, si su utilidad como instrumento

médico continfia creciendo, los tomdgrafos por emisidn de positrones serdn
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en el futuro cercano tan commes como los tomografos de rayos X.
IV. CONCLUSION

Discutimos la formulacién matemitica de las técnicas de inter-
ferometria radioastrondmica y tomografia computarizada. En la Tabla I
presentamos una comparacidn entre ambas técnicas experimentales, que com-
pendia sus caracteristicas. Ambas técnicas estdn basadas en un teorema
de 1a teoria de transformadas de Fourier 1lamado el teorema del corte
proyectado. Este teorema dice que la transformada de Fourier unidimen-
sional de la proyeccidn de un objeto bidimensional es igual a un corte
hecho a través del centro de la transformada de Fourier bidimensional del
objeto mismo. Asi, obteniendo un gran nimerc de proyecciones unidimen-
sionales de un objeto espaciadas a pequefios dngulos es posible reconstru-
ir la imagen bidimensional del objeto. Esta técnica podria extenderse
para obtener cortes transversales de objetos que no pudieran ser desman-
telados para conocer su interior. Por ejemplo, uno podria especular que
se podria conocer la estructura interna de edificios arqueolégicos (una
piramide) sin necesidad de invadir fisicamente al objeto.

La relacidn entre la tomografia y la interferometria ilustra,
en mi opinidn, las a veces sutiles pero poderosas conexiones que existen
entre la ciencia bdsica y la aplicada. Hounsfield estudié en la Escuela
de Radar de la Real Fuerza Aérea Britdnica. El radar y la radioastrono-
mia siempre han estado relacionados y no es descabellado especular que el
trabajo de Ryle, britdnico también, influenciara a Hounsfield. Esta po-
sible relacién no es reconocida explicitamente en la literatura. Sin em-
bargo, los articulos de tomografia si reconocen que fue el radioastrdnomo
R.N. Bracewell(g) el primero en desarrollar matemdticamente los métodos

de reconstruccidén de imdgenes empleados en ambas ciencias.
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TABLA 1
INTERFEROMETRIA TOMOGRAFIA
CARACTERISTICA RADIOASTRONOMICA COMPUTARIZADA
Variable a I(x,y), la intensi- k(x,y), el coe-
determinar . dad de una fuente ficiente de ab-
cbsmica. sorcibn del te-
jido vivo.
Variable medida V(u,v), la visibili- P(u,v), la trans
por el instru - dad de la fuente. formada de Fourier
%ento. unidimensional de
la proyeccibn del
cuerpo.

La transformada
e Fourier bidi- I(x,y) = T.F.[V(u,v)] k(x,y)=T.F.[P(u,v)]
ensional nos de- .

uelve la varia -
ble deseada.

Tabla I Comparacidn entre la interferometria y la tomografia.
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