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RESUMEN

En los ltimos afios se ha encontrado que los sistemas dinadmicos
pueden tener soluciones asintdticas o atractores sumamente complejos e

irregulares llamados atractores extranos.
En este articulo se presenta una revisién de estos trabajos re-

cientes y de su importancia en el contexto de la fisica tedrica, de las
matemidticas y de la interaccién entre estas dos ciencias.

ABSTRACT

Recent results have shown that dynamical systems can have very
complex and irreqular asymptotic solutions or attractors that are called

strange attractors.
In this paper a review of this recent work and its relevance to

theoretical physics, mathematics and their interactions is presented.
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1. INTRODUCCION

La aparicién de regimenes irregulares en el comportamiento de
sistemas fisicos ha sido un tema dificil de atacar por los procedimientos
matemiticos clasicos; esto es debido, tanto a la dificultad intrinseca de
la descripcién y la experimentacién detallada de dichos fendmenos, como a
la regularidad que presentan la mayoria de las soluciones asintdticas de
las ecuaciones diferenciales que se manejan usualmente.

Sin embargo, recientemente se han encontrado ecuaciones diferen-
ciales, y en general sistemas dindmicos, cuyas soluciones asintdticas pre-
sentan un comportamiento sumamente irregular y complejo, que no se distin-
gue del comportamiento al que generalmente le asignariamos el calificati-
vo de caético, aunque no lo es en realidad, puesto que cadtico significa
sin lev e indeterminado y en este caso nos encontramos ante soluciones a
ecuaciones diferenciales que son sistemas totalmente determinados.

Este hecho ha abierto un nuevo e infenso terreno de investiga-
cién, tanto en el problema matemitico mismo, como en dreas de la fisica,
la biologia y otras ciencias; en especial en la hidrodindmica, magnetohi-
drodindmica, en las alteraciones de los ritmos bioldgicos normales, en la
cinética quimica compleja y en general en aquellos campos en que aparecen
fendmenos complejos y no lineales.

En este articulo se hace una revisién de estos fendmenos matemi-
ticos recientemente descubiertos que 1llamamos atractores extrafios y que
estd permitiendo una nueva concepcidn sobre los fendmenos fisicos irregu-
lares, '"'cadticos' o turbulentos. El orden que usaremos en esta presenta-
cién es el siguiente: en la seccién 1T se da un resumen de los conceptos
y teoremas bdsicos de la teoria de sistemas dindmicos, en la seccién III
presentamos el fendmeno de los atractores extrafios para el caso de las
ecuaciones diferenciales, en la seccién IV presentaremos el caso de la
iteracién de mapeos de espacios o regiones de espacios en si mismos y fi-

nalmente en la seccién V presentamos las conclusiones.
I1. SISTEMAS DINAMICOS

En esta seccibn daremos en forma resumida las definiciones y



383

teoremas indispensables para la comprensién de los siguientes. A aquellos
lectores que se interesen en profundizar les recomendamos los textos dados
en las Refs. 1, 2, 3 y 4.

El concepto de sistema dindmico es una generalizacién del movi-
miento mecdnico descrito en el espacio fase. En el caso del movimiento
mecdnico tenemos un pardmetro, el tiempo, que es un nimero real, y un es-
pacio euclidiano, el espacio fase, que representa los estados del sistema
mecdnico; ademds tenemos una regla que nos permite, dado un valor del pa-
rimetro t, construir un mapeo del espacio fase en si mismo que asigna a
cada punto de dicho espacio, o estado del sistema, o condicién inicial,
el punto o estado al que ird a parar después de transcurrido el tiempo t.
Esta coleccién de mapeos uno para cada t, y que denotaremos por ¢t: E: E,
donde E es el espacio fase, hereda de la estructura de grupo de los reales
varias propiedades:

a) Al elemento idéntico de los reales t=0 le corresponde el ma-
peo identidad, esto es wo = I, o sea, después de un tiempo
cero un sistema mecdnico permanecerd en su estado inicial
cualquiera que éste sea.

b) La composicién del mapeo ¥, para los tiempos t; y tp es el
mapeo para el tiempo t; + t,. Esto es, la posicion de un
punto del espacio fase después del tiempo t;, es la misma
que la que tendria después de un tiempo t; + t; a partir de
la posicién inicial.

Este mapeo Wt : E + E, que podemos ver como el conjunto de todas
las soluciones de las ecuaciones de Hamilton del sistema mecdnico y que
nos describe el flujo de estados con el pasar del tiempo, inspira la $i-
guiente definicién de sistema dindmico:

Un sistema dindmico es un mapeo de clase ¢!, ¥:RxS~+S, donde
S es una variedad diferencial, tal que, con la notacién ¥(t,x) = wt(x),
el mapeo ¥, : S+S cumple

a) wo : S+S es la identidad.

o & ER.
b) La composicidn wt1, wtz ¢t1-+t2’ para toda t; y t, €R

De la misma forma en que al sistema mecénico le correspondia una
ecuacién diferencial ordinaria, i.e., las ecuaciones de Hamilton, a todo
sistema dindmico le corresponde una ecuacién diferencial ordinaria sobre
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la variedad S. Esto se puede ver asi: dado wt(x) y contemplando a S como

un abierto de un espacio vectorial E podemos definir

£ = 2o :

t=o0
donde f(x) serd un campo vectorial sobre S, y la ecuacién diferencial

& . £ (x €5)

dt
se puede ver como un sistema de n ecuaciones diferenciales acopladas de
primer orden, donde n es la dimensién de S. Es fdcil ver que el conjunto
de soluciones de esta ecuacién diferencial para toda condicién inicial es
equivalente al flujo sobre S o sistema dindmico.

El inverso es también cierto, pues se puede hacer ver que a to-
do sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas

E -t
donde f(x) : S+ S es de clase Cl, le corresponde un sistema dindmico defi-
nido sobre S. Esto Gltimo no es mis que el teorema de existencia y unici-
dad de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias autdnomas,
pues debemos recordar que toda ecuacién diferencial ordinaria de orden n
se puede expresar como un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer
orden.

Ahora bien, la definicién de sistema dindmico puede generalizar-
se si permitimos que el pardmetro t, que en la definicidn anterior era un
nimero real, pueda ser un elemento de un grupo topolédgico G cualquiera, o
incluso del grupo aditivo de los enteros, y no solamente del grupo de los
reales. Esta generalizacién incluye sistemas dinimicos equivalentes no
sblo a las ecuaciones diferenciales ordinarias, sino también a las ecua-
ciones en diferencias finitas y muchos casos mds sin traduccién en obje-
tos matemdticos comunes; sin embargo debemos reconocer que para el caso
general, o para casos en que el grupo no es el de los reales o los ente-
ros, la teoria de sistemas dindmicos estd todavia muy poco desarrollada y

es sumamente compleja. Por esta razén, limitaremos este trabajo a los
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dos casos mencionados.

Dado un punto x € S y un sistema dindmico ¥ ;GxS~+S, se define
la orbita que pasa por x, como la imagen del mapeo P, :G-+S, donde
Px'(g) = ‘Pg(x,). En el caso en que G es el grupo de ios reales, la 6rbi-
ta por el punto x, es la curva en el espacio S formada por todos los pun-
tos que se generan a partir de x, a medida que pasa el tiempo y se puede
ver como la solucidn particular de la ecuacién diferencial correspondien-
te para los valores iniciales dados por x,. En el caso de los enteros,
la orbita serd el conjunto de puntos de S que se generan a partir de x_, a
medida que vamos iterando. En el caso en que el grupo sea un conjunto
bien ordenado, como sucede para los reales y los enteros, se puede defi-
nir una direccién en la que se recorre la 6rbita.

En un sistema hamiltoniano conservativo el teorema de Liouville
nos asegura que a medida que pasa el tiempo o que cada punto recorre su
6rbita, un volumen en el espacio fase se conservard constante. Ahora, en
un sistema no conservativo esto no sucede y hay sistemas de esta clase.
Por ejemplo, un oscilador arménico amortiguado, que iniciindose con un vo-
lumen finito en el espacio fase a medida que pasa el tiempo este volumen
disminuye o se contrae, de tal forma que al tender t a infinito el volu-
men se ha reducido a cero; en el caso del oscilador arménico amortiguado
todos los puntos del volumen inicial habrin tendido al origen, que es el
punto de equilibrio.

Estas ideas, naturalmente, pueden generalizarse a algunos siste-
mas dindmicos ordenados. Aquellos sistemas en que podemos definir una di-
reccidén en la que se recorren las Grbitas, el objeto de volumen cero al
que se contraen los voldmenes del espacio S, a medida que se recorren las
orbitas que se inician en dicho volumen," forma la base del concepto de
atractor. En términos mds formales:

Tomemos un sistema dindmico ¥ : GxS+S en el que los elementos
del grupo G puedan ser bien ordenados. Un conjunto compacto XCS se 1la-
ma un atractor si

1) V¥.(X) CX para toda t>0, esto es,las érbitas que pasan por

puntos de X permanecen en X & X es invariante ante ¢t.

2) Existe una vecindad de X,VCS, tal que V. (V) CV (t>0) y

X = gﬁ wt(V), esto es, existe un volumen que se contrae a X.
>0
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3) Si Ues un conjunto abierto tal que UCV y UNX#4¢, enton-
ces existen elementos t de G, tan grandes como se quiera,
tales que ¥ (U) NX# ¢,

Esta iiltima condicidn asegura que X es s6lo el atractor y no un
objeto mayor que contenga al atractor. Al conjunto abierto mds grande de
S que se contrae a un atractor se le llama la cuenca de dicho atractor;
desde luego toda 6rbita que se inicie en un punto de la cuenca terminard
en el atractor.

Este concepto de atractor no sdlo adquiere una gran importancia
en la teoria de sistemas dinimicos, sino también en su correspondencia fi-
sica, pues podemos ver que corresponde a los conceptos de régimen estacio-
nario vy transitorio, esto es, en un sistema fisico estudiado como sistema
dindmico, los regimenes estacionarios serian los atractores y los conjun-
tos de condiciones iniciales que "después de un transitorio terminan'' en
el régimen estacionario serian las cuencas.

Dentro de la teoria de sistemas dindmicos el problema de la cla-
sificacién de los atractores adguiere una gran importancia, puesto que si
logramos encontrar todas las formas topoldgicas que pueden tener dichos
atractores y clasificarlas, habremos dado un gran paso en el estudio glo-
bal de las drbitas de los sistemas dindmicos, ademds habremos encontrado
y clasificado las propiedades cualitativas fundamentales de todos los re-
gimenes estacionarios de sistemas fisicos susceptibles de ser estudiados
por medio de sistemas dindmicos. Desde luego hay que sefialar que un mis-
mo sistema dinidmico puede tener mds de un atractor, lo que abre el proble-
ma de encontrar cuiles tipos de atractores pueden existir en el mismo sis-
tema y cudles pueden ser las posibles fronteras entre sus cuencas.

H. Poincaré inicié a principios de siglo estos estudios encon-
trando que para el caso G =Ry S = R? (equivalente a las ecuaciones dife-
renciales ordinarias auténomas en dos dimensiones o de segundo orden), s6-
lo pueden existir dos clases de atractores: un punto o una curva cerrada
que no se intersecta a ella misma; en témminos de ecuaciones diferencia-
les o regimenes estacionarios son, respectivamente, un punto critico o
equilibrio estable y un ciclo limite u oscilacién periddica autosostenida.
Posteriormente se vio que este mismo resultado es valido para el caso en

que S es una variedad diferencial de dos dimensiones cualesquiera.
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El mismo Poincaré inici6 el estudio para un mayor nimero de di-
mensiones y encontrd que ya para el caso S = R® el problema de la clasi-
ficacién de los atractores es sumamente complejo, e incluso en la actua-
lidad es un problema abierto.

Otro problema relacionado con &ste y de gran importancia surge
al considerar no un sistema dindmico Gnico sino una coleccién de éstos
que depende de uno o varios pardmetros, como puede ser una ecuacién dife-
rencial en la que se varian algunos de sus pardmetros. Para algiin valor
de los pardmetros el sistema dinimico correspondiente puede tener un cier-
to atractor. Al ir variando los parametros este atractor conservard al
principio su estructura o tipo topolégico, pero llegando a ciertos valo-
res de los pardmetros puede ocurrir que este tipo topolégico cambie; a es-
te cambio se le 1lama bifurcacién. En un fenémeno fisico contemplariamos
esto como la transicién de un régimen estacionario a otro, al pasar por
valores criticos ciertos pardmetros del sistema. Ahora bien, un tipo de
atractor dado no puede bifurcarse a cualquier otro tipo, sino sélo a algu-
nos de ellos. Al estudio de las posibles bifurcaciones le 1lamamos teo-
ria de bifurcaciones.

Con respecto a la teoria de bifurcaciones ocurre algo similar;
la teoria se encuentra bien desarrollada para el caso de las ecuaciones
diferenciales en el plano{ﬁ) pero para otros casos la teoria es incipien-
te.

A pesar de que no se cuenta con una clasificacién completa de
los atractores siempre se habia encontrado que &stos eran objetos matemi-
ticos relativamente simples o comunes o "bien comportados': puntos, con-
juntos finitos de puntos, curvos o variedades diferenciales. Por ejemplo,
hay casos en que el atractor es la superficie de un toro, esto es, hay
ecuaciones diferenciales en tres dimensiones en las que, independientemen-
te de las condiciones iniciales, las soluciones tienden, después de un
transitorio, a estar sobre la superficie de un toro en el espacio fase.

El que los atractores sean objetos "bien comportados'" parece
una situacién natural y nadie esperaria encontrar atractores que no lo

fueran; por ejemplo, pareceria extrafio encontrar al conjunto de Cantor*

* Los subconjuntos propios cerrados de un intervalo de los reales m3s ge-
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como atractor de un sistema dinidmico, siendo que &stos basan sus propieda-
des en las de continuidad y diferenciabilidad de los mapeos y espacios
que intervienen en su definicién,

Por otra parte, existen fendmenos naturales que, como la turbu-
lencia en los fluidos o las arritmias en sistemas biolégicos, a pesar de
corresponder, segin las teorias mds aceptadas, a sistemas dinamicos tie-
nen regimenes estacionarios sumamente complejos e irregulares que dificil-
mente podrian ser interpretados como correspondientes a un atractor bien
comportado. Incluso muchos de estos casos son resultado de transiciones
a partir de regimenes regulares (flujo laminar, soluciones periédicas,
etc.) que corresponden a atractores normales. Hay que sefialar que este
tipo de fendmenos se cuenta entre los que han presentado mayores dificul-
tades para ser entendidos, por lo que en muchos casos se ha tenido que re-
currir, para explicar esos fendmenos, a la introduccidn de factores azaro-

sos o estocdsticos adicionales y ajenos al sistema dinidmico que en princi-

nerales se obtienen al extraer de ese intervalo una clase ajena y conta-
ble de subintervalos abiertos. Un ejemplo de este proceso es el conjun-
to de Cantor que se construye de la siguiente manera (7) :

Tomamos el intervalo cerrado [0,1] y lo denotamos por Fj. De F1 quita-
mos el intervalo abierto (1/3,%), es decir, quitamos el tercio central,
al conjunto que se obtiene lo llamamos F, y consiste de dos pedazos ce-
rrados F, =[O,%r] U [£,1]. ahora formamos F, quitdndole a cada pedazo
de F, su tercio central, esto es, eliminamos de F, los intervalos abier-
tos (%q %4 vy (%u %). Este proceso puede ser continuado eliminando cada

vez los tercios centrales de los pedazos que habian resultado en el pa-
so anterior. Denotando por F, el conjunto que se forma en el enésimo pa-
so, se define el conjunto de Cantor como

o
F —nQ1 F.

Este conjunto tiene varias propiedades muy interesantes de las cuales

sefialamos que:

i) La longitud total de los subintervalos gue hemos extraido es uno,
esto es, la misma longitud que tenia el intervalo inicial.

ii) La cardinalidad del conjunto es la del continuo. Hay invariancia de
la estructura con respecto a la escala, esto es, si observdsemos el
conjunto con una cierta resolucién y aumentdramos, por cualquier
factor, esta resolucidn, la estructura de puntos que veriamos seria
indistinguible de la anterior y en apariencia seria irregqular.
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pio corresponde al sistema fisico,

En los dltimos afios se han encontrado sistemas dindmicos que po-
seen atractores que no son "bien comportados', atractores que no son regu-
lares, que tienen propiedades semejantes a los conjuntos de Cantor, en
fin atractores que son objetos matemdticos complejos y que tienen muchas
de las propiedades que le atribuimos a los fenémenos cadticos, irregula-
res y turbulentos, siendo a la vez producto de sistemas dindmicos deter-
ministas. En muchos ejemplos, incluso, se ha visto como estos atractores
se bifurcaron a partir de atractores nommales. A estos atractores se les
ha dado el nombre de atractores extrafios.

Desde luego estos descubrimientos han abierto una nueva perspec-
tiva en la teoria de los sistemas dindmicos y en el estudio de los fendme-
nos naturales complejos e irregulares.

En las siguientes secciones presentamos en forma resumida cud-
les han sido estos descubrimientos y los resultados importantes obtenidos
hasta la fecha en este nuevo tema de los atractores extrafios.

n

ITI. EL CASOG =R, S=R

Este es el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias y
desde luego ha jugado un papel central en el desarrollo de la teoria de
sistemas dindmicos. Hace muchas décadas se sospechd la existencia de fe-
némenos complejos, pero fue en 1963 cuando se produjo el primer ejemplo
claro de una ecuacién diferencial con un atractor extrafio.

horenz(s), en 1963, interesado en el estudio de los flujos que
se producen en un fluido calentado uniformemente por debajo y sujeto a la
gravedad (problema cldsico estudiado por Rayleigh y Bernard) produjo, des-
pués de una serie de aproximaciones, un modelo del sistema consistente en
tres ecuaciones deferenciales de primer orden acopladas o sea una ecua-
cién diferencial en tres dimensiones:

dx = -
d—t' = =0X * gy i
Y oxzerx -y ;

dt
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dz
— = Xy - bz
dt ¥

Al linearizar estas ecuaciones se encuentra que, para valores
de r<1, el origen x = v = z = 0, que representa el régimen en que no hay
conveccidn, es un atractor; para valores mayores de r el origen se hace
inestable, pero aparecen otros dos puntos criticos: x=y=1% r-1),z=r-1
que representan regimenes de conveccidn estacionaria, los cuales serin
atractores para cualquier valor de r si o<b+1, y para
r<c®+b+3ﬂc—b-ﬂ'1sic>b+1. Por tanto para valores de los para-
metros tales que o>b+1 yr>a(c+b+3)(c-b -1)'] ninguno de los puntos
criticos es estable y por tanto no serdn atractores. En este Giltimo caso,
en vista de que el flujo es una contraccién, puede existir un atractor
gque no sea un punto critico.

El andlisis de este Gltimo caso se hizo encontrando soluciones
muméricas en la computadora. Para los valores o=10, b==%-y r=28, en la
Fig. 1a se grafica la coordenada y como funcién del tiempo para una solu-
cién de esta ecuacién de Lorenz con condiciones iniciales x=0, y=1, z=0
para las primeras 3000 iteraciones; como puede verse, después de un tran-
sitorio, que consiste en una oscilacién cuya amplitud aumenta, se llega a
un régimen en el cual la coordenada y cambia de signo y comienza a tener
un comportamiento irregular.

En la Fig. 1b se muestra la proyeccién en el plano y- z de la
solucién a partir de la iteracién 1400, como puede verse esta solucién
traza una espiral en torno al punto C' hasta el paso 1650 en el que cruza
el plano x - z, da una vuelta en torno a C y cruza de nuevo el plano x-z,
para después repetir una vez mds este comportamiento. Si continudsemos
la grafica veriamos que &sta comienza a pasar de un lado a otro dando ca-
da vez algunas vueltas en torno al punto C o C', respectivamente; si aho-
ra sefialamos la secuencia de tiempos en que ocurren los cortes al plano
X - z, veriamos que esta secuencia es irregular e incluso tendria la apa-
riencia de una secuencia con componentes aleatorias; la secuencia formada
por el nimero de vueltas que la solucidn da antes de saltar al otro lado
tendria caracteristicas similares.

Si comenzamos en otro punto inicial veriamos que pronto caeria-

mos en la misma situacidén y como necesariamente existe un atractor en la
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Fig. 1 Soluciones numéricas de la ecuacifn de Lorenz. Tomada de la Ref. 8.
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region y los puntos de equilibrio no lo son, esta curva compleja es parte
del atractor. En un principio se pensé que este atractor era una superfi-
cie, sin embargo no lo es. En realidad la curva debe estar contenida en
un objeto que tenga cierto espesor, pues si nos fijdsemos con detalle en
los puntos en que el atractor cruza al plano x - z, veriamos que forman un
conjunto con propiedades similares a las del conjunto de Cantor, lo que
hace pensar que se trata del producto de una superficie de dos dimensio-
nes por un conjunto de Cantor.

Este trabajo de Lorenz pasé desapercibido durante casi una déca-
da, hasta que Ruelle y Takens(gjen 1971 revivieron el problema de los atrac-
tores con comportamiento complejo, mostrando que siempre existen ecuaciones di-
ferenciales con atractores extrafios cercanas a aquellas que se definen en
el toro de cuatro o mis dimensiones por un campo vectorial constante.

A partir de entonces se han presentado una gran variedad de ejem-
plos de ecuaciones diferenciales con atractores que no son variedades di-

ferenciales o puntos(10).

IV. CASO G =Zy S = R"

Los sistemas dindmicos definidos sobre el grupo de los enteros
son equivalentes a la iteracién de un mapeo de S en sI mismo, ya que debi-
do a la propiedad b) de la definicién tenemos

(2)
w2 = le = Yot = Y ,
; (3)
Vg = Mgy = W, <% = ¥ ;
. _ (n)
Uy = Mgy = Yy W = U

Por lo tanto el estudio de estos sistemas dinimicos se reduce al estudio
de las iteraciones de un mapeo generador. La orbita que pasa por el pun-
to x € S serd la colecci6n de puntos que se obtienen al aplicar iterativa-
mente el mapeo generador a este punto. Una 6rbita consistente de un nime-
ro finito de puntos serd periédica, pues una vez recorridos todos la si-
guiente iteracién retornard la 6rbita al punto inicial; el periodo serd

el nimero de puntos de que consta la &rbita en cuestién.
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El estudio de esta clase de sistemas dindmicos no s6lo tiene un
interés matemitico. Hay muchos fendmenos naturales que se prestan a ser
modelados por estos sistemas, por ejemplo la poblacidn de una planta anual
que depende solamente de la poblacién de la generacién anterior. Por
otra parte, muchas de las propiedades de las ecuaciones diferenciales pue-
den ser estudiadas por medio de una técnica debida a Pbincaré(s) consis-
tente en cortar transversalmente el flujo de la ecuacidn diferencial con
un plano de una dimensidn menor que la dimensi6n del espacio fase. Ahora,
si tomamos puntos de esta transversal al flujo, las 6rbitas que pasan por
ellos, después de cierto tiempo, dardn la vuelta por el espacio fase y
cortarin de muevo a la transversal, de tal forma que podemos definir un
mapeo de la transversal en si misma. Las propiedades de las iteraciones
de este mapeo estardn intimamente relacionadas con las propiedades de las
6rbitas de la ecuacién diferencial; por ejemplo, si el mapeo al iterarse
tiene un atractor, la ecuacién diferencial tendrd también uno, y sus pro-
piedades serdn similares. Vemos pues que el estudio de los atractores de
estos sistemas dindmicos es importante por si y porque estd intimamente
relacionado con la teoria de atractores en las ecuaciones diferenciales.

(1),

El primer ejemplo que presentamos es debido a Henon T un ma-

peo de R? en R? que al iterarlo produce un atractor. El mapeo estd defi-

nido por las siguientes ecuaciones:

X | £ | = u®
¥ y

y bx

el mapeo inverso €s

X Tt bty

y x -1+ab*y?

L

Presentaremos los resultados de los estudios numéricos hechos
sobre las iteraciones de este mapeo.
Los valores de los pardmetros a y b que se escogen son b=20.3

y a seri variable.
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Para a menor que 0.1225 o mayor que 1.55 después de un cierto
nimero de iteraciones la drbhita parece irse al infinito independientemen-
te del punto inicial, mostriandose asi la ausencia de atractores.

Para a mayor que 0.1225 y menor que 0.3675 hay un atractor con-
sistente en una 6rbita de periodo uno o punto fijo.

A medida que el valor de a aumenta a partir de 0.3675 hay atrac-
tores que consisten en érbitas periddicas, pero el periodo aumenta por la
existencia de una cascada de bifurcaciones en la que en cada paso se du-
plica el periodo del atractor; periodo que por este proceso tiende a infi-
nito para un valor de a cercano a 1.06.

Para valores de a mayores que 1.06 y menores que 1.55 hay un
atractor que posee propiedades extrafias. A continuacién se describen los
resul tados de iterar el mapeo para el valor a = 1.44.

Los resultados presentados en la Fig. 2 se obtienen por el si-
guiente procedimiento: Tomamos un punto inicial cualquiera en el plano
X -V, lo marcamos en el papel y le aplicamos el mapeo, el punto resultan-
te lo marcamos en el papel y le aplicamos el mapeo y asi sucesivamente;
después de un gran nimero de iteraciones los puntos que hemos marcado ge-
neran las figuras mostradas.

La Fig. 2a se obtiene al considerar el origen como punto ini-
cial y después de haber iterado diez mil veces. La Fig. 2b se obtiene al
iniciar en el punto (0.63135448, 0.18940634) e iterar otras diez mil ve-
ces. Podemos observar que, con excepcién de las primeras seis o siete
iteraciones, la "curva'" que se genera es practicamente la misma; como és-
ta ocurre para otros puntos iniciales, podemos decir que esta 'curva' es
un atractor. Hay que sefialar que la '"curva" no se recorre ordenadamente,
en cada iteracién se salta de un sitio a otro y los huecos que se observan
se irdn eliminando a medida que se tomen mis iteraciones.

La estructura transversal a la "curva" parece simple en esta fi-
gura, esto es, la 'curva' parece tencr unos cuantos dobleces. Sin embargo
esto no es asT, en la Fig. 2c se presenta la regién marcada con un cuadri-
to en la Fig. 2b amplificada y, después de cien mil iteraciones, podemos
ver que el nimero de componentes de la '"curva' es en realidad mayor de lo
que veiamos en la Fig. 2b; en la Fig. 2d se ve la regién marcada en la

Fig. 2¢ nuevamente ampliada y, para un millén de iteraciones, vemos que
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Iteraciones del mapeo de Henon. Tomada de la Ref. 11.
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las componentes eran en realidad mds de las que podiamos ver en el ni-
vel de amplificacién anterior; en la Fig. 2e se repite el proceso de am-
pliacidn y el resultado se muestra para cinco millones de iteraciones re-
pitiéndose el fendmeno.

Este procedimiento, de poderse continuar, mostraria que en rea-
lidad el nimero de componentes es infinito., Ademis el hecho de que las
Figs. 2c, d y e muestren un aspecto totalmente similar en cada nivel de
amplificacidén continuaria repitiéndose tal y como ocurre con un conjunto
de Cantor.

Otro ejemplo interesante fue encontrado por Curry y Yorke(]z).
Consideremos el mapeo de R? en R? que se obtiene por el siguiente proceso:

En primer término usamos coordenadas polares (p,8) y definimos

el mapeo
g€ In (1 +p)

6 0+ 2

posteriormente en coordenadas cartesianas definimos

El mapeo de Curry y Yorke es la composicién de estos dos,

V=, 0 wl.
Siguiendo un método totalmente anilogo al seguido en el caso an-
terior se obtienen las imigenes de la Fig. 3.

Cuando el pardmetro e vale uno el origen es un atractor, a medi-
da que € crece se bifurca, a partir del origen, un atractor consistente
en una figura homeomorfa al circulo, como se ve en la Fig, 3a. Esta cur-
va crece en didmetro hasta que se llega al valor 1.28, de ahi en adelante,
hasta € = 1,3953, el atractor es una &rbita de periodo tres, o sea tres
puntos que se recorren en sucesidén a medida que se itera. Después de es-
te valor reaparece una ''curva'' cerrada, pero en este caso tiene una serie

de cispides, como muestra la Fig. 3b para € = 1.45, habiendo en realidad
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un nimero infinito de ellas a lo largo de la "curva'. Estas cispides se
van haciendo cada vez mds largas y pegadas a la ''curva promedio", de tal
forma que la '"curva" no serd ya homeomorfa al circulo y tendrd en reali-
dad una longitud infinita, recordando algunas propiedades de los fracta-
les.

Cuando € vale 1.63 la figura se rompe en componentes, pero para
€ = 1.7 se vuelve a obtener una figura conexa, como se muestra en la Fig.
3¢, la cual al amplificarla, en la misma forma que en el caso de Henon,
nos da las Figs. 3d y 3e, que muestran nuevamente la estructura similar a
la de un conjunto de Cantor.

Una situacién mds simple ocurre cuando el espacio fase se redu-
ce a un intervalo de los reales. Este caso ademds de su importancia pro-
pia nos permite ilustrar el fendmeno conocido como bifurcaciones de dobla-
miento del periodo que ya hemos encontrado anteriormente.

Tomemos un mapeo del intervalo [0,1] en si mismo:

x_-‘f’-.,w(x) , x€[0,1] ,

y ¥V tal que 0<V¥(x)<1.

Para describir las iteraciones de este mapeo utilizaremos la no-

tacidn:
Ximn © Lp(xj.)
= ¥ = vy - @
xi+2 (xi+1) {xi) (Xi)
Xi+n - lb(xi+n-1) ) lp[w(n-”(xi}} B w(n)(Xi)

Un punto fijo de ¥, o sea una 6rbita peri6dica de periodo uno, serd un

punto solucién de la ecuacidn
x = ¥(x) .

esto es, un punto en que la grifica de X,,, contra x; corta la recta in-

1
clinada a 45° (ver Fig. 4a). Estos puntos fijos se llaman estables si al

iterar ¥ comenzando en un punto cercano a &1, la sucesidn de puntos que
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obtenemos converge al punto fijo, esto es, si se trata de un sistema dini-
mico seria un atractor. Es facil ver que un punto fijo es estable si v
s6lo si el valor de la derivada de F valuada en el punto estd en el inter-
valo (-1, 1).

Una &6rbita periddica de periodo n ocurre cuando al iterar, co-
menzando en un cierto punto, regresamos a &l después de n iteraciones.

Es claro que existird una Orbita periddica cuando la ecuacidn
x = vy

tenga solucién; por supuesto tendrd entonces n soluciones, comprendiendo
a los n puntos que forman la 6rbita periddica. De la misma forma que ocu-
rre para un punto fijo, la érbita periddica serd estable o seria un atrac-
tor si y sblo si la derivada de w‘“}, valuada en los puntos de esa 6rbita,
estd en el intervalo (-1, 1). Es ficil ver que el valor de esta derivada
es el mismo en todos los puntos de la &rbita periddica.

Ahora supongamos que tenemos un mapeo ¢B que depende de un para-

metro B y que tiene un punto fijo Xg entonces
= ¥
Xg g (Xg) ,
y por tanto
= ¥(2)
X, g (Xg)

0 sea, Xg es también punto fijo de la segunda iteracidn; en general lo se-
rd de la enésima.
La derivada de la segunda iteracién valuada en el punto fijo se-
(2) v "
dg . dv dv, i dv,
dx xg dx |y (x 3 dx dxtxB

Si el punto fijo Xy es estable, al variar el parametro B puede
llegarse a un valor critico Be donde se pierde la estabilidad al hacerse
la derivada del mapeo valuada en el punto fijo menor que menos uno, enton-

cee nececariamente 1a derivada de 1a cedqinda iteracidn valuada en el min-
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to fijo pasarid de ser menor que uno a ser mayor que uno, esto es, la tan-
gente a la curva que representa a la segunda iteracién al ir rotando pasa-
rd por 45 grados y como se ve claramente en las Figs. 4b y c, en las que
se muestra este proceso, esto genera dos puntos fijos nuevos de la segun-
da iteracién, que no lo son de la primera; esto es una 6rbita de periodo
dos. Ademis esta 6rbita es estable, al menos en un rango de valores de B
a partir de B.-

Desde el punto de vista de los sistemas dindmicos un punto fijo
estable es un atractor y uno inestable no lo es, por tanto desde este pun-
to de vista tendriamos, al pasar # por el valor B.» la destruccién de un
atractor de periodo uno y la simultinea creacién de un atractor de perio-
do dos. A este fendmeno se le ha 1lamado bifurcacién por doblamiento del
periodo.

Es posible que al continuar variando el pardmetro los puntos fi-

jos estables de V(2

» €sto es el atractor de periodo dos, se desestabili-
ce por medio del mismo mecanismo que desestabilizé al punto fijo de V,
dando por tanto lugar a cuatro puntos fijos estables de ¢(4), o sea la
desaparicidn del atractor de periodo dos y la creacién simultdnea de un
nuevo atractor consistente en una Srbita de periodo cuatro. Este proceso
puede volver a ocurrir y de hecho lo puede hacer un nimero infinito de ve-
ces, dando lugar a una cascada de bifurcaciones en las que cada vez desa-
parece un atractor periédico y aparece simultdneamente otro con periodo
doble del periodo del que desapareceria; si los valores del parametro en
los que ocurren las bifurcaciones convergen, se llegard a un 1imite cuan-
do el periodo del atractor se haga infinito y por tanto a la posible apa-
ricidn de un atractor extrafio.

Este fenémeno 1o hemos encontrado ya en el caso del mapeo de
Henon y ocurre también en otros muchos y en las ecuaciones diferenciales,
aunque hay que sefialar que en estos casos el fendmeno es mis dificil de
entender que en el caso simple de una dimensién.

En una dimensién un mapeo sumamente estudiado(13) es

x—%——>8x(1-x]

bl

el que, para B en el intervalo [0,4], es un mapeo del intervalo [0,1] en
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si mismo¥*,

Para B E€[0,1], x = 0 es un atractor global de periodo uno.
Pata: f € (1;3] » X = 1= 8_1 es un atractor de periodo uno cuya cuenca in-
cluye todos los valores de x con excepcidn de cero y uno.

Para BE (3, 1 + Y6 ) hay dos puntos fijos estables del mapeo
v(2) & atractor de periodo dos, cuya cuenca cubre el intervalo (0,1) con
excepcidén de un nimero contable de puntos.

A partir del valor B = 1 + V& se desencadena una cascada de bi-
furcaciones por doblamiento del periodo que tieme como valor limite aproxi-
madamente B = 3.57.

Para valores mayores de B se obtienen ciclos de varios periodos
pares, pero estos ciclos son ruidosos, en el sentido de que son ciclos
formados por pequefias regiones y no por puntos. También hay un nimero in-
contable de puntc. que tienden a atractores totalmente aperiddicos, es de-
cir, hay atractores totalmente aperiddicos o cadticos, y simultédneamente
atractores formados por ciclos ruidosos; las cuencas de estos atractores
son no contables y se entremezclan en formas muy complejas.

Al continuar incrementando el valor de B se llega al punto en
el que aparecen atractores globales de periodos impares y en B = 3.8284
hay un atractor de periodo tres. Posteriormente van apareciendo atracto-
res periddicos para cualquier periodicidad, asi como atractores cadticos
o totalmente aperiédicos. La dificultad de distinguir, con cdlculos mumé-
ricos, entre un atractor periédico de periodo muy largo y uno aperiddico
o cadtico y la existencia de cuencas de atractores que, a pesar de ser
conjuntos de puntos no numerables, tienen medida cero, hace necesarias
las investigaciones analiticas de estos casos, las que, debido a su gran
complejidad, estdn hasta la fecha en sus etapas iniciales. En este senti-

(14)

Tomemos un mapeo continuo del intervalo I en si mismo,

do un resultado importante fue obtenido por Li y Yorke y dice:

F: I —1 5

* Debido a que este mapeo no es invertible, para que sus iteraciones gene-
ren un sistema dinadmico, debemos generalizar la definicidén que presenta-—
mos anteriormente, pues no tiene sentido sobre los enterns negativos y
los enteros no negativos no forman grupo.
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2
tal que exista un punto a € I que, al denotar por b = F(a), ¢ = Bl J(a) y
d = F(3)(a), se cumpla

d=€d<b<cgc o] d=2azb>=t

Entonces
1) Existen érbitas perifdicas de cualquier periodo entero.
2) Existe un conjunto no mumerable § C T que no contiene ningu-
na 6rbita periédica y ademds para toda Py q € 6§ con P # q,

lim sup ‘ F(n)(P) - F(n)(q) >0

n+o

y lim inf ‘ 5" my - l =0
n+o©

también para todo punto P € § y punto £ perteneciente a una
6rbita peribdica

lim sup
n- o

@ (py - ) gy | >0 .

Este resultado indica en particular la existencia de orbitas to-
talmente aperi6édicas cuando se cumplen las condiciones del teorema.

Otro caso que ha adquirido gran importancia en el estudio de
los osciladores no lineales forzados es el de los mapeos del circulo en
si mismo(15). Estos mapeos generan los sistemas dindmicos para el caso
en que G son los enteros o enteros positivos® y S es el circulo.

Por su importancia en el estudio de las ecuaciones diferencia-
les sobre el toro, estos mapeos fueron estudiados hace tiempo para el ca-

(16)

fendmeno de los atractores extrafios, siendo éstos siempre Srbitas periddi-

SO en que son continuos y mondtonos En este caso no se presenta el

cas o cuasiperiddicas.

En el caso en que los mapeos no son continuos o no son mondto-

* Debido a que este mapeo no es invertible, para que sus iteraciones gene-
ren un sistema dindmico, debemos generalizar la definicién que presenta-
mos anteriormente, pues no tiene sentido sobre los enteros negativos y
los enteros no negativos no forman grupo.
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nos, caso que ocurre en el estudio de los osciladores no lineales forza-
dos, se presentan los fenémenos de cascada de hifurcaciones por dobla-
miento del periodo, atractores extrafios v coexistencia de dos o mis
atractores de diferente periodo con cuencas entremezcladas en forma com-
pleja, 1lo que nos muestra la existencia de estos fenémenos en las ecua-

ciones diferenciales correspondientes(17].

V. CONCLUSIONES

En los incisos anteriores hemos visto varios ejemplos de siste-
mas dindmicos con atractores extrafios, asi como una descripcién de las
formas en que éstos se bifurcan a partir de atractores comunes.

La existencia de estos atractores abre la puerta a la explica-
cién determinista de los fenémenos irregulares sin hacer uso de factores
azarosos. Entre éstos la turbulencia es quizd el ejemplo que mis se ha
utilizado para hacer ver la importancia de estos estudios matemdticos.

Debemos decir que estas aplicaciones estdn también relacionadas
con una forma atipica de utilizar las matemiticas en la fisica, pues, en
la mayoria de los casos no se parte de ecuaciones derivadas de teorias en
torno al fenémeno a explicar, sino de ecuaciones que muestran la existen-
cia de objetos matemidticos que se comportan en forma andloga al sistema
fisico aun cuando estas ecuaciones no tengan una conexién con la teoria
del fendémeno.

Esta forma de estudio muestra la existencia de posibles explica-
ciones, lo que en los casos de fenémenos complejos es ya un avance, pero
desde un punto de vista mids estricto no habremos dado una explicacidn
real si no ligamos de alguna forma el fendmeno con las ecuaciones de que
se trate.

Con respecto a la problemdtica anterior se han descubierto algu-
nas propiedades universales de las iteraciones de los mapeos del interva-
lo en si mismo(18). Estos resultados nos dicen que entre los mapeos del
intervalo en si mismo con un solo mdximo, esto es, gque tienen la forma
mostrada en la Fig. 5; la propiedad de presentar, al variar un pardmetro,
una cascada de bifurcaciones con doblamiento del periodo que culmina en

un atractor aperiédico es genérica. Ademds, si llamamos B,, Bp,..., Bn,...
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a los valores del parimetro cuando ocurren estas bifurcaciones y Z al or-

den del miaximo, entonces

|8, -8, las" (@>1)

donde
B - B

d om T R

n+o Bnia T Bhag

y el nimero § s6lo depende de Z, esto es, serid independiente de la forma
global del mapeo. Para Z = 0, que es el caso genérico, ya que un extremo
de orden mayor se destruye con la mids pequefia perturbacién, & vale
4.6692016. ..

X
! I+t

0 .
0 X

Fig. 5 Mapeo del intervalo en si mismo con un solo miximo.

Otra propiedad de estos mapeos se obtiene al considerar el espa-
ciamiento entre los dos puntos pertenecientes al ciclo en la bifurcacidén
enésima mds cercanos al punto en que se encuentra el miaximo del mapeo, ya
que si 1lamamos dn a este espaciamiento, el nimero o definido por

n+1
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depende sélo de Z; y para Z = 2, a = 2,50229078...

Este tipo de resultados se han extendido al caso de iteracién
de mapeos en mds de una dimensién y como €stos pueden representar mapeos
de Poincaré de flujos correspondientes a ecuaciones diferenciales, estas
Gltimas tendrfan las mismas propiedades.

Como deciamos, el hecho de haberse encontrado propiedades y mi-
meros universales, esto es, que son vilidos para una gran variedad de sis-
temas dinamicos independientemente de sus detalles, asociados con la pre-
sencia de atractores extrafios, da nuevas pautas en el estudio de fendme-
nos complejos, puesto que si en el estudio experimental de algin fenémeno
de esta naturaleza encontramos la presencia de alguna de estas propieda-
des o nimeros universales, tendremos razones muy fuertes para pensar que
el fendémeno se debe a la presencia de un atractor extrafio, aun cuando no
se tenga un desarrollo matemitico detallado de una teoria fisica que asi
lo indique.

En esta direccidn recientemente se han realizado experimentos(19]
en el establecimiento de flujos turbulentos que muestran, en forma aln
preliminar, la presencia de estas propiedades universales, lo que hace
sospechar, cada vez con mayor razén, que asociado a la turbulencia se en-
cuentran los fendmenos que hemos llamado atractores extrafos.

La existencia de estos atractores extrafios ha abierto un gran
nimero de preguntas entre las que destacamos las consistentes en la bis-
queda de métodos para distinguir entre un fenémeno realmente azaroso y

(20)

la importancia de estos descubrimientos permite decir que &ste serd un

uno en el que se presenta uno de estos atractores Por otra parte,
campo de intensa investigacién tanto tedrica como experimental en el que,
ademds de su importancia propia, se permite recuperar la estrecha vincula-
ci6n entre el desarrollo de la frontera de la fisica tedrica y las matemi-

ticas.
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