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Se estudia la geometría del cambio de fase vapor-líquido de las
substancias puras en el espacio de Gibbs tridimensional de variables entro-
pía, volumen y energía. Se encuentra la discontinuidad cubierta por rec-
tas que conectan los estados de coexistencia y son tangentes a una curva
del espacio de Gibbs. Se deducen algunas desigualdades entre exponentes
al contemplar la discontinuidad en la vecindad del punto crítico.

ABSTRACf

Geornetry of the vapor-liquid phase change of pure substances is
studied at Gibbs' entropy, volume and energy space. Discontinuity of coor-
dinates is filled by rulers connecting the coexistence states and tangents
to the edge of regression in Gibbg1space. Sorne inequalities among expo-
nents are deduced when discontinuity is regarded near the critical point.
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l. lNTROruCCION

Estudiaremos algunas propiedades del camhio de fase vapor-liqui-
do en el espacio de Cihhs (1). Este espacio es eucl idiano y se le asocia

un sistema cartesiano cuyas coordenadas son la entropía S. el volumen V y

la energía E. !lado el carácter extensivo de estas tres cantidades. consi-
deraremos que corresponden siempre a un mol de alguna substancia pura.
Asociamos a los ejes coordenados tres vectores ortonormales i. 3. k, co-
rrespondientes respectivamente a 1<:1cntrop'Ía, el volumen y la energía.

Sea la ecuación entre estas coordenadas

E U(S,V) (1. 1)

donde U(5, V) es la función de estado que expresa la energía interna como

función de la cotrarla y el volumen. La Ec. (1.1) es una superficie en
el espacio de Gihbs, la que representa los estados de equilibrio termodi-
námico de la suhstancin considerada. Cual~uicr punto sobre esta superfi-
cie es un estado posible del equilibrio termodinámico.

Consideranns él la función f(S,V,E) = 11(5,\') - E. El conjunto de
puntos S.V,E,donde f(S,V,E) es nula, forma la superficie (1.1). Esta
constituye una superficie de nivel de valor cero de la función [(S,V,E),
así que el gradiente

Vf(S,V,E) i af + o af + k 2f
as J av dE

( 1.2)

('s un vector rerpcndicular él la superficie y flbnnal al plano tangente.
+Ll;un.1rcm:Jsn él este vector normal.

Por definición de f, este gradiente torna la forma
+
n Vf(S,V,E) ~ dU O dU A

l-+l--kas - av (1.3)

Se tiene .H.1C'mlÍS la relación de Gibbs que resume muchas propieda-

des termodinámicas:

dU Td S pd V (1 .4)

Esta relación asegura que la temperatura y la presión son deri-
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vadas parciales de la función U; por ello, el gradiente (1.3) se puede ex-
presar en función de estas cantidades físicas:

~
n Vf ir - j p A

k

o sea, la temperatura y la presión determinan la direcci6n de
la normal a la superficie de estados de equilibrio tenmodinámico en el es-
pacio de Gibbs.

Consideramos además otra variable termodinámica. el potencial
químico o energía libre de Gibbs molar:

U.pV-TS (1 .6)

Según (1.4) esta función satisface la relación de Gibbs-Duhem:

d~ Vdp-Sdt (1 .7)

En las secciones 5 y 6 usaremos otras funciones termodinámicas
de uso cOITÚn.

Las dos fases vapor y líquido de una substancia tienen diferen-
tes entropía, volumen y energía, y se representan en la superficie (1.1)
como una rotuTa o discontinuidad. El borde de esta discontinuidad se se-
para en dos lados. Uno de estos lados es del estado líquido, y el otro
del estado vapor. Los estados de coexistencia vapor-líquido están repre-
sentados por dos puntos del borde, uno de cada lado de esta discontinui-
dad.

2. EL ~ffiIO DE FASE

Cuando en un mol de una substancia pura se encuentran sbnultá-
neamente las fases líquido y vapor, éstas coexisten en equilibrio con la
misma temperatura, presión y potencial quimico(2).

Si rotulamo~ con el subíndice 1 a las cantidades termodinámicas
del líquido y con el subíndice 2 las del vapor, se tendrán las igualdades

p,

T,

p,

(2.1)

'(2.2)
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y

(2.3)

En presencia de vapor y líquido, usaremos estas letras sin sub-
Índices ya que son iguales en ambas fases.

Se encuentra, como ya se dijo, una diferencia característica en
los valores molares de entropía, volumen y energía de vapor y líquido

(2A)

(2.5)

y

(2.6)

De acuerdo a la regla de las fases de Gibbs(Z), para todos los
estados de coexistencia vapor-líquido de una substancia pura hay una sola
variable independiente y podemos elegir a la temperatura como tal.

Para una substancia dada si T es conocida, las demás variables
termodinámicas están determinadas en los estados de equilibrio que presen-
tan vapor y líquido simultáneamente.

Tendremos entonces las notaciones

P, (T)

u, (T)

T2 = T

P2 (T)

u2(T)

p(T)

U(T)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

~ ~Sean R,(T) y R2(T) los dos puntos diferentes del espacio de
Gibbs donde pueden estar presentes vapor y líquido.

y

R2(T)

iS, (T) + jv, (T) + kE, (T)

i52 (T) + j V2 (T) + k E2 (T)

(2.10)

(2. 11 )
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Al variar la temperatura de los estados de coexisTencia, estos
vectores de posici6n trazan dos curvas del espacio de Gibbs. y se unen en
un punto, llamado crítico, donde desaparece la distinción de las fases.
Supondremos estas curvas continuas y lisas.

El vector que une los puntos RI (T) Y R2 (T) a la misma temnera-
tura T,

(2.12)

representa la discontinui~1d de las coordenadas en las dos fases.

3. ESfUDlO GECNETRlCO DE LA DISCONTIMJIDAD

Analizamos ahora las propiedades del vector gradiente (1.5) en
los bordes de la superficie termodinámica que presentan vapor y líquido.

Sean ~l(T) y n2(T) las normales a la superficie (1.1), sobre
las curvas de coexistencia RI(T) y R2(T). De las igualdades de presión y

temperatura resulta el mismo vector normal para ambos puntos:

;;¡(T) = ;;2(T) (3.1)

En adelante la normal a la superficie en R¡(T) y R2(T) será de-
notada por nCT). Esta. es normal a los planos tangentes de la superficie
E = V(S,V) en los puntos R¡(T) y R2(T); por tanto, los dos planos tangen-
tes son paralelos o coincidentes. Se demuestra ahora que 105 planos coin-
ciden.

Tomarnos el producto escalar del vector ÓR en (2.12) con el vec-
tor normal ñ(T). Se encuentra que

;;(T)• 6R(T) = TS2 (T) - TS¡ (T) - p(T) V2 (T) + pV¡ (T) - V2 (T) + V¡ (T) (3.2)

pero el miembro derecho de esta ecuación vale cero por ser la diferencia
del potencial químico en ambas fases I el que se anula según se dijo en
(2.3). Por lo tanto

(3.3)

y por ser la línea ~Rortogonal a la dirección ñ, el mismo plano tangente



508

superficie pasa por 105
Consideramos ahora

a la dos puntos de coexistencia R, (T) Y R ,(T).

la familia de planos tangente~ a la supcrfi-
-+ -+ -+.... '" "

eie tennodin.1mica en los puntos R}(T) y R2(T). Sea r = i5 + jV + kE el

vector de ¡msición de uno de estos planos. La ecuación vectorial de di-
cha plano es

o (3.4)

Esta cOlación da lugar a

ST - Vp(T) - E + ~(T) o (3.5)

que represen!;) a un plano del espacio de Gibbs para cada valor de T. La

El'. (3.5) corresponde {XJes a una f:Jmilia monoparamétrica de planos con pa-

rámetro T.
Tod;¡ f;m¡ilia monopar<1métrica de planos(3) tiene una envolvente,

la cllal puede ser un cono, un cilindro o una superficie formada por rec-

tas !:mgentcs ;1 una rurva alabeada.

La C'nvolventc es una sU!1erficie reglada [amada por 135 rectns

tnngcntcs a un plano de la fami 1ia. Estas rectas se cncucntran(3) en 1<1

:ntcrsección del plano (3.5) con el plano obtenido al tomar la derivada

parcial de (3.5) respecto del parámetro T:

s - Vp' (T) + ~'(T) o (3.6)

donde la prima representa la derivada con respecto a la temperatura.

L;l relación Gibbs-1lJhem (1.7) asegura que los puntos R, (T) Y

R2(T) sobre la superficie tcnnodintÍmica satisfacen la Ec. (3.6), y por lo

tanto la envolvente de la familia monoparamétrica de planos está fonnada

por las rectas que unen los estados de coexistencia ¡{1(T) y R2(T).

lDS cosenos directores de los planos (3.5) y (3.6) determinan

los cosenos directores de la recta en la dirección ~Rque se encuentra

así:

~I' {p' (T)i + :; +[-r(TJ + p' (T)TJ~ ) , (3.7)

L1 cual resulta equivalent(' a la cLlwción de Clausius Clapcyron(2).

Este rcsul tado es interC'silntc porque la superficie envolvente



509

U(, UI1:l Lunilia monopélramétric3 de planos es de un tipo nuy particular lla-

mado dCs:HTollnhle (porque se ruede :Jplanélf sin necesidad de ('"tirar la

superficie). Est::ls superficies son to.nrentes CIuna curva alaheada, o son

conos o cilindros. Encontraremos en la sección siguiente que la superfi-

cie es del primer tipo y ul'tl'rminarcmos la ecuación de la curv:J alabeada.

De antC'tllano sahlélmos que esta su[X'rficic C[J regLIJ,l, formada por las rcc-

t;]5 <-¡lleunen los puntos R} (l) y R2 (T), flero no toda su!,!erficic reglada ('s

dcsarroll:lhl('.

.¡. ES1UIlIO DI' L\ SUPERfiCIE DESARROLI~\RLE

Demostramos priffil'fo quc la superficie dcsarrollahlc no es un ci-

J indro.

Los e i1 inciras tienen la rroriedod de que sus normales son orto-
gonales di rcedón de generatricc,;;. Si

~
" uno ("onstante sus " es un vector

constantC' on C'~t3 dirC'cción se tendrá

; • Ti (T) o (ci 1 indro) (U)

pC'ro CSUl ecuación imnl iGI. se.l~n (1.5), que la l'ínC'<l de presión de vapor

e~ un;l recta

r' (T) constante (eil indro) (.j.2)

lo OJ:ll contr[ldice al ('xpC'rimcnto y rol' consiguiente lo. supC'rficic no es

un cil inoro.

Analicemos ahora si la superficie desarrollable ~lede ser un co-

no.
De ser un cono, cada plano de la familia monop:'lTamétrica (3.5)

ras~lría por el vértice del cono y esto daría una relación 1ineal entre el

potencial químico, la presión y la temperatura:

AT Br (T) . C + u eT) (l (cono) (1.3)

donut> /\, B Y e ,,(In l:ls c0ordC'll;lua<:. del \'érrice del con0 en el C',;:pacio dC'

(;ihbs.
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escrihir en la fonna

r' (T)
A - SI(T)
B-V¡(T) (cono) (4 .4)

donde hicimos uso de la relación de Gibbs-[uhcm en el Jl.mto 1.

La El'. (4.4) se comp:lró con datos experimentales del agua(6) y

r~ se satisface, concluyendo que la superficie no es un cono, al menos en
todos los casos.

La superficie des;:¡rrollable es rues t<lngente a un;) curva que

llamarclT'Os r(T). Esta curvil(3) tiene sus puntos en la intersección de

los planos (3.7) Y (3.6) Y en el plano derivada pnrcial respecto a la tem-

peratura del pl:lno (3.6),

- Vp" (T) + u" (T) o (4.5)

lIa(.-cmossimultáneas las ecuaciones de estos tres planos y se ob-
tiene

~
r(T) [

u"(T) J' u"(T)'¡i"(T'f p' (T) - u' (T) i + ¡i"(T'f j

+ {[ Tp' (T) - p(T) ] ~::m- Tu' (T) + u(T)r ~ . (4.6)

~
Esta (:urva tiene su tangente en la direcci6n f1R y su binormal

('o 1;1 di rección ñ. Los valores de la curvatura y la torsión pueden cncon-

trarsc en la Rcf. 7.

5. EL Plf.\'fO CRITIm

Los vectores de posición R} (T) Y R2(1) se rueden expresar corno

la sum;,de r(T) y de un núltiplo del vector tangente (3.7). Se demues-
tran así 1:15 C'ctwciones

¡¡i (1') -u' (T):¡ + [u (T) Tu' (T)}

+ \'i(T) ~'(T):¡ + j + [TP'(T) - p(T)1kJ (i = 1 ,2) .

(5. 1)
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Derivarnos respecto a la temperatura esta ecu<1ción para obtener

los vectores tangentes a las curv<1S ue coexi~tencia RI(T) y RZ(T):

[Vi(T)P"(T) - ~"(T)] ri , kT)

, V¡ (T) ~'(T) j , j , [TP' rT) - P(T]]k] (i=!,Z).

(S. Z)

Se ha encontrado que diversas cantidades termodiniimÜ."i::Is diver-

gen al acercarse 31 rxmto crítico(4). Si nos accrcamo~ al fXJnto crítico

fX1T la dirección (5.2) de las curv(l~ de coexistencia se cncucntra(4) que

divcrgcn las cuntidadcs p"(T), l.I"(T) , Vi(T), Si (T), rp' (;". Kr; donde
ep' ev' KT son respectivamente los calores molares ,1 prcsión y voltunen
constante y la compresibilidad isotérmica.

Por otra parte, el experimento parece indicar que en el límite

en que nos 3cercarnos al TU"to critico se mantienen finitas las cantidades

n(T), ~(T), p' (T), ~'(T). Vi (T), Si (T).

Como resultado de C5tH afinnación se enCl.Jentríl que el vector

(S.2) diverge en la cercanía del [Unto crítico. Si dividimos entre vi (T).
obtcnaoos un vector finito en la misma dirección:

d~. R j (T) l' j (T) p" (T) ~"(T) (i , kT):::::.l.
dV¡ V: (T) v.' (T)

1 1

, ~'(T) i .•.j .•.[TP' (T) - P(T)jkJ (i = 1.2) . (5.3)

Esta dirección tangente a la curva Ri(T) debe coincidir con la

del vector tangente a la CUrvíl r(T) en el límite en que se alcance la tem-

peratura crítica Te'

Obtenemos de ahí los siguientes resultados:

y

lim p' (T)
T ...•.T

c

(i=lóZ) (5.4]

lim
T~Te

Vi(T)p"(T) - ¡teT)
Vi (T] o (i=!,Z) (5.5)
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Si derivamos la relació~ Gibbs-Duhem respecto a la temperatura,
sobre la cunr3 R. (T)5e obtiene

1

V. (T) p"(T)- ""(T) = S' (T) - p' (T) V~ (T);
1 1 1

(5.6) .

que enseña que los límites (5.4) y (5.5) no son independientes.

Podemos obtener otra expresión útil para (5.6) que proviene de
derivar Si (T) Y p(T) por medio de la regla de la cadena con T y V como

variables independientes. F~contran~s así la identidad termodinámica

Vi (T) p" (T)

Vi (T)

- ""(T) + V; (T) (i
V. (T) K(T)
1

1 ,2) (5.7)

donde se hi zo uso de una relac ión de ~L.1.xwcll.

El límite (5,5) se convierte ahora en la anulación, cuando
T ~Tc' del miembro derecho de esta ecuación.

Pero como ambos s~1ndos de (5.7) tienen el mismo signo, re-
sulta que se anulan independientemente:

e
v1im

T~T Wi (T)
e

o (5.8)

y

1 im
T ..•.1'

e
o (5.9)

estos indican que la divergencia de Cv es menor que la de Vi (T). mientras

que la de K..¡. es mayor que la de V' (T). Si suponemos (5) que K.r di\'erge

con tlT = Tc-T como tlT-'1' , V¡(T) divcrge como tlTB-1 y (v(T) como tlT-o".

se encontrarían las desigualdades entre exponentes críticos

y

1 - 8 - (l" > O

1 - 8 - y' < O

(5.10)

(S. 11)

Los valores reportados(4) de (l". BY '1' concuerdan con estas

desigualdades. La desigualdad (S.l1) fue obtenida también por J. Stephen.
son (8)
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6. LA lSOCORA CRITICA

En el estudio del punto crítico se define la ¡sacora crítica
como la intersección de la superficie desarrollable considerada aquí con
el plano coordenado V = V , donde V es el volumen molar crítico. Si pa-e e
rametrizamos esta curva con la temperatura, la derivada de la entropía
multiplicada por la temperatura da el calor molar a volumen constante, el

_a'cual divcrge como 6T
Llamando 51(T) a la entropía de la isacara crítica, se demues-

tra fácilmente que

(6.1)

Definimos las fracciones molares con ayuda de las ecuaciones

(6.2)

y
(6.3)

A partir de estas ecuaciones se pueden demostrar con Fishcr(9) las pro-
piedades

y

a' + 26 + y' > 2

Q' > a"

(6.4)

(6.5)

la demostración de Fishcr exige que

Combinando esta propiedad con las
anterior encontramos que

Es importante señalar que
al menos una de estas dos relaciones sea una igualdad.

desiguo.1Jades de la sección

y

o > a' + S - 1 > 1 p Y' - B

O> 0.' + 8 - 1 > a" + 8 - 1.

(6.6)

(6.7)
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