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RESUMEN

Se estudia la geometria del cambio de fase vapor-liquido de las
substancias puras en el espacio de Gibbs tridimensional de variables entro-
pia, volumen y energia. Se encuentra la discontinuidad cubierta por rec-
tas que conectan los estados de coexistencia y son tangentes a una curva
del espacio de Gibbs. Se deducen algunas desigualdades entre exponentes
al contemplar la discontinuidad en la vecindad del punto critico.

ABSTRACT

Geometry of the vapor-liquid phase change of pure substances is
studied at Gibbs' entropy, volume and energy space. Discontinuity of coor-
dinates is filled by rulers connecting the coexistence states and tangents
to the edge of regression in Gibbs'space. Some inequalities among expo-
nents are deduced when discontinuity is regarded near the critical point.
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1. INTRODUCCION

Estudiaremos algunas propiedades del cambio de fase vapor-liqui-

(M,

un sistema cartesiano cuyas coordenadas son la entropia S, el volumen V y

do en el espacio de Gibbs Este espacio es euclidiano y se le asocia
la energia E. Dado el caricter extensivo de estas tres cantidades, consi-
deraremos que corresponden siempre a un mol de alguna bubstanc1a pura.
Asociamos a los ejes coordenados tres vectores ortonormales 1, J, k, co-
rrespondientes respectivamente a la entropia, el volumen y la energia.

Sea la ecuacién entre estas coordenadas
E = U(S,V) 3 (1.1)

donde U(S,V) es la funcidn de estado que expresa la energia interna como
funcién de la entropia y el volumen. La Ec. (1.1) es una superficie en
el espacio de Gibbs, la que representa los estados de equilibrio termodi-
namico de la substancia considerada. Cualauier punto sobre esta superfi-
cie es un estado posible del equilibrio termodinimico.

Consideramos a la funcién £(S,V,E) = U(S,V) - E. El conjunto de
puntos S,V,E,donde f(S,V,E) es nula, forma la superficie (1.1). Esta
constituye una superficie de nivel de valor cero de la funcién £(S,V,E),
asi que el gradiente

VS V,E = T2 58 420 (1.2)

es un vector perpendicular a la superficie y normal al plano tangente.
Llamaremos n a este vector normal.

Por definicidn de f, este gradiente toma la forma

- A AR |
no= VEGSV,E) = i+ -k . 15
( ) sty (1+3)

Se tiene ademds la relacidén de Gibbs que resume muchas propieda-

des termodinamicas:
duU = TdS - pdVv . (1.4)

Esta relacién asegura que la temperatura y la presién son deri-
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vadas parciales de la funcién U; por ello, el gradiente (1.3) se puede ex-

presar en funcién de estas cantidades fisicas:
* > & A
n= W =4q4T~4dp-~X

O sea, la temperatura y la presi6én determinan la direccidn de
la nommal a la superficie de estados de equilibrio termodinimico en el es-
pacio de Gibbs.

Consideramos ademis otra variable termodindmica, el potencial
quimico o energia libre de Gibbs molar:

p = UsxpV=TE . (1.6)
Segin (1.4) esta funcidn satisface la relacién de Gibbs-Duhem:
du = Vdp - Sdt . (1.7)

En las secciones 5 y 6 usaremos otras funciones termodindmicas
de uso comdn.

Las dos fases vapor y liquido de una substancia tienen diferen-
tes entropia, volumen y energia, y se representan en la superficie (1.1)
como una rotura o discontinuidad. El borde de esta discontinuidad se se-
para en dos lados. Uno de estos lados es del estado liquido, y el otro
del estado vapor. Los estados de coexistencia vapor-liquido estdn repre-
sentados por dos puntos del borde, uno de cada lado de esta discontinui-
dad.

2. EL CAMBIO DE FASE

Cuando en un mol de una substancia pura se encuentran simulta-
neamente las fases liquido y vapor, &stas coexisten en equilibrio con la
misma temperatura, presién y potencial quimico(z}.

Si rotulamos con el subindice 1 a las cantidades termodinamicas
del 1liquido y con el subindice 2 las del vapor, se tendrin las igualdades

Ty = T (2.1

P, - P, 12:2)
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VIR ¥ ' (z.3)

En presencia de vapor y liquido, usaremos estas letras sin sub-
indices ya que son iguales en ambas fases.

Se encuentra, como ya se dijo, una diferencia caracteristica en
los valores molares de entropia, volumen y energia de vapor y liquido

5 ¢ 8 , (2.4)

v. ¥ ¥ (2.5)
y

E, # E, . (2.6)

De acuerdo a la regla de las fases de Gibbs(z), para todos los
estados de coexistencia vapor-liquido de una substancia pura hay una sola
variable independiente y podemos elegir a la temperatura como tal.

Para una substancia dada si T es conocida, las demds variables
termodindmicas estan determinadas en los estados de equilibrio que presen-
tan vapor y liquido simulténeamente.

Tendremos entonces las notaciones

T, =T, =T , (2.7)
p, (1) = p,(T) = p(M , (2.8)
LT = p(T = (I} . (2.9)

%
Sean R, (T) y Ez (T) los dos puntos diferentes del espacio de
Gibbs donde pueden estar presentes vapor y liquido.

R(M = is, (M +jv, (M + kg (D) (2.10)

RB(T) = 1S,(T) + Vo (D + kE, (M) . (2.11)



507

Al variar la temperatura de los estados de coexistencia, estos
vectores de posicién trazan dos curvas del espacio de Gibbs, y se unen en
un punto, llamado critico, donde desaparece la distincién de las fases.
Supondremos estas curvas continuas y lisas.

El vector que une los puntos ﬁl(T) y ﬁz(T) a la misma temnera-
tura T,

R = Rm - {m |, (2.12)

representa la discontinuidad de las coordenadas en las dos fases.
3. ESTUDIO GEOMETRICO DE LA DISCONTINUIDAD

Analizamos ahora las propiedades del vector gradiente (1.5) en
los bordes de la superficie termodindmica que presentan vapor y liquido.

Sean El(T} y HZ(T) las normales a la superficie (1.1), sobre
las curvas de coexistencia ﬁl(T) y ﬁz(T). De las igualdades de presién y
temperatura resulta el mismo vector normal para ambos puntos:

() = 0T . (3.1)

En adelante la normal a la superficie en ﬁl(T) v ﬁz(T) sera de-
notada por E(T]. Esta, es normal a los planos tangentes de la superficie
E = U(S,V) en los puntos ﬁl[T) y ﬁZ(T); por tanto, los dos planos tangen-
tes son paralelos o coincidentes. Se demuestra ahora que los planos coin-
ciden.

Tomamos el producto escalar del vector AR en (2.12) con el vec-
tor normal K(T). Se encuentra que

A(T) » AR(T) = TS (T) - TS1 (T) - p(T) V5 (T) + pV, (T) - Uy (T) + um o, G.9

pero el miembro derecho de esta ecuacién vale cero por ser la diferencia
del potencial quimico en ambas fases, el que se anula segin se dijo en
(2.3). Por lo tanto

AR -« = 0

M

» (3.3)

y por ser la 1fnea AR ortogonal a la direccién n, el mismo plano tangente
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a la superficie pasa por los dos puntos de coexistencia ﬁ](T) y ﬁz(T).
Consideramos ahora la familia de planos tangentes a la superfi-

cie termodinamica en los puntos _151 (T) vy ﬁz (T). Sea _{' =15+ 'j‘V + I’EE el

vector de posicién de uno de estos planos. La ecuaci6n vectorial de di-

cho plano es

‘—? : 'ﬁlm} SRM =0 . (3.4)
Esta ecuacién da lugar a

ST - Vp(T) - E+u(T) = 0 , (3.5)

que representa a un plano del espacio de Gibbs para cada valor de T. la
Ec. (3.5) corresponde pues a una familia monoparamétrica de planos con pa-
rametro T.

(3)

la cual puede ser un cono, un cilindro o una superficie formada por rec-

Toda familia monoparamétrica de planos tiene una envolvente,
tas tangentes a una curva alabeada.

La envolvente es una superficie reglada formada por las rectas
tangentes a un plano de la familia. Estas rectas se encuentran(3) en la
interseccidn del plano (3.5) con el plano obtenido al tomar la derivada

parcial de (3.5) respecto del pardmetro T:
S = ¥ph(T)+=u'(1) = 0 , (3.6)

donde la prima representa la derivada con respecto a la temperatura.

La relacién Gibbs-Duhem (1.7) asegura que los puntos R, (T) v
R, (T) sobre la superficie termodinimica satisfacen la Ec. (3.6), y por lo
tanto la envolvente de la familia monoparamétrica de planos estd formada
por las rectas que unen los estados de coexistencia ﬁl(T) y ﬂz(T].

Los cosenos directores de los planos (3.5) y (3.6) determinan
los cosenos directores de la recta en la direccidn AR que se encuentra

asi:
MR = avip'Mi+] +[.pm + p'(T)T}ﬁ }, (3.7)

e

la cual resulta equivalente a la ecuacién de Clausius Clapeyron

Este resultado es interesante porque la superficie envolvente
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de una familia monoparamétrica de planos es de un tipo muy particular 1la-
mado desarrollable (porque se puede aplanar sin necesidad de estirar la
superficie). Estas superficies son tangentes a una curva alabeada, o son
conos o cilindros. Encontraremos en la seccidn siguiente que la superfi-
cie es del primer tipo y determinaremos la ecuacidén de la curva alabeada.
De antemano sabiamos que esta superficie era regladu, formada por las rec-
tas que unen los puntos EI(T] y EZ(TJ, pero no toda superficie reglada es

desarrollable.
4. ESTUDIO DE LA SUPERFICIE DESARROLLABLE

Demostramos primero que la superficie desarrollable no es un ci-
lindro.

Los cilindros tienen la propiedad de que sus normales son orto-
gonales a una direccidn constante de sus generatrices. Si 3 es un vector

constante en esta direccidn se tendrd
a-nM = 0 (cilindro) (4.1

pero esta ecuacién implica, segin (1.5), que la linea de presién de vapor

es una recta
p'(T) = constante (cilindro) s ‘ (4.2)

lo cual contradice al experimento v por consiguiente la superficie no es
un cilindro.

Analicemos ahora si la superficie desarrollable puede ser un co-
no.

De ser un cono, cada plano de la familia monoparamétrica (3.5)
pasaria por el vértice del cono y esto darfa una relacién lineal entre el
potencial quimico, la presién y la temperatura:

AT - Bp(T) - C+u(T) = 0 (cono) A (4.3)

donde A, B y C son las coordenadas del vértice del cono en el espacio de
Gibbs.

La derivada respecto a la temperatura de la Ec. (4.3) se puede
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escribir en la forma

p'(T) = A-5 (M (cono)

L : (4.4)

donde hicimos uso de la relacién de Gibbs-Duhem en el punto 1.
La Ec. (4.4) se compard con datos experimentales del :sgua(ﬁ] y

no se satisface, concluyendo que la superficie no es un cono, al menos en
todos los casos.

La superficie desarrollable es pues tangente a una curva que
-+
Ilamaremos T(T). Esta curva(s] tiene sus puntos en la interseccion de

los planos (3.7) y (3.6) y en el plano derivada parcial respecto a la tem-
peratura del plano (3.6),

-Vp'(T) + () = 0 . (4.5)

Hacemos simultineas las ecuaciones de estos tres planos y se ob-

rm = [;::q p'(T) - u'(T) }'1‘ . ;%((%3

+<{[Tp'm 5 pm] }H% - Tu' (T) + um]ﬂt . (4.6)

-+
Esta curva tiene su tangente en la direccién AR y su binormal

tiene

- - =» .-
en la direccién n. Los valores de la curvatura y la torsidn pueden encon-
trarse en la Ref. 7.

5. EL PUNTO CRITICO

Los vectores de posicidn ﬁl(T) y §2(T] se pueden expresar como
la suma de f(T) y de un miltiplo del vector tangente (3.7). Se demues-
tran asi las ecuaciones

RM = -uwmi s [um - Tu'(T):Ifc

A

+ Vi(T) [p'(rﬁ + 34 {Tp'(T) = p{T)]q , (i=1,2).
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Derivamos respecto a la temperatura esta ecuacidn para obtener

los vectores tangentes a las curvas de coexistencia ﬁl[T) y ﬁz(T):
Bm = [ymerm - wm] @« fn

£ VI(T) @wn?+§+[nfUJ-pnﬂq , (i=1,2).
(5.2)

Se ha encontrado que diversas cantidades termodindmicas diver-
gen al acercarse al punto critico(a). Si nos acercamos al punto critico
por la direccién (5.2) de las curvas de coexistencia se encuentra(4] que
divergen las cantidades p"(T), u"(T), vi (1], Si (L) ﬁ?’ Cy» Kp; donde
Cp, Cv‘ Ky son respectivamente los calores molares a presién y volumen
constante y la compresibilidad isotémmica.

Por otra parte, el experimento parece indicar que en el limite
en que nos acercamos al punto critico se mantienen finitas las cantidades
p(T), u(T), p' (M), u'(T), Vi(T), $;(T).

Como resultado de esta afirmacidén se encuentra que el vector
(5.2) diverge en la cercania del punto critico. Si dividimos entre VE(T),

obtenemos un vector finito en la misma direccidn:

1 +' . 1" " ~ ~
_dl{.i_ = R‘j (T) = \j TJ ‘T' = (T) (l + kT)
dVi Vi(T] %‘[T)

+&WD3+3+[%%ﬂ*pﬂﬂﬂ . (i=1,2). (5.3)

TS
Esta direccidén tangente a la curva R;(T) debe coincidir con la
-
del vector tangente a la curva T'(T) en el limite en que se alcance la tem-

peratura critica Te..
Obtenemos de ahi los siguientes resultados:

: $:1T) o g g
lim p'(T) = (i=162) (5.4)
T x‘ﬂ‘TrTi

lim  Vy(Mp'(M - (M _ (i=1,2) . (5.5)

13*T£ Vi(T)
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Si derivamos la relacién Gibbs-Duhem respecto a la temperatura,

sobre la curva ﬁi(T)se obtiene
V;(T) p(T)- W'(T) = S{(T) - p'(T) V;(T); (5.6).

que ensefia que los limites (5.4) y (5.5) no son independientes.
Podemos obtener otra expresién Gtil para (5.6) que proviene de
derivar Si(T) y p(T) por medio de la regla de la cadena con T y V como

variables independientes. Encontramos asi la identidad termedindmica

YalT) p" T} ~ W) ¢ % _V;_(_T_J_ G = 152) (5.7)
Vi (T) TV_!lfTP v, (T) K(T) ’

donde se hizo uso de una relacidon de Maxwell.

El 1imite (5.5) se convierte ahora en la anulacitn, cuando
ig +TC, del miembro derecho de esta ecuacidn.

Pero como ambos sumandos de (5.7) tienen el mismo signo, re-
sulta que se anulan independientemente:

5

g et = 5.8
71 Vi (D (5
=
4 Vi (T)
E— =0 ; (5.9)

B, Tyl

estos indican que la divergencia de Cv es menor que la de Vi(T), mientras
que la de K, es mayor que la de V' (T). Si suponemos(s) que Kp diverﬁe
con AT = T_-T como Y UL VI(T) diverge como ARt y €,(T) como RS
se encontrarian las desigualdades entre exponentes criticos

1—8— o' >0 (5.10)

1—B— ¥ 20 . (5.11)

Los valores reportados(q) de " ' concuerdan con estas
y BY v

desigq$ldades.la desigualdad (5.11) fue obtenida también por J. Stephen-
8

son
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6. LA ISOCORA CRITICA

En el estudio del punto critico se define la isocora critica
como la interseccién de la superficie desarrollable considerada aqui con
el plano coordenado V = VE, donde VC es el volumen molar critico. Si pa-
rametrizamos esta curva con la temperatura, la derivada de la entropia
multiplicada por la temperatura da el calor molar a volumen constante, el
cual diverge como ar™™",

Llamando SI(T) a la entropia de la isocora critica, se demues-
tra ficilmente que

SI(T) = ch'(T) - U (. (6.1)
Definimos las fracciones molares con ayuda de las ecuaciones

X, (T) + X,(T) = 1 (6.2)
"
V. = X (T) V() + X,(T) V,(T), (6.3)

A partir de estas ecuaciones se pueden demostrar con Fisher(g) las pro-
piedades

a' + 28 + y' > 2 (6.4)

o' > o

i (6.5)

Es importante sefialar que la demostracién de Fisher exige que
al menos una de estas dos relaciones sea una igualdad.
Combinando esta propiedad con las desigualdades de la seccién

anterior encontramos que

0>a' +B-1>1-y" -8 (6.6)

0>a' +B-1>a"4+8-1, (6.7)
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