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Se desarrolla una mecánica discontinua a partir de ejemplos
elementales. Se pueden incorporar sistemas lineales y se hace un trata-
miento exacto del péndulo si~ple con ayuda de funciones racionales y tri-
gonométricas. Se da la formulación general para un sistema hamiltoniano.
Se presenta a continuación un resumen de las propiedades elementales de
las iteraciones, inclusive la conjugación y su relación con ecuaciones
funcionales. Se estudian finalmente algunas propiedades del mapeo logís-
tico por medio de una analogía con el método de Newton para las raíces
de una ecuación y se inicia el tratamiento por el método de los puntos
periódicos.

ABSTRACf

A discontinuous formulation of mechanics is developed starting
from elementary examples. Linear systems are incorporated and an exact
treatment of the pendulum is presented in terms of rational and trigono-
metric functions. The general formulation for a hamiltonian system is
included. A short account of sorne fundamental pronerties ef iterations,
including conjugation and its relatien to functional equations. is rnade.
Finally, some properties of the logistic map are studied by using Newton' s
method te obtain the roots of an equation and a sketch of the method of
periodic points is presentad.

Presentado en la asamblea general ordinaria de la SMF del 9 de septiem-
bre de 1982.

t También en la Escuela superior de Física y Matemáticas del IPN.
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1. ~1ECANICADISCRETA

El propósito de este trabajo es adoptar un punto de vista dis-
continuo o discreto en la descripción de la mecánica clásica.

~leremos distinguir este enfoque de la solución numérica aproxi-
rn<lda de problemas mecánicos.

Se quiere hacer aquí una descripción de una mecánica exacta,
que en princIpIo no es aproximada, pero con un tiempo discreto que avan-
za en múltiplos de un intervalo finito ót, flll1damental y de duración
constante arbitraria. Esto da una imagen estroboscópica del movimien-
to(l )

Existen otros enfoques discontinuos del movimiento mecánico co-
mo los mapeos de poincaré(2), desarrollados posteriormente a este autor
por Birkhoff, Iladamard y muchos otros. Estos estudios consideran las in-
tersecciones de la trayectoria (~e recurre en cierta región, con un hi-
perplano fijo que intersecta la trayectoria, y mediante cada corte, nume-
rado en el orden temporal con el cual acontece, se obtiene información
sobre la conducta del sistema dinámico.

El punto de vista consistente en describir la mecánica con
tiempos discretos se ilustra con varios ejenvlos.

En todos ellos se usa un Índice j para denot<.lrel tiempo, la
cantidad mecánica x al tiempo joót será designada por x.:

)

x(jllt) (1 )

'Considero primeramente el ejemplo de una partícula libre (P.L.),
las ecuaciones de movimiento son nara cada j entero,

1
x x+M--'p.j+' j m J

y (1'.1.. ) (2)

donde m es la maS:l de la p;-¡rtlcula y P
j

es la cantid.Jd de movimiento li-
neal de 1;1 partkul:J, la que' no (arnhia por la iteración:
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(constante) (P. L.) (3)

donde r es el valor constante de esta cantidad de movimiento.o
En fo~, semejante expresar~mo~ la conservación en el tiempo

de cualquier atril cantidad mecánica.
La primera ecuación de movimiento (2) es una de las ~~s ~enci-

llas ecuilciones en diferencias. Su solución se ('Ilcuentra si SUm<lmoS

miembro a miembro todas las ecuaciones desde j = o hasta j rara tener la
posición en función del tiempo:

(4 )

( 5)(P. L. )= m

donde x es la posición inicial.o
Observamos que la ecuación de movimiento produce la i~J1..Jaldad

xj+1 - xj
6t

la cual es una ecuación exacta, sin necesidad de acudir al límite de ha-
cer tender 6t a cero, cosa que no hacemos en este trabajo.

En segundo lugar quiero considerar la formulación de la mecáni-
ca de una partícula moviéndose en un campo de aceleración constante (A.C.).

Las ecuaciones exactas de movimiento son en este caso

x. + 6t .l-. p. + l- a(6t)'
J m J 2

y (A.C. ) (6)

p. + 6t . a • m
J

donde a es la aceleración constante de la partícula. La segunda enlación
de movimiento conduce a la expresión para la aceleración:

a .!- Pj+1 - Pj
m 6t (A. C.) (7)

La analogía mate~1tica con la Ec. (S) indica la solución

Po + j . t1t • m • a (A. C.) (H)
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donde p es el valor inicial de la cantidad de movimiento lineal.
o

Se sustituye la Ec. (8) en la primera de las Ecs. (6) y se su-
man miembro a miembro las ecuaciones desde j = o hasta j para obtener la
coordenada x.:

)

x.
)

x + l..p 'j.M + !!'.j. (At)'
o ro o 2

(A.C. ) (9)

Destacan en este caso la conservación de la energía mecánica,
la cual no cambia con un incremento ~t del tiemno:

m. a • X.
)+1

Aprendemos por estos ejemplos que las ecuaciones de movimiento
se expresan por medio de ecuaciones en diferencias y la solución corres-
ponde a conocer el resultado de un número discreto, arbitrario de itera-
ciones.

Esta forma de expresar los problemas mecánicos se adapta al
avance considerable de la computación. ~~S canti~,des mecánicas expresa-
das en términos de iteraciones permiten incorporar automáticamente pro-
gramas de cómputo para dar la solución numérica del movimientc, y Dk1s im-
portante es la posibilid~d, también inmediata, de la representación grá-
fica del movimiento por medio de pantallas y graficadores que requieren
también de valores discretos para ser representados.

La disminución continua de los costos de computadoras y grafi-
cadores ha hecho conveniente que cada físico tenga asociados a su traba-
jo una computadora para iterar rápidamente y una graficadora para ilus-
trar los resultados. Con este punto de vista basta poder plantear un
problema en el lenguaje de las iteraciones. La solución se obtiene en
seguida por cornrutaci6n y representación gráfica del movimiento. Una so-
lución explícita en términos de la variable continua tiempo no es necesa-
ria y en muchos casos tampoco es posible o conveniente.

Con esta filosofía en mente, debemos reformular los problemas
mecánicos por medio de ecuaciones en diferencias. Esto es fácil en los
problemas linealt.,sen que eL1..I3cionesdiferenciales 1incales se mapean en
ecuaciones 1ineales en diferencias. Tomamos por ejemplo el sistem:l de
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ecuaciones diferenciales lineales homogéneo

~ = Mydt

donde y son las coordenadas mecánicas del problema y M es una matriz
constante.

(11 )

La solución formal del sistema (11) est5 dada en términos de
la condición inicial y por medio de(3)

o

y(t) = exp (tN) Yo (1 2)

El número de problemas mecánicos representados por la Ec. (11)
no tiene fin: movimiento de fricción proporcional a la velocidad, oscila-
dor armónico amortiguado, vibraciones de amplitud corta, etc.

La Ec. (11) y su solución, son equivalentes a la ecuaci6n li-
ncal en diferencias

= Ay.
J

(13)

donde A es una matriz constante. La solución de la Ec. (13) es trivial-
mente

(14 )

y la relación entre ambos puntos de vista (11) Ó (13) y sus soluciones
(12) y (14) est5 dada por la ecuación

A = exp (1-1t>t) (1 S)

Por este camino, el estudio de los sistemas lineales de ecua-
ciones diferencIales v sus propiedades se pueden incorporar fácilmente
al tratamiento por iteraciones. En particular es útil clasificar puntos
singulares con criterios silnilares a como se hace en la teoría de ecua-
ciones diferenciales lineales. La ecuación en diferencias (13) acepta
también la utilidad de las coordenadas no~~lcs, y los vectore~y valo-
res propios de la matriz f\l se sustituyen por los mi~roos vectores propios
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de la matriz A y por valores propios de la matriz A relacionados por me-
di9 de la Ec. (15) con los valores propios de la m..'ltriz M.

La integral de la ecuación diferencial (11) en un intervalo ~t

lleva a la ecuación en diferencias (13),

Yn+1 - Yn (eM~t_l)y
n (t 6)

y no cabe duda de la relación exacta entre ambos fO~11ismo5. La solu-
ción gráfica de las sOluciones es preferible obtenerla del tratamiento
de las ecuaciones en diferencias por ser el lenguaje natural de las má-
'luinas electrónicas. Es un ejercicio ilustrativo encontrar en un siste-
ma de dos ecuaciones lineales la clasificación de nuntos singulares(3):
focos, nodos, centros, sillas, nodos logarítmicos, etc. con el formalis-
mo de las iteraciones y su dirojo DOr computadora.

Problemas mecánicos resueltos y muy conocidos pueden expresar-
se en el lenguaje de la mecánica discreta en fO~1 insospechada. Veamos
el ejemplo de la ecuación no lineal del péndulo simple. Sea G el ángulo
que forma el péndulo con la vertical y

w

su velocidad
del péndulo,

Las

sen

0/2 /iTl

angular sin dimensiones; g y t son las
gravedad y longitud, respectivamente.
ecuaciones de movimiento serán

0. 0
e • d • sen ~2 + s •w .• cos ..i

J 2
c2 + 52 eos2 -1-

0. 0.
e • Wj - S. d • sen f. cos -t-

0.
e2 + 52 cos2 -t

(17)

constantes usuales

(t 8)

donde c, s, d son constantes tales que

y
(t 9)
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(20)

y E es la energía del péndulo. S es una const:mtc fC'lacionrlda con el in-
tervalo de tiempo 6t cuya función explícita se escrihe m;ís adelante.

Obsérvese que, micntrns en los libros elementales c ¡ntennedios
de mccánica(4) no se escribe la solución exacta del 1~lldlllo. aquí tenemos
ecuaciones de movimiento exactas, y solución imnlicita CX:lcta por compu-
tadora. La solución con ayuda de comp..1tadora y ~raficador no requiere
conocimientos de funciont's elípticas. Por SU¡ucsto cst;Í detrás de esto
la fómlla de adi e ión de 1as [une iones de .]<lcohi (S). 1a CU.11 fue ut 11iZ;l-
da para h311ar las ecuaciones de movimiento (18), Y la relación entre la
constante s yel intervalo de tiempo 6t es por medio de la función el íp-
tica de Jacobi:

sn (M ¡gil

CU}U módulo k result~ de

1 - d2
-5-2-

_E_.l
2mgf. L

(21)

(22)

Es interesante ohservar en la iteración (18) que la5 funciones
elípticas que dan la solución exacta en términos de un tiempo continuo
juegan un papel secundario, y la iteración (18) proporciona el movimien-
to en términos de una función racional de funciones tri~onométricas.

No es de extrañar este resultado; desde Gauss existen muchos
métodos numéricos iterativos 3r1 icados a la obtención de funciones e in-
tegrales elípticas. Por ejemplo, la obtención del período del péndulo
puede encontrarse con rapidez del promedio aritmético-geométrico de
Gauss(6). A partir de los valores iniciales

X
"

y .'d'-"C2
o o S

se oht icnen por iteración los promedios

x. • Y .
Xj+1

) )
y j+l .'X.Y.

2 ) )

(23)

(24 )
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y ambos convergen al promedio X de r~uss, obteniéndose el período del
péndulo

T TI ¡~!l
2 X

(25)

Generalizamos ahora la situación ruando existe un hamiltoniano
c:'Ipaz de describir la mecánica de un sistema. La existencia de la fonml-
lación de las ecuaciones de movimiento en forma discreta viene dada por
las expresiones(?)

exp {ót IIJ, ))q.
J

y

exp {ót IH, ))p
J

(26)

donde qj' Pj son las coordenadas del espacio fase al tiempo j y [H, 1 es
el operador de evolución temporal construido con el h..'1JIliltoniano ti y el
~)réntesi5 de Poisson. l~ obtención explícita de (25) permite describir
la dinámica por iteración y es equivalente a conocer el movimiento mecá-
nico del sistema.

Las Ecs. (26) pueden considerarse si se quiere como el desarro-
llo en serie de TayJor, a todos los órdenes, de las funciones 0j+1 y

p. l' en potencias de ót. alrededor de los valores o. v p ..
J+ J' J

En ausencia de una fonmulación hamiltoniana. se verá en cada
caso particular la posibilidad de expresar las ecuaciones de movimiento
como una ecuación en diferencias.

2. TEORIA DE ITERACIONES

Veamos ahora algunas propiedades elementales de las iteraciones

arl icación
valor como

variable z, a la
itera al usar su

(8), (9) y (10).

Se llamo iteración de una funci6n ~(z)de la
repetida de la función. La funci6n ~(z) se
nuevo ar~um('nto de la misma funci6n.

A partir de X • se obtiene la sucesi6n de iteradoso
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(27)

Llamamos 'f (z) a la aplicaci6n sucesiva n veces de la funciónn
O/, por ejemplo

X2 = o/(o/(X)). X3 = 0/3(X)o o = o/(o/(o/(X]])
o (28)

La función o/ (z) tiene lo propiedad
n

o/ (z)
n+ro

o/ (o/ (z))n m o/ (o/ (z])m n (29)

donde n y m son enteros positivos.
Llamamos punto fijo de la función de iteración 'fez) a la solu-

ción de la ecuación

z = o/(z)

El punto fijo es invariante de la iteraci6n:

(30)

o/ (z)
n z ( ¥ n entero positivo) (31 )

Un ¡:unto fi jo de o/ (z) puede no ser punto fijo de o/(z), aunque. n
lo contrario sea cierto.

Pero si z es punto fijo de 'f (z), entonces z es punto fijo de
n

'¥ (z), donde np es cualquier TTÚltiplo entero de n.
np

Es importante observar en estas ecuaciones que si z es punto
fijo de o/(z), también es roíz de la función z. - o/(z):

z - o/(z) o (32)

Dadoun iterado se puede preguntar uno por el valor del argu-
mento de la función 'f igual al iterado. El ar~nto se llama el antece-
dente del iterado j' se denota por 'JI -1 (z). IV-1 es la funeión inversa de
f y 'f es la iterada enésima de la misma. Por ejemplo, de lag Ecs. (27)-n
deducimos

Xl' etc. (33)
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En algunos casos este inverso no es único sino que existen va-
rios antccNentcs que pueden dar el mismo T('su1 tado.

Como ejemplo de función ~(z) sin inverso único consideramos la
iteración de \'on-:\cumann y U13m(11).

entonces

o/(z) 4z(l-z)

1-, 1 Il-:z
2 2

(34 )

(35)

con doble antecedente.
Comoconsecuencia, existe la posibil idad de que el antecedente

de un ¡::unta fijo no sea pmto fijo.

Para el ejemplo <Interior z 3/4 es p..mto fijo de la función
(34). pero z = 1/4 es otro antecedente de 3/4.

En el supuesto que;) sea punto fijo de lf ,
p

o/ (a)
p

a (36)

pero a no es runto fijo de ningún lf. (z) para j m('nor que p, entonces
J .

o/(a) , .-. , o/poI (a) (37)

son también runtos fijos de lf!p' debido a la propiedad fundamental (29)

o/ (o/(a))
P J

0/(0/ (a))
J p

o/.(a) (j = 1.2 •...• p- 1)
J

(3SJ

y al conjunto de p valores (37) se le llama e iclo de orden r de la fun-
ción \fI(z). Este ciclo es invariante ante la función '11. Se tiene una re-
presentac ión no 1 ineal del gmJ"O cícl ico de orden r.

Los p valores (37) $on raíces de la Ec. (36). Esta ecuación
l~ede tener además otras raíces.

La sucesión de iteraciones se representa gráficamente por una

línea quebrada que se dohla 90° al tocar la gráfica de la función Y='¥(x),

o de la recta Y= X, según se muestra en la Fiv.. 1.
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'i'(X)

001234

Fig. Representación de iteraciones.

x

Esta representación gráfica enseña con claridad la posibilidad
de la convergencia de la itcraci6n:

1 1m ~ (X )n o a ~(a) (39)

Para la buena definición del límite en la Ec. (39), éste debe
ser un punto fijo de O/. De ahí resulta la última igualdad.

Consideramos la convergencia de o/. Sea E la desviación del
n

iterado X resoecto a su límite a:n .

X
n

a + E
n (40)

Tenemos entonces. por la serie de Taylar de O/,
E'

X , = o/eX ) = ~(a + E ) = ~(") + E ~'(a) + ~ ~"(") +n+ n n n ¿:;

Pero como

(41 )
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E = X - a = X - fea)
0+1 0+1 n+1

la Ec. (41) se transfoma en

(42)

E
...!!::!.. = f' (a)
E
n

E
+ ..!!. f"(a)
2:

+ .,. (43)

y la condici6n para la convergencia de la .sucesión X es entonces
n

[f'(a)1 < (44 )

Cuando se cumple esta condici6n el punto fijo a actúa como un
atractor de la sucesión y conviene decir que la iteración es estable.

Por el contrario, cuando la ma~nitud de la derivada es mayor
que uno en el punto fijo, éste es un punto inestable que repele los ite-
rados de la funci6n.

El caso [f'(a)1 1 puede conducir a diferentes resultados.
En algunos c3s0s, al iterar una funci6n ~(z) se obtiene como

límite un ciclo de orden p. Esta situación corresponde al caso anterior
cuando ~ (z) es la función de iteración con un punto fijo a:

p

1im f (X)
pn o

= a (45)

Los nunto5 (37) son también limites de ~ con diferente condi-. p
cióo inicial, y se llaman por eso ciclo lTInite (ver Figs. 2 y 3).

La condición de conver~encia de (45) es ahora

[f' (a)1 < 1
p

y por la rc£la de la cadena se encuentra QUe

(46)

~' (a)
p

p
TI
j = 1

f' (f. (a))
J

(47)

Resulta entonces que la derivada de la funci6n ~ (z) es la mis-
p

ma en todos los puntos de un ciclo de orden p, por ser igual al producto



185

de las derivadas en los puntos del ciclo. Y por otra ~,rte observamos
que

~' (a)
P"

(~' (a))"
P

(48)

'o x

Fig. 2 Iteración convergente. Pendiente menor que uno.

Fig. 3 Iteración divergente. Pendiente mayor que uno.

x
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VólOO:- :l considerar ahora la operación de conju,gación de alguna
función de i feración. F~til corrc~pondt" a un camhlo dC' vélrlnhlC'.

1l.11i.1 lel ItC'ración de la función \jI(z) ,

X
n+'

~(X)
n

( 49)

f (X)

En las variahles W tenemos la nueva iteración

(50)

\'1n+' f (X ) = f(1(X ))
n.l n

(S))

La nueva función de' itcración

C:- lé1 conjllgadn (hajo f) de la flmción \ji.

Cuando Hl',I) = 1 • \';, a la funci6n ~ ~C' 1(' l1am;¡ función OC"Abe}
ronJlIP la función corresrondientf' f C~ ":;0111( ión dc la lX'llación fUrlcioo:l}
de Ahel (~.'1).

f (~(X)) 1 + f(X) (52)

T{'nemo~ entonce~, si\\' f(X).

¡;
n+'

1 + \\'
n

(53)

i\n;Íl ogamente , cllando ¡P "" (1':, a la función ¡P se 1<.'llama fun-
ción de Scl1rocrlcr porqt.JP la función corres[1Ondicntc f es solución de la
ecu:lción funcional de Schrnedcr(R,9) ,

f(~(X)) ( f (x) (54)

y ~e t icnl-' L1 i tC"rac ión

\(
n+'

(55)
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Finalmente, cuando (jl(l~r) '"' 1(', <11:1 funci6n 4' ~(' le llamad fun-
ción de Bi:ittcher(12). porque la fondón corre~pondit'ntc' f ('~ "ol!ll' ión tic-
la ecuación funcional de BOttcher.

feo/eX)) fa(x) ISI,)

r~este caso la it~ración es

IVn_' (IV )a
n I S7)

E~tas tr('~ itC'racionc:-, S(~resuelven f:ícillltpntc 1'11 Ll~ I1IlCV:I~
variables \\1, pero no es fácil Cllcolltrar la ~ollH.:ión dc l:l~ ('l'\I;lI.'i(lIH'S
funcionales de Ahel. Schroeder y Pi:ith"her, (le h('cho L~S Cqlliva IClltt, n'.
solver una iteración o encontnll" la solución dl' la eClI:Kión fllllcion;d (o.
rrespondiente. Este r€'~ultíldo proviene dl' Lapl,l(c(21) y Ko<'ni~..;ll'¡l.

Si a C~ un runto fijo dc la función de i t('rar ión 'VI::.) y "P ll\

ncee explícitamente el resultado ele' iterar n Vl'l"e~ 1:1 flln('ión 'j'(!), y si
además la deriv:lda de If' en a C' •••t;í acotad:! oor los valon's n y 1,

O<If'I(a) <

entonces cxi~te el límite

fez) I im
o/n(z) - "
-----
[ o/' (" 1]"

y esta función satisface la cClwci6n funcional de ~.(hr()l"J('r.

f(o/(z)) o/' (n J fez) (loIl¡

Si la derivada se :Iml1n en l'1 [1tllltO fijo. l'S r)ll~ih;,-, l'lltonn's r('sol\'I'l"

la eCllación funcional de BOttche!'(13I.'

3. EL 'IElDIJO!lE .\H(ID~ Y 1'1.~1\1'ln 1.<>;I'iIICO

LJn,~de l(ls iter<tl'lollCS fTlllV f'stIlJi:lll:l" el: 1I11._ .•.• irn..; dÍ; •... '..~ 1;1
. -- d" lou,••...t'.'.a(II' .•14.1S,16.17)lteraC10n cua ratIe:l O ~ ~
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~(z) AZ (1 - z) (61)

donde z varía en el intervalo (0,1) y donde A es un parametro ajustable
~le se hace variar entre 1 y 4 para asegurar que el resultado ~(z) está
entre O y 1, Y ruede servir nuevamente de arRUJTlcntode la función de ite-
ración. Esta funci6n de iteración es convexa y tiene un máximo único en
el intervalo.

Esta iteración se ha vuelto famosa por su aparente sencillez y

por haberse descubierto propiedades universales comunes a las funciones
de iteración dependientes de un parámetro. y con un máximo único en el
intervalo. Un ~r:ln esfuerzo nultinacional se dedica ahora a encontrar
sus propiedades, y algunos experimentos(18.19,20) auguran que estos re-
sultados JURarán un papel estelar en la física del futuro.

Veamos estas propiedades universales(10). En un sub intervalo
de A se encuentra un punto fijo, único y estable. Al alcanzar cierto
valor de A, éste se vuelve inestable y nace un ciclo límite de período
dohle, estahle en otro ~lbintervalo de A, adyacente al anterior. Este a
su vez se vuelve inestable en otro valor de A y surge otro ciclo límite
estable de periodo 4. Las bifurcaciones de período continúan sin parar,
pero los suhintervalos en que son estables dismiatyen de tamaño, y las
bifurcaciones se acumulan en cierto valor de A, donde se tiene un ciclo
limite de periado infinito, o 10 que es idéntico, en un ciclo límite are-
riódico.

A continuación aparecen ciclos estables de cualquier período,
ordenados en fO~1 complicada pero conocida. Cada uno de estos ciclos
estables aparecen ~1ra cierto valor de A, junto con otro ciclo del mismo
período pero inestable. Este último se ~1ntiene inestable para todo A
en (1,4).

El ciclo de período dado arbitrario es estable en un subinter-
valo de A. Al extremo del subintervalo se vuelve inestable, y aparece
PJT bifurcación un ciclo estable de veríodo doble. &.Irge una cascada de
bifUrcaciones que continúa hasta acumularse en cierto valor de A, en un
ciclo límite aperiódico semejante al que se mencion6 antes (ver Fi~. ~).

Se ha encontrado que funciones de iteraci6n, con un maxUno úni-
co, dependientes de un ~arámetro A, tienen todas el mismo c~portamiento
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y participan todas del orden cOJTÚn en que se presentan los !,eríodos )'
sus bifurcaciones.

x
~: ..

~~-

- .------
~:::

.-------.....-.
~:::

Fig. 4 Diagrama esquemático de bifurcaciones.

Además encontró Feigcnbaum(17) que la razón en que decrece el
tamaño de los intervalos entre bifurcaciones sigue una ley exponencial
con una base universal 1/6 de valor aproximado

4.669 (62)

vál ido en la cercanía del p.mto de acurrulación. También encontró Fci~cn-
baum otro escalamiento universal entre los valores de un ciclo y los del
ciclo de período doble.

Estas propiedades universales han creado una actividad enorme
en el estudio de las propiedades matemáticas de las iteraciones. Esto
se incrementa ~r tenerse evidencia experimental cualitativa y cuantita-
tiva de conducta similar en si~temas clcctrónicos(19). ópticos(20) e hi~
drodinámicos(18) .
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La iteración logística tiene como puntos fijos a

o y 1 - 1/, (63)

r las derivadas en ellos valen

~' (O) y ~'(1-1/,) 2 - , (64 )

La primera bifurcación se encuentra en los puntos fijos de la
función 1¥2 dada por

" z (1 - z) [1 -, zll - z)] (65 )

Los puntos (631 vuclvcn a ser puntos fijos de '¥2 (z). Y la fun-
ci6n (65) tiene tamhién atTa solución dohle estable cuando A está en el
intervalo (3t 1+ /0).

Los ciclos de neríodo 3 vienen del estudio de los puntos fijos
de la fune ióo

\', (z) "Z(l-Z) [1-,z(1-z)1 (l-,' z (l-z) [l-,z(l-z))) (66)

que nos lleva a una ecuación de grado 23 = 8. Los f1\mtos (63) son solu-
ciones de esta ecuación y las otras 6 ralces se dividen en dos ciclos de
pC'rlodo 3, uno estable y otro inestable cuando), es mayor que 1 + v1r .

Los ciclos de período 4 resultan del estudio de los puntos fi-

jos de '¥4 qye son soluciones de una ecuación de Forado 24 = 16. Los cua-
tro puntos fijos de (65) son también puntos fijos de ~~. Esta funci6n
tiene otros 12 puntos fijos que forman tres ciclos de período 4. Uno de
ellos existe estable a partir de A = 1 + /O Y es el armónico por bifur-
cación del ciclo 2. Los Qtros dos ciclos de período 4 nacen, uno esta-
ble y el otro inestable en ~ = 3.

Este camino no puede seguirse mucho por la complejidad de las
eL~aciones a re~olvcr. pero se puede profundizar si se establece una ana-
logía con el método de ~e~~on(21) para obtener las raíces de alguna fun-
ción.

Para enCOntrar las raíces de
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NC\.;tonencontró que itf'rmxlo b fune ¡<in

o/ (z) z - F(z)

F' (z)
(hR)

se ohtiene como limitt' un punto fi50 que' L'Suna r:llz de 1:1 L'Cu;lción (h7).
Esta iteración de NC'wtonSC' sigue utiliz.:lIldo con t'xito, modifit';¡da \' ~e-
neral izada convcnientemente.

Comodato curio~o, según RC'11(22), el ca~o !1<lrticul;ll"

F(z) o/(z)
2z

era el métooo que utilizaha Herón de Alcjandrí;l n<lra oht(,IlCf por itern-
eión las raÍCes cuadradas de (2.

Por este método se asocia a un runto x, la lntcrsC't..ci(lll JL' la
J

tangente de la función F(z.) con el eje de 1;15 onJell:Klas rOlr" tbr ('j i te-
rada \+1' y la IlUCV.:laproximación (l la raíz. La Fig. S ¡¡llstr;. L'I meto.
do de ~C'\\'ton.

'1',Xl

o --
Fl']. 5 Iter<lci6n Gf" N¡'WTO¡¡.
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Consideramos ahora el problema inverso. Dada una función de
iteración ~(z)J obtener la función correspondiente F(z) determinada por
la ecuaci6n diferencial (68). Hacemos este c510110 para la iteración lo-
gística

~(z) Xz(l-z) (70)

(71 )

corresporx:1 iente:
1

_ l.:...!.-)H
X

función F(z)
1

2H (2F(z)

y se encuentra la

Se deduce que z = O es un punto fijo estable de ~(z) cuando
X < 1, Y z = 1 - l/X es punto fijo estable de ~(z) para X < 1.

Usamos es te método de Newton de nuevo. Tol'11..'ll11OS ahora como fun-
ción de iteración a la segunda iterada del l'11..~peo logístico. se encuentra
en este caso que la función de Newtoncorrespondiente es

f, (z)

1

(z _ l.:...!.- ) (A-l) (A-3)
X

(72)

que asocia un cero de esta función en z = Opara -1 > A > 1, otro cero en
z = 1-1/>. para 1 <X< 3 y una raíz doble

z =
X + 1 ti (X+l)(X-3)

2X (73)

para A> 3 Y A < -1. Esta raíz dohle corresponde al ciclo de período de 2
de la iteración logística.

En general, al iterado ~ (z) le corresponde una funci6n F (l)
n n

de la fama
c. (Al

n(z-a.(X))'
j ,

(7~)

donde a.(X) son los 2n ountos fijos de ~ (z) y C.(X) son exnonentes que
) . n J

se puede demostrar son iguales a
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c. (A)
1

1
1-f'(a.)

n 1

(75)

Del estudio de estas dos ecuaciones viene que 0j será un cero
de F (z) sólo cuando 'fl (a.) < 1, la cual corresporrle a la condición de es-

n 1
tabilidad para el punto fijo a. de f (z). La deriva&, debe estar acota-

1 n
da ¡X>T abajo (1fT (a.) > -1) para ser estable. Esta se satisface al consi-

1derar la función F2 (z). Observamos que cuando Off (a.) se acerca al va-
n n 1

lor -1, entonces por la expresi6n (48) ~'2 (a.) = [~' (a.) J2 tiende al
n J n Jvalor uno y el coeficiente (75) tiende a infinito.

Entre los exponentes (75) existe la propie&,d

o (76 J

que es resultado de que la función de iteración sea un polinomio.
Los exponentes C.(A) explican el fen6meno de bifurcación por-

1que tienden a 00 y cambian de signo en el valor de A en que ocurre la bi-
furcación.

(77)-1

Se encuentra también en los exponentes una simetría en A de
las bifurcaciones respecto del valor A = 1, que produce el mismo tipo de
bifurcaciones y ciclos periódicos en el intervalo -2> A > 1 que aquellos
que ocurren en 1 < A < 4.

El valor A = 1 es un ¡:unto singular de la función X -If(X,A),
donde se cruzan las soluciones X = O Y X = 1 - l/A, Y donde las derivadas
de dicha función respecto a las variables X y A son cero. Este punto
singular difiere de los puntos singulares asociados a la biftJrcación do-
ble o a la creación en pareja de a~gún período. En este punto la deriva-
da de If respecto a X tiende al valor uno para las dos 50luciones (63) que
ahí se cruzan.

Los puntos donde ocurre la bifUrcación se caracterizan por la
propiedad(16) de que

a~n(X,A)

a x
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cuando X es ~lnto fijo de o/. F~tonces se deduce como consecuencia que
n

)' o (78)

creaClOn de un ciclo con ::,u pareja
, (16)lQual a uno . Esto acontece
¡',-m"t(JI31 ~'ro ha 1 1 ' d• i"- a T<l a «('fl vn ,1

y '+'2n(X) tiene un p.mto de inflexión en la bifurcación. Aquí también la
función If (X,).,) - X tiene dt.'rivadas nulas rC'src~.:to a las variables X \'2n
A.

En cambio, donde ocurf(' la
inestahle, la función tiene derivada

siempre 'lile' coC'xista mils de un ciclo
de la fune ión '¥ respecto a A no ('s cero.

n
El orden ('on A de los ciclos pl>riódiL"OS en C'1mafK'O cuadrático

fllC' dE'5Cubiprto por C'studios con computadora de ~ll'trorol is, Stein r
5t('in(l.t, 15). ¡\ partir dC' ('$tc t'studio se sahl' que con el cklo estable

de período -1 coC'x isten dos puntos fijos inest;lhlcs de periodo 1 y dos pun-

tos de' un ciclo inestable de período 2. Es decir, se f'Hxle predecir la

historia en A del ciclo. En este caso se cnctlC'ntra.n inestables los ci-

clos que fueron estables para valores menores que A.

Análogamente. cuando ocurre el prim('r ciclo de período 5 (para

el mapa logístico en la vecindad de A = 3.7389), hay ~j = 2,4.2.8,7.16.

16.32.38 •... puntos correspondientes a ciclos in('stables de períodos 1.2.

3,-1.5, Ó. 7.8,9, ... respectivamente.

Estos números satisfacen la relación de recurrencia

1\ j +5
"')~ + ~.
•.. j+3 J (79)

1.05 f\. runtos incluyen pcríOl1os Jegcner3uos. fXJr lo que dehen anal izarse.
J

El 3nálisis de estos n(uneros se h~lCC'como sigue. Los 38 runtos asocia-

dos al período 9 se descompolll.'1J l'll dos rumos de pcrícx.lo 1 y l;uat ro e i-

C105 inestables de período 9, dos de los cuales nacieron estables.

Los 32 runtos asoe iados al período 8 C'stán fomados por 2 pun-

tos de periodo 1. 2 puntos de un ciclo de período 2.4 fXlJ1tos de un ci-

clo dC' período 4 y 24 fl.mtos de período ~. no degellerado, quc corrcsron-

dC'n a un ciclo anTlÓnico dC'1 cielo -1 y dos e idos de ~ que nac ¡('ron en
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una pareja estable-inestable y Jhora son inestahles los tres.
Los 16 plntos de período 6 consisten de 2 ~Intos de r~rioJo 1,

2 ¡untos de período 2, O p..mtos de pcríodo 3 y 12 plintos dc flC'rlo<.1o()
que corresponden a una p<"lreja estable-inestable. Cornono hay ciclo~ d"

período ~, tampoco hay arm5nicos de periodo 6 antes de este ciclo S.

El cálculo se ruede proseguir sin esÍlll'rzo por comp..¡t,ltlorn ,.
encontramos 9775664 ciclos estables y 629 anTIÓnicosdc ¡x"'riodo SOantes
de dicho ciclo de período 5.

El cálculo y su an5lisis se pUNe repetir r~ra Cll:llquiC'r ciclo.
Por ejemplo, antes del primer ciclo 6 (alrededor de ,\ = ~.()27(¡ del m:lI)¡1

cuadrático), no hay ningún ciclo de periodo impar excepto los d(ls ¡'lllrltns
fijos correspondientes a las expresiones (h3). Pero h¡)\"2 + 2 l.. ¡UlltoS. ]

asociados al período 2j, donde L. son los mímeros de LUCI" emn:lr('11t:It1os
]

con los números de Fihonacci.

La obtención de estos núm('ros y su estudio nos 11cv;lrÍ;l 1111..1<:h:IS
p:'íginas m:1s, por lo cual una presentación de det:lllc ~l' dC'j;11);11',1\ln:1 pu-
bl icación aparte.
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