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E. PifiaT
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RESUMEN

Se desarrolla una mec@nica discontinua a partir de ejemplos
elementales. Se pueden incorporar sistemas lineales y se hace un trata-
miento exacto del péndulo simple con ayuda de funciones racionales y tri-
gonométricas. Se da la formulacidn general para un sistema hamiltoniano.
Se presenta a continuacién un resumen de las propiedades elementales de
las iteraciones, inclusive la conjugacién y su relacidn con ecuaciones
funcionales. Se estudian finalmente algunas propiedades del mapeo logis-
tico por medio de una analogia con el método de Newton para las raices
de una ecuacidn y se inicia el tratamiento por el método de los puntos
periddicos.

ABSTRACT

A discontinuous formulation of mechanics is developed starting
from elementary examples. Linear systems are incorporated and an exact
treatment of the pendulum is presented in terms of rational and trigono-
metric functions. The general formulation for a hamiltonian system is
included. A short account of some fundamental pronerties of iterations,
including conjugation and its relation to functional equations, is made.
Finally, some properties of the logistic map are studied by using Newton's
method to obtain the roots of an equation and a sketch of the method of
periodic points is presented.

* Presentado en la asamblea general ordinaria de la SMF del 9 de septiem-
bre de 1982.
t También en la Escuela Superior de Fisica y Matemdticas del IPN.
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1. MECANICA DISCRETA

El prop6sito de este trabajo es adoptar un punto de vista dis-
continuo o discreto en la descripcidén de la mecdnica cldsica.

Queremos distinguir este enfoque de la solucidn numérica aproxi-
mada de problemas mecanicos.

Se quiere hacer aqui una descripcidn de una mecanica exacta,
que en principio no es aproximada, pero con un tiempo discreto que avan-
za en maltiplos de un intervalo finito At, fundamental y de duracién
co??gante arbitraria. Esto da una imagen estroboscdpica del movimien-
s Kl

Existen otros enfoques discontinuos del movimiento mec@nico co-

(2)

mo los mapeos de Poincaré““’, desarrollados posteriormente a este autor
por Birkhoff, Hadamard y muchos otros. Estos estudios consideran las in-
tersecciones de la trayectoria que recurre en cierta regién, con un hi-
perplano fijo que intersecta la trayectoria, y mediante cada corte, nume-
rado en el orden temporal con el cual acontece, se obtiene informacidn
sobre la conducta del sistema dindmico.

El punto de vista consistente en describir la mecinica con
tiempos discretos se ilustra con varios ejemplos.

En todos ellos se usa un Indice j para denotar el tiempo, la
cantidad mecdnica x al tiempo j+At serd designada por X,

X, = x(jat) . (M

‘Considero primeramente el ejemplo de una particula libre (P.L.),

las ecuaciones de movimiento son para cada j entero,

1
; .+ At e—ep,
xj+1 X, At = pj

¥ (P.L.) (2)

Wisi © Ty

donde m es la masa de la particula y pj es la cantidad de movimiento 1i-

neal de la particula, la que no cambia por la iteracién:



Py = P, (constante) (P.L.) , (3)

donde p, es el valor constante de esta cantidad de movimiento.

En forma semejante expresaremos la conservacién en el tiempo
de cualquier otra cantidad mecénica.

La primera ecuacidn de movimiento (2) es una de las mis senci-
1las ecuaciones en diferencias. Su solucién se encuentra si sumamos
miembro a miembro todas las ecuaciones desde j = o hasta j para tener la
posicidn en funcién del tiempo:

P |
xj = K, ] =D +At 5. (P.L.) (€]

donde X, €s la posicidn inicial.
Observamos que la ecuacién de movimiento produce la igualdad
- R
- at1 3
L= om Pl 5
P 2 i R (5)
la cual es una ecuacién exacta, sin necesidad de acudir al limite de ha-
cer tender At a cero, cosa que no hacemos en este trabajo.
En segundo lugar quiero considerar la formulacién de la mecdni-
ca de una particula moviéndose en un campo de aceleracién constante (A:C. ).
Las ecuaciones exactas de movimiento son en este caso
X = x. + At -l--p + l—a(At)z
3+1 j m g2
¥ (A.C.) (6)

"

P pj +At+aem 3

j+1

donde a es la aceleracién constante de la particula. La segunda ecuacidn

de movimiento conduce a la expresién para la aceleracién:
2= _J (A.C.) (7)
La analogia matemitica con la Ec. (5) indica la solucién

pj = B, jeAteme-a s (A:G.) (8)
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donde p_es el valor inicial de la cantidad de movimiento lineal.
o]

Se sustituye la Ec. (8) en la primera de las Ecs. (6) y se su-
man miembro a miembro las ecuaciones desde j = o hasta j para obtener la
coordenada X,

1 s a . 2
= —_ . . =+ t 4 AC. 9

X, X, * Pyt j At + 5o (At) (A.C.) 9

Destacan en este caso la conservaci6én de la energia mecénica,
la cual no cambia con un incremento At del tiempo:

;']—m' (py, )% -meaex, . = zlﬁ (p,)? - m-a-x . (A.C.) (10)

Aprendemos por estos ejemplos que las ecuaciones de movimiento
se expresan por medio de ecuaciones en diferencias y la solucién corres-
ponde a conocer el resultado de un niimero discreto, arbitrario de itera-
ciones.

Esta forma de expresar los problemas mecdnicos se adapta al
avance considerable de la computacién. Las cantidades mecinicas expresa-
das en términos de iteraciones permiten incorporar automdticamente pro-
gramas de computo para dar la solucibén numérica del movimientc, y mds im-
portante es la posibilidad, también inmediata, de la representacidén era-
fica del movimiento por medio de pantallas y graficadores que requieren
también de valores discretos para ser representados.

La disminucién continua de los costos de computadoras y grafi-
cadores ha hecho conveniente que cada fisico tenga asociados a su traba-
jo una computadora para iterar rdpidamente y una graficadora para ilus-
trar los resultados. Con este punto de vista basta poder plantear un
problema en el lenguaje de las iteraciones. La solucifn se obtiene en
seguida por computacién y representacién grafica del movimiento. Una so-
lucidn explicita en términos de la variable continua tiempo no es necesa-
ria y en muchos casos tampoco es posible o conveniente.

Con esta filosofia en mente, debemos reformular los problemas
mecdnicos por medio de ecuaciones en diferencias, Esto es ficil en los
problemas lineales en que ecuaciones diferenciales lineales se mapean en

ecuaciones lineales en diferencias. Tomamos por ejemplo el sistema de
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ecuaciones diferenciales lineales homogéneo

IS

= My |, an

donde y son las coordenadas mecdnicas del problema y M es una matriz

(=9

t

constante.
La solucidn formal del sistema (11) estd dada en términos de
la condicibn inicial Y, por medio de(s)

y(t) = exp (M) y, . (12)

El niimero de problemas mecinicos representados por la Ec. (11)
no tiene fin: movimiento de friccidén proporcional a la velocidad, oscila-
dor arménico amortiguado, vibraciones de amplitud corta, etc.

La Ec. (11) y su solucidn, son equivalentes a la ecuacién 1i-
neal en diferencias

donde A es una matriz constante. La solucién de la Ec. (13) es trivial-
mente
y, = Ny, (14)
3 o

y la relacién entre ambos puntos de vista (11) & (13) v sus soluciones
(12) y (14) estd dada por la ecuacidn

A = exp MAt) . (15)

Por este camino, el estudio de los sistemas lineales de ecua-
ciones diferenciales y sus propiedades se pueden incorporar facilmente
al tratamiento por iteraciones. En particular es (til clasificar puntos
singulares con criterios similares a como se hace en la teoria de ecua-
ciones diferenciales lineales. La ecuacién en diferencias (13) acepta
también la utilidad de las coordenadas normales, y los vectores y valo-
res propios de la matriz M se sustituyen por los mismos vectores propios
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de la matriz A y por valores propios de la matriz A relacionados por me-
dip de 1a Ec. (15) con los valores propios de la matriz M.
La integral de la ecuacién diferencial (11) en un intervalo At

lleva a la ecuacién en diferencias (13),

-y (16)

Yne1 T ¥n n 2
y no cabe duda de la relacifn exacta entre ambos formalismos. La solu-
cidn grafica de las soluciones es preferible obtenerla del tratamiento
de las ecuaciones en diferencias por ser el lenguaje natural de las ma-
quinas electrénicas. Es un ejercicio ilustrativo encontrar en un siste-
ma de dos ecuaciones lineales la clasificacién de nuntos singulares(S}:
focos, nodos, centros, sillas, nodos logaritmicos, etc. con el formalis-
mo de las iteraciones y su dibujo por computadora.

Problemas mecanicos resueltos y muy conocidos pueden expresar-
se en el lenguaje de la mecdnica discreta en forma insospechada. Veamos
el ejemplo de la ecuacién no lineal del péndulo simple. Sea 0 el 4ngulo
que forma el péndulo con la vertical y

w = 6/2 ol (17)

su velocidad angular sin dimensiones; g v £ son las constantes usuales
del péndulo, gravedad y longitud, respectivamente.

Las ecuaciones de movimiento serin

Q. @.
0. c+desen =L + s e, +cos —L
cop ~AT)e = 2 mj 2
Z 04
c? + 52 cos? 7}
¥
: e,
C w, - s+d=-sen -+ cos =&
_ j 2 2 18
l'.u].+1 = 0. 3 ( )
c2 + s? cos? T%
donde c, s, d son constantes tales que
c2 +s52 = (19)



E 1
2 3 2 =
d+[2mg£+7]s A (20)

v E es la energia del péndulo. S es una constante relacionada con el in-
tervalo de tiempo At cuya funcién explicita se escribe mids adelante.
Obsérvese que, mientras en los libros elementales e intermedios

(4)

ecuaciones de movimiento exactas, y solucidn implicita exacta por compu-

de mecinica no se escribe la solucidn exacta del péndulo, aqui tenemos
tadora. La solucién con ayuda de computadora y graficador no requiere
conocimientos de funciones elipticas. Por supuesto esti detrds de esto
la férmula de adicién de las funciones de Jacobi(s), la cual fue utiliza-
da para hallar las ecuaciones de movimiento (18), y la relacién entre la
constante s y el intervalo de tiempo At es por medio de la funcién elip-
tica de Jacobi:

s = sn (At Vg/2 ) (20
cuyo médulo k resulta de

1 - 42 E 1
k2 = - + : 22
N 52 gt 2 (22

Es interesante observar en la iteracién (18) que las funciones
elipticas que dan la solucién exacta en téminos de un tiempo continuo
juegan un papel secundario, y la iteracién (18) proporciona el movimien-
to en témminos de una funcién racional de funciones trigonométricas.

No es de extrafiar este resultado; desde Gauss existen muchos
métodos numéricos iterativos aplicados a la obtencién de funciones e in-
tegrales elipticas. Por ejemplo, la obtencidn del periodo del péndulo
puede encontrarse con rapidez del promedio aritmético-geométrico de

Gauss(ﬁ). A partir de los valores iniciales

= o2
X = 1,Y = vde - cf , (23)

o o s

se obtienen por iteracién los promedios

X, = =2, vy, = XY, , (24)
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y ambos convergen al promedio X de Gauss, obteniéndose el periodo del

péndulo

T = L /gt . (25)
2 X
Generalizamos ahora la situacién cuando existe un hamiltoniano
capaz de describir la mecdnica de un sistema. La existencia de la formu-
lacion de las ecuaciones de movimiento en forma discreta viene dada por

(7)

las expresiones

A4 exp {At [H, ] }qj
y (26)

exp {At [H, ] }pj 5

Py4q
donde ays Dy son las coordenadas del espacio fase al tiempo j vy [H, ] es
el operador de evolucién temporal construido con el hamiltoniano H v el
paréntesis de Poisson. La obtencién explicita de (25) permite describir
la dinamica por iteracién y es equivalente a conocer el movimiento meci-
nico del sistema.

Las Ecs. (26) pueden considerarse si se quiere como el desarro-
11o en serie de Taylor, a todos los 6rdenes, de las funciones qj+1 y

p. ., en potencias de At, alrededor de los valores aj Y By

j+1
En ausencia de una formulacién hamiltoniana, se verd en cada
caso particular la posibilidad de expresar las ecuaciones de movimiento

como una ecuacidn en diferencias.

2. TEORIA DE ITERACIONES

Veamos ahora algunas propiedades elementales de las iteraciones
(8), (9 y (10).

Se llama iteracidén de una funcién ¥(z) de la variable z, a la
aplicacidn repetida de la funcién. La funcién ¥(z) se itera al usar su
valor como nuevo argumento de la misma funcién.

A partir de X,» se obtiene la sucesi6én de iterados
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XO, Xl = ‘P(Xo), Xz a ‘P(Xl), X3 = ‘F(XZ), etc. (27)
Llamamos ?n(z) a la aplicacibn sucesiva n veces de la funcién
¥, por ejemplo

Xp = ¥(X) = ¥Y(¥(X)), X3 = ¥3(X) = Y(YY(X))) . (28)
La funcién Wn(z) tiene la propiedad
Y@ = v @) s oY) (29)

donde n y m son enteros positivos.
Llamamos punto fijo de la funcién de iteracién ¥(z) a la solu-
cién de la ecuacibn

z = Y¥(z) . (30)
El punto fijo es invariante de la iteracién:

Wn(z) = z ( ¥n entero positivo) . (3N

Un punto fijo de ?n(z) puede no ser punto fijo de ¥(z), aunque
lo contrario sea cierto.

Pero si z es punto fijo de Wn(z), entonces z es punto fijo de
Wnp(z), donde np es cualquier miltiplo entero de n.

Es importante observar en estas ecuaciones que si z es punto
fijo de ¥(z), también es raiz de la funcién z - ¥(z):

z-%z) = 0 . (32)

Dado un iterado se puede preguntar uno por el valor del argu-
mento de la funcién ¥ igual al iterado. El argumento se llama el antece-

dente del iterado -y se denota por ?_l(z]. Y . es la funcién inversa de

-1
Yy W_n es la iterada enésima de la misma. Por ejemplo, de las Ecs. (27)

deducimos

¥ BXg) = X ¥ K1 = X, etc, (33)
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En algunos casos este inverso no es nico sino que existen va-
rios antecedentes que pueden dar el mismo resultado.
Como ejemplo de funcién ¥(z) sin inverso Gnico consideramos la

iteracidén de Von-Neumann y Ulam(1]),

¥(z) = 4z (1-2) , (39
entonces

v(z) = 222 /T2 (35)

con doble antecedente.

Como consecuencia, existe la posibilidad de que el antecedente
de un punto fijo no sea punto fijo.

Para el ejemplo anterior z = 3/4 es punto fijo de la funcién
(34), pero z = 1/4 es otro antecedente de 3/4.

En el supuesto que a sea punto fijo de Wp,

WAl = w (36)

pero a no es punto fijo de ningin wj(z) para j menor que p, entonces

Y@, ¥, ¥,@), ..., ¥ @ |, (37)

son también puntos fijos de WP, debido a la propiedad fundamental (29)

*p(Wj(a]) = Wj(wp(a)) = Y@ G=12%....,p-1, (3

y al conjunto de p valores (37) se le llama ciclo de orden p de la fun-
cidn ¥(z). Este ciclo es invariante ante la funcién ¥. Se tiene una re-
presentacioén no lineal del grupo ciclico de orden p.

Los p valores (37) son raices de la Ec. (36). Esta ecuacidn
puede tener ademids otras raices. -

La sucesi6n de iteraciones se representa grificamente por una
linea quebrada que se dobla 90° al tocar la grifica de la funcidn Y=Y¥(x),

o de la recta Y=X, segin se muestra en la Fig. 1.
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W(X)T

punto fijo—

Fig. 1 Representacidn de iteraciones.

Esta representacién grifica ensefia con claridad la posibilidad

de la convergencia de la iteracidn:

lin ¥ (X) = a = ¥@a) . (39)

n-+o

Para la buena definicién del 1imite en la Ec. (39), éste debe
ser un punto fijo de Y. De ahi resulta la Gltima igualdad.

Consideramos la convergencia de ¥. Sea En la desviacién del
iterado Xn respecto a su limite a:

X = a+ F’n i (40)

n

Tenemos entonces, por la serie de Taylor de Y,
2
Xppy = ¥OL) = ¥(a + E) = ¥(a) + E_ ¥'(3) + = ¥"(a) + ... (41)

n+1

Pero como
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Evi =% 97 Xo#1 " Y@ (42)

la Ec. (41) se transforma en

E

E
D osyr(a) ¢ Ryr(a) ..., (43)
1

E 2
n

y la condicién para la convergencia de la sucesifn X es entonces
l¥' @] <1 . (44)

Cuando se cumple esta condicién el punto fijo a actfia como un
atractor de la sucesifn y conviene decir que la iteracifn es estable.

Por el contrario, cuando la magnitud de la derivada es mayor
que uno en el punto fijo, éste es un punto inestable que repele los ite-
rados de la funcién.

El caso |¥'(a)| = 1 puede conducir a diferentes resultados.

En algunos casos, al iterar una funci6én ¥(z) se obtiene como
1imite un ciclo de orden p. Esta situacién corresponde al caso anterior
cuando Wp(z) es la funcidn de iteracidn con un punto fijo a:

lim wpﬂ (xo) £ 8 (45)

n-+o

Los puntos (37) son también limites de Wp con diferente condi-
cién inicial, y se 1laman por eso ciclo limite (ver Figs. Z y 3).
La condicién de convergencia de (45) es ahora

|W‘p (a)] <1 5 (46)
y por la regla de la cadena se encuentra que

P
W'p (a) = ; 21 ¥ (Wj(a)) . (47)

Resulta entonces que la derivada de la funcién ?p(z] es la mis-
ma en todos los puntos de un ciclo de orden p, por ser igual al producto
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de las derivadas en los puntos del ciclo. Y por otra parte observamos
que

¥ (a) = (¥ Gl
@ = (¥ (@) (48)
3
W)
wvtefiiom.mﬁ/
)
Xo 0 Xy X2 X3 x:

Fig. 2 Iteracidn convergente. Pendiente menor que uno.

A

W (x) A

Y

punto fijo inestable

\j

0 / Xo X1 X2 X

Fig. 3 Iteracidn divergente. Pendiente mayor que uno.
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Vamos a considerar ahora la operacién de conjugacién de alguna
funcién de iteracidén. FEsta corresponde a un cambio de variable.

Pada la iteracion de la funcidén ¥(z),

X = MDY (49)

hacemos el cambio de variahle
W o= o [X) . (50)
En las variables W tenemos la nueva iteracion

= = = =il = ;
Wooo 58 X0 = £I¥ED) = EI¥(F "OLTN) =2(W) . (51)

La nueva funcidén de iteracién
_ -1
$ = fy¢f

es la conjugada (bajo f) de la funcién ¥.
Cuando &(W) = 1 + W, a la funcién ¢ se le llama funcién de Abel

porque la funcidn correspondiente f es solucidén de la ecuacidén funcional

de Ahclrs‘g],
VX)) = 1+ £(X) . (52)
Tenemos entonces, si W = £(X),
Wn+1 = 1+ Wn . (53)

Anidlogamente, cuando & = CW, a la funcién ¢ se le llama fun-

cidén de Schroeder poraue la funcién correspondiente f es solucidn de la

ecuacion funcional de Schrneder(g'g},

f(¥(X)) = Cf (x) , (54)
v se tiene la iteracidn

; _ ;
W 0 hn . (55)

n+1
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Finalmente, cuando (W) = W, a la funcién ¢ <c le 1lamard fun-
cibén de Bﬁttcher(12)
la ecuacién funcional de Bdttcher,

, porque la funcién correspondicnte f es solucidn de

flyxX)) = £ . (50)
En este caso la iteracidén es

W = Wy . 57
n+1 (n) (57)
Estas tres iteraciones se resuelven ficilmente en las nuevias
variables W, pero no es fdcil encontrar la solucién de las ccuac iones
funcionales de Abel, Schroeder v BSttcher. De heche os cquivilente re-
solver una iteracién o encontrar la solucién de la ecuacidn funcional co-

) )
rrespondiente. Este resultado proviene de Inpluco('ll LN

v Koenigs
Si a es un punto fijo de la funcidn de iteracién ¥(z) v <¢ o
noce explicitamente el resultado de iterar n veces la funcién ¥(z), v si

ademds la derivada de ¥ en a estd acotada por los valores 0 v 1,
0 < $¥[a) « 1 y (58)

entonces existe el limite

Wiz} =.a
£lz) = 1 e
n-= [ ?'(n]jn

il
y esta funcién satisface la ecuacién funcional de Schrocler,

f(¥(z)) = Y'(a) f(z) . (Gl

Si la derivada se anula en ¢l punto fijo, es posihlc entonces resolver

la ecuacidn funcional de Bﬁttchor{’sl.

3. EL METODO DE NEWTON Y EL MAPEO |OGISTICO

Una de las iteraciones muy estudiadias on mouestros dias os la

. ve G & i ) (2
iteracidn cuadritica o log1st1ra[]l‘14"s’]"l '
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wiz) = az (0 =2)- (61)

donde z varia en el intervalo (0,1) y donde X es un pardmetro ajustable
que se hace variar entre 1 y 4 para asegurar que el resultado ¥(z) estd
entre 0 y 1, y puede servir nuevamente de argumento de la funcién de ite-
racién. Esta funci6én de iteracidn es convexa y tiene un miximo Gnico en
el intervalo.

Esta iteracidn se ha vuelto famosa por su aparente sencillez y
por haberse descubierto propiedades universales comunes a las funciones
de iteracién dependientes de un pardmetro, y con un miximo dnico en el
intervalo. Un gran esfuerzo multinacional se dedica ahora a encontrar

sus propiedades, y algunos experimentos(18‘19'20)

auguran que estos re-
sultados jugardn un papel estelar en la fisica del futuro.

Veamos estas propiedades universales(10). En un subintervalo
de ) se encuentra un punto fijo, dnico y estable. Al alcanzar cierto
valor de A, éste se vuelve inestable y nace un ciclo limite de periodo
doble, estable en otro subintervalo de A, adyacente al anterior. Este a
su vez se vuelve inestable en otro valor de X y surge otro ciclo limite
estable de periodo 4. Las bifurcaciones de periodo continGan sin parar,
pero los subintervalos en que son estables disminuyen de tamafio, y las
bifurcaciones se acumulan en cierto valor de A, donde se tiene un ciclo
limite de periodo infinito, o lo que es idéntico, en un ciclo limite ape-
riddico.

A continuacién aparecen ciclos estables de cualquier pericdo,
ordenados en forma complicada pero conocida. Cada uno de estos ciclos
estables aparecen para cierto valor de X, junto con otro ciclo del mismo
periodo pero inestable. Este Gltimo se mantiene inestable para todo A
en (1,4).

El ciclo de periodo dado arbitrario es estable en un subinter-
valo de A. Al extremo del subintervalo se vuelve inestable, y aparece
por bifurcacién un ciclo estable de periodo doble. Surge una cascada de
bifurcaciones que continia hasta acumularse en cierto valor de ), en un
ciclo limite aperiddico semejante al que se mencion6 antes (ver Fig. 4).

Se ha encontrado que funciones de iteracién, con un miximo Gni-
co, dependientes de un parimetro A, tienen todas el mismo comportamiento
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y participan todas del orden comin en que se presentan los nerfodos y
sus bifurcaciones.

x A

Fig. 4 Diagrama esquemdtico de bifurcaciones.

Ademds encontré Feigenbaum(17) que la razén en que decrece el
tamafio de los intervalos entre bifurcaciones sigue una ley exponencial

con una base universal 1/ de valor aproximado
§ = 4.669 , (62)

vilido en la cercania del punto de acumulacién. También encontré Feigen-
baum otro escalamiento universal entre los valores de un ciclo y los del
ciclo de periodo doble.

Estas propiedades universales han creado una actividad enorme
en el estudio de las propiedades matemidticas de las iteraciones. Esto
se incrementa nor tenerse evidencia experimental cualitativa y cuantita-
tiva de conducta similar en sistemas electrénicos(]g), épticos(zo) e hi-

drodinémicos[18].
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La iteracién logistica tiene como puntos fijos a
z = 0 y z = 1-1/x , (63)

v las derivadas en ellos valen

n

¥ro) = A y ¥r(1-1/1) FIECE (64)

La primera bifurcacién se encuentra en los puntos fijos de la

funcidn ¥, dada por

¥,(2) = Mz (1-2)[1-2az(0-2)] . (65)

Los puntos (63) vuelven a ser puntos fijos de ¥,(z). Y la fun-
cién (65) tiene también otra solucién doble estable cuando ) estd en el
intervalo (3,1 +/6).

Los ciclos de neriodo 3 vienen del estudio de los puntos fijos
de la funcién

¥a(z) = A3 z(1-2) [1-xz(1-2)1 (1-22 z (1-2) [1-Az(1-2) ]} (66)

que nos lleva a una ecuacidén de grado 23 = 8. Los puntos (63) son solu-
ciones de esta ecuacidn y las otras 6 raices se dividen en dos ciclos de
periodo 3, uno estable y otro inestable cuando X es mayor que 1 + /8.

Los ciclos de periodo 4 resultan del estudio de los puntos fi-
jos de ¥, que son soluciones de una ecuacién de grado 2% = 16. Los cua-
tro puntos fijos de (65) son también puntos fijos de ¥, . Esta funcién
tiene otros 12 puntos fijos que forman tres ciclos de veriodo 4. Uno de
ellos existe estable a partir de » =1 + /6 y es el arménico por bifur-
cacidn del ciclo 2. Los otros dos ciclos de periodo 4 nacen, uno esta-
ble v el otro inestable en ) = 3.

Este camino no puede seguirse mucho por la complejidad de las
ecuaciones a resolver, pero se puede profundizar si se establece una ana-

(z1)

logia con el método de Newton para obtener las raices de alguna fun-
cién.

Para encontrar las raices de
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F(z) = 0 , (67)
Newton encontrd que iterando la funcidn

¥(2) = z - B2} (68)
F'{Z]

se obtiene como limite un punto fijo que es una rafz de la ccuacion (67).
Esta iteracidn de Newton se sigue utilizando con éxito, modificada v ge-

neralizada convenientemente.

Como dato curioso, segin Bell(ZZ], el caso marticular

. 5 z? + c2

F(z) = 22 -¢? , ¥(z) = ——— , (69)
2z

era el método que utilizaba Herdn de Alejandria para obtener por itera-
cién las raices cuadradas de c?.

Por este método se asocia a un punto xj la interseccion de la
tangente de la funcidn F(z) con el eje de las ordenadas para dar cl ite-

rado Xj y la nueva aproximacidn a la rafz. La TFig. 5 ilustra cl méto-

+1°
do de Newton.

)04
L 4 /

0 / Xo X4 Xo

Fig. 5 Iteracifn de Newtorn.
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Consideramos ahora el problema inverso, Dada una funci6n de
iteracién ¥(z), obtener la funcidn correspondiente F(z) determinada por
la ecuacién diferencial (68), Hacemos este cdlculo para la iteracién lo-

gistica
¥(z) = Az (1-2) (70)

y se encuentra la funcién F(z) correspondiente:
1 1
T-X A-1 (%=1
( i

2y B

; . (1)

F(z) = L

Se deduce que z = 0 es un punto fijo estable de ¥(z) cuando
A<1, yz=1-1/x es punto fijo estable de ¥(z) para A< 1.

Usamos este método de Newton de nuevo. Tomamos ahora como fun-
ci6n de iteracidn a la segunda iterada del mapeo logistico. Se encuentra
en este caso que la funcién de Newton correspondiente es

1 1 1

z()\+1)(1-)\) (z - A-1 }(A-1)(1~3) (2 - A;1 7 s ).+1) (A+1) (A=3)

fa(z) = Y 57

(72)
que asocia un cero de esta funcién en z = 0 para -1>X>1, otro cero en
z=1-1/x para 1<A<3 y una raiz doble

A+ 127 +1)(A-3)
3}

(73)

para A>3 y A< -1. Esta raiz doble corresponde al ciclo de periodo de 2
de la iteracién logistica.

En general, al iterado ‘Pn(z) le corresponde una funcién Fn(z)
de la forma

Cj(J\)
B, = (2 - o) ; (74)

donde aj(}\} son los 2" puntos fijos de \Pn(z] y Cj (A) son exponentes que

se puede demostrar son iguales a
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0 = O SN (75)

i -W'n[aj)

Del estudio de estas dos ecuaciones viene que oy serd un cero
de Fn(z) s6lo cuando ?'(aj) <1, la cual corresponde a la condicién de es-
tabilidad para el punto fijo oy de Wn(z). La derivada debe estar acota-
da por abajo (W'(aj) >-1) para ser estable. Esta se satisface al consi-
derar la funcién F2n(z). Observamos que cuando W'n(a_] se acerca al va-
lor -1, entonces por la expresifn (48) W‘zn(aj) = [?'n(aj)lz tiende al
valor uno y el coeficiente (75) tiende a infinito.

Entre los exponentes (75) existe la propiedad

] ¢ =0 (76)

que es resultado de que la funcidn de iteracién sea un polinomio.

Los exponentes Cj(k) explican el fenémeno de bifurcacién por-
que tienden a « y cambian de signo en el valor de X en que ocurre la bi-
furcacién.

Se encuentra también en los exponentes una simetria en i de
las bifurcaciones respecto del valor X = 1, que produce el mismo tipo de
bifurcaciones y ciclos periddicos en el intervalo -2>)>1 que aquellos
que ocurren en 1< <4,

El valor X = 1 es un punto singular de la funcidén X - ¥(X,1),
donde se cruzan las soluciones X = 0 y X = 1-1/X, y donde las derivadas
de dicha funcién respecto a las variables X y A son cero. Este punto
singular difiere de los puntos singulares asociados a la bifurcacién do-
ble o a la creaci6n en pareja de algiin periodo. En este punto la deriva-
da de Y respecto a X tiende al valor uno para las dos soluciones (63) que
ahl se cruzan.

Los puntos donde ocurre la bifurcacién se caracterizan por la
propiedad(16) de que

awn(x,x)

= -1 (77)
9 X
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cuando X es punto fijo de LA Entonces se deduce como consecuencia que

3y aZlvzn
= 0 (78)
ax ! ax2

Y WZH(X) tiene un punto de inflexién en la bifurcacién, Aqui también la
funcién WZH{X,A) - X tiene derivadas nulas respecto a las variables X v
A.

En cambio, donde ocurre la creacién de un ciclo con su pareja

(16)

inestable, la funcidn tiene derivada igual a uno Esto acontece

siempre que coexista mis de un ciclo 1imite(]3}, pero ahora la derivada
de la funcién ¥ respecto a X no es cero.

El orden con A de los ciclos periédicos en el mapeo cuadrdtico
fue descubierto por estudios con computadora de Metropolis, Stein y

(14’15\. A partir de este estudio se sabe que con el ciclo estable

Stein
de periodo 4 coexisten dos puntos fijos inestables de periodo 1 y dos pun-
tos de un ciclo inestable de periodo 2. Es decir, se puede predecir la
historia en X del ciclo. En este caso se encuentran inestables los ci-
clos gue fueron estables para valores menores gue A.

Andlogamente, cuando ocurre el primer ciclo de periodo 5 (para
el mapa logistico en la vecindad de A = 3.7389), hay Nj =24 2 8.7,16,
16,32,38,... puntos correspondientes a ciclos inestables de periodos 1,2,
3445,6,7,8,9;. ... TESpectivamente.

Estos nimeros satisfacen la relacidén de recurrencia

N.. = 2N, . +N, -2 . (79)

Los Nj puntos incluven periodos degenerados, por lo aue deben analizarse.
El andlisis de estos nimeros s¢ hace como sigue. Los 38 puntos asocia-
dos al periodo 9 se descomponen en dos puntos de periodo 1 vy cuatro ci-
clos inestables de periodo 9, dos de los cuales nacieron estables.

Los 32 puntos asociados al periodo 8 estdan formados por Z pun-
tos de periodo 1, 2 puntos de un ciclo de perfodo 2, 4 puntos de un ci-
clo de periodo 4 y 24 puntos de perioedo 8, no degenerado, que correspon-

den a un ciclo arménico del ciclo 4 y dos ciclos de 8 que nacieron cn
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una pareja estable-inestable y ahora son inestables los tres.

Los 16 puntos de periodo 6 consisten de 2 puntos de periodo 1,
2 puntos de periodo 2, 0 puntos de periodo 3 y 12 puntos de periodo 0
que corresponden a una pareja estable-inestable. Como no hay ciclos de
periodo 3, tampoco hay arménicos de periodo 6 antes de este ciclo 5.

El cilculo se puede proseguir sin esfuerzo por computadori v
encontramos 9775664 ciclos estables y 629 arménicos de periodo 50 antes
de dicho ciclo de periodo 5.

El cédlculo y su andlisis se puede repetir para cualquicr ciclo.
Por ejemplo, antes del primer ciclo 6 (alrededor de A = 3.6276 del mapa
cuadritico), no hay ningin ciclo de periodo impar cxcepto los dos puntos
fijos correspondientes a las expresiones (63). Pero hay 2 + 2 ,ﬁ puntos
asociados al periodo 2j, donde L__J son los niimeros de lucas emparentados
con los nameros de Fibonacci.

La obtencién de estos nimeros y su estudio nos llevaria muchas
pdginas mis, por lo cual una presentacidén de detalle se deja para una pu-

blicacién aparte.
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