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Se introduce el concepto y la formulación, en un plano, de las
llamadas curvas cáusticas que físicamente representan la distribución de
la irradiancia en la imagen de un punto objeto, producida por una compo-
nente o sistema ópticos. Por simplicidad se considera que dicha imagen
proviene de un frente de onda cónico producido por el sistema óptico.

ABSTRACT

The concept and a simplified formulation of the so-callad caus-
tic curves are introduced. It is assumed that the caustic curve is pro-
duced by a canic wavefrant coming froro an optical system or component.

* Parte de este trabajo fue presentado en el VI Congreso Nacional de Ense-
ñanza de la Física, realizado en la U. de Guadalajara, Guadalajara, Jal.,
noviembre, 1980.
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1. r:-fmorua:ION

En general, las imágenes producidas por un sistema o componen-
tes ópticos no son pcrfcctas y adolecen de lID3 serie de defectos llama-
dos aberrac iones (1). Comoresul tado de estas imperfecciones, se tiene
que la distribución de la luz, que se supone debería estar en un punto
imagen ideal, está, en real ¡dad, sohre una superficie. L"l5 superficies
así formadas reciben el nombre de cáusticas y aunque desde el punto de
vista experimental han sido observadas desde hace tiempo, su fOl11Ulación

matemática se ha ido desarrollando lcnt<UTlente. El primer intento a este
respecto fue realizado por Gullstrand(2). En 13 actualidad este tópico
ha adquirido mayor auge y desarrollos matemáticos más ~plios y profun-
dos se han estado realizando(3,4), con la idea principal de poder expre-
sar maternátic<lITlentela fonna de dicha~ superficies cáusticas.

En el presente trab..1.jose realiza un de~arrollo simplificado
para encontr,]r la [omIlación de las ~llpcrficies cáusticas. Se supone
que la f0111\'1del frente de onda proveniente del sistema o componente óp-
tico, puede ser una cónica cualquiera (una circunferencia sería un caso
particular). Es conveniente aclarar que el ténnino "cónicas" se refiere
a las secciones de revolución, tales comolos hiperboloides, elipsoides
y paraboloides, en el caso tridrnensional, y sus correspondientes curvas
en el plano.

Las derivaciones de las fórnulas que representarán el contorno
de las superficies cáusticas se realizarán comosi~le: En primer término
se obtendrá la eruación de las cónicas en una fama particular, pero que
es 13 más conímmenteusada en óptica. A partir de dicha expresión mate-
m,Ítica se ohtendrá la fómula para los radios de ouvatura de las dife-
rentes zonas del frente de onda, ya p.1rtir de ella se derivarán las f6r-
nulas para las coordenadas de los puntos que generarán la superficie C1US.

tica, pero medidas tanto :1 partir del vértice oc la superficie o frente
de onda, comodel centro de curvatur,] para'dal del frente de onda. Puede
ser que en lugar de un sistema se tenga una 5013 superficie óptica; en
este último caso la cáustica formada es equivalente a la fom1.ua por un
frente de onda proveniente oe un sistema.
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2 o DERIVAClON DE lA FüRloIlJIA PARA LAS CONICAS

Con el objeto de sUnplificar la fOTImJlaci6nJ los planteamientos
se llevarán a cabo para un plano solamente, sin que esto implique perder
generalidad pues es bastante sencillo pasar del caso bidimensional que
presentaremos al caso tridimensional (en las siguientes fórmulas es nece-
sario substi tuir sólo x2 por 52 = x2 + y2).

Como ejemplo del tipo de ecuación que queremos obtener para
las cónicas, se derivará a continuación la fórmula para el caso particu-
lar de la circunferencia. Una vez logrado lo anterior, la formulación
~le desarrollemos para las cónicas tenderá a buscar la misma estructura
de la Eco (2) o

En coordenadas rectangulares la ecuación de una circunferencia,
cuyo centro está a lo largo del eje z, está dada por

x2 + (z - r)2

De la Ec. (1) fácilmente se obtiene

(1 )

z C x2
1 + .¡ 1 - X2C2

(2)

donde c l/r.
La representaci6n de la F£o (2) está mostrada en la Figo 1 y

de la misma se explica el signo POSltlvO del radical del denominador de
la Ec. (2). ~, conveniencia de expresar en óptica las curvas de los
frentes de onda o superficies ópticas(S) como se muestra en la Fig. 1,
es porque generalmente se trabaja con los casquetes o secciones de las
superficies y consecuentemente con los frentes de onda salientes del sis-
tema. Cabe aclarar que los ejes de simetría respectivos de cada superfi-
cie, idealmente se suponen alineados respecto a un eje de simetría común,
denominado el eje óptico del sistema.

En lo que sigue se derivará una cxpresi6n semejante a la Ec.
(2) pero ahora para las cónicas, donde, como ya se mencion6, el caso de
la circunferencia deberá estar contenido como un caso particular. Sin
embargo, con el objeto de darle fluidez al escrito, los detalles de la
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derivaci6n no se presentarán. Los interesados pueden derivar sin proble-
ma alguno, paso a paso. 105 desarrollos presentados que resumen los re-
sul tados de mayor importancia.

x

.conicas
¡

circunferencia

(

eje~ z
optico

Fig. 1 Diferencias entre las secciones cónicas y la circunferencia, to-
mando como referencia esta última.

A partir de la ecuación general de se~ndo grado (6) •

o (3)

nosotros desearnos obtener una ecuaci6n muy semejante, en primer lugar, a
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la Ec. (1) para de allí pasar a otra parecida a la Ec. (2). Para lograr
este objetivo es necesario eliminar los términos cruzados x y, y el co-
rrespondiente a y. Esto se puede hacer mediante una rotación y trasla-
ci6n adecuadas de los ejes(7) , de tal manera que se obtiene una expresi6n
simplificada dada por

x2 + A z2 + 2 ~ z + F o (4 )

Los valores de los coeficientes A, ~ Y F pueden ser encontrados y expre-
sados en funci6n de algunos de los parámetros más conocidos de las cóni-
cas, de tal manera que en referencia a la Fig. 2, es posible obtener las
expresiones siguientes:

F o (S)

Sin embargo, en lugar de substituir los resultados de la Ec. (S) en la
Ee. (4), expresaremos A y U en función de otros parámetros más convenien-
tes y generalmente empleados en óptica. Estos parámetros son la constan-
te de conicidad K = -e2 Ce= excentricidad), y el radio de curvatura r de
la superficie en su zona paraxial (región cercana al eje 6ptico). Así
tenemos que podemos escribir

1 + K 1
c (6)

(7)z =

El signo de b2/a de esta Ec. (6) se obtiene, considerando la curvatura c
de la superficie con signo positivo, cuando el centro de Olrvatura está
a la derecha del vértice. Substituyendo los valores de A y ~ obtenidos
en las Ecs. (S) y (6), dentro de la Ec. (4) y al mismo tiempo resolvien-
do la eOlación de segundo grado obtenida para z, se obtiene

[1 - (1 + K)c' x' ] 1/2
(1 + K)c

donde el significado del signo negativo del paréntesis rectangular en el
numerador se debe a que sólo se usa la rama negativa de la solución de la
cuadrática, que al mismo tiempo mantiene la convención de signos explica-
da anteriormente.
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o. - semieje rP.oyor
b. - semieje menor

Fig. 2 Parámetros de una elipse.

Para evitar el caso sim~ulaT que se presentaría en la Ec. (7)
cuando e = O (superficies planas). la misma Ec. (7) la transfonnamos en

Z = e x'
1 + [1 - (K + l)e' 5'J'/'

(8)

que se obtiene a partir de dich3 ecuación al rm.l1tiplicar m.oncrador y de-
nominador por {l + [1 - (1 + K)c2 s2 ] 1/2}. Por lo tanto las cónicas

quedan representadas por la Ec. (8), considerando que los valores de la
constante de conicidad (K) están dados de acuerdo a la siguiente tahla:

K O esfera.
K -1 parábola,
K > O elipse,
K < -1 hipérbola
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De acuerdo a la Ec. (8) y a nuestra convenci6n de signos para la curvatu-
ra e la curva ~~ra e positiva esta mostrada en la Fig. 3(3) Y la curva, I'~ , ,

correspondiente para e negativa está en la Fig. 3(b).
x

c>o

z

x

c<o

z

Fig. 3 Convención de signos para las curvaturas de las superficies más
usualmente empleadas en óptica, considerando que la luz viaja de
izquierda a derecha.

3. DETER'llNACION DE LDS RADIOS DE OJRVATIJRA PARA LAS DIf'ERE\'TES ZONAS DE
UNA SUPERFICIE CONICA

Para ~lCCYmás intuitivo al lector el desarrollo de esta sec-
ción, quisiérLUTIOs recordar, en primer lugar, el caso particular de una
circunferencia. En este caso es fácil visualizar que el radio de curva-
tura (r) de Ull..'1 circunferencia tiene el mismo v310r para cualquier zona

de un casquete de la superficie, y que la loc.1lización de las coon.lena-
das del centro de curvatura también es un punto único. De <lhí que con
un compás se puedan trazar circunferencias. UICgO entonces, preguntamos:
en el caso de las cónicas, ¿se tiene también un solo radio de curvatura
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y, conseruentemente, un solo centro de curvatura?
Para encontrar unas respuestas a las preguntas planteadas, va-

mos a tener que recurrir a algunos resultados de la geometría analiti-
ea(7). Así tenemos que la curvatura (e) de una superficie cualquiera es-
tá definida como la razón de cambio de la inclinación de la tangente al
recorrer un determinado arco de la curva (ver Fig. 4a). Es decir,

e d "as (9)

,
/'

/ I
/ ,

/ I

// I

a /a+Áa

, /, /

I /
/
/!J.a
/

x

z

Fig. 4 (a) Definición de la curvatura en un punto cualquiera de una su-
perficie en función de la razón de cambio de la tangente. (b) Cir-
cunferencia osculadora al punto P(x,y) y oon centro de curvatura
en el punto R(~,n).

Es a partir de esta definición, y para el caso de una superfi-
cie cualquiera, que se tiene la Ec. (10) en donde la curvatura para cier-
to ¡::untoo zona está en funci6n de la primera y segunda derivadas z f y
z":

e z" (10)
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Si aplicamos 10 anterior a la Ec. (8) se obtienen como resulta~
dos:

z' cx

[1 - (K+ 1)cZx,]1/2

z" c [1 - (K + 1)c',x' r3/2
(11)

Por 10 tanto, si consideramos que el radio de curvatura (R) es el inver-
so de la Olrvatura e (e = 1IR), se tiene que el caso general de R. para
cualquier zona de una cónica, ¡:uede ser expresado corno

R = [ 1
c ( 12)

Analizando la Ec. (12) es fácil observar la dependencia de R, de la zona
correspondiente para un valor particular de x que estemos considerando.
Por otra parte, para el caso particular de una circunferencia, cuando
K:: 0, tenemos que R = ~ = r. Es decir, para esta última situaci6n tene-
mos un radio único e independiente de la zona que se considere. Quisié-
ramos también hacer notar que paTa los casos de secciones en que estamos
cerca del eje óptico, el producto (e x)2 tiene valores muy pequeños y,
por lo tanto, el radio de curvatura es casi el mismo para cualquier cóni-
ca, y dicho radio de curvatura es denominado generalmente en óptica como
el radio de curvatura paraxial. Con referencia a la Fig. 1, se tiene
que cerca del eje 6ptico todas las c6nicas tienden a la circunferencia.

Por lo tanto, como respuesta a la pregunta sobre si existe un
solo valor para la curvatura o el radio de curvatura de una c6nica, he-
IOOS encontrado que no existe un valor único (ver resultados mostrados en
la Tabla 1). En la sección siguiente se derivarán las ecuaciones para de-
tenninar las coordenadas de dicoos centros de curvatura, correspondientes
a los diferentes radios R(x) , tomando como origen de coordenadas ya sea
el centro de curvatura o el vértice de la superficie o frente de onda.

4. DETE"HNAClON DE LOS CENTROS DE QJRVAlURA DE UNA CONlCA

De los resultados anteriores, y después de hacer un análisis
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cuantitativo e intuitivo, es difícil concebir la existencia de un solo
centro de curvaturJ para los diferentes radios de curvatura. Ahora bien,
comoya se mencionó, además de conocer las magnitudes de los radios de
curvntura (ver Tnhla 1), 10 que t3J1lbiénes importante e interesante es
determinar 13 posición de 105 centros de curvatura (c.c. de la Fig. 5a)
que correslxmdan a los radios de curvatura de las diferentes zonas del
frente de ond3 o superficie óptiC3 considerad3.

TABLA 1

x z R(x) ~ = z n x
e e

0.5 1.25E<; 100.0038 1."51'-5 100.0038 3.751:-3
1.0 5.00E-3 100.0150 1.00[-4 100.0150 1.50E-2

10.0 0.50 101 .5038 0.1000 101. 5000 1.50E-0
"5.0 3.1250 109.5"00 1.56"5 109.3750 9.375
50.0 12.5000 139.75.13 1".500 137.5000 37.500

100.0 50.0000 "8".84D 100.000 250.0000 150.000

Tabla 1 Parábola con K = -1 Y radio de curvatura paraxial r = 100 cm.
Todas las unidades están en cm. Se han dejado diferentes núme-
ros de cifras significativas en los valores de los diferentes
parámetros z, R, s, n, Zc y Xc para ejemplificar las variaciones
en ellos.

I\i.mqlleaqul no se V3 ;1 dar 13 derivación de la fórmula para ue-
tcnninar las coordenadas ~ y n de los centros de CUTV<1tllrade una curva
cónica, comoun resul taJo del c51cu10 diferenci31 (ver por ejemplo la
Ref. 7) se t ¡CIIC quc

"

z' ( 1 + Z'2)
X - z"

(13 )

+ z'2
Z + z"

donde z' y Z" significaíl la primera y segunda derivadas de z con respecto
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a x; las coordenadas ~ y n están medidas a partir del vértice V de la có-
nica (ver Fig. 5).

Lo que a continuación se presentará son las mismas coordenadas
de los centros de curvatura pero ahora medidas a partir del centro de
curvatura (e.c.) de la zona paraxial de la curva bajo consideración y las
designaremos por ze y xc' La realización de este camhio se debe a que
en óptica un parámetro importante que se usa tanto teórica como experi-
mentalmente es dicho centro de curvatura paraxial, aIYo valor numérico
es igual a T. De hecho, esto ya se había mencionado y aparece en la Ec.
(7) donde c = l/ro

r = ...Le
v

c.c.

I¿
T

,,
(

cáusticac. C .. - centro de curvat uro

Fig. 5 (a) Localización de los diferentes centros de curvatura de una su-
perficie cónica, correspondientes a diferentes puntos a lo largo
de la misma. (b) Representación de la sll!?erficie cáustica donde
se localizan los centros de curvatura (ver Tabla 1).

Para encontrar las ecuaciones de las coordenadas de los centros
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de curvatura con respecto al c.c. seguiremos los resultados obtenidos en
la Reí. 8, de uonde se tiene

z - Kz [3 + A (A - 3) ]
e

(14 )

xe -xcKz [2 + A (A - 3) ]
1 - A

con A cz (K+ 1).

5. RESULTAOOS y CCNCLUSIONES

Los resultados aquí obtenidos los podríamos resumir como sigue:
La Ec. (12) nos permite calcular los valores R(x) de los radios de curva-
tura. Con las FLs. (13) y (14) podemos calcular las coordenadas de los
centros de curvatura con respecto al vértice y al centro de curvatura,
respectivamente.

En la Tabla 1, junto a los diferentes valores de R(x) , están
tabulados también los valores de las coordenadas «. n) y (x , y). Ene e
la Fig. S(b) se muestra una amplificación de la forma de la curva cáus-
tica definida por los puntos correspondientes a los diferentes centros
de curvatura.

Debe quedar claro para el lector que la longitud de la curva
cáustica va en función directa del tamaño de la superficie o frente de
onda considerado. Por otra parte, para una superficie o sistema 6ptico,
de los cuales emerge un frente de onda afectado por aberraciones, la
cáustica adquiere una forma compleja y de dimensión variable. En la Fig.
6 se muestra una fotografía de dicfu's superficies cáusticas.

Antes de terminar nos gustaría hacer énfasis en la realidad ex-
perimental de las cáusticas (9) , (~e definitivamente son las imágenes de
puntos objetos, pero que en lugar de ser puntos i~1genes son superficies
visibles (cuando se forman imágenes reales) donde está distribuida la
irradiancia de la imagen. A diferencia de las nociones de rayos y fren-
tes de onda que son empleados para interpretar muchos fenómenos en 6nti-
ca, las cáusticas poseen una realidad cuyo tratamiento matemático ha lla-
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macla la atención en el transcurso del tiempo y actualmente está sufrien-
do transformaciones, encontrándose diversas aplicaciones a los resulta-
dos hasta ahora analizados y obtenidos,

Fig. 6 Superficie cáustica producida por una lente simple iluminada con
un láser de He-Ne de baja potencia.

En base a todo lo anterior. quisiéramos recordar la doble fina-
lidad del presente trabajo en el área de enseñanza. Una de ellas fue la
de presentar material que le fuera accesible al estudiante; y la segunda
consistió en presentarle, al mismo tiempo, una perspectiva nueva de un
tema clásico en óptica pero que, al igual que otras ramas de la ciencia
y la física en particular, en la actualidad se le husca menos enfoques,
desarrollos y aplicaciones.
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