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RESUMEN

Se introduce el concepto y la formulacidn, en un plano, de las
llamadas curvas causticas que fisicamente representan la distribucidn de
la irradiancia en la imagen de un punto objeto, producida por una compo-
nente o sistema Spticos. Por simplicidad se considera que dicha imagen
proviene de un frente de onda cénico producido por el sistema Sptico.

ABSTRACT

The concept and a simplified formulation of the so-called caus-
tic curves are introduced. It is assumed that the caustic curve is pro-
duced by a conic wavefront coming from an optical system or component.

* Parte de este trabajo fue presentado en el VI Congreso Nacional de Ense-
fianza de la Fisica, realizado en la U. de Guadalajara, Guadalajara, Jal.,
noviembre, 1980.
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1. INTRODUCCION

En general, las imdgenes producidas por un sistema o componen-
tes Opticos no son perfectas y adolecen de una serie de defectos 1lama-
dos aberraciones(1). Como resultado de estas imperfecciones, se tiene
que la distribucidn de la luz, que se supone deberia estar en un punto
imagen ideal, estd, en realidad, sobre una superficie. Las superficies
as1 formadas reciben el nombre de ciusticas y aunque desde el punto de
vista experimental han sido observadas desde hace tiempo, su formulacién
matemitica se ha ido desarrollando lentamente. El primer intento a este
respecto fue realizado por Gullstrand(®). En la actualidad este tépico
ha adquirido mayor auge y desarrollos matemiticos mds amplios y profun-
dos se han estado realizand0{3’4), con la idea principal de poder expre-
sar matemdticamente la forma de dichas superficies cdusticas.

En el presente trabajo se realiza un desarrollo simplificado
para encontrar la formulacién de las superficies cdusticas. Se supone
que la forma del frente de onda proveniente del sistema o componente op-
tico, puede ser una conica cualquiera (una circunferencia seria un caso
particular). Es conveniente aclarar que el término 'cénicas' se refiere
a las secciones de revolucién, tales como los hiperboloides, elipsoides
y paraboloides, en el caso tridimensional, y sus correspondientes curvas
en el plano.

Las derivaciones de las férmulas que representarin el contorno
de las superficies cdusticas se realizardn como sigue: En primer término
se obtendrd la ecuacidén de las cénicas en una forma particular, pero que
es la mis cominmente usada en Optica. A partir de dicha expresién mate-
mitica se obtendrd la férmula para los radios de curvatura de las dife-
rentes zonas del frente de onda, y a partir de ella se derivaran las for-
mulas para las coordenadas de los puntos que generarin la superficie cdus-
tica, pero medidas tanto a partir del vértice de la superficie o frente
de onda, como del centro de curvatura paraxial del frente de onda. Puede
ser que en lugar de un sistema se tenga una sola superficie éptica; en
este Gltimo caso la cdustica formada es equivalente a la formada por un

frente de onda proveniente de un sistema.
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2. DERIVACION DE LA FORMULA PARA LAS CONICAS

Con el objeto de simplificar la formulacién, los planteamientos
se llevardn a cabo para un plano solamente, sin que esto implique perder
generalidad pues es bastante sencillo pasar del caso bidimensional que
presentaremos al caso tridimensional (en las siguientes férmulas es nece-
sario substituir sélo x2? por s2=x2+y2),

Como ejemplo del tipo de ecuacién que queremos obtener para
las conicas, se derivard a continuacién la férmula para el caso particu-
lar de la circunferencia. Una vez logrado lo anterior, la formulacién
que desarrollemos para las cdnicas tenderd a buscar la misma estructura
de la Ec. (2).

En coordenadas rectangulares la ecuacién de una circunferencia,
cuyo centro estd a lo largo del eje z, estd dada por

x2 + (z-1)2 = r2 | (M

De la Ec. (1) fiacilmente se obtiene

c x?
1+ /1-x2c2

donde ¢ = 1/r.

La representacidn de la Ec. (2) estd mostrada en la Fig. 1y
de la misma se explica el signo positivo del radical del denominador de
la Ec. (2). La conveniencia de expresar en &ptica las curvas de los
frentes de onda o superficies 6pticas(5) como se muestra en la Fig. 1,
es porque generalmente se trabaja con los casquetes o secciones de las
superficies y consecuentemente con los frentes de onda salientes del sis-
tema. Cabe aclarar que los ejes de simetria respectivos de cada superfi-
cie, idealmente se suponen alineados respecto a un eje de simetria comin,
denominado el eje 6ptico del sistema.

En lo que sigue se derivari una expresién semejante a la Ec.
(2) pero ahora para las cénicas, donde, como ya se menciond, el caso de
la circunferencia deberd estar contenido como un caso particular. Sin
embargo, con el objeto de darle fluidez al escrito, los detalles de la
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derivacién no se presentardn. Los interesados pueden derivar sin proble-

ma alguno, paso a paso, los desarrollos presentados que resumen los re-

sultados de mayor importancia.

A

circunferencia

zona
paraxial

eje
optico

Fig. 1 Diferencias entre las secciones cénicas y la circunferencia, to-
mando como referencia esta diltima.

(6)

A partir de la ecuacién general de segundo grado

ayy x2 + ajp Xz + ayp 22 + 2ay, X + 2ap, z +azg; = 0 3

nosotros deseamos obtener una ecuaci6én muy semejante, en primer lugar, a
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la Ec. (1) para de alli pasar a otra parecida a la Ec. (2). Para lograr
este objetivo es necesario eliminar los términos cruzados x y, y el co-
rrespondiente a y. Esto se puede hacer mediante una rotacidn y trasla-
cién adecuadas de los ejes(7), de tal manera que se obtiene una expresién
simplificada dada por

x2+ 222+ 2uz+F = 0 (4)

Los valores de los coeficientes A, u y F pueden ser encontrados y expre-
sados en funcién de algunos de los parimetros mis conocidos de las cbni-
cas, de tal manera que en referencia a la Fig. 2, es posible obtener las
expresiones siguientes:

b2 b2

X=a2,u='—,F=0. (S)

Sin embargo, en lugar de substituir los resultados de la Ec. (5) en la
Ec. (4), expresaremos A y u en funcién de otros parimetros mis convenien-
tes y generalmente empleados en Optica. Estos pardmetros son la constan-
te de conicidad K = -e? (e=excentricidad), y el radio de curvatura r de
la superficie en su zona paraxial (regidn cercana al eje Optico). Asi
tenemos que podemos escribir

2
Rl ®
El signo de b%/a de esta Ec. (6) se obtiene, considerando la curvatura c
de la superficie con signo positivo, cuando el centro de curvatura estd
a la derecha del vértice. Substituyendo los valores de A y u obtenidos
en las Ecs. (5) y (6), dentro de la Ec. (4) y al mismo tiempo resolvien-
do la ecuacidn de segundo grado obtenida para z, se obtiene
{«01-0+B)c2 272

(1 + K)c

Z

, (M

donde el significado del signo negativo del paréntesis rectangular en el
numerador se debe a que s6lo se usa la rama negativa de la solucidn de la
cuadridtica, que al mismo tiempo mantiene la convencién de signos explica-
da anteriormente.
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b.—semieje menor

Fig. 2 Parametros de una elipse.

Para evitar el caso singular que se presentaria en la Ec. (7)

cuando ¢ = 0 (superficies planas), la misma Ec. (7) la transformamos en

2
z = = ® , (8)
1T+ [1-(K+1)c2s2]1/2

que se obtiene a partir de dicha ecuacién al multiplicar numerador y de-
nominador por {1 + [ 1 - (1 + K)c? s? ]1/2}. Por lo tanto las cénicas
quedan representadas por la Ec. (8), considerando que los valores de la

constante de conicidad (K) estdn dados de acuerdo a la siguiente tabla:

K = 0 esfera,
K = -1 pardbola,
K > 0 elipse,
K < -1 hipérbola
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De acuerdo a la Ec. (8) y a nuestra convencién de signos para la curvatu-
ra ¢, la curva para ¢ positiva esti mostrada ep la Fig. 3(a) y la curva

correspondiente para c negativa estd en la Fig. 3(b).

X X
]

N/

C>0 CcO

Fig. 3 Convencidn de signos para las curvaturas de las superficies mas
usualmente empleadas en Optica, considerando que la luz viaja de
izquierda a derecha.

3. DETERMINACION DE LOS RADIOS DE CURVATURA PARA LAS DIFERENTES ZONAS DE
UNA SUPERFICIE CONICA

Para hacer mds intuitive al lector el desarrollo de esta sec-
ci6n, quisiéramos recordar, en primer lugar, el caso particular de una
circunferencia. En este caso es ficil visualizar que el radio de curva-
tura (r) de una circunferencia tiene el mismo valor para cualquier zona
de un casquete de la superficie, y que la localizacién de las coordena-
das del centro de curvatura también es un punto dnico. De ahi que con
un compds se puedan trazar circunferencias. Luego entonces, preguntamos:

en el caso de las conicas, jse tiene también un solo radio de curvatura
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y, consecuentemente, un solo centro de curyatura?

Para encontrar unas respuestas a las preguntas planteadas, va-
mos a tener que recurrir a algunos resultados de la geometria analiti-
ca(7). Asi tenemos que la curvatura (c) de una superficie cualquiera es-
td definida como la razén de cambio de la inclinacidn de la tangente al
recorrer un determinado arco de la curva (ver Fig. 4a). Es decir,

_ kim Ao da
C =ps+0 &5 -~ dT5 ° (9)

Y

Ny

(a) (b)

Fig. 4 (a) Definicién de la curvatura en un punto cualquiera de una su-
perficie en funcidn de la razén de cambio de la tangente. (b) Cir-
cunferencia osculadora al punto P(x,y) y con centro de curvatura
en el punto R(E,n).

Es a partir de esta definicién, y para el caso de una superfi-
cie cualquiera, que se tiene la Ec. (10) en donde la curvatura para cier-
to punto o zona estd en funcién de la primera y segunda derivadas z' y
Al

zl'
c o= o (10)
(1 + 2'2}3/2
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Si aplicamos lo anterior a la Ec. (8) se obtienen como resulta-

dos:

CcX

z!' =
C1- (k+1)c2x2]"?

2

amn

z\ c [1- (K+ 1c?x? ]'3/2

Por lo tanto, si consideramos que el radio de curvatura (R) es el inver-
so de la curvatura c(c = 1/R), se tiene que el caso general de R, para
cualquier zona de una conica, puede ser expresado como

R = %~[ 1-Kezx2]¥2 (12)

Analizando la Ec. (12) es fédcil observar la dependencia de R, de la zona
correspondiente para un valor particular de x que estemos considerando.
Por otra parte, para el caso particular de una circunferencia, cuando
K = 0, tenemos que R = % =r. Es decir, para esta iltima situacién tene-
mos un radio Gnico e independiente de la zona que se considere. Quisié-
ramos también hacer notar que para los casos de secciones en que estamos
cerca del eje dptico, el producto (c x)?2 tiene valores muy pequefios vy,
por lo tanto, el radio de curvatura es casi el mismo para cualquier céni-
ca, y dicho radio de curvatura es denominado generalmente en &ptica como
el radio de curvatura paraxial. Con referencia a la Fig. 1, se tiene
que cerca del eje Optico todas las cdnicas tienden a la circunferencia.
Por lo tanto, como respuesta a la pregunta sobre si existe un
solo valor para la curvatura o el radio de curvatura de una cénica, he-
mos encontrado que no existe un valor Ginico (ver resultados mostrados en
la Tabla I). En la seccién siguiente se derivarin las ecuaciones para de-
terminar las coordenadas de dichos centros de curvatura, correspondientes
a los diferentes radios R(x), tomando como origen de coordenadas ya sea
el centro de curvatura o el vértice de la superficie o frente de onda.

4. DETERMINACION DE LOS CENTROS DE CURVATURA DE UNA CONICA

De los resultados anteriores, y después de hacer un andlisis
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cuantitativo e intuitivo, es dificil concebir la existencia de un solo
centro de curvatura para los diferentes radios de curvatura. Ahora bien,
como ya se menciond, ademds de conocer las magnitudes de los radios de
curvatura (ver Tabla I), lo que también es importante e interesante es
determinar la posicién de los centros de curvatura (c.c. de la Fig. 5a)
que correspondan a los radios de curvatura de las diferentes zonas del

frente de onda o superficie éptica considerada.

TABLA 1
4% i R(x) £ = z, n X

0.5 1.25E=3 100.0038 1.25E-5 100.0038 3. 75E-3
1.0 5.00E-3 100.0150 1.00E-4 100.0150 .. /50E~2
10.0 0.50 101.5038 0.1000 101.5000 1.50E-0

25.0 3.1250 109.5200 1.5625 109.3750 9.375

50.0 12.5000 136.7543 12.500 137.5000 37.500

100.0 50.0000 282.8427 100.000 250.0000 150.000

Tabla I Pardbola con K = -1 y radio de curvatura paraxial r = 100 cm.

Todas las unidades estdn en cm. Se han dejado diferentes nime-
ros de cifras significativas en los valores de los diferentes
parametros z, R, &, n, zc Y %, para ejemplificar las variaciones
en ellos.

Aunque aqui no se va a dar la derivacién de la férmula para de-

terminar las coordenadas £ y n de los centros de curvatura de una curva
cénica, como un resultado del cdlculo diferencial (ver por ejemplo la

Ref. 7) se tiene que

E e o x-2 0 7' 2} ’
zl‘
(13)
noE g Lt 2'2 :

donde z' y z" significan la primera y segunda derivadas de z con respecto
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a x; las coordenadas £ y n estdn medidas a partir del vértice V de la c6-
nica (ver Fig. 5).

Lo que a continuacifn se presentari son las mismas coordenadas
de los centros de curvatura pero ahora medidas a partir del centro de
curvatura (c.c.) de la zona paraxial de la curva bajo consideracién y las
designaremos por Z. Y Xx_ - La realizacién de este cambio se debe a que
en dptica un pardmetro importante que se usa tanto tedrica como experi-
mentalmente es dicho centro de curvatura paraxial, cuyo valor mumérico
es igual a r. De hecho, esto ya se habia mencionado y aparece en la Ec.
(7) donde ¢ = 1/r.

|
1|
|

:’_‘ (zx)
|| C.C.

] 4] i i
/

Vr‘

0

ol-

c.c..—centro de curvatura cdustica

Fig. 5 (a) Localizacidn de los diferentes centros de curvatura de una su-
perficie cdnica, correspondientes a diferentes puntos a lo largo
de la misma. (b) Representacidn de la suverficie cdustica donde
se localizan los centros de curvatura (ver Tabla E).

Para encontrar las ecuaciones de las coordenadas de los centros
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de curvatura con respecto al c.c. seguiremos los resultados obtenidos en
la Ref. 8, de donde se tiene

3]
]

-Kz[3+A(A-3)] ,
(14)

-xcKz

-
|

C2+ A (A-3) ]
1-A ’

con A =cz(K+1).
5. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Los resultados aqui obtenidos los podriamos resumir como sigue:
La Ec. (12) nos permite calcular los valores R(x) de los radios de curva-
tura. Con las Ecs. (13) y (14) podemos calcular las coordenadas de los
centros de curvatura con respecto al vértice y al centro de curvatura,
respectivamente.

En la Tabla I, junto a los diferentes valores de R(x), estén
tabulados también los valores de las coordenadas (£, n) y (xc, yc). En
la Fig. 5(b) se muestra una amplificacién de la forma de la curva cius-
tica definida por los puntos correspondientes a los diferentes centros
de curvatura.

Debe quedar claro para el lector que la longitud de la curva
caustica va en funcién directa del tamafio de la superficie o frente de
onda considerado. Por otra parte, para una superficie o sistema 6ptico,
de los cuales emerge un frente de onda afectado por aberraciones, la
cdustica adquiere una forma compleja y de dimensién variable. En la Fig.
6 se muestra una fotografia de dichas superficies ciusticas.

Antes de terminar nos gustaria hacer énfasis en la realidad ex-

©))

perimental de las cdusticas'”’, que definitivamente son las imigenes de
puntos objetos, pero que en lugar de ser puntos imdgenes son superficies
visibles (cuando se forman imigenes reales) donde estd distribuida la

irradiancia de la imagen. A diferencia de las nociones de rayos y fren-
tes de onda que son empleados para interpretar muchos fendmenos en opti-

ca, las ciusticas poseen una realidad cuyo tratamiento matemdtico ha 1lla-



257

mado la atencidn en el transcurso del tiempo y actualmente estid sufrien-
do transformaciones, encontrandose diversas aplicaciones a los resulta-

dos hasta ahora analizados y obtenidos,

Fig. 6 Superficie cdustica producida por una lente simple iluminada con
un ldser de He-Ne de baja potencia.

En base a todo lo anterior, quisiéramos recordar la doble fina-
lidad del presente trabajo en el drea de ensefianza. Una de ellas fue la
de presentar material que le fuera accesible al estudiante; y la segunda
consistid en presentarle, al mismo tiempo, una perspectiva nueva de un
tema cldsico en Optica pero que, al igual que otras ramas de la ciencia
y la fisica en particular, en la actualidad se le busca menos enfoques,

desarrollos y aplicaciones.
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