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RESUMEN

El presente trabajo tiene como objeto mostrar que la demostracidn
de von Neumann sobre inexistencia de variables ocultas es matemiticamente
impecable, pero que est3 utilizando implicitamente una hipbtesis muy res-
trictiva, a saber, que toda probabilidad en la mecfnica cuintica debe sur
gir del formalismo matemi3tico usual de ella. Pero si se acepta cierto
principio fisico heterodoxo de caricter general, entonces se da cabida a
la existencia de probabilidades conjuntas, a las probabilidades condiciona
les y, por consecuencia, a ciertos entes matemdticos que formalmente cum-
plen las condiciones que se suele pedir a ciertas variables para ser varia
bles ocultas. Ademds, se obtiene que esos entes resultan ser dispersivos.

ABSTRACT

The object of the present paper is to show that von Neumann's
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proof that hidden variables do not exist is mathematically impeccable,
but that he is implicitly employing a very restrictive hypothesis which
is that every probability in gquantum mechanics must arise from its usual
mathematical formalism. But if a certain heterodox physical principle of
a general character is accepted, the existence of joint probabilities may
be established, leading to conditional probabilities and, in consequence,
to certain mathematical entities that formally fulfill the conditions
that are usually required for certain variables to be interpreted as
“hidden". Those entities turn out to be dispersive.

1. INTRODUCCION

()

para probar que el comportamiento -en el mundo atémico es acausal o inde-

El criterio de von Neumann, como lo bautizd Mme. P, Février

temminista esencialmente, consiste en probar que existe un ensamble que
sea a la vez puro y dispersivo.

Von Neumann demues‘cra(2 que todo ensamble generado por el vec
tor de estado,9(||9|| = 1) es puro y dispersivo. La demostracibn es a
partir de la hipbtesis implicita de que todas las probabilidades sean ori
ginadas de la manera ya conocida por su operador estadistico o, en gene-
ral, por el anlisis funcional, que es el formalismo matemAtico usual
(F.M.U.) de 1a mecénica cufntica (M.C.).

Los aspectos que toca el presente trabajo son los de mostrar
que la demostracibén de von Neumann es matemAticamente inobjetable, para
lo cual se demuestra su teorema a partir de lo que se ha tenido, se ha
aceptado y se ha usado desde Born: un vector de estado que genera un en-
samble de sistemas cufnticos y una coleccibén de operadores por medio de
los cuales se conocen ciertas propiedades estadisticas de los sistemas de
ese ensamble; y que no es objetando la validez de la herramienta matemiti
ca o la légica que se usan como se puede echar abajo la "demostracién" de
que "la naturaleza ha prescindido del principio de razbn suficiente', si-
no replanteando las concepciones de base sobre las que von Neumann cons-
truye la mechnica cufintica. Es por esto que se hace una formulacién mate
mitica que permite la construccibén de ciertas probabilidades condicional;-s
que no surgen de y en el F.M.U. de 1a M.C., pero que hacen que los ensam-
blf':s originados por un vector de estado sean impuros y dispersivos, cum-
pliendo asi esa condicién necesaria, mas no suficiente, que von Neumann
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pide a una teoria para ser causal, para tener variables ocultas, .i.¢.,
para ser determinista esencialmente.

La formulacién matemitica que se presenta en este trabajo tie-
ne por base fisica el principio de que en cada instante un sistema cufinti
co tiene simulténeamente energfa, posicién, momento, espin, etc.; princi-
(3) , de la Pefia y Cetto(d) y
Wigner(s) (jaunque no se crea!). Este princ1p10 hace posible la construc

pio sostenido, por ejemplo, por Einstein

cién de probabilidades conjuntas de magnitudes ffsicas asociadas a opera

dores hermiteanos que no conmutan y cuyas probabilidades marginales coin

ciden con las usuales en la M.C. (6,7), ; aunque, hay que recalcarlo, éstas

no pueden surgir del F.M.U. de la M.C.(7). Con esta formulacibn se 1le

ga entonces a que: a) nose puede afirmar que la mecinica cufntica es una
teoria acausal, y b) no se puede afirmar que no existen variables ocul-

tas.

Para mostrar lo dicho, nos es suficiente trabajar en un espacio
de Hilbert complejo y separable; ademis, usaremos la representacién espec
tral de - un operador hermiteano continuo, k definido y con valores en
aquél, 1 % X donde x, es el autovalor correspondiente al autoespac1o
Xl, compuesto por todos los autovectores correspondientes a X, X_ repre-
sentari la proyeccién asociada al autoespacio X (8) :

2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE VON NEUMANN.

En la seccibén 1 del Cap. IV del libro de von Neumann(z}, éste da
un criterio que permite determinar si una teoria es indeterminista esen-
cialmente: es suficiente probar que existe un ensamble que sea a la vez
puro y dispersivo.

Ensamble puro.- Sea E un ensamble donde para cada magnitud fisica R con
valores 1;, T,,... se tiene su distribucién de probabilidad P(r ),

=1,2,... El ensamble E se dice que es impuro si es mezcla de dos (o
mas) subensambles diferentes E' y E", con probabilidades P' y P, respec
tivamente, tales que para cada magnitud fisica R se tiene que

P(ry) = aP'(r,) + gP" (r,) (i * T,250.:) 5
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donde oy @ son reales positivos que suman uno y que ademéds son indepen-
dientes de R. Y se dird que el ensamble es homogéneo o puro cuando la

férmula anterior implique que

= Pt = ' 1 =
Hrg P(rﬂ P(rg (2% 12800
para cualquier magnitud fisica R,

Ensamble dispersivo.- Un ensamble es dispersivo si existe al menos una
magnitud f{sica definida en é1 con dispersibn positiva. Y serd no disper
sivo cuando toda magnitud fisica definida en é1 sea constante, i.e., con
dispersibn cero.

Partiendo del F.M.U. de la M.C. (el anflisis funcional) y del en
samble de sistemas cufnticos preparado en cierto estado, se puede demos-
trar en forma matemAticamente impecable que la mecénica culntica es una
teoria indeterminista esencialmente y, por lo tanto, se demuestra la in-
existencia de variables ocultas. Veamos: consideremos un espacio de
Hilbert y una coleccién de operadores hermiteanos R, ﬁ,,,,. 2, definidos
y con valores en ese espacio, de importancia para cierto problema. Consi
deremos el ensamble E o de sistemas culnticos preparados en cierto esta
do |a> autovector del operador A con autovalor a. E1 valor medio de la
magnltud fisica *, asociada al operador X con desarrallo espectral
X = \ , sobre el ensamble E lo denotaremos por M X en vez de la

1
notac1on usual <a|X[a>, y este valor medio es igual a

M|a> X = (X|a>,|a>) = zxi(Xi|a>,|a>) = zxi||Xﬂa>”2 s

donde ILXi|a>112 es la probabilidad de que sobre ese ensamble la magnitud
fisica X tome el valor x,.
La dispersién de X sobre ese ensamble la denotaremos por DI " b
a

y serd igual, como es usual, a

‘)()2

¥ 2
M|a>{X - M|a> [(X - MIa> X) [a>,|a>]

o A
(&m0l &-m Dl

y esto Gltimo en vista de que (X - Mla> X) es operador hermiteano.

Con esto veamos que Eta> es dispersivo y puro:
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Es dispersivo.- Tomemos un operador R de la lista de operadores
anterior que para nada comnmute con K, situacibén que debe ocurrir
para que esa lista sea digna de tomarse en cuenta; como

D|a> RZ 0 siempre, Supongamos que D|a> R = 0; Etilizando la G1ti-
ma expresibén de la dispersién, tendremos que (R - M , Rja> = 0;
de lo cual se obtiene que R|a> =M™ R)|a>, 1o cual nos dice
que, al ser |a> autovector de R queaR y A conmutan al menos sobre
el subespacio lineal generado por |a> . Por lo tanto, si R para

nada conmuta con A entonces debe tenerse que D , R>0. Entonces

a

el ensamble E| es dispersivo. |
ax

Es ensamble puro.- Supongamos que el ensamble E , con probabi-

lidad P 558 es impuro, i.e., que E! ., es mezcla Ae dos subensam-

bles E! < ¥ ET » Cuyos correspondientes sistemas cuinticos tam

bién estén en el estado |a> pero cuyas respectivas probabilidades

p! y P\, diferentes, se relacionan con P por medio de
|a> l ® |a>

P + BP" 5

|a>

donde o y g son nimeros reales positivos que suman uno.

o '
|a> U.Pla>

Tomemos la magnitud fisica R, correspondiente al operador

R = zr ﬁ ; si para cada i, P ,(r;) denota la probabilidad de que
la magnltud fisica R tome el valor T, sobre los sistemas del en
samble Ela> ] (r ) denota la probabllldad de que la magnitud
fisica R tome el valor T, sobre los sistemas de ensamble E' s T
PTa> (r ) denota la probabllldad de que la magnitud fis1ca R to-
me el valor T, sobre los sistemas del ensamble E” , entonces,

por la relac1on entre estas probabilidades, tendremos que

& 1
Pia>(ri) aP[a> (r ) + gP! la> (ri)
para cada valor r, de cada magnitud fisica R; como esas probabili
dades deben ser orlglnadas por el formallsmo matemétlco usual, en
tonces deberén existir proyecc1ones Rl, Rll y R:_con las cuales
Plas ;) = [IR[&] |2, B (r) = [|RY, [&>]|7 y

P' (r.) = |IRP[a>||2. Tendremos entonces que
|a> i 1
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1R Ja>] |2 = ol [Ry|a>]|2 +8IRy|a>[|*
de la cual se obtiene

(ﬁi|a>, |a>) = a(ﬁl]aza, |as) + B(ﬁ-i-|a>, |a>)
y como esto sucede para cualquier vector normalizado, se obtiene
que
= “Rl + BR;
obteniendo, asi, una formulacién del problema probabilista en tér
minos de proyecciones, o sea, del F.M.U. de la M.C. Como los i
cos autovalores de ﬁl son 0 6 1, tendremos que: si y es un vector

~

normallzado tal que R = &y, donde § es 0 6 1; tendremos que

= R, 050
Si en este producto substituimos aR' + SR" por R obtendremos
que

(GR' + BR)V,0| = a(R! 9,0) + BR! 0,0) .
A 1 = X

Y, como (éw,w) = (50, S0) = ||Sp||? para cualquier proyeccibn S;
obtenemos de lo anterior que § = u|1§l¢|{2 + B||ﬁ'i't01|2 . Ahora,
tomando en cuenta las condiciones sobre @ y 8, obtenemos que

[ IRyol1% = [IRy0]|? = &; por lo cual Ry, 0) = R0,0) = 6. Y
esto implica que R‘$' = Rg P =480 .,

Por (iltimo, tomando cualquier vector normalizado ¥ y expreséndolo
como la suma de dos vectores ortogonales, LBay

= R, ¢+ (I e il )@ donde T - R es la proyeccibn ortogonal co-
rrespondlente a R , tendremos por lo anterior que

Ry =R!Y =R'V .

i 1 L8

Con lo cual hemos demostrado que las proyecciones ﬁi . ﬁi y ﬁ;
son iguales.

Por lo tanto, si en un ensamble generado por un vector de estado
|a> su probabilidad P
babilidades Pia>
F.M.U., i.e., como los cuadrados de las magnitudes de proyeccio-

a> €5 combinacién lineal convexa de dos pro

y P, » ¥ si todas estas esthn dadas por el
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nes del vector de estado, normalizado, necesariamente esas proba
bilidades son iguales entre si; llegamos asi a la conclusibn:
Todo ensamble generado por un vector de estado es puro.

Ahora, si se quiere sostener el Principio del Determinismo Clési
co, que von Neumann identifica con el Principio de Causalidad o Principio
de Razén Suficiente, que establece que dos sistemas en el mismo estado se
comportan en la misma forma bajo cualquier proceso de medicibn, entonces
se estl sosteniendo que |a> no da la informacidén completa sobre las pro-
piedades f{sicas de cada sistema del ensamble cuéntico sino Gnicamente in
formacién de caricter estadistico de ellas; por lo cual el ensamble cufn-
tico E|a> debe ser una mezcla de subensambles preparados en sus correspon

dientes estados verdaderos. Pero esto no puede ser porque E es un

| a>
ensamble puro.

Por lo tanto, en base a que todas las probabilidades que usen de
ben surgir del formalismo matemitico de la mecinica cufintica, suponer vi
lido a nivel cufntico el Principio de Razdén Suficiente conduce a una
contradiccién. No es que la informacién dada por |a> sea incompleta.
"No es entonces nuestra ignorancia la causa de la dispersién, sino la pro
pia Naturaleza que ha prescindido del Principio de Razén Suficiente(z)
Y como no hay causas ni explicaciones para que dos sistemas cufnticos en
el mismo estado se comporten en forma diferente bajo el mismo proceso de
medicién, entonces el mundo atémico es indeterminista esencialmente, y no
sblo aparentemente, por lo que no puede haber elementos escondidos, infor
macibn adicional, afin no descubiertos que junto con |a> determinen causal
mente los valores de las diferentes magnitudes fisicas de cada sistema

del ensamble.
3. SOBRE PROBABILIDADES CONJUNTAS

Enfoquemos la teoria probabilista de la fase estacionaria de la
mecAnica cuintica en la siguiente forma: teniendo un espacio de Hilbert
y una coleccibn de operadores hermiteanos R,...,i, definidos y con valo-
res en ese espacio, que son importantes para cierto problema,

1° Consideremos el ensamble de sistemas cuinticos que se encuentran
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en c1erto instante en el estado |a>, autovector normalizado de A.
Si X es un operador de aquella coleccién y rx X es su desarrollo
espectral la probab111dad de los sistemas cuantlcos del ensamble

que tienen su X igual a x; esté dada por P >(xi} | X [a>||2
Hasta aqui el enfoque estadistico tradicional desde Born.

2° Considérese, en contra de las concepciones de la corriente de

Copenhagen y sus afluentes, por ejemplo, para citar sblo dos fi-
guras, von Neumann(z) y Landau(g), que en cada instante un siste
ma culntico tiene a la vez energla, momento, p051c16n, etc.,
Elnsteln(s) de la Pefa y Cetto(4), etc. En base a esta concep-
cibn, representemos cada sistema cuintico de los producidos en el
ensamble anterior, como un vector con componentes reales y tantas
como operadores consideremos en la coleccién anterior, i.e., re-

presentaremos un sistema cuintico por

(a, by, Cyrenes Z)
donde a es e1 autovalor de A asociado al autovector |a>, b es un
autovalor de B,... y z, es un autovalor de Z A la totalldad de
los sistemas posibles 10 denotaremos por s B simplemente por
(a). Y, por ejemplo, (a,xi,yj) denotari el conjunto de todos
aquellos sistemas cufnticos que tengan el valor correspondiente a
X igual a X, Y que tengan el valor correspondiente a Y igual a g
pero gue estén en el estado |a>, todo esto en el instante con51de
rado. A veces, por brevedad, cuando no se preste a confusifn,
ese conjunto se representari por (x ,g ). También diremos que
estando los sistemas de (a, X503 ) en el estado de }a> de A tam-
bién est4n en el estado X. de X y en el estado V. de Y donde X;
es el autoespacio de X correspondlente a su autovalor X, ¥ V
es el autoespacio de Y correspondiente a su autovalor 4y

La magnitud fisica X, asociada al operador X, de un sistema culn
tico serf, entonces, el autovalor correspondiente a ese operador que tenga
el sistema culntico, i.e., X(a, s P ,....,zk} = ., 0 sea que esa mag
nitud fisica es una funcién definida sobre el CODJUHtO de todos los siste

mas cuinticos (a) y con valores en el espectro de X o(X) L T e
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En esta formulacibn, X sefiala una propiedad de un sistema cuintico, en qué
estado de X esti éste y de ninguna manera es una medicibn perturbadora de
las que considera, por ejemplo, von Neumann.

Habiendo hecho tal formulacién, surge entonces de manera natural
la pregunta de cuil es la probabilidad de un evento, digamos, de la forma
(X =x, o b =Y, ) = (x,,y,) para el caso en que X y Y no conmuten, va que la
respuestd se tiene cuagdo conmutan., Notando que una probabilidad es ori-
glnada por el F.M.U. de 1la M C. cuando ella es de la forma
||Pi\p||2 = [P m ), donde P es una proyeccién y ¢ un cierto vector norma
lizado, no hay que ir muy leJos por la respuesta: no existe un operador

©)

hay recetas para construir tal tipo de probabilidades

Pero, sin embargo,

(6,7).

hermiteano que origine esa probabilidad conjunta
; ¥ son recetas
en cuanto que, por lo dicho recientemente, el F.M.U. es incapaz de origi-
narlas en forma natural y, menos alin, determinarlas.

Se exhibird la receta expuesta en la (iltima de las referencias
anteriores: conviniendo en denotar p & i (x ) Yy q. = ‘ (g ), donde
las probabilidades en los segundos miembroe Cbtdn dadas de la mancrd di-

cha en 1° de esta seccibn, definamos

Piqj/2 +* ([N [5))

P(x0y,)
donde
a) [i) denotari al intervalo cerrado por la izquierda y abierto por
la derecha [(1 + p, +...+pi_l)/2, (1 + py. +aaak pi)/Z) y [j) deno
tard al intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la dere-

chig [0 % 0% %sa:® g, )2 [ *qp *su® G, 0/2)s
el 3

b) 2( ) denotard la longitud o medida de Lebesgue de lo que aparczca

dentro del paréntesis.

Veamos que a partir de tal definicién se puede construir una pro
babilidad a la Kolmogorov sobre el campo ¢ generado por los eventos de la

forma {xi,gj} y que ademds es tal que:
i p =P 5P =P ;
i) 1 (xi,gj) |a>(gj) y i (xi,ujJ Ia>(xi)
ii) con esta probabilidad conjunta X y Y son dependientes en el senti

do probabilista usual; en otras palabras: P(x ,y ) no es la proba
i3

bilidad ivial P P .
ilidad trivia |a>(xi) |a>(yj)
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A.

B.

Es claro que a partir de su definicién
0 P(Xi,yj) s 1

Veamos que J P(xi,45) = 1
1,7,
Primero, se %1ene que

JE P(x4,y5) =§. (pigj + 2([1)n [3))
=pi/2 + gl([i)ﬂ [3))

y como [1)n[j) y [i)n [j') son ajenos si j # j', se tendra,
usando propiedades de la medida de Lebesgue, que

Le(fi)n [3)) = ) n (51 = 2([i)n £[5)),

B 1) 3|
y como Z[j) = [%,1)=[i), obtendremos que

3j
P;/2 + La([i) n [3]) = py/2 + a[i) = p;/2 + p;/2 = p; .
J
Por lo tanto, ;‘2 P(xi,yj) = P|a>("i)' De manera similar se
demuestra que z P(xi,yj) = P]a>(gj). Y de todo esto es claro
b 3

que |} P(xi,yj) =1,
1,]

. Como todo el espacio Q a>S€ puede expresar como la suma (unién

de eventos ajenos) de todos los eventos de la forma (xi,gj),
el campo ¢ generado por ellos es aquel que consiste de las su
mas a lo mis numerables de eventos de este tipo; por lo cual
la funcién P definida sobre la coleccién de eventos (xi,gj) se
puede extender de manera {inica en tal forma que resulta ser me
dida de probabilidad sobre ese campo g.

Por {iltimo, nétese que &([i)n [j)) es cero o una de las dife-
rencias posibles entre dos de los nfmeros que son extremos de
los intervalos que intervienen, lo cual no puede ser de la

forma p,q./2.
it
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4. SOBRE PROBABILIDADES CONDICIONALES

Habiendo podido definir probabilidades conjuntas, podemos cons-
truir probabilidades condicionales como se hace normalmente; aunque tampo
co éstas estfin determinadas unfvocamente, denotaremos por P (x; |y ¥ @1
cociente P(x 2. )/P|a>(y ), y seré la probabllldad de la co{eCC16n de sis
temas cuéntlcos que estando en el estado vy de Y estén también en el esta
do X; de X del ensamble de sistemas cuéntlcos en el estado |a>.

Y tomando un operador Y para el cual Y. |a># 0, para cualquier
proyeccibn Y del desarrollo espectral de Y podanos construir los suben
sambles d1ferentes ([a,yj), P a>(|yj)), para j = 1,2,..., cuya mezcla nos
da el ensamble original ((a), Pl ), en los témminos siguientes:

i) (a) = Z(a,y ) con (a,gl)n (a,4,) = ¢, j#k.; i.e., la coleccibn de
todos ios 51stemas posibles de los subensambles es igual a la colec
cién de todos los sistemas posibles del ensamble original.

ii) la probabilidad del ensamble original, dada por el F.M.U., es una
combinacién lineal convexa de las probabilidades de los subensam-
bles, o sea

Pla) a ? P|a>( Iy') p[a>(y')’

en la cual: 12, como funciones Pl ( |g Yy P ( ka » J # k, son dife-

rentes; 22 las P (g ) son positivas suman uig>y son independientes del
evento a quien sé apllque la probabilidad del ensamble, von Neumann(z).
Por lo cual, concluimos, el ensamble ((a), P a>) es impuro.
La contradiccién con lo demostrado en la seccibn 2 es sblo
aparente: en su demostracién, von Neumann pide implicitamente que las pro
|a>

babilidades P! y P,, sean originadas por su operador estadistico, lo
que equivale a que eli

as sean originadas por el F.M.U., como aqui se hizé;
é1 estd usando una hipbtesis mis de las que enuncia; el teorema debe ser
enunciado asfi:

E1 ensamble generado por un vector de estado es puro respecto a
las probabilidades dadas por el formalismo matemdtico usual de
la mecdnica cudntica .
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Entonces, lo que hemos demostrado en esta parte es que si quita
mos la restriccibén de cémo deben ser esas probabilidades condicionales,
si no las restringimos a que sean originadas por ese formalismo matemiti-
co, entonces los ensambles son impuros.

Para redondear esta parte verifiquemos que cada P|a>(|vj) no es
originada por el F.M.U. de 1la M.C.: supongamos que lo sea, esto es,que
esa probabilidad condicional estd dada a través de cierta proyeccién,
i.e., que P|az(xi|gj} =A|[X3|a>|[2; obtenemos entonces que
P{xgsus) = ||§§|a>[|2||Yj|a>|]2 y como P]a>{xi) =A§P(xi,yj) obtenemos que
P|a>(xi) = ||X1|a>|12, dg lo cual se tiene que ||Xih>|1i= |1X1|a>l]2; de
esto obtenemos que X; = X} y por lo tanto P(xi,yj) = ||Xi]a>||?|ij|a>|}2.

Pero P(xj,y5) no fue escogida asi; por lo tanto cada P, ( ly;) mo esti

dada por ese formalismo. =
Y en cuanto a una magnitud fisica X, asociada al operador X, se

tiene que en cada subensamble su distribucién de probabilidad esti dada

por P

|a>(x =x|Y5) = P{a>(xi|yj}; ademis

a) si X y Y no tienen alg(n autovector en com(n, existen valores de
X, X; ¥ X para los cuales P a}(xi]yj) y P a)(xk\gj) son positivas
y diferentes, resultando as{ que hay algunos subensambles donde
X es dispersiva. Aunque Y no es dispersiva sobre cada uno de esos

subensambles.

b) La distribucién de probabilidad de X en el ensamble, dada por el
F.M.U. estid dada también promediando la variable aleatoria

P'a>(xi|Y), i:€: . por
P‘a>(xi} L fj:pla>(xjiyj}pia>(9j) :

En fin con esta reformulacién ;cémo quedan entonces los asuntos

del indeterminismo esencial y el de la inexistencia de variables ocultas?

A. Podemos decir que al suprimir la condicién de que las probabilida
des condicionales deban estar dadas por el formalismo matemitico
usual de la mecdnica cuintica, y obtener asi que los ensambles ge
nerados por un vector de estado son impuros, estamos excluyendo

la condicién suficiente, que impone von Neumann, para la inexisten
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cia de la causalidad. Por lo cual, planteadas asi las cosas,
hasta aqui, no se puede afimmar que la teoria sea causal; tampo-
co se puede afirmar que sea indeterminista esencialmente. Y lo
mismo se puede decir respecto a las variables ocultas: si bien
hasta este punto no se puede afirmar que existan, tampoco se pue
de afirmar que no existen.

B. Ademis, debe notarse que la variable aleatoria Pla)(xi|Y) cumple
formalmente con las caracteristicas que se suele pedir a las va-
riables ocultas. Y afin mis, esa variable aleatoria es dispersi-
va ya que toma los diferentes valores p|a>(xi|y‘) (1= 12500

con probabilidades positivas Pla>(gj) (j =1,2,...), corroboran
(10)
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do asi, al menos formalmente, las predicciones de Brody

Feyerabend(ll).
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