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RESlMEN

Se analiza la relación existente entre la propiedad de autoadjun
C10n de los operadores de la mecánica cuántica y las leyes de conservació~
de los observables físicos. Por ello se utilizan tres modos alternativos
de análisis: a) tratamiento general, b) ecuación clasica de ondas y e) ob
servables que no se conservan.

ABSTRACf

The relation between the property oí autoadjunction oí the
operators in quantum mechanics and the laws oí conservation oí physical
observables is analyzed. Three diíferent methods oí analysis are used:
a) general treatment, b) classic wave equation and e) observables that
are not conserved.

* Toda correspondencia vinculada a este artículo deberá dirigirse a
Eduardo A. Castro.
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1. INTROruCCION

Cuando en los cursos de mecá:1ica cuántica se trata el ter.ta de
los operadores asociados a variables dinámicas, inicialmente se hace hin
capié en el hecho de que sólo se usan operadores lineales y henmíticos.
La primera coudición St: basa en el hecho de que de esta fama es posible
garanti'zar la validez. general del principio de superposición, que, está en
la base mis~a de la teoría cuántica (1)•

Por otra parte, se desea representar, mediante operadores, a las
variables dinámicas fundamentales, que obviamente poseen valores medios
reales. Entonces, la segunda condición surge de este natural rcquerimie~
to (2) .

Comúrn'nentela cuestión atinente a la relación que existe entre
la autoadjunción de los operadores y la conservación de los observables
no es tratada en los textos estándares (3-6). Sin ~nbargo, la rropiedad
de autoadjunción de los operadores ~plica la validez de la ley de la co~
scrvación de la energía(7) y creemos que ésta es una razón lo suficiente-
mente importante como para que merezca ser destacada, por lo menos del
~ismo modo que la realidad de los valores medios.

El objeto de este artículo es el de presentar de un modo senci-
llo y directamente aplicable a la enseñanza en los cursos de mecánica
cuántica, la relación existcnte entre la autoadjunción de los operadores
y las leyes de conservación de los observables físicos. Lo harcrlos bajo
tres enfoques distintos: a) tratamiento general, b) ~'pleo de la ecuación
clásica de ondas y e) consideración de observables que no se conscrvan.

2. TRATA'IlENI'O GENrnAL

In mecánica clásica el grupo dinámico de un sistema, esto es, el
va.lormedio estadístico y la evolución temporal de cualquier variable me-
canica, queda determinado por el conocimiento de la función H, llamada el
hamiltoniano del sistema, en el espacio de las fases. N,ora hien, desde
el punto de vista le la mecánica cuántica, los observables de un sistana
cualquiera se encuentran en correspondencia con ol~radores autoadjuntos
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en H, un espacio de Hilbert, con lo cual el grupo dinámico de un sistema
mecano-cuántico puede ser asociado a un conjunto de operadores autoadjun-
tos (hasta UIk' constante aditiva) correspondiente a la clase de observa-
bles definidos sobre el sistema y llamados mecánicos. Por esta razón, e~
tendiendo la analogía clásica, llamaremos hamiltoniano del sistema, a un
cierto operador autoadjunto que defina el comportamiento dinámico del sis
tema, así como H lo hace en el caso clásico. Obsérvese la generalidad de
tal asigJ~ción: de todo el conjunto de observables, alguno de ellos defi-
ne el sistema, por medio de su operador asociado. En la forma usual, es
tomada la energía como tal observable, y entonces el operador autoadjunto
asociado a la energía es definido como el hamiltoniano del sistema,

Bajo esta asignación, si Uiffl (vector unitario) describe un
estado puro del sistema y PA es la proyección que define la medida de un
cierto observable A, entonces la probabilidad de distribución de la ener-
gía para cada estado ui es 11PEU;l12. Si la evolución del sistema se des-
cribe por la ecuación de SChro'din£,cr,

d u(t)
dt i A u(t),

donde i1 es el operador hamiltoniano del sistema y uo = u(O) cs conocido y
con ello se conoce la constante de integración en la ecuación precedente,
entonces el vcctor u(t) • TI está dado por

y

u(t) (1)

o arbitrario),

entendiendo a la exponencial como un operador exponencial a los efectos
del cálculo del producto interno.

Pasamos ahora a cstudiar, mediante la fonnulaci6n habitual, la
condición para que de ~cuerdo con la analogía mecánico-clásica, el obser-
vable ~. asociado <1 un operador A que está definido sobre el mismo domi-
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oio de n(8~ea una integral de movimiento: sabemos que A es autoadjunto y
además el valor del observable ~ al tiempo t para el estado u[t), luego
a(t) será

a (t) = <u(t) IAlu(t» (2)
u

de acuerdo a los axiomas de la mecánica cuántica. Introduciendo (1) en
(2)

a (t) = <e-it~ I A e-itH u>= «Ae-itHy
u o o

= <e-itllA e-itllu lu>.
o o

-itHe u I u>o o

(3)

Si establecernos la condici6n de conservaci6n para a(t) en el tiempo, que
la define como integral de movimiento, o sea

a (t) = a (O), para todo t,
u u

y con 3u(0) arbitrario para cada u (pues t=O es arbitrario), entonces si

3
U

= <uo I A uc> = < A Uo I Uo >,
o

resulta claro que a se conserva si y sólo si

-itA -itAA e = e A.

Tornando el operador exponencial como

(4)

donde (H)j indica la composición de j-veces el operador autoadjwlto aso-
ciado a la energía y recordando la regla
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se sigue de inmediato que

a(t) = a(O)para todo t > A es autoadjunto y 1n, Al = O, (S)

lo cual está estableciendo que a y E (energía) son sUnilltáneamcnte obser-
vables, o equivalentemente, que en los estados estacionarios puro5, la
energía tiene un valor de probabilidad 1 de distribución.

Obsérvese que la relación (S) se satisface sin ningún conoci-
miento de la forma del operador, para el caso particular A = H, con lo
cual la energía se conserva en el sentido clásico, durante toda la evolu-
ción del sistema cuántico, s610 debido a que fi (operador que define la di
n5mica del sistema) es autoadjunto (pues trivialmente IH, Al = O).

3. ECUACION CLASlCA DE ONDAS

El mismo problema puede ser presentado en una fonma diferente
utilizando la ecuación clásica de ondas (7). Sea F = F(t) un vector real
que da cuenta del desplazamiento de un sistema de k partículas,

a partir de su posición de equilibrio, estando sometidas las mismas a un
potencial elástico anm6nico:

F + A F O. ( 7)

(El presente razonamiento y los posteriores pueden extenderse sin dificu!.
tad alb~ a un medio elástico continuo). De acuerdo a (6) para el pro-
ducto interno tenCJOOs que

k 2
<FIF>= 1: fj=l j

Definiendo al operador ~Idel modo siguiente:
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y observando que por (7) -tú' es una fuerza por unidad de masa, entonces
-MAF es el vector fuerza y el potencial restaurador U queda dado por

1
U = ¿ < F I MAF >,

con lo cual la energía total es

Podemos de esta forma observar qu6 condiciones debe cumplir el operador A
para que la energía se conserve, esto es, que E m O.

si A no depende del tiempo. Utilizando (7J en (8) nos queda

E=i {-<tú'IMF>+<FI~>}, (9)

dado que Mes trivialmente simétrico, esto es, autoadjunto. por tratarse

de vectores reales.
Entonces, de acuerdo a la Ee. (9) podemos establecer la equiva-

lcncia

E = O < >~lA, Y por ende A, es autoadjunto.

Si consideramos la analogía formal establecida anteriormente, vuelve a e~
contrarse que es suficiente establecer el carácter de autoadjunto del op~
radar que define la dinámir~ del sistema (en este caso A) para encontrar
que la energía 5~ conserva durante la evolución.

4. OBSERVABLES <;'JE NO SE CONSERVAN

Consideremos ahora la evolución de un estado dinámico del siste'tHma lit e-1 Uo y sea b(t) el ohservable asociado al operador autoadj~
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to B, ruando es medido en el estado puro Ut' Entonces si

tenemos una relaci6n que corresponde a describir la evoluci6n de las ob~

servaciones del operador B independiente del tiempo, por medio de los es-
tados dinámicos no-estacionarios del sistema. Pero todo lo anterior pue-
de reformularse como

, "
b(t) = < e-itH uolB e-itll> = < Uo 1I eitlJ B e-itH] Uo >

(10)

y así se describe la evoluci6n del observable considerando que está aso-
ciado al mismo operador explícitamente dependiente del tiempo, y el sist~
ma se encuentra en su estado dinámico ua estacionario. De (10) se deduce
la relaci6n

independientemente del carácter de autoadjunto de B.
vernos que al evolucionar un estado puro según (1), se
ma 11 utll (por ser H autoadjunto):

lIutll = Uo = constante para todo t,

Sin embargo, obser.
tendrá para la oor.

con lo cual la norma del estado puro se conserva en el tiempo debido a la
autoadjunci6n de fi; resultado que por otro lado es central en la teoría y
conscrucncia 16gica de 10 disrutido anterionnente. ya que si lIu

t
l1< 1. con

Ub vector unitario, entonces la distribución de energía sobre el estado
puro no correspondería a un valor de probabilidad 1, con lo cual la ener-
gía no se conservaría(9).
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