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RESUMEN

En el presente trabajo, utilizando consecuentemente el método de
promedio para sistemas con fase de rotacidn rdpida, se investiga la teo-
ria de deriva tomando en cuenta los miembros de segundo orden.

Dicho método permite eliminar ciertas carencias que se presentan
en la teoria de deriva a segunda aproximacidn de T.G.Northrop y J.A.Rome.

ABSTRACT

In this paper with help of the consistent averaging method for
the sistems with rapidly rotating phase the second order drift theory is
presented.

The averaging method permits to construct more consequent theory
than the well-know second order drift theory by T.G.Northrop and J.A.Rome.

* Becario del CONACYT.
t Direccidn actual: Mockba B-117330. Mosfilm #39 house-2flat-8. URSS.
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INTRODUCCION

El conocimiento de la trayectoria de las particulas cargadas es
fundamental en el planteamiento de una serie de problemas dentro de la fi
sica tedrica, asi como en la solucién de diferentes problemas de la fisi-
ca de plasmas y de la astrofisica.

Er ., estudio del movimiento de las particulas en campos magnéti
cos de geometria complicada, generalmente no es posible la integracién de
la ecuacidn de movimiento. Por ello, en la mayoria de los casos el movi-
miento de las particulas se estudia mediante métodos de aproximacién.

Asi, pof ejemplo, en la actualidad es ampliamente conocido el mé
todo de promedio que permite investigar el movimiento de las particulas
en campos magnéticos, de geometria complicada, que varian débilmente. En
base a este método se formuld la teoria de deriva a primera aproxima-

(1)

magnéticos toroidales(z)

cién que permite encontrar la trayectoria de las particulas en campos

Sin embargo, en el estudio del movimiento de las particulas car-
gadas en campos magnéticos toroidales es preciso tomar en cuenta los efec
tos debidos a la segunda aproximacién{s’d).

Hasta el momento la teoria de deriva a segunda aproximacién de
T.G.Northrop y J.A.Rome tiene algunas carencias: en ella no se considera
el campo eléctrico; ademds, sus resultados no son Gnicos, dependen de la
arbitrariedad con la que se define el centro guia de la particula.

De esta manera se planted la necesidad de utilizar un método al-
ternativo que permitiera eliminar las carencias antes mencicnadas. Se de
termind la utilizacién del método de promedio.

En la formulacién de la teoria de deriva a segunda aproximacidn,
basada en el método de promedio, la dificultad inicial radica en la nece-
sidad de cédlculos largos y tediosos aun en los casos mas simples, para ob
tener las funciones de segundo orden. El presente trabajo contiene una
deduccién de todas las funciones de segundo orden en la teoria de deriva.
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TEORIA

El movimiento de las particulas cargadas en campos electromagné-
ticos que varian suficientemente débil estd dado por la ecuacidn

&
s

N-Fralvd), (1)

donde T = %—(eﬁ + ?) es la fuerza por unidad de masa; wy = %g-es la fre-

cuencia de Larmor; ¥ es el vector velocidad; Ei es el vector unitario en
la direccién del campo magnético.

Con el objeto de poder utilizar el método de promedio se introdu
ce el cambio de variable:

> > VJ_ - if - -iB

V=V e - - (e e iy )g (2)
donde Vi ¥y Vi son las componentes paralela y perpendicular al campo mag
nético del vector velocidad; 6 es la fase de rotacidn ciclotrdnica alrede-
dor de B: 31 . 32, 33, son lo vectores unitarios del sistema de coordena-
das local ortogonal curvilineo; 3; es un vector complejo determinado por

. -+ > o >

la igualdad e = ¢, ¥ ie;.

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene un sistema de la forma:

* V] i A o
fovn g ad caen T,
dv, . i
afj_ =a, + {alel8 + a2321e +c.c.j=¢f
(3)
dv .
Ef;g b, ¥ {b.'e18 + bze216 E RS

de = -+ o+ C.lei8 + Czeziﬁ + C.C.}J= -w+ A
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Los coeficientes del sistema (3) se dan en el Apéndice I.

La solucidén del sistema (3) se busca utilizando la técnica del
desarrollo asintético, en el que la expansidn se hace en funcién del pa-
riametro €, que es la relacidn entre el radio ciclotrdnico de la particu-

la y la distancia caracteristica de la heterogeneidad del campo magnéti-

co:
xk = zk +Eg]k(Zi,t,a)+£2g2k(li,t,u),
(4)
B =a+ eq (Z;,t,0) +€2q,(Z;,t,0),
donde Zk , @ son las nuevas variables, que satisfacen el siguiente siste-
ma de ecuacionests]:
dZ; _ oy (24,1) +e¥y (Z4,1) + €2y (25t 5
T = Yok (Zi,t) +e¥yy (Z5,1) + e7¥o (Z4,1), (5)
B o= 9y (2,1) + e (2,1) (6)

Y &k -8k ql...qn;Wok...¥kn Qg+, son funciones desconocidas. Para
encontrarlas se sustituye (4) en el sistema (3) y se igualan las expresio
nes del mismo orden con respecto a €, obteniendo las ecuaciones para las
funciones desconocidas. Para la solucidn univoca de estas ecuaciones se
considera (1) que gy, ...g 5 G;---q, son funciones periddicas sin par-
te constante. Se supone, ademds, que cualquier funcién puede ser expresa

da de la siguiente forma:
£, =%, + 8§, (7)

donde

1

: J;fk do (8)



(1)

es la parte ''constante'" promediada en fase 8; ?k es la parte variable.
Se introduce la definicién

—_—~
~

fk - J 'Ek de.

(9)

L,

Las ecuaciones para las funciones desconocidas de primer orden
las ecuaciones de deriva a primera aproximacién y se dan en el Apéndice

son conocidas(sz Las funciones de primer orden 8095 5Y

10 determinan

CALCULO DE LAS FUNCIONES DE SEGUNDO ORDEN

Las ecuaciones para las funciones desconocidas de segundo orden
se obtienen sustituyendo (4) en el sistema (3), e igualando las expresio-
nes de segundo orden con respecto a .

Estas ecuaciones tienen la forma:
ag og g og af af
y k y , Sk o , °lkk %k "k g, + __Eiql, (10)
iK aZi 0i 3da 0o~ B3t 0 §Z; 1i 30 1
= 38y v. & 981y 98k
2k azi 14 da

g ag of
o g ¥ o oodk o TRa Sy
1 BZi 0i 3o 0 ot

X
3z, Bi Y3 Q-

(11)
Promediando las Ecs. (10)y (11) de acuerdo con (8) y tomando en
cuenta (7) y (9), se obtienen las férmulas para la determinacién de las
funciones de segundo orden.

/""—-—./-"“--_.—-"‘————-"‘-_—--—-‘--.
e TR T T T U 0 g - Pgyy Yo (12)
82k 3. w W w It da W aZi w )
dw gy, 1w gliglj aAgli 9A q 13a, aqi Q Dql ¥oi
9 %3 e 29737, g "o "W e @t W o8 7w
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o 8 o, T,
Yo T 37, Fa Y 42 7757, B1ifyy " 2% % T a7 Bt 14

Utilizando la forma concreta del sistema (3) y a partir de las
férmulas (12), (13) y (14), se obtienen las funciones de segundo orden:

g, V7 ¥
Bar» By 2 80 G20 Top 2y 0 T
nes de segunde orden se da en el Apéndice III.

De esta manera se obtuvieron todas las funciones de segundo or-

. La forma explicita de las funcio-

den, en base a las cuales, es posible la formulacién de la teoria de deri
va a segunda aproximacidn. Ademds de una manera andloga cono se hizo a

primera aproximacidn (2,3) se puede investigar la conservacién de las in-
variantes adiabdticas, el impulso canénico y laenergia, asi como el movi-

miento de las particulas en sistemas toroidales.
DERIVA DE POLARIZACION

Las funciones de segundo orden nos permiten calcular las veloci-
dades de deriva a segunda aproximacién. Aqui, por simplicidad, y con el
objeto  de subrayar que en los cdlculos realizados se ha considerado el
campo eléctrico, se tomardn en cuenta sdlo aquellos miembros que permiten
conocer los efectos que el campo eléctrico produce a segunda aproximacidn:
86 Ve, v, 3 Eb. o

4 %
1% & €5y 2
L~ g~ W -, - S e

Tomando en cuenta las expresiones concretas de los miembros de la
férmula (15), que describen los efectos del campo eléctrico y transformén-
dolos de tal manera que en ellos sdlo figuren cantidades conocidas B y F y
no figuren los vectores 32, 33(5), obtenemos:

i ¥y &, +Tot

[B[QF]] Vi +> P> > = =1 o e
¢2r = & Ry + Z;E—V-el (&1 &F) + —-E;;——_— el{elf] -
(16)

3v1| > > > SV" —+ -»f -
-g:hﬂ%ﬁ-%ﬂ ';;[eﬂ%lﬂﬁﬂ,
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donde ¥ = 9%- y ?1 = F- El Fy.

El primer miembro de la férmula (16) describe la deriva de pola-
rizacién. La interpretacidn de los demis términos es dificil. Sin enbar
go, es ficil de observar que todos ellos estdn relacionados con la hetero
geneidad y curvatura del campo magnético.

UNICIDAD DE LOS RESULTADOS

El problema de la unicidad de los resultados, relacionado con la
arbitrariedad con que se define el centro guia de la particula, en la for
mulacidén de la teoria de deriva, en abase al método de promedio, se re-
suelve exigiendo que el centro guia de la particula caracterize el movi-
niento total promedio.

Las funciones 81y Bx» Gy--.q,, en el desarrollo asintético
(4), en general, no estan univaluadas. Siempre es posible pasar a un nue
vo desarrolle asintStico, por medio de un cambio de variable de la forma:

= 2
2, =2 teb et €%

Q2
]

i T At el et (18)

La unicidad de las funciones 8iyr 9 requiere de alguna condi-
ci6n adicional, por ejemplo que el 51stem¢ (SJ, (6) fuera canénlco(l)
Sin embargo generalmente se exige que las funciones g » 4; sean funcio-
nes periddicas sin parte constante(l). Esta cond1c16n significa que .y
o caracterizan el movimiento total promedio, mientras que las funciones
81pr 8y Qpe..Q, caracterizan la parte oscilatoria del movimiento.

CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolla la teoria de deriva a segunda
aproximacidn, utilizando consecuentemente el método de promedio. Se mues
tra que el efecto del campo eléctrico a segunda aproximacidn conduce al
surgimiento de la deriva de polarizacidn. Se sefiala las ventajas del mé-
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todo de promedio en relaci6n con el método de Grbitas.

APENDICE-1I
VZ
- L > > . '-:-
a, = Fl| *3 (e+e_ ¥ e_e+).Ve1
a = YL e -e!
T8 =l
a =V—f ¢ e :ve)
5 TR LALALIR
V“ Vv
_ 1 -+ > + > >
by =epede s, e )i,
-
& =ﬁ‘el_Vn >y *
1 2 =z -
vV, V
e f 1l =+ = -
b2 — (e_e_.Vel)
=1 >y .2 * * +V|ﬂ s G, o >
By EE'(8+ e serie:) ol (T e+e_) ve,
Vi
% 1 = 1 kg ok =
Cl E—Iv-l—ﬁe_+2-i—v1—ele_+ﬂ(e__%+)

donde

:  Significa el doble producto escalar de sus respectivas diadas.

APENDICE-II

Or 1



F v?
-l LE2,
You 5+ 7 (e,e_:Ve)) + c.c.
V., V
Y =-ul(ggzvg)+c.c

1r 21w - i
- '1 ia % az 2ia
gll] e e P e o o
b
By © { ﬁ el 4 E%E e2ia | c.c.]>
A
% - <{ ?li_ﬁ @2:%) + 37 @12 + c.c.]>
G Vv
G "R T
ql iw 72 e-_ Yw
q 21w
ql = qieiO‘. =8 qie2i0‘. + c.c.
gk e . -
i fe,b AR JV[ReL wE
1r |21iw 41w 21 |iw IR
a *b v
= J i L TN TS 1%
T CT TR Bt i

vV
j_ i
= {m (g—'v)b’{ + by (q)%) * c.c. } ’

donde w = W,

* y c.c.- significan el complejo conjugado

=% r _ia r 2ia
= +
- ﬁl e + ﬁz e cic,
[ I 2ia I i
= io 4 + 3o 4
g2ll G e G2 e Gy e =%
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APENDICE-III

> s >
F JVI VlV_el + Zelal + e*bz = vle
CH

- 12 -1 177-

F: a
L () - L)(a,) + H(a,) + %D(—i] o

W

a.C
_ 10}>

), 4%

<{Ll(al)+ H(ap) +% b L 2w) w

a6

172 2 1
L. (s ¥ Hfa.) &=~ + —= q,p
{1 2 i Zim2 w 1

T # + % + b
Ly(by) - L)+ HEby) * 5D &~
50 }>
- 2
1w
b b
1 2 I
{ L, (b)) + H(by) + an[ zTu] + =q;

L= |

E

\

21w w

+

2
1 Vl =+ - -
e —z—v_e +ea_+eb -Vweq

f b,C 2b
1) 2 1
&ll.l(bz) +HEp) *+—3 +— 9 p

b.E
2 22
<{H{b2) ¥ ]>
iw

(]

*
2b b, C
1[1]+_£g*12

i, Qzezw. i Q3e31u . Q4e4m T

[;-]‘ -¢_(by*iV, co)]>

1
D
b 2iw?

>.Co ]

.. 2
1w
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1* * 2
2C.q C. 4
* * 1 1 211 i
1 z,
%, ;Mo ”
) iw
1 2 2
C.q 2C. q V'
S | ( . 1 2 o W, i T |
Q7 M) HC) - g P ¢ ‘e
(Er'Vu))
$ 8 v ——— b
1 2
2C.q C.q
I | i W o'
Y% =3 <[L1(C2) PHE) ¢ p =t ]>
2
2C.q
i 2
Q=7 <{H(Cz) A ]>
- —
donde: (e;-v)z Ve
a 9 b 3 Vv
m=--~ __ .3 ____ 1 4
2 2 2
nw BVI nw avl 2w
Vv
H=L, + 2= v.
2w
2 1) a a
D=L e oavy +boa\.f1
>
e \' Vv ViV
T _ +1 1 r L 1L > - %
v, - - S (ﬁl.v)e+ tl, Qe (8,0 V) b, 4
vl 3b i, eb
e e
¥ “1_2 a1v+};l = 22 V+E+ — qi* £ qi * B
4w 16w 2w 2w
da x oa x oa kTR ® bk % *
- 1 A i 1 2 A : : i
‘¥2" N “ Gl 3Vl Gji + 3",—1" C; +(Gl V)a1+(G; V332+131Q1 +
3%a [b.b.  b.b s2a_ b.b.  V’
5 * (6] Lk e 2 1 2 11 1
+ 2ia_Q_+ ———v—z[ + ]- = + —-(é_'é:VV)a-
22 2 3 ik w? 4? e VL2 2 8w? * d
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v v 3a. V.b ’a Ja.
1 * L
- g7 REmWay —ay —+ A2 Pvealaf o2 e
1w 4w? av“ 2w? avL avL
Vb Ja 3%a a.bx a*b
-alqiqi + J' 2 V + —1 + l l 2 + 2 1 - Zazqi*qi* +
: v, vy av) 2w? 2w?
*

+ - — -2 +
BV" w 2w 3Vl w 2w BVl w
Vv
T
5 qlV'_a2 * EiJC

3b ab 3b
e | | * 2 dI* 2 L* L, * r * . *
v dl jo—d dz + 26"+ @b +E-Mb, + ib Q) +

21 T
3V, v, v,
* aa* 3%b. Vi w V,a
v2ibQ- + 2214 FE VW, e 3. Wb, + 2
2w? BV'"2 gw? gz ~F m
3 v 3 3b- V,b 3b
a
V+—:L-—bq1q2*+ll v, _O-V___Z_] P ]’V+_k2-
v LR ot v av, 202 v
I I I f1
* 2 * * 2 k %
; Ele . 3%, [ #yby . ab, K b, ab gt +
- 2 2 2 o Jich I
/S w 4w Vv, w
~ 2* . 1 b* b V
R S L R U D W
BV“ w 2w w . 3\!'" w 2 v, 2w 1
v
* I
+b, -—qVDb,c.c.
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