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RESUMEN
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En el presente trabajo, utilizando consecuentemente el método de
promedio para sistemas con fase de rotación rápida, se investiga la teo-
ría de deriva tomando en cuenta los miembros de segundo orden.

Dicho método permite eliminar ciertas carencias que se presentan
en la teorfa de deriva a segunda aproximación de T.G.Northrop y J.A.Romc.

ABSTRACT

In this paper with help of the consistent averaging method for
the sistems with rapidly rotating phase the second order drift theory is
presented.

The averaging method permits te construct more eonsequent theory
than the well-know seeond order drift theory by T.G.Northrop and J.A.Rome.
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1~1'ROlJljCCION

El conocimiento de la trayectoria de las partículas cargad:Js es
fundrunental en el planteamiento de una serie de problemas dentro de la f1
sica teórica, así como en la solución de diferentes problemas de la físi.
ca de plasmas y de la astrofísica.

E~ _..•estudio del movimiento de las partículas en campos magnét.!.
cos de geometría canplicada, generaL~ente no es posible la integración de
la ecuación de movimiento. Por ello, en la mayoria de los casos el movi-
miento de las partículas se estudia mediante métodos de aproximación.

Así, por ejemplo, en la actualidad es ampliamente conocido el mé
todo de promedio que permite investigar el movimiento de las partículas
en campos magnéticos, de geanetría canplicada, que varían débilmente. En
base a este método se fonnu16 la teoría de deriva a primera aproxima-
ci6n(1) que permite encontrar la trayectoria de las partíoJlas en campos
magnéticos totoidales(2).

Sin enbargo, en el estudio del movimiento de las partículas car-
gadas en campos magn6ticos toroidales es preciso tomar en cuenta los cfec
tos debidos a la segunda aproximaci6n(3,4).

fiasta el momento la teoría de deriva a segunda aproximaclon de
1.G.Northrop y J.A.Rome tiene algunas carencias: en ella no se considera
el campo eléctrico; además, sus resultados no son únicos, dependen de la
arbitrariedad con la que se define el centro guía de la partícula.

De esta manera se planteó la necesidad de utilizar un método al-
ternativo que permitiera eliminar las carencias mltes mencionadas. Se d£
tenn1llÓ la utilización del m~todo de pror.Jedio.

En la fonnulaci6n de la teoría de deriva a segunda aproximación,
basada en el método de promedio, la dificultad inicial radica en la nece-
sidad de cálculos largos y tediosos aLUlen los casos miís simples, para o~
tener las funciones de segundo orden. El presente trabajo contiene una
deducci6n de todas las funciones de segundo orden en la teoría de deriva.
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TmRIA

El nIDvimiento de las partículas cargadas en campos electromap.né-
ticos que varían suficientemente d~bil está dado por la ecuación

(1)

cBtu = - es la fre-o me
vector unitario en

donde F = l (eE • 1) es la fuerza por unidad de masa;
. ro ~ . +

euenCIa de Larmor; V es el vector velocIdad; el es el
la dirección del campo magnético.

Conel objeto de ¡JI:x1er utilizar el método de pranedio se introdu
ce el cambio de variable:

~ -iO)
+ e+ e , (2)

donde V~ y Vl son las cOf:lponentes paralela y perpendicular al campo ma&.
nético del vector velocidad; e es la fase de rotación ciclotr6nica alrede-
dor de E; el ' e2. e3, son lo vectores unitarios del sistema de coordena-
das local ortogonal curvilíneo; e:¡: es un vector cc:rnplejo determinado por
la igualdad e:¡: z e2 + ie3.

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene un sistema de la fo~:

a .•. {a ei8 .•. 32C
2i8 .•. c.c.}= fo 1 u

(3)

+c.c.}:Sf
1

-+- c.c.}:=
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Los coeficientes del sistema (3) se dan en el Apéndice l.
La solución del sistema (3) se busca utilizando la técnica del

desarrollo asintótico, en el que la expansión se hace en funci6n del pa-
rámetro £, que es la relación entre el radio ciclotrónico de la partícu-
la y la distancia característica de la hetorogeneidad del campo magnéti-
co:

(4)

donde Zk ' a son las nuevas variables, que satisfacen el siguiente siste-
ma de ecuaciones (5).

(S)

da
(lt (6)

y .\k' .. gnk; ql" .qn;f Ok' .. I!'kn ;°0" .On son funciones desconocidas. PaTa
encontrarlas se sustituye (4) en el sistema (3) y se igualan las expresi~
nes del mismo orden con respecto a E, obteniendo las ecuaciones para las
funciones desconocidas. Para la solución unívoca de estas ecuaciones se
considera (1) que glk, ..gnk ; ql" .qn son funciones periódicas sin par-
te constante. Se supone, además, que cualquier función puede ser expres~
da de la siguiente forma:

(7)

donue

(8)
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es la parte "constante" prOOlediada en fase e; £k es la parte variable.
Se introduce la definición(l)

(9)

Las ecuaciones para las funciones desconocidas de primer orden
son conocidas(5~ Las funciones de primer orden g'k,q. ,\II'k'O., determinan

1. 1. ~ l.

las ecuaciones de deriva a primera aproximación y se dan en el Apéndice
11.

CALCULO DE LAS !Th'CIONES DE SEGUNOOORDEN

Las ecuaciones para las funciones desconocidas de segundo orden.
se obtienen sustituyendo (4) en el sistema (3), e igualando las expresio-
nes de segundo orden con respecto a £. Estas ecuaciones tienen la forma:

'¥iK + ag1k
'¥ Di +

ag1k ¡Jo
ag1k + ag2k afk afk 1

(10)ar:- aa- +-- aa- w=ar. gli + au ql'at
1 1

1f'21< +
agn

"'1i
ag1k ¡JI

ag2k ag2k ag2k afk afkrr:- + ac;:- + ar- fOi+ --¡J + ---.rr-= az. &2i +-qa" o a" 21 1 1

(U)

--
(l~y (11) de acuerdo con (8) y tomando en
las fórmulas para la determinación de las

(12)

Promediando las £es.
cuenta (7) Y (9), se obtienen
funciones de segundo orden.-- --afk gli afk ql
&2k = aL:""W + aa w

1 - -- - - --aw g2i 1 aw Ruglj + aAR1. aA qi lao. 3qi no :'ql ~Oi__ , + .,q2 --+ ca W - wH - aa-W-- TI":"w ,al. w 2ali<l2j wj al.w
1 1 1

(13)
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~2k
(14)

Utilizando la forma concreta del sist~,~ (3) y a partir de las
f6rmulas (12), (13) Y (14), se obtienen las funciones de segundo orden:
g, g I ' g • q • r2 '~21 '~2J. . La fonna explícita de las fUJ1cio~
2r 2 2J. 2 r

nes de segundo orden se da en el Apéndice 111.
Oe esta manera se obtuvieron todas las funciones de se~~do or-

den, en base a las cuales, es posible la formulación de la teoría de der~
va a segunda aproxirnaci6n. Además de una manera análoga car,lO se hizo a
prinera aproximación (2,5) se puede investigar la conservación de las in-
variantes adiabáti~as, el impulso can6nico y la energía, así como el movi-
lniento de las partículas en sistemas toroidales.

DERIVA DE POLARI2ACION

Las funciones de segundo orden nos pe~ten calcular las veloci-
dades de deriva a segunda aproximación. Aquí, por simplicidad, y con el
objeto de subrayar que en los cálculos realizados se ha considerado el
campo eléctrico, se tomarán en cuenta sólo aquellos niembros que penniten
conocer los efectos que el campo eléctrico produce a segunJa aproxln~ción:

~
VIe •+ 1 ,

- -2- GI qI
+ c.c. (15)

Tor:1aJ1do en cuenta las expresiones concretas de los miembros de la
f6rmula (15), que describen los efectos del caopo eléctrico y transformán-
dolos de tal manera que en ellos sólo figuren cantidades conocidas B y F y

. ~ ~ (5)no fIguren los vectores e2, e] obtenemos:

q;
2r

~ ~~
Iell el]]

w'
(16)
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áonde F = eE y F = F- e F.om 1 1

El primer miembro de la f6rmula (l6) describe la deriva de pola-
rizaci6n. La interpretación de los der.~s ténminos es difícil. Sin eúmar
go, es fácil de observar que todos ellos están relacionados con la hetera
geneidad y curvatura del campo magnético.

U;;¡ClDAll DE WS RESULTAOOS

El problema de la tl~icidad de los resultados, relacionado con la
arbitrariedad con que se define el centro guia de la partícula, en la fo£
~Jlaci6n de la teoria de deriva, en abase al método de promedio, se re~
suelve exigiendo que el centro guía de la partícula caracterize el ~vi-
r.uente total promedio.

Las funcione~ glk ..•gnk' ql .•.qn' en el desarrollo asintótico
(4), en general, no están univaluadas. Siempre es posible. pasar a un nu~
VD desarrollo asintótico, por medio de un cambio de variable de la forma:

(l?)

(18)

La unicidad de las funciones g .., q. requiere de alguna condi-
1) 1 (l)ci6n adicional, por ejemplo que el sistema (5), (6) fuera can6nico o

Sin embargo generalmente se exige que las funciones g .. ) q. sean funcio-
nes peri6dicas sin parte constante(l). Esta condici6~JSign~fica que lk y

ak caracterizan el movimiento total promedio) mientras que las funciones
glk" .gnk' ql ..•qn) caracteri~an la parte oscilatoria del movimiento.

CONCWSlONES

En este trabajo se desarrolla la teoría de deriva a segunda
aproximación) utilizando consecuentemente el método de promedio. Se mue~
tra que el efecto del campo eléctrico a segunda aproximación conduce al
surgimiento de la deriva de polarización. Se señaln1 las ventajas del mé-
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todo de promedio en relaci6n con el método de 6rbitas.

APFNDICE-I

v'
F +_

1 .•...•...•...•.....•..
aa = I 4 (e+e_ + e_e+):Vel

V
= --.!- e .el

al 2 - 1
• V'¿

1 ....•.....•...•.a2 = 4 le_e_:Vel)

VI VI (~~ ~ ~ ~ba = ~ e_e+ + e+e_):vel
F-e VI

h1 = ~ - -¿- e~';.
V I Vi -+ -+b2 =--4- (e_e_:Vel)

1 -+-1-+ -+ -+ Vm -+-+ -+-+ -+4i (c+'c_ - e:'c+) + ¡¡- (c_c+ - c+c_):gc¡
Vu -+1-+
roe -e
1 1-

donde

)' = ~ + V (el-V)at K

Significa el doble producto escalar de sus respectivas diadas.

APFNDICE-I1
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~ 01

ql
1

Fn vI -+ -+ .•: -z- + ¡- (e+e_:Ve1l + c.c.
Vu VI -+.... -+---4---(e_e+,Ve1l + c.c.

+ C.C.»

+ C.C.]>

+41 (,P.el +c.c.l,
1 + - J
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ql = q~e~a+ q~e2ia + C.c.
re b V'(e 'V)e VI

~ i+1 1 - +
Ir = RW- + 41W + TI

1
+ Coc.r

+ c.c. r.

donde w = -wo
* y C.C.- significan el cOQPlejo conjugado

~ • Gr ein + Gr 2ia
&2r 1 2 e + C,C.

&21 = GR eÜ1 G1 2ia G1
e3ia + c.c.1 + 2e + 3

&21 rf eia + .J. e2ia + .J. e3ia + .J. e410 + e c1 u2 ti3 li4 • .
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APENDICE-Ill

+ e h - V w[e_JI - e (h +IV C )]>.• 2 lw -o 10

{
V+2Gr= 1 'Ve

2 - 4w2

+ H(a*l) + 1Dr~l.J
w V.u

d: =
1

rf = 1 { L1 (h1) + H(ho)
+ 1Dr h2 J + h1 ql _ h2CO ]>

2 2 w l 2w w 1 iw2

d: 1 r h1C2
2h2

q~r= "3 Yl (h2)
+ H(h ) + +-, 1 2. 2lW W

{
H(h ) + h2C2 ]>

2 . 2lW
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1* ,. 2
2C2ql C1 ql+------w w

_CO~ + (G~.V)W
w iw

1 2]+ 2C2Ql + C141 >
w w

Ln '"

H '" L2

'i
;;+~ VI Gr ~ VI V¡VI -, ~ ~=--+- ( l-V)e. + -~ Q1 + -2- (e+e_:VV) el +2< 2 2 2i + 8w ..•. ,.
VI ~ 3b2 ~ _ e+b2 1" e+b1 2

+ 4w2 a1'i7+e1
+-- V'+e+ Ql + --Q + c.c.

16<.,2 2w 2w 1

~ 211
aa1 11'It' aU1...l1l ca ,.,l * ..•.n: * ..•.#: '* *

= ....."".--G + -V be + ~ ~c +(G 'V)a +(e;: -VJa +ia Q +aVII 1 a 1 t ay1 2 1 1 2 2 1 1

* * ** 2• a'a [b b b b] a'a b b V+ 2ia Q + 1. o, 2....!. + -..3...2 _ 1. __ 2 ...!....l + _I_ce e: VV)a_
2 2 2 ~ w2 4w2 2 aVl 2 w2 8w2 - + a
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aa; } _
aY¡

, ,
2a q' q'2 ¡ ¡

, ,
aa2 b¡q~
2---+
ay¡ tu

+

a'b__2_
aYII aY¡

y'1 ~ ~
V'lb- -- e e :

o 8w2 - +
e e :
- +

ab2 di' + ab2 r:f * +

av 2 aY 2
11 1

,
, 2ib Q -2 2
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