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RESUMEN

A manera de introduccidn al problema cudntico de muchos cuerpos
exponemos de forma panordmica la clase de teorias mds elementales, llama-
das de "campo medio". Enellas caben: i) la teoria del gas ideal de fermiones que
implica de manera muy -simple la estabilidad de estrellas enanas blancas y
de neutrones, ii) la aproximacidn de Hartree-Fock para sistemas termodi-
ndmicos que se ilustra aqui en el contexto de la transicidn de fase a un
cristal-liquido, y iii) la teoria de Thomas-Fermi que se aplica a la ener
gfa de amarre total de los &dtomos neutros.

ABSTRACT

As an introduction to the quantum problem of many bodies we
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present a panoramic view of the most elementary theories called mean field
theories. They comprise: i) the fermions ideal gas theory which implies,
in a simple manner, the stability of white dwarf stars and of neutron
stars, 1ii) the Hartree-Fock approximation for thermodynamical systems
which is presented here in the context of a liquid-crystal phase transition,
and 1iii) the Thomas-Fermi theory which is applied to the total binding
energy of neutral atoms.

1. INTRODUCCION

Es bien sabido que la ecuacién fundamental de ia mecinica cuénti
ca no-relativista, la ecuaci6n de Schrddinger, admite solucién analitica o
bien por métodos gréficos, sbélo para el problema de un solo cuerpo. Los
poquisimos contra-ejemplos a esto lo constituyen algunos problemas de mu-
chos cuerpos exactamente solubles, pero hasta la fecha éstos representan
modelos (hamiltonianos) demasiado esquemiticos y en dimensionalidad menor
qQue tres, y por tanto poco realistas. Gracias al advenimiento de computa-
doras electrénicas répidas viene siendo factible resolver, por lo menos pa
ra el estado base, la ecuacién de Schrédinger para centenares de partfcu-
las, principalmente bosones, que interactfian en tres dimensiones con fuer-
zas realistas. Estos métodos numéricos son los de Monte Carlo, basados en
la funcién de Green (GFMC) del problema de N cuerpos,(l) y ofrecen una ver
dadera riqueza de '"datos experimentales" frente a los cuales se puede com-
parar y comprobar la validez de las distintas teorfas y aproximaciones de
la ecuacién de Schréédinger de muchos cuerpos en interaccién. De todas es-
tas teorias trataremos aquf sélo las mis elementales, que son las que po-
drian 1lamarse de "campo medio", en analogia a la teorfa de van der Waals
para la descripcién de fluidos clésicos. Esperamos que esta exposicién
sirva de introducci6n al problema cuintico de muchos cuerpos. En la sec-
cién 2 desarrollaremos algunos resultados algebraicos relacionados con 1la
antisimetria de fermiones; en la 3 deducimos la ecuacién de estado de los
gases ideales fermibnicos y bosbnicos en su estado fundamental; en la 4
aplicamos ideas de gas ideal (es decir, sin interacciones) de fermiones a
la estructura estelar de enanas blancas y estrellas neutrénicas; en la 5
planteamos la aproximacién de Hartree-Fock y la ilustramos con una aplica
cibén a la transicibén de fase al cristal-1fquido; en la 6 desarrollamos la
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teorfa de Thomas-Fermi, aplicindola a los 4tomos neutros; y en la 7 presen

tamos algunas conclusiones.
2. DETERMINANTES DE SLATER

Es conocido que si tenemos un sistema de N cuerpos idénticos, la
funci6n de onda (empiricamente) serd simétrica o antisimétrica ante la tras
posicién en ella de todas las coordenadas de dos particulas cualesquiera.
El caso simétrico deja la funcién de onda variante ante la trasposicién y
se refiere a particulas 1lamadas bosones (de espin intrinseco entero), en
tanto que el caso antisimétrico hace que cambie de signo la funcibn y des
cribe partfculas 1lamadas fermiones (de espin intrinseco semi- entero)

Si disponemos de un conjunto completo de funciones {$ (r)}
(e.g., de ondas planas) en términos de los cuales podemos desarrollar,
e.g., las eigenfunciones w(F) de una particula en un potencial cualquiera
(si las eigenfunciones obedecen las mismas condiciones a la frontera que
las funciones wk(?)), el conjunto de todos los posibles determinantes

dJ>1<ﬂ<z---kf“ Fayeee, By - (N!)'ig (7P )9, (F2)ee “’kfu)

19 (_{'1)*13}( Gﬂ"”"”k (?1)!
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= (N!)_% i ) (1)
> -+ >
wkl(rn)wkztrn)----wkutr )
donde
= permutacién par o impar, (-)F =+ 6 - , sobre las coordenadas ?i o los

"estados'' ki; (I ki z(nilimi),

seri un conjunto completo en términos del cual podremos desarrollar una
eigenfuncién V1, T2,y T ) de un hamiltoniano de N cuerpos, que sea
antisimétrica. Es ficil ver que los determinantes (1) estardn normaliza-

dos si las orbitales $k(r) lo estén, es decir, si



150

<k_|k_>5Jd3rltp; 0. (F1) =6 (i,j = 1,2,...,N) , ()
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§ = La=j], =00 %]
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Un solo determinante ¢ del conjunto (infinito) representado por
la expresibén (1) podria utilizarse para calcular el valor esperado
<¢|H|¢> de un hamiltoniano H de N cuerpos cualquiera. Con esto tendria-
mos, por el teorema de Rayleigh-Ritz, uma cota rigurosa superior a la ener
gia del estado fundamental del sistema fisico descrito por ese hamiltonia-
no. Como H en general estd compuesto por operadores de uno y dos cuerpos,
e.9., la energia cinética - %ﬁ v2 y la energia potencial l V(r; ), cal

i=j i<j
culemos los valores esperados de los operadores genéricos:
N N
Fz ] £, G=7§ 8ij (3)
i=1 i<j

donde i,j = 1,2,...,N son indices de particula. Entonces, si Py P' se
refieren a transposiciones que act@an sobre los conjuntos idénticos (sal-
vo por orden) {k;} y {k{} respectivamente,

N
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donde en el penfiltimo paso se usb el hecho que los indices i,j de ] ?

son mudos y en el Gltimo paso se emplea la supuesta normalizacién (2)
Luego

<¢|Fle> = ] 8 k| ki > = J<k|f, |k, > ’ €3]
kl'kJ: e 1

es decir, el valor esperado, que al principio era una integral de orden

3N, se reduce ahora a una suma de N términos de integrales de orden 3,

pues

<k, |£, [k,>= Jd3r1$;1(;1}f1 b, ) : (5)

An4logamente, para el operador de dos cuerpos G tendremos

P+p' [ (
<¢|G|o> =§rpzpl(-) B ppr farrsees fary

*

+> . * 5 * 5 N 5
o wklfrz]wkg(rz)"'leN(rN)i‘);j gljtﬂk-l (?IJ%LLTZJ.“%(;{](?N)

1 1 P4p!
=T 7 N(N-I)P l);'(-J PP'<k k, |81, [k} ki>6, S
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(O kg Sk,ky ™ Sicky S ky) < Kake |81 [KiKS>

= % Y {<kikz|giz|kikz> - <kika|giz2|kok,>} 3 (6)
k, k

1 ™2

donde hemos definido la integral sextuple

{ * o e ag + >
<k1k2}g12|k{k'2> = strljd3r2wk1(r1)lpk2{rz) glzlpk|l(rl)!pk,2 (I‘z_‘,
(7)

Observamos que la integral original de orden 3N se ha reducido a una suma
de N(N-1) integrales de orden 6.
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3. GAS IDEAL DE FERMIONES Y DE BOSONES EN SU ESTADO FUNDAMENTAL

Las eigenfunciones normalizadas de una particula en una "caja"

unidimensional de 1ongithd L son

9 (x) =L elkx :
: /T
L
/K> = jfxwk ()9, (x) ®)
1 etlk'-K)L_ 4
“I - Tve Ok
i(k' - k)

Imponiendo a la caja condiciones a la frontera peribdicas se tiene
000 =P x+L) = eHP=1

por lo tanto
kL = 2m (f = Dy Fly 225 v ) . (9

La suma sobre k de una funcién f(k) serd, como Mn = 1,

N
] £(K) = ) n f(n) = ZL—'n' 7 ok £(K)
k n=0;t 1 k25005 k (10)
: rmdkf K
=% 7p | Bl
Como aplicacién inmediata de este resultado tenemos que
D000 () =3 i |k letkx =¥ 2 gx-xn) (11)
L0060 52 g7 | &g : :

es decir, la completitud para ondas planas.
En tres dimensiones tendremos, en vez de la (9),

k. = 2m

LT ni (i=x,y,z) con ni =0, 1, *2, ... [Entonces, en
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vez de la Ec. (10), se tiene que
£(k L )* 35k £k 12
E()g[ﬂ]J © . (12)
k

Consideremos ahora N partfculas libres de spin 1/2 descritas por un sdlo
determinante (1) compuesto por N orbitales ortogonales. El principio de
Pauli queda entonces automiticamente satisfecho, ya que el determinante se
anula si dos columnas cualesquiera son idénticas, es decir, si dos particu
las ocupan el mismo estado cuintico. El nfmero N de particulas, que es el
orden del determinante, seri ahora la suma finita dada por el nfmero de 6r
bitas ocupadas:

_ L)? V 4
N=F,1 1:=_7 1_”’[TJ Jdﬂk="_3lk;.(13)
0 k (occ) k bce) ex @r)*> 3
F

Aqui v es la ocupacibén mixima de cada érbita especial, y serfa 1 para elec
trones o neutrones polarizados, 2 para neutrones o electrones no polariza-
dos (por las 2 posibles orientaciones de suespin), 4 para nuclecnes (pues
cada nucledn puede ser neutrén o protén), etc. Y kF serd el radio méximo
(11amado de Fermi) que se ocupa en el espacio (Ky» ky, k,) en tanto que
V=L*? es el volumen total ocupado por los N fermiones. ‘La densidad de nfi
mero n, seri entonces

ng = N/V = uké/ﬁrz . (14)

Por otro lado, la energia total del sistema de fermiones libres
es por definicién energia cinética pura, o bien

h# .
<T> 2 <bf < | V]8>
i=1 *
h2 -
- *E <k1c|vi lflc> 3 (1s)
klrU

donde en el Gltimo paso usamos la Ec. (4). Ahora bien, por la Ec. (8)
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ikyer Ky 7
4 ikt iR+ 1
<k, |92 |k 0> E%J d’r.e V%
1 v 1
K ,
='vjd3rlf'kl (16)

v

Por consiguiente, la energia (cinética) por particula se reduce, si emplea
mos la (12), a

- z - 2
NN o Nt W J 4% k2
k

- £ » (17)

donde en el penfiltimo paso se usb la Ec. (14). La energia €, Se llama la
energia de Fermi y es la energia cinética mixima que puede poseer uma par

ticula; la energia promedio es entonces 3/5 de este valor miximo. Final-
mente, la energfa por particula en funcifn de la densidad n05¥ , es de-
cir, la ecuacién de estado del gas ideal de fermiones seré, usando la Ec.
(14) en la Ec. (17),

3 h? ffmznu]?/3

o WN

<I>/N =~ —
5 Zm v

£ Cn

J (18)

Notemos que este resultado riguroso se entiende heuristicamente en térmi-
nos de 1a relacién de incertidumbre de Heisenberg (ApAxZ h/2) pues 1521 ener
(bp)*? h? h®n 3
. ()% em
identificamos la longitud Ax dispcl)nible a una particula con la separacién
promedio entre particulas ~(V/N)® =n, ® . La Ec. (18) es entonces la
ecuacién de estado referida a temperatura absoluta gero, es decir, al esta
do fundamental del gas ideal de fermiones. Para bosones en vez de los de-
terminantes (1) tendriamos permanentes, o sea un arreglo de orbitales pare
cido al (1) salvo que al desarrollar todos los N! términos (de N factores
orbitales cada uno) llevan signo positivo. El permanente es entonces simé
trico ante el intercambio de dos columnas cualesquiera, es decir, ante la

gia cinética por particula seria entonces ~ - |

transposicién de dos particulas entre dos estados ki, kj cualesquiera. Pe



ro ademis, no hay ahora principio de exclusién de modo que podemos colocar
todos los N bosones en el estado orbital (8) de menor energia, a saber
k=0. Asi, vemos que el resultado para el gas ideal de bosones correspon
diente a la Ec. (18) ser4

<T>/N= 0 ¥ n, = NV : (19)

Queda claro, pues, que la energia cinética finita (18) que existe en el ca
so de fermiones se debe a la "repulsibn estadistica" proporcionada por el
principio de exclusién de Pauli. La presién termodindmica correspondiente
es P = - (BP/SVU donde F = E-TS es la energia libre de Helmholtz, dada
en términos de la energia interna E (que aqui es la energia cinética <T>)
y la entropia S veces la temperatura absoluta T. Como &sta €5 cero,

F = E = <T> y entonces

wlen

2 9<T>/N
0 Mg

2
P=n = Cvnn (20)
que es la llamada presién de Fermi. Para bosones, claro est4, P = 0 para

toda n,.

Para temperaturas elevadas, o sea T>0, tantc la energia (18) y
la presibn (20) se verin aumentados, a una densidad fija, por efectos tér

mlcos(Z} Esto se deberi a que entonces habré en la Ec. (13) una mezcla

e® T en las sumas respectivas sobre K, y no nada

de todos los estados V
mis sobre los que tienen magnitud menor o igual a un valor méximo kg. La

"distribucién" de estados K ser ahora el "escalén liso" (en k) dado por

[

252 e ik
m(T) = {1+ gl A “‘T”/“} ; (21)

donde u(T) es el 1lamado potencial qufmico que para T = 0 coincide con la
energia de Fermi definida en la Ec. (17). Es decir,

u(0) = €. = lek‘:/Zm . (22)

0 sea, que el escalén liso (21) se vuelve un "escalén abrupto' en este 1§

mite:



156

1 (ksk
n (0) = olk, - k) zj . : (23)
LO (k>kp)

Esta Gltima distribucién es la que se supone t&citamente en las sumas e in
tegrales de las Ecs. (13) y (17).

4. ESTRELLAS ENANAS BLANCAS, ESTRELLAS DE NEUTRONES
Y AGUJEROS NEGROS

Una estrella "normal" (de la llamada "secuencia principal'') como
nuestro sol produce energia principalmente por la fusién de nficleos ligeros
como el H a nficleos mis pesados como el He. La presibn térmica, provenien
te de la energia cinética de las particulas constituyentes, mis la presibn
de radiacién, se equilibran con la compresién gravitacional de las masas
en atraccién, y la estrellas mantienenuna cierta estabilidad de tamafio, o
radio, R, que es del orden de 7x 101%m. Al agotarse este mecanismo de fu
sibn de produccién de energia, y después de pasar por una etapa de gigante
roja en que la estrella se enfri6 y se expandié enormemente, ocurre la muer
te de la estrella. Esta puede acabar como: 1) una gnand blanca, compues-
ta principalmente por nficleos de helio-4 (o carbono-12, o hierro-56) sumer
sos en un mar de electrones liberados, todo el sistema a temperaturas abso
lutas entre 105 y 107 °K, y densidades entre 106 y 18% gm/cm?® (contra
a1l gm/cm® en el sol); o bien, ii) una estrella de neutrones con una densi
dad 10'“gm/cm (aproximadamente la densidad de un nficleo pesado como el
208ph) compuesta en un 99% por los neutrones que restan después de la con

versién de los protones y electrones de la enana blanca en neutrones por el
proceso de decaimiento beta inverso p+e »n+y; o finalmente, 1iii) un

agujero negro en que la contraccibn gravitacional redujo el tamafio del cuer
po a un 1imite tal que la velocidad de escape es igual a la velocidad de la

luz, c, y ni un fotén puede escapar. Este radio Re, 1lamado de
Schwarzschild, estd entonces definido por «%—mc2 = %gg , 0 bien Rg = 2@M/c?,
donde G es la constante gravitacional, M y m las masas estelar y de una
"particula' cualquiera, respectivamente. El tipo (i) de "caddver' de es-
trella "normal" con que empezamos ocurre generalmente cuando la masa de és
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ta es del orden de magnitud de una masa solar MQ, el (i1) cuando es diez
veces y el (iii) cuando es cien o mis veces (al grado tal que ning(n me-
canismo de presibn es capaz de contrarrestar la contraccibn gravitacional).
La Fig. 1 compara los tamafios relativos de una gigante roja, nuestro sol,
una enana blanca, una estrella de neutrones y el agujero negro. Los ra-
dios de Schwarzschild Rg para cuerpos con la masa de la Tierra y el Sol se
rian, respectivamente, 1 cm y 3 km. Una enana blanca tipica con una masa
Mo es de un radio R=10 km, poco por encima del R, = 3 km correspondiente.

s, 3 .‘;h

* *GIGANTE'

.. ROJA ¢

B

B
"ol

.

SOL

ENANA BLANCA

enaNafd ~ ESTRELLA DE
~BLANCAZ:{  NEUTRONES
AGUJERO
#
NEGRO
Figura. 1

lLa presién que equilibra la compresifn gravitatoria en la enana



158

blanca es bésicamente la presién del gas (degenerado, es decir a temperatu
ra T=0) de fermiones formado por los glectrones liberados, en tanto que

en la estrella de neutrones es esencialmente la de los fermiones neutropes.
Que estos dos sistemas puedan considerarse a temperatura absoluta cero, a
pesar de encontrarse a temperaturas tan elevadas, esté claro ya que estas tem
peraturas son varios Ordenes de magnitud menores que la "'temperatura', lla-
mada de Fermi, Ty definida por las Ecs, (17), (22) y (14), a saber:

2
KT, ., =hk2/m = = [ﬁ nor ‘ 24)

E v

Por 1o tanto, la desviacién del escalén abrupto (23) que describe sistemas
a T=0 seri completamente despreciable.

Tratéindose de uma esfera de radio R y masa total M tendremos que
la energia potencial gravitatoria es aproximadamente igual a la energia ci
nética de Fermi, o sea

M?/R =N ¢ , (25)

F

donde

hzk;/;lmN (estrella neutrénica) (26)

E =<

F
L /ﬁzk§c2 - méc“ - mec2 (enana blanca). (27)

Aqui my es la masa del neutrén (supuestos no-relativistas y, por tanto, se
usa la Ec. (17)) y m, es la masa de los electrones liberados de la enana
blanca (supuestos relativistas, por su pequefia masa, y por tanto se usa la
expresibén relativista para la energia cinética). Fn ambos casos, les fer-
miones son de dos especies (v = 2) y por lo tanto de la Ec. (14) con

V = 47R?®/3 tendremos que

1
3

ke = [—9% x| ; (28)

Consideraremos explicitamente el caso de las enanas blancas.
Combinando las Ecs. (25) y (27) se tiene la ecuacifn
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rmzu qmz On N 2/3 .
lWJ + 2mac? w - (hc) 2 [—dﬂ T-‘\_B} " (29)

con N el nlmero de electrones liberados. Como la masa total es principal-
mente la de los nucleones de los nfcleos ionizados:

M= yumN , (30)

con u el nfmero de nucleones por electrédn. Para la enana blanca compuesta
de helio-4 examinaremos aqui, y = 2. Como el nlmero de nucleones en el
sol es N@:lo“’ y

N 2/ fic

® = -Gn——'g- s 1038 ’ (31)
N

1a Ec. (29) se vuelve

5 2/3 R _oag /3 2f3
N? + 2N, 7" S N= NN . (32)
c
_ -11
A =h/mc=3x10 ““cm
c e
Dividiendo por N“/ * tendremos que
1/3
—IR—_—=—lA La. § G > 0 ; (33)
N2 elle] x

xz 0N = )

donde la filtima igualdad se debe a que Mes No mN y a la Ec. (30) con y = 2.
La desigualdad en (33) es idéntica a la desigualdad

M% 5.2 M, . (34)

que es 1lamada el limite de Chandrasekhar. Un anélisis menos burdo(®) da
Mg 1.45 Me' El limite sugiere que para poder morir come una estrella dege

nerada, una estrella con masas superior a 1.45 Me deberé despojarse por al
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gim mecanismo (por ejemplo, una explosibén de supernova) de su masa exce-
siva. De no ser asf, se piensa en la actualidad, la estrella acdbari co-
mo un agujero negro, O sea un objeto casi totalmente colapsado por la gra
vitacibn, como veremos mis adelante. De las aproximadamente 200 enanas
blancas identificadas, unas diez tienen medidas sus masas y radios. El va
lor tipico de x en la Ec. (33) es tal que

Rpp = A N/72 5x107R Ry . (35)
El an4lisis burdo que parte de las Ecs. (26) y (27) nos lleva,

para el caso de una estrella peutrénica con radio de 13 km, a la masa

M = 0.026 M@.

Si nuestra estrella normal empezd con masas bien superiores, en
tonces, a la masa solar M@, y no se despojé durante su vida del exceso de
masa permitiendo que acabe ya sea como una enana blanca o como una estre-
11a neutrénica, la compresién gravitacional seguiri su curso hasta produ-
cir el 1lamado colapso gravitacional , Pese a que las fuerzas gravitaciona
les entre dos masas son las mis débiles de la naturaleza (siendo ~10™ ‘ve
ces la intensidad de las fuerzas nucleares), no hay nada que detenga el
colapso que producen si la masa del cuerpo (estrella) es suficientemente
grande. Esbocemos aqui el colapso inevitable de la materia debido a la
gravitacién, en el 1imite N+, que produce una energia total ~-N3 para
bosones y '\J—NT/a para fermiones. La energia total seri un equilibrio en
tre la energia potencial gravitacional ~- GN2/R y la cinética (por el
principio de incertidumbre de Heisenberg) ~N/(Ax)?, donde R es el radio glo
bal del sistema y AXx es una dimensién lineal en que puede moverse cada par
ticula. Esta dimensién lineal es R para bosones pero (Ax)3~ R3/N para fer
miones, debido a que el principio de exclusién de Pauli impide que se sobre
pongan las particulas. Entonces, sustituyendo tenemos que la energia total

es
']\{TZ =@ %—2 (bosones)
E(R) ~
(R) o/ » | (36)
—— - G —  (fermiones) .
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Minimizando en R encuéntrese que E'(R,) = 0 para

[2 /GN (bosones)

Ro ~v (37)
2/av*”* (fermiones) ,
lo que deja, al sustituir en la Ec. (36), el resultado
()2
[- —g N3 (bosones)
(G 2 7/3 )
-l—z] N (fermiones)

En ambos casos la energia por particula diverge a -« cuando N+, y la
"densidad media' N/%Tf- R: diverge como N* para bosones y N? para fermiones.
La exactitud asintética de la teoria de Thomas-Fermi para neutrones ha si-
do establecida por Hertel, Narnhafer y Thirring (1972) (4) quienes rigurosa
mente encuentran que qul'm' N7/ 3, quedando corroborada la estimacibn (38).

El cuerpo que se colapsa irremediablemente es el agujero negro,
y representa una verdadera singularidad espeluznante.

5. APROXIMACION DE HARTREE-FOCK

El tratamiento de estructura estelar acabado de ver se basa so-
bre un gas de fermiones a temperatura absoluta cero y sin interacciones en
tre las particulas. La funcién de onda correspondiente es por tanto un so
lo determinante (1) compuesto por "orbitales'" que son ondas planas, como en
las Ecs. (15) a (17). Preguntemos si puede irse mis all4 del caso del gas
ideal pero alm limit4ndonos a la aproximacién del determinante {mico: es-
to lleva a la aproximacién de Hartree-Fock (1929) que en realidad puede
considerarse como un primer paso en una teoria perturbativa. Témese para
un sistema de N cuerpos de masas idénticas m el hamiltoniano la suma de -
operadores de uno y dos cuerpos

N N
H=T+vsz ) T, + } v.. . (39)
= D 2 B

ok
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La interaccién entre pares Vi e.g., podria ser la repulsiétn interelec-
trénica e /r en un 4tomo, molécula o cristal. El operador T; puede ser
la suma de energia cinética - f—‘vz y atraccién electrén-nicleo -7 e? /T,
o inclusive el potencial periddico en un metal, etc. Sea ¢, el determlnag
te {mico

b = Ot 61, (40)

i
cuyas orbitales m (r} (i,j = 1,2,-++ , N) son desconocidas, pero que
] IR
exigiremos ser ortogonales a saber,

Jdﬂrm* @ @ =5 (41)
k Tk, X, k. ! '
1 % i~ 3
El valor esperade del hamiltoniano (39) seri por las Ec. (4), (6) v (7),
si etiquetamos los N estados k, = 1,2, *++, N,
1

N
E = <¢p|H[¢g>= ] @kl T, N)kl i

k=1
) (42)
+ . Zk <‘pk1\°kzlvlzl@k1‘pk1 - Vi, > ’
1 2

donde en el Gltimo paso empleamos una abreviacién obvia para los elementos
de matriz llamados "directo" e "intercambio". El gxtremal (es decir, mini
mo, miximo o punto de inflexién) de la energia e, considerada como una
funcional E[&;l,wkl] de las orbitales desconocidas ¢;1 , sujeta la extre
mal a la condicién (41), se obtiene de

§ - -
) T g, g, beo 43)

donde Ax x  son constantes llamadas multiplicadores de Lagrange. Para
1 2
calcular la Ec. (43) usamos el hecho de que

_.(_S.... * = T - i 44
" P (") Gué(t‘ ¥ (44)

e(r)
Por ejemplo,
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8 Jdar P, F1) Ty 9 G1) =T0, (), (45)
s Ll S,

y asi sucesivamente. La Ec. (43) se reduce entonces a

Ty () + [ [@rany, GalVasy ) - 0, () -
46)

( * 5 > - -+
- L jaraly, (T 0Vaady (F2)0y () - L\, O, ) =0

k
2

*
Multiplicando la Ec. (40) por $k(?1) e integrando sobre ?1 queda la ecua-
cibn matricial

R R S L L S
(47)
donde es ficil comprobar que el operador H,, es un hamiltoniano de una sola

particula, actuando sobre la particula # 1, proveniente del hamiltoniano
total (39),

N N N N
Hy= J Hy= §F O (fy+Ugds Ve f wyg~ §T U4 , (48
i=1 i=1 i<y i=1

que ahora estéd compuesto de un hamiltoniano de particula independiente H,

mis una interaccién residual V. En el hamiltoniano independiente corres-
pondiente a la i-ésima particula,

Hog = Ty + Uy E (49)
aparece ahora un campo medio U; agregado a los campos antes existentes en

el operador T,, que por la Ec. (47) est4 definido en términos de la interac
cibn V,, original por
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D 19> = § <ho [Vazl0g9, -9 0> (50)
2

es decir, en forma 1lamada autoconsistente. Tomando N combinaciones linea
les, digamos ¢, , de las N orbitales originales {mnlﬂ w12y e 5 NEde
tal manera que queda diagonalizada la matriz (47), es decir, )\m-'—ekékl 3
nos transformari el problema en

<¢k|H°1|¢E> eS8, (51)

Suponiendo que las N nuevas ¢k son parte de un conjunto (infinito) comple
to, de modo que E|¢k> <¢k| =1, la Ec. (51) se vuelve, al multiplicarse

por |¢k>y sumarse sobre k:

Ty, (;13 > l:z Jd3r2¢; F2)v 12y Ezﬂfbk (¥1)
1 K, 2 2 TRy
(52)

= >
= d3r _1'}' v ; ? = b 5
}EZJ 2¢’k2( 2) 12¢k1( 2)¢k2( 1) Ekl¢k 1( 0
que representa N ecuaciones (k,, k; = 1,2, ... , N) no lineales acopladas
integro-diferenciales de eigenvalores de particula independiente. Estas

son las ecuaciones de Hartree-Fock (HF). Para cada eigenestado k, se tra-

ta pues de una ecuacién tipo Schrédinger de una particula (la # 1) que se
encuentra en el campo (medio) producido por todas las demis particulas.
Por ejemplo, el primer corchete es la contribucién directa a este campo;
el {iltimo término del miembro izquierdo es la llamada contribucibén de in-
tercambio pero su interpretacién deja de ser heuristica.

Finalmente, la energfa de Hartree-Fock (el valor esperado (42))
calculado con las orbitales de HF ¢k(_f') que satisfacen la Ec. (52) ser4,
recordando la Ec. (39),

E= <@ |H|®g> = <H> = <T> + <v> . (53)

Ahora, de la Ec. (48)

E=<H>=<T>+}Z<u> , (54)
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donde usamos el resultado, que sigue de la Ec. (50) (co = § y sumando
sobre k) y de la Ec. (42) (si reconocemos que E ? ), de que
ki<ks klr k2

la autoconsistencia exige que
<U> =2<v> - (55)

Luego, como <H,> = <T> + <U> de la Ec. (48), podemos escribir la Ec. (54)
alternativamente como

N

1 1 1

donde en el (ltimo paso usamos la Ec. (52) con k = g y sumada sobre k.

4) Sofuciones de HF trhiviales

Mostremos que para un sistema de N fermiones encerrados en una
caja de volumen V, e interactuando entre si a través de cualquier poten-
R > = -+ .
cial del tipo vy, = v(r; - T,) (nonecesariamente central) las ondas planas

> >
o, () = LotkoT (57)

proporcionan una solucién (trivial) a las ecuaciones de HF (52). Primero
+. __h . » o h2kd

notamos que en la Ec. (52) T, ¢-]:1 (ry) = 7= v1¢;1 (r) —ZEL ¢—£1 (1.

El término directo de la Ec. (52) serd, ademis

m

%j{ Jdarze-—ikz-rzv ika “mz (1) $U(0)¢K1Gl) 3 (58)
2

v(q) = er:"r e“iq';v('f) s (59)

donde hemos definido la transformada de Fourier v(c’[) de la interaccibn
v(-{‘), siendo T = ?‘1 - _1:2. Por otro lado, el témmino de intercambio de la

> + > -+
Ec. (52) se vuelve, multiplicando por e 1K ® Tigiki®ri =y
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> > e g + o+ >
( 1 -iky * ro 1 iky * o & =ik *r; ik; *r;
]); Jd3r2—-— e Vi, — e ¢z (r1)e e =
2 /v 4 2
iky-K2) » (71 - 12)
1 J g HlRyekg) vy eLw) L
= — d’r.e v(n -1 T 60
y= Ez 2 (2 2)¢K1( 1) (60)
= > o
=L T -k G ;
Nk,

donde en el Gltimo paso hemos interpretado Jd:’rz como Jdar y usando la Ec.
(59). Como todos los términos del miembro izquierdo de la Ec. (52), con
las soluciones (57), equivalen a un nimero de veces la solucién 2 i)
se satisface la Ec. (52). Q.E.D. En el presente caso este nfimero es

&, = W/m + g v - g I vk -B) (61)

AL)  Solucdones HF no-tuiviales

Como mera ilustracién de la posibilidad de soluciones no-trivia-
les, es decir, no onda plana, analicemos el siguiente ejemplo muy sencillo
de un cristal-l1iguido. Supéngase, como generalizacién de las orbitales de
onda plana (57), las orbitalests)

$(r) = 62 (F, 0) zCe" " [1 + aeiq'?:l X4(0,) (62)

que ocuparén el determinante

e . e
90 = (NI)7* det [0, (r)], K<k, , 22k, (63)

y que siguen obedeciendo la ortogonalidad (41), la que tomando en cuenta

el espin se escribe

) J[darrb]: (8, @) =5, : (64)

z v
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I
= [(1 +o?)V] 2 (65)

En la Ec. (62) X.(0z) es una funcién de espin con variable o, = *1 y esta-
do 0 = #3. Aqui ay q serfn parémetros variacionales adicionales al paré-
metro kp (que por la Ec. (14) est4 relacionado a la densidad ng = N/V de
particulas). BEmpleando condiciones periédicas para las orbitales (62) ten
dremos integrales del tipo 3

iger
3 sir
Jdre mVS,O s
v
donde (66)
_ 27 < -
Qx . n= 0, #1, 22, el Qy = etc.

Definiremos 10 que podriamos 1llamar la densidad local (a diferencia de 1la
global ny = v), en el punto T .

>
n) = § e (0|2 =vC? J|1+ aeldTF 2 (67)
k -+
k
donde se emplea la Ec. (62) y el hecho de que Z<x :X > Z 1= v. E
sumando es independiente del indice de suma y la suma sobfe K da N/v; por
lo tanto

n@) = n, {1+ L - cosa-?} , (68)
1+ qa?

es decir, la densidad local tieme una variacién cosenoidal en una direccién

del espacio (la que se elige para el vector a) para la solucién no-trivial
(62), en contraste con el caso especialmente homogéneo n(?) = Ny que tene-
mos para la solucién trivial (57), a la que se reduce la (67) cuando o+ 0.

La Fig. 2 contrasta estos dos casos que podriamos identificar co

mo un "1iquido'" (desorden posicional completo) y con un "cristal-1iquido",
la 1lamada fase sméctica-A (ordenado en 'l4minas", paralelas entre si y
perpendiculares al vector q, cada una de las cuales se comporta como un
1{iquido bi-dimensional) (ver Fig. 3). Para analizar la transicién del
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"liquido" al "cristal- 1{quido" basta considerar un hamiltoniano (39) inde-
pendiente del espin para el cual la energia de HF, 1llamado }kc > a la Ec.
(62), serd, de las Ecs. (4) y (6),

E = <&y|H|0e>= <k | -%%vi]_lb +
K (69)
[ > > > > > o> > =
+%‘ : <lv2<klk2lvlzik1k2> - v< kika|viglkoky> Py
—}Z-lr-]’:z
TPM orden desorden
(cristal-1iquido) (}l’quido)
7 P (or ™ ;:"—'—5_“:_:; = = 5. =E
P q kg™ =TT - = = £ ==
0 "liquido"  "cristal-l1quido"
(@ =0) (&> 0)

Fig. 2

donde usamos las sumas sobre espines antes vistas. Tomemos para la inte-

raccién la tipo delta
viz = Vb s v, = cte, TET-T, ; (70)

con la que la Ec. (69) se reducird a la energia por particula adimensional,

con B=za?, dq=aqf2kzl y v=2,

| mvop [ j
o =2 By 2B Gt 2 P B | 1)
hzk;N 5 5 1= 6 .

si a+0, B+ 0 y caemos en el caso trivial de ondas planas (OP) que es
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Cristal = Liquido

Fig. 3

(72)

Debemos ahora minimizar la Ec. (71) con respecto a a el ¥y g0,y

preguntar luego si existe una energfa menor que la trivial dada por la Ec.
(72). Es evidente por inspeccién de la Ec.

(71) que el minimo en a ocurre
precisamente para a =1, oseaq = ZkF. Introduciendo el parfmetro de aco
plamiento adimensional,

(73)
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donde se usé 1a Ec. (14) con v = 2 en el filtimo paso, la Ec. (71) con 4=1
se reduce a

e(p) =3+ 47he+ Ly s oo e @ & W
’ (1+8)2) 80 o

El valor de g, digamos B,, que satisface ¢'(B,) = 0 es
Bu=:\t'2220=‘> As- 2, A>2 * (75)

la Gltima conclusién se puede entender graficando Bo contra A. El minimo
en la energfa sélo se verifica, sin embargo, si

e"(By) >0=as -2 . (76)

Es decir, habrd minimo (micamente si la interaccién (70) es atractiva y lo
suficientemente asi. Sustituyendo (75) en (74) se tiene

@) ze) =B rEIA (77)

y buscamos una ganacia en energia de amarre, es decir, que

+ % A0, (78)

>0

Ae = (X)) - eop(h) =2+

para As- 2. La Fig. 4 muestra la curva de la Ec. (78): vemos que efecti
vamente, para A< - 2 la solucién no trivial es méis estable (tiene menor
energia) que la trivial, (curva 1lena). La curva en trazos corresponde por
la (75) a valores negativos de Bo = ai que no se admiten si a, es real.

El punto indicado con un circulo enX = -2 es un punto de bifurcacién donde
equivalen las energias de los dos estados, y puede considerarse el punto

de la transicién. E1 "par&metro de orden', el factor

20.0 ZJB?

(1+0a2)  @*8,)

en la Ec. (67) vale cero en el punto de bifurcacién, y crece en valor con-
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forme disminuye A a partir del valor critico -2. La transicién 1iquido a

cristal-1iquido es de segundo orden ya que el parimetro de orden aumenta
continuamente a partir de cero (Fig. 4).

A€
} 1 2 3 4 _,
o) i - | | i
7/
PR cristal
<—liquido — "—h'quido

/
_.2 Pl : ﬁ%
- I {
=l :
| -X
11 O—| T ! =
-4 - | 2 3 4
i
|

Fig. 4

Finalmente hacemos notar la naturaleza no perturbativa de nues-

tro resultado. Es decir, la diferencia Ae de la energia (78) no es anali-

tica en ) alrededor de A = 0 sino que tiene un polo simple allf.
6. APROXIMACION DE THOMAS FERMI

De gran interés es la vieja (1927) teorfa de Thomas y de Fermi

(TF) para la descripcién de sistemas coulombianos (4tomos, moléculas, sbli

dos, etc.) por su sencillez frente a la teoria de Hartree-Fock. En esta

(iltima se trabaja con N orbitales funciones de T, mientras que en la teo-
rf{a de TF hay una sola funcién, la densidad local n(¥). Adem4s, mientras
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que en la teoria de HF un conjunto de orbitales solucién no necesariamente

minimizan 1a energia (y aun si la minimizan éste no es necesariamente el
minimo mis bajo), en la teoria de TF el extremal es siempre el minimo abso

luto. El interés en la teoria TF ha aumentado enormemente en los {(iltimos
10 afios pues esta descripcién resulta ser asintéticamente exacta en el 11-

mite en que el nfmero de cargas I -+ =, para 4tomos, moléculas y sbdlidos.
(También es asi para estrellas enel 1imite en que el n{mero de particulas,
que en el fondo interactfian con fuerzas puramente atractivas -tipo coulom
bianas- gravitatorias, tiende al infinito). La exactitud de la que se ha
bla aquf se refiere exclusivamente al régimen no relativista.

Considérese un nficleo puntual con carga Ze, colocado en el ori-
gen, rodeado por una nube electrénica esféricamente simétrica con densidad

de carga negativa n(r), tal que
Jd3r n(r) =N (79)

serd el nfmero total de cargas -e en la nube. Si N=Z se trata de un 4to-
mo neutro; si N>Z de un ibn negativo y si N<Z de un ibn positivo. La
energfa total € se compone por: i) energia cinética electrbnica T;

ii) energfa potencial nficleo-electrén V, ; y iii) energia de repulsién
electrén-electrén V- Evidentemente, &sta serf una funcional de n(r) y

de la forma

E[n(r)] =T+ Vpe * Vee s (80)
donde

Ve = -eJd3r¢n(r)n(r) . eg(r) = Ze/r

W, F~3 eJd3r¢e(r)n(r)3 6, () = -eJd3r1 I—T’L(I-;-}T

T = Jd3r NEJt () «

Aqui, ¢,(r) es el potencial electrosttico en el punto r debido al nficleo
puntual en el origen y ¢,(r) el debido a la nube electrbnica. Ademés,
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t(r) es por definicién la energfa cinética (electrénica) en el punto r, por
electrén. Thomas y Fermi ahora suponen como hipbtesis de trabajo que

t(r) = Cn()*/>, =3 e/, (81)

en analogfa al resultado (18) obtenido para un gas ideal de fermiones con
= 2 en tres dimensiones. Admitido esto, la energia total (80) se vuel-
ve la funcional explicita en n(r) dada por

n(r)
_r"‘

E[n(r)] = Cz}rd% n(r)*/® - ze? erar +
(82)
1 eZJd3r J!dsrl Eﬁ%llLéIll T+V
[¥ w2t

Se busca ahora una ecuacién (de Euler-lLagrange) en n(r) tal que E[n(r)]
sea (por lo menos) estacionaria, o extremal, ante variaciones funcionales
en n(r), sujeta la variacién a la condicién (79) donde N es una constante.
(Esta extremal resulta ser siempre el minimo absoluto). Es decir, introdu
ciendo el multiplicador de Lagrange e$,, tenemos

JE[n(r)] - ed, darn(r) . 83)

Para calcular la expresién (83) usamos, en analogia a la Ec. (44), que

8
sn(r')

n(r) = §(t -™) y por consiguiente queda la ecuacién

2 it
é Czn(r")z/3 « 2y ezjdsr' ———E-—z— +eby, =0

o |?n - 'lh |

Notando que el segundo y tercer término no son mis que -ed, (") y
-e¢e (1''), Tespectivamente, definiendo el potencial total

I

¢(r) = ¢p(x) + pe(r) (84)

y cambiando la variable r'" a r tenemos
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AR (nfid
3n2h? [ e ¢°J€| ' (85)

n(r) =

A esta ecuacibn afiadiremos una segunda ecuacibn que eslabona ¢(r) con n(r)
que es la ecuacién de Poisson de la electrostética clésica:

V26(r) = 4men(r) (r#0) . (86)

Combinando ahora las Ecs. (85) y (86), reconociendo que por la simetria es

£ - . 2
férica y la constancia de ¢, se tiene que VZ¢(r) = % g? r{e(r) - ¢o] ,

llegamos a la ecuaci6én de Thomas-Fermi para el potencial total ¢(r)

1 42 ile(Zme)Q/2
= —r[¢(r) - ¢p] = ——

r dr?

() - 60l ", 87

que claramente es una ecuacibén diferencial no-lineal. Requeriremos dos

condiciones a la frontera que serén:

i) ¢(r) - b0 g Ze/r ) ' (88)
ii) o(r) = (Z- N)e/r (para r2 o) " (89)

La condicién (i) implica, por la Ec. (85), que

O e (90)

es decir, la densidad de carga electrbnica diverge en el origen. En la
(ii) hemos definido un radio ro a partir del cual la densidad de la nube se
anula, de modo que el potencial total ¢(r) es la diferencia indicada, gra-
cias al teorema de Newton de que el efecto de la nube es como si toda su
carga se colocase en el origen. Asi, por las Ecs. (85) y (89) podemos de-

ducir el significado de

$o = ¢(ro) = (Z-N)e/ro , (91)
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como el potencial total en el "borde" de la nube electrénica.

Observamos que la ecuacién fundamental (87) es un tanto incémoda
pues tendria que resolverse para cada valor de la pareja de enteros positi
vos (N, Z). Puede deducirse una ecuacién universal que no adolece de esta
gran desventaja. Introduciendo una longitud (por averiguarse) o tal que
X = r/o es adimensional, y una funcidén adimensional f(x) por la ecuacién

$(r) - ¢ = Z;° fx) XED 4 (92)

y sustituyendo en la Ec. (87) llegamos a

o TE0 o g2y
dxz

i) o) —— 1, 1) - B ity
X=+0 X 2 %X
y (93)
2/3 ay
o z% [%I} —7—21 T a2, = h%/me? ,

que es la ecuacibén universal de la teoria de Thomas-Fermi. Fue una de las
primeras ecuaciones resucltas con computadora electrénica digital en 1931
por Bush y Caldwell.

La Fig. 5 muestra tres tipos de solucién mumérica: A) en que
ry, == (4tomos neutros); B) en que ro<« (iones positivos, Z>N), es decir
la nube tiene "soporte compacto'; y C) soluciones apropiadas para la des
cripcibn de un 4tomo ligado en un cristal. De la solucién numérica se ha
averiguado que, para N = Z,

4 3/2

£(X) 7 1-1.58807x + xx ' + eoo

144 ke
;1_ + see

——f
b



176

Fig: 5

Antes de calcular la energia total de Thomas-Fermi E, en funcién

de Z, para Atomos neutros, estimamos que ésta seri de la forma

-Z- Z/Z-l/3 = -27/3 ya que tenemos Z electrones interactuando con Z cargas
positivas nucleares, a distancias mZ_l/a por la Ec. (93). La energia por
electrén E/Z, entonces, diverge a menos infinito como -Z“/3 para Z + =, es
decir, no_existe para el Atomo neutro el limite termodinimico, consistente
en una energia extensiva, es decir, proporcional al nfmero de particulas,
como se espera en la materia condensada (1iquidos, sélidos, etc.). Ocurre
lo semejante para un sistema de N fermiones idénticos que interactfian por
gravedad, por ejemplo una estrella, donde la energia total diverge como
-N7/3, véase la Ec. (38). Para calcular E(Z) en forma precisa usaremos el
siguiente resultado formidable: FEl teorema del virial para un 4tomo poli-

electrénico afirma que
E=<T>+<V>=-2<T> 5 (95)

donde E es la energia exacta (no relativista) del estado fundamental y los
valores esperados del operador de energia cinética T y de la energia poten
cial V se toman con la funcién de onda exacta (desconocida) del estado fum
damental. FEste resultado, vilido para la energia y estado fundamental

exactos, también es vAlido enla aproximacién de Thomas-Fermi. Esto se de-
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muestra si en la Ec. (79) reemplazamos las coordenadas (cartesianas)
(x,y,z) por (Ax, Ay, Az) = (X,y,z) con A real. Entonces

N = Jlgdar n(ir) = [di?'n(?} , (96)
es decir, frente al citado escalamiento

n(r) — A3n(ir) (97)
Luego, la Ec. (72) se vuelve

E[A’n(Ar)] = czxzfdarxan(xr)s/a
(98)

_ ezzAJdar XnOo) | %;AA[d3rjd3r'AG BADBOC) 0% v ¥,
AY - T |

donde T y V son 1a energia cinética y potencial promedio definidas en la
Ec. (82), tomando en cuenta que alli T y T' son variables mudas. Derivan
do la Ec. (97) con respecto a } y exigiendo que para )\ = 1 la derivada se
anule, se llega a

ZT+V=0 5
(99)

T+V=-2T=37

E

que coincide con el resultado exacto (95). Por tanto si Dy F son constan
tes, la energia total en la aproximacién de Thomas-Fermi podri expresarse

como

tm
I

= -2 Czjdar n(r)*/?
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;F £1(0) (100)

"

2
-0.768745 7/° £ |
ay

donde en la segunda igualdad especializamos al caso neutro (N = Z, ¢,= 0)
y usamos la Ec. (75). En la penfiltima igualdad se usé el valor numérico

de la £'(0) de la Ec. (94), habiendo 1llegado a esa igualdad por las siguien
tes consideraciones. La integral -

Erdx -—-—7@- deff“

]

por la Ec. (93). Integrando por partes

(=]

£ £

-
]

- erx(f')2
g (101)
-fr(0) - de(f')z

Por otro lado, también

R S L S WL S T
IZJ—IEf 267 (%) x 5 acx £ £

0 X 0 0

(=]

Suponiendo que el término integrado se anula esto da, usando de nuevo la
Ec. (93),

(
L= -5fxe £ ax = -5[udv
’ (102)

=D §a2
= Z-de(f )

Combinando ahora las Ecs. (101) y (102) queda I = - g-f'(o) 5 OSEiDs

El resultado para la energia de un 4tomo neutro de Thomas-Fermi
(100) es de suma importancia dado que Lieb § Simon(ﬁ) demostraron que re-
sulta exacta en el 1imite Z - ». Es decir, coincide con el resultado de la
. echnica cufntica no relativista en ese limite, o sea, con el estado funda-
nontal de la ecuacién de Schrddinger. Ademis, se conjetura que la (100) es
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el término dominante de una serie asintética en potencias descendientes,
empezando con 7, 6, 6, ..., de 21/3. Una deduccién heuristica de esta se-
rie, a veces llamada de Thomas-Fermi-Scott y Schwinger (TFSS), proviene de
despreciar la repulsién electrén-electrén en el 4tomo con electrones y Z
cargas nucleares positivas. Por la férmula de Bohr para un 4tomo hidroge-
noide la energfa total serd (en unidades de e?/a,)

N 22
E(Z) = § 2n?- |- WJ = -N (103)
n=1

donde 2n? es la degeneracibén de la n-ésima capa atbémica y hay, digamos, N
capas totalmente llenas. Por esto Giltimo también tendremos la relacién

N

Z= ] 2n? =+NN+DEN+DzZN + N2+ 1N, (104)

3 3 3
n=1
Por desarrolloc binomial
1/3
-tfsa (3171 {1,131

g3 [] | ] (105)

N>>1 =

y, si invertimos la serie tenemos

(106)

donde a,, a,, a3 **+ y a, B, *++ son constantes determinables a partir
de la Ec. (105). Sustituyendo en la Ec. (103) queda finalmente

E(Z) ,%, - 1.1447 AL % 2% - 0.0728 2%/ 4 eue . (107

Este resultado heuristico es semejante al correcto, que si toma en cuenta
las repulsiones electrén-electrén (serie TFSS)

5/s
E(Z)z >=>1 - 0.768745 27/3 * % Zz - 0-2699 2 / + ses (108)
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obtenido por Plindov § Dimitrieva(T) y por Schwinger(a). La Fig. 6 compa-
ra el resultado de esta serie con las energias empiricas de los 4tomos neu
tros (tomadas como las de HF para Z> 17, donde el error con las energias

de Schridinger seria despreciable a la escala de la grifica). El error mi-

ximo es ~7% y ocurre para la Z menores(g).

TR . Z—THOMAS - FERMI

0.79 2904268

0.6+

"o

« Schrddinger i
- « Hartree —Fock e

0.5 T T T T T T T T v
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 6.

Entre los defectos principales de la teoria de Thomas-Fermi es
que predice que un cfmulo de 4tomos no puede ligarse entre si para formar
una molécula -teorema de Teller(lo'll). Esto por supuesto es contrario a

la realidad fisica.
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7. CONCLUSIONES

Hemos visto a lo largo de esta monografia que el concepto elemen
tal del "campo medio" en la fisica culntica de muchos cuerpus es lo sufi-
cientemente rico como para ilustrar la estabilidad estelar, las transicio
nes de fase y las energias de amarre de los 4tomos neutros.

'la estabilidad de estrellas enanas y neutrbnicas qued6 estableci,
da por el equilibrio entre las atracciones gravitatorias y 1la presién de
un gas ideal de Fermi, de los electrones en el primer caso y los neutrones

en el segundo. Vimos ademis que esta presibén no es capaz de impedir el co
lapso gravitacional, por ejemplo, en un agujero negro, que seria inevitable
si hubiese suficiente masa en la estrella.

Laaproximacién de Hartree-Fock se planted para sistemas termodi-
némicos (es decir, con un nfmero muy grande de particulas) y se ilustrd la
posibilidad de soluciones no triviales que describen fases ordenadas. Vi-
mos la existencia de transiciones de fase como puntos de bifurcacién en la
energia, ilustrado a través del ejemplo del cristal-liquido. La transicifn
mas commmente conocida no lo es en la densidad, como en nuestro ejemplo,
sino en la temperatura. No se excluye, sin embargo, la posibilidad de
"cristales-1iquidos cufnticos' con transiciones en el estado fundamental,
es decir, a temperatura absoluta cero.

Finalmente dedujimos la aproximacién de Thomas-Fermi, en la que
se maneja una sola funcibn, la densidad local, en vez de N funciones como

en la teoria de Hartree-Fock.
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