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En este trabajo se presenta el cálculo de secciones diferencia-
les de dispersión inelástica. Se discute el método de la serie de Born
hasta segundo orden para evaluar las amplitudes de dispersión correspon-
dientes a los términos directo y de intercambio. Para calcular los térmi
nos de segundo orden se emplea la segunda aproximación de Boro simplifica
da, en la cual la energía de los estados intermedios se substituye por -
una energía promedio, permitiendo utilizar la relación de cerradura para
efectuar la suma a todos los estados discretos y del continuo. Esta
aproximación es mejorada incluyendo en forma exacta la suma a los niveles
más bajos. Como aplicación de este método, se presentan resultados para
la dispersión inelástica de electrones por helio, considerando el caso de
la excitación del estado base al estado 2'P. Se muestran los resultados
algebraicos para este proceso hasta segundo orden en la serie de Born.
Se hicieron también algunos cálculos numéricos considerando el término di
recto de la amplitud a primer orden más el término de intercambio en la -
aproximación de Ochkur.
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ABSTRACT

We discuss the evaluation of inelastic differential cross sec-
tions. The method we use is the Boro series throught second arder to cal
culate the direct aod exchange terms of the scattering amplitudes. In
the second arder terms we applied the simplifies second Bo~n approximation,
in which an average energy is introduced in arder to employ a closure rel~
tia to suro to all the intermediate states. This aproximation is improved
including the exact forro of the first terms in the sum. Algebraic results
for inelastic scattering with helium are presented as an application oí
the method discussed. We consider the excitation oí the 2'P state. We
also show.some numerical results fer this process.

1. nITROOOCCION

El estudio de la dispersión no relativista de electrones por át~
mas es uno de los problemas fundamentales en física atórrrrca. En los últi
mas años ha habido un interés creciente en este tipo de eventos y se han
llevado a cabo muchos experimentos que han arrojado un número considera-
ble de datos experimentales (1). En cuanto a los lnétodos teóricos emplea-
dos para calcular las secciones totales de dispersión, existen varios de
éstos en la literatura, los cuales son utilizados según las característi-
cas del problema y las regiones de validez de los mismos(Z). Algunos de
estos métodos teóricos han sido tomados de otras áreas de la física como
son la física de altas energías y la física nuclear, como ejemplos tene-
mos la teoría de Glauber(3). el método del potencial óptico(4) y el de la
serie de eikonal-Born(S).

El propósito de este trabajo es discutir el método de la serie
de Boro y sus aplicaciones. Con este fin se discute el cálculo de las
secciones diferenciales para la dispersión inelástica de electrones por
átomos de {,clio. El cálculo algebraico es llevado hasta segundo o~den y

se discuten algunas aproximaciones utilizadas, así c~o dificultades 'en-
contradas. Los resultados presentados corresponden a la excitación del
estado base del helio al estado 2'P.

Z. TEORIA

Se considera la dispersión inelástica no relativista de un elec-
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trón incidente con energía E por un átomo neutro de número atómico Z. El
núcleo atómico se coloca en el origen de nuestro sistema coordenado, la
posición del electrón proyectil es indicada por To Y se utilizan r., con

- -l
i = 1,2, .•. 2, para indicar las posiciones de los electrones del átomo.
Los vectores de onda inieial y final del electrón incidente son ~i y 1

f
,

Los efectos del principio de Pauli no se consideran en este momento, sin
embargo más adelante se introducen las amplitudes debidas a efectos de in-
tercambio. Se usarán unidades at6micas a lo largo de este de este trabajo.

El harndltoniano de este sistema electr6n.átorno está dado por

H=Ho+V, (2.1)

donde 110 es el hamiltoniano del proyectil y el átomo libres y V es el po_
tencial de interacción entre éstos, es decir,

v (2.2)

donde

r. = Ir. - r I
J.O -J. -o

y Ho puede escribirse como

(2.3)

cinética del electrón incidente
Llamando 1 n > a los eigenest~

wn 1 n > , en donde wn es la

El primer término es la energía
el hamiltoniano del átomo blanco.
hamil toniano Ha' tenemos Ha In> =

interna del átomo en el estado.

y Ha es

dos del
energía

La sección diferencial de dispersión inelástica está dada por

(2.4)

donde f es la amplituJ de dispersión (térlll_wo directo y de inter-
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cambio) del proceso.
contrar la soluci6n a

Con el fin de evaluar esta última
la ecuación de SChrOdinger

es necesario en-

H$ = E $, (2.5)

donde 11 est~ dado por la expresión (2.1).
Las funciones que resuelven (2.5) satisfacen las ecuaciones de

Lippmann-Schwinger(6):

1JIt l. 1 + (2.6a)= ~. -+ 1m . VWi'.1. f-+O+ E-11o+1.f

$~ ~ + lim 1 wi, (2.6b)
f f->o+E-~

donde r.~ E-F¿!if son los operadores de Greco, y las ondas libres $I,f

son cigenfuncioncs de l~.
Estas ecuaciones pueden resolverse por el método de iteración de

Neumarm(7). Tomando como aproximación de orden cero a las ondas libres,
la solución al hamiltoniano del problema de dispersión está dada por la
expresión

(2.7)

La amplitud de dispersión, la clml se escribe en términos de es-
tas soluciones, es decir,

(2.8)

quedará expresada comouna serie, conocida como la serie de Som. Substi
tuyel~o la Ec. (2.7) en (2.8) obtenemos

donde

f = r fn=l Bn' (2.9)
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(2.10)

cano puede verse, en el ténnino de orden n de la serie de Boro, Ec. (2.10),
V aparece n veces y G~,n-} veces.

Cuando la partícula incidente lleva una energía suficientemente
alta, podemos evaluar amplitudes de dispersión con bastante exactitud ut.!.
lizando únic~ente el primer :érmino de la serie de Born, esto es conoci-
do caoo la aproximación de Boro. La condici6n de validez para esta aproxi
mación es Va « fiy, donde V es la intensidad del potencial de interacción
entre el blanco y la partícula incidente y a es el alcance de dicho pote~
cial, v es la velocidad del proyectil. Esta condición puede ser reescri-
ta en la forma Z « hv/e' donde Z es el número atómico del átomo blanco~!
Entonces esta aproximación es válida si la velocidad del proyectil satis-
face Zc/l37 <v<',¡;/2,dooJe c es la velocidac de la luz.

Nuestro interés es calcular la amplitud de dispersión hasta se-
gundo orden en la serie de Born, es decir,

(2.11)

Utilizando la Ec. (2.10), el primer término de l~ serie está da-
do por

(2.12)

donde los eigenestados ~i,f del hamiltoniano libre serán denotados por
In,g>=In> Is.>' donde In>se refiere al estado del átomo blanco y ~ es
el número dé onda del proyectil. En la representación de coordenadas

donde X son las coordenadas del átomo,
Utilizando (2.13) en la Ec. (2.12),

pli tud está dado por

(2.13)

el pru.er término de la am-

(2.14)
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Ii>y If> son losesta-
y V es el ~tencial de i~

donde ~ = ~ - ~f es el momento transferido,
dos inicial y final del blanco rcspectivmnentc
teracción electrón-átomo blanco.

f . -1Cabe señalar que este termino se comporta como ki
res grandes ki (9) .

El segundo término en (2.11) es

para valo-

(2.15)

donde Go está dada en la representación de maneoto. La S~a es a todos
los estados intermedios discretos y del continuo y wn - i:\ es la diferen-
cia de energías entre el estado intermedio y el estado inicial del átomo
blanco.

La integración a las partes de onda pla~, de los elementos de ma
triz en (2.15) puede hacerse en general, conduciendo a la siguiente expr~
sión:

- 2f ._-
82 TI2

1

1

<fl ~ ee-i!óf.EJ" -1) In> <ni ~ (ei!s .EJ'_l) 1," >
d3 m=l ~=l '

" q ¡¡ K,' Kf' [q'-k' + 2 (wn-w,' -ie)) +
1 (f-+O )

(2.16)

donde ~ =!s. '1 Y ~ = ~ - 'J.. aquí se ha utilizado la integral de
Bethe

J
iK.r'

Ir-=-r -:-1

de ta 1 forma que

d'r' 4l! iK.r
=K2e-- (2.17)

(2.18)

La evaluaci6n de (2.16) involucra una suma a todos los estados
intermedios, discretos y del continuo. Sin embargo esta expresión puede
ser calculada fácilmente si hacemos lU1a aproximación; ~5ta consiste en
substituir la diferencia de energía wn - ú6 por una diferencia promedio
úT, de tal forma que se elimin.a la dependencia del denominador con n. De
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esta forma podemos usar la propiedad de cerradura para hacer la suma a
todos los estados. La expresión que resulta de esto se conoce en la li-
teratura como la seglmda aproximación de Boro simplificada. Esta tiene
la forma

Z "K ' Z 'K

J
<flr r (e-'''f !:ro-1)][ E (e'-'EiJ -l)J li>

d 'q mol ~=l
K' ,'(' 2.)i f q -Pi -lE (€~o+)

, (2.19)

donde p~ = k~ - ZW. Esta ecuación tiene una parte real y una imaginaria,, ,
el comportamiento asintótico de éstas (para valores grandes de K) va como
k -1 -2 .
. y k. . respectlvarncntc., ,

La amplitud de dispersi6n a segundo orden de la serie de Born no
está completa si no se incluye la amplitud de intercambio(10). El térmi-
no a primer orden está dado por

1 J -i~'r .( )(. 1..,.".e -l~f r ,r ,..,r '¡;1
¿;1T -() ~ -z )- r jo

(2.20)

Es interesante señalar que la contribución importante a gBl pro-
viene del término 1/r10, ya que éste se comporta como ki~2 para valores
grandes de k.; por otra parte la contribución de llr se comporta camo, o
k~6 y los términos restantes caen como k~10 para valores grandes del nú-> ,

mero de onda incidente. Por lo tanto es razonable quedarse con el térmi-
no dominante. Transformando la Ec. (2.20) al espacio de momento y rete-
niendo s6lo la contribuci6n principal en el desarrollo en términos de k.,
obtenemos la aproximaci6n de OChkur:(ll) ,

g - 2 J ei~'!.~:(_r)och - - k Z :-, ~ (r)d'r,'- (2.21)

3. DISPERSION INELASfICA DE ELECTI:ONES POR HELIO EN EL ESfAOO
RASE

Se van a aplicar los resultados anteriores al problema de excita
ci6n del helio al estado 2'P, por impacto de electrones. Se considerarán
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energías intermedias es decir 50 eV < E < sao eV para el electrón inci-
dente. Como función de onda del estado base se usará la siguiente(12):

donde

(3.1a)

~o (r) = __l__ .E A.
.- J¡ij 1.=1 1.

-Z.r
e '

(3.1b)

Los valores de las constantes en esta ecuación son Al :: 2.60505, A2 =

2.08144, Zl = 1.41 Y Z2 = 2.61.
Por otra parte, para el estado 21P se escoei6 la función(13)

(3.2)

en donde Z1 = 2 Y Za = 0.97, el índice m se refiere a los subniveles magn~

ticos
Utilizando (2.14) Y (2.2), el primer término de la amplitud está

dado por

Después de un poco de álgebra esta expresión queda como
Za

64Jfi ~ j Zl + T [Al. Al A2 ]Ial i K
I (Zl+ ¥)'+K']' (21+2i)'

--¡¿;-
\

+ (2
2
+2)1

Za 2 J}Z2 + T I Al A2 +
A2

+ L (Z, +Zi) 3 (22+Z)3 (3.4)
I (Z2+¥-)'+ K']'

La expresión (3.4) da una amrlitud vectorial; de aquí, la ampli-
tud de excitación a cada subnivel magnético está dada por

t ¿'Pf =:¡: 1 [(I2'P) + .. (1..2'P) ]
B1 7"r ~1 x l~, y'

(3.5a)
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(3.5b)

Utilizando la expresión (2.19) para la segunda aproximación de
Barn, del término directo de la amplitud de dispersión, obtenemos

después de evaluar el elemento de matriz entre los estados inicial y fi-
nal,

I = 128 J2ii i KY. (n ) { aB + BD } loo
SB2 1m K . (a2+K2) 3 (B2+K2) 3

+ 256 J2ii i Jd3q f.2 l
\m (nkf)

(q2_p2_if) KfK~

128 Jfii .___ o,.2 A~ay

(a2+Kf)' (y2+K~) 2
+

A, A2a o
(a2+K~)' (02+K~)2

+ (3.7)

+

+

A,A2 Y B

(B2+K2)'(y'+K2)'
i f

A,A2"0
(,,'+K~)'(6'+K~)'

+

+

A' Bo ]

(B'+K~)' (02+K~)'

A, "2 yB

(B2+K')'(y2+K~)'
f 1

y im (nXf) [ A~ay

(q"p'-i )K'K (ci'+K')'(y'+K2)'
ieif f 1

A2 Bo

(B'+K')'(6'+K~)'
f 1
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Las integrales con respecto a la variable 9.pueden ser reducidas
por la técnica de pararnctrización de Fc)nman a una integral sobre un par!
metro. Pactorizando los dencxninadores, la segunda amplitud de Boro sim-
plificada se reduce a evaluar treinta y seis términos, cada uno de la for
ma

1f-i (.n,x) = 1fn,m ll,m

es decir,

1£-i(y,O)+Cn 1,1 1£-i )(O,O)+C13 1,1 (y,a +

1
£-i 1£ i 1£-i 1£-i 1£-i (+ C19 1,2 (y,B)+C20 1~2 (o,B)+C21 2,1 (y,a)+C22 2 1 (o,a)+C23 2,1 y,B)+

1£-i 1£-i ( 1£-i ( )}+ C34 2,3 (o,a)+C35 2,3 y,B)+C36 2,3 o,B .
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donde cada una de las integrales vectoriales

d'q
(K~+a,)n(K~+B,)m'

(3.9)

término de intercambio es fácilmente evaluado usando las ftJn-

y (3.2).De hecho

las cuales,
Feynman(14)

El
ciones (3.1)

puede ser expresada en términos de las integrales 1 (a,S).n,m

- 1 J d '91 (a,B)-,. ,
n,m TI (q'.p'-if) (K~+a,)n(K~+B')m

como ya se indic6:pueden resolverse por las técnicas de

K'
2k'

i

(3.10)

(3.11 )

Con estos resultados la sección diferencial de dispersión es
igual a

(3. 12)

donde f es el término directo de la amplitud en la segunda aproximaclon
de Boro, y g es el de intercambio en la arroxilTk1ción de Ochkur. Se obser
va que calculando el t6rmino f - g en la aproximación mencionada, se ob-
tiene una amplitud de dispersión que contiene todos los términos hasta or
den k~1 para valores grandes de k..

1 1

4. RESULTAOOSy DlSUJSION

A continuación se presentan resultados num~rico5 para dispersión
inelástica electrón-helio. Consideramos la excitación del helio al estado
2'P. Las amplitudes directa y de intercambio de este proceso fueron calcu
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ladas algebraicarncntc hasta 2° orden de la serie de 80TH, en la sección
anterior. Los resultados numéricos presentados a continuación correspon-
den al término directo a 1eT orden en la serie mencionada y al término de
intercambio en la aproximación de OchkuT.

En la Fig. 1 se grafican amplitudes directas en la 13 aproxima-
ción de Rom, para distintos valores de la energía del electrón incidente.
En la Fig. 2 se grafican las amplitudes de intercambio para los mismos v~
lores de la energía, como en la Fig. l. Por último,en la Fig. 3 se pre-
sentan secciones diferenciales de dispersión en la 13 aproximación de
Born y se comparan con resultados experimentales(15). En esta última fi-
gura puede verse comparando los resultados a 200 y sao ev que la concor-
dancia de los resultados teóricos y 105 axperimentales aumenta con la
energía; por otra parte se observa que a ángulos pequeños la primera
aproximación es bastante buena. Para lograr concordancia a ángulos ~ayo-
res es necesario incluir 105 términos a segundo orden en la aproximaci6n
de Born para la parte directa de la amplitud de dispersi6n, y el término
de Ochkur de la amplitud de intercambio.

Por otra parte como ya se indic6 en la secci6n anterior, si se
quiere un desarrollo consistente con todos los términos hasta orden ki-

1

es necesario incluir en la a~plitud en la primera aproximación de Born,
la parte real del término directo en la 2a aproximación de Born, la cual
es de orden k.-1• Por otra parte si se desea un resultado hasta orden

2 1k.- , la amplitud directa debe contener aparte de la primera y segunda
1aproximación de Born, la parte real del término de orden 3, es decir

Ref ,el cual tiene este comportamiento.B3 Existen formas de conseguir un desarrollo consistente hasta un
orden dado en k.-2, las cuales evitan el cálculo de fB3; entre éstos se
encuentran el m~todo de la serie eikonal-Born(16) y el de la serie de
Glauber modificada(17) los cuales son discutidos ampliamente en la litera
tura.
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-, • •• •• •• •• •
Fig. 1 Se grafican las amplitudes directas para la excitación al subnivel

magn~tico m:Q del estado 2'p. Estas se calcularon en la primera
aproximación de Born. Presentamos resultados para dos valores de
la energía del electrón incidente. Se utilizan unidades atómicas •

• 1

.0'

Fig. 2
••••

Se graficau las
OChkur, para ¡a
2'p.

oc ••
amplitudes
excitación

10 40 10 10
de intercambio en la aproximación de
al subnivel magnético m:Q del estado
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.-,

Fig. 3. Sección diferencial de dispersión inelástica para diferentes valo
res de la energía, en la primera aproximación de Born. Se compa-
ra con 105 resultados experimentales de M.A.OiIlon y E.N.Lassettre,
x resultados a 200 ev, o resultados a 500 evo
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