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Presentamos un estudio conciso y elemental de la teoría semi-clá
sica de la propagación de luz coherente en dieléctricos resonantes. Hacien
do hincapié en los principios físicos, revisamos la problemática de este fe
nómeno no-lineal y no-estacionario, indicando los desarrollos analíticos -
disponibles y los métodos numéricos más comúnmente usados. Presentamos nue
vos resultados obtenidos por medio del análisis espectral de la propagación
de la luz y demostramos la posibilidad de efectuarlos en computadoras peque
ñas (PDP 11/34). -

ABSTRAer

We present a concise while self-contained primer on the resonant
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coherent semiclassical theory of field propagation in dielectrics. We
stress the physical grounds and review the problema tic of such nonlinear
and nonsteady phenomena, indicating the available analytical developments
and the commonly used numerical procedure. We make inroads into current
research by presenting a spectral analysis of propagation, while showing
the hability of carrying them in small computers (POP 11/34).

1. mrRODUCCION

El problema de la propagaci6n de la luz en medios materiales es
tan viejo como la 6ptica física misma. En las primeras décadas de este si
g10 los trabajos de Lorentz, Sommerfeld y Brioullin, entre otros, llevaron
la teoría de esta interacci6n a un alto grado de perfecci6n, de manera que
parecía que poco quedaba por añadir en este dominio de la física. De hecho,
la teoría de Lorentz, que trata a los electrones como osciladores arm6nicos,
explicaba bastante bien todos los fenrnnenosen los cuales la frecuencia de
la luz estaba lejos de las bandas de resonancia del medio en el cual se pr~
pagaban (1) y siempre que la intensidad del campo del haz luminoso fuera lo
suficientemente débil fama para poder considerar que la funci6n de respue~
ta del medio era lineal.

Sin embargo, con el descubrimiento de fuentes luminosas intensas,
proporcionadas por 105 láseres, la teoría lineal se mostr6 impotente para
explicar un gran número de nuevos descubrimientos experimentales. El adve
nirniento del láser, junto con los grandes adelantos de la tecnología de ma
teriales y de los métodos de detección, hicieron posible la observaci6n de
muchos fen6menos ni siquiera imaginados hasta entonces. La generaci6n de
arm6nicos de segundo y más altos 6rdenes, la rectificaci6n 6ptica, las mez
clas 6pticas y la amplificaci6n paramétrica, el auto-enfocamiento, la trans
parencia auto-inducida, la nutaci6n 6ptica y 105 ecos de fotones, son eje~
pI05 de los fen6menos que se descubrieron entonces y que condujeron a la
aparici6n de la rama de la 6ptica denominada 6ptica no-lineal y que en las
últimas dos décadas ha tomado un gran tmpulso en el arrbiente científico y
tecno16gico.

A pesar de ello, el estudio en el dominio de frecuencias de tales
fen6menos ha sido relegado por la complejidad que su tratamiento requiere.
Dos razones fundamentales han sido los principales obstáculos. La primera
de ellas es que no existe una definici6n única y conclusiva para el análi-
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sis espectral en procesos no. estacionarios ,(2,3) aunado al carácter no-li-
neal del proceso que no ofrece alternativas simplificantes. La segunda r~
zAn es que la naturaleza de los estudios, generalmente numéricos en el es-
pacio y el tiempo, no penmite una forma simple de procesar los resultados,
pues a una distancia de penetraci6n dada, aparecen como funciones de un
único parámetro temporal, para todos sus valores relevantes.

En esta nota presentamos un enfoque alternativo, basado en el
espectro físico, que ofrece un tratamiento espectral simple, sin arrbigUed!
des y que es consistente con la realidad de la situaci6n del experimento
numérico o de laboratorio.

A manera introductoria de esta rama de la 6ptica, hemos dedicado
la segunda secci6n de este trabajo al repaso de la teoría semi-clásica de
la propagaci6n y a la obtenci6n de las ecuaciones de movimiento que gobic!
nan la interacci6n coherente de pulsos intensos de luz en medios resonan-
tes o cuasi-resonantes. Además, en esa misma secci6n, detallamos algunos
de los resultados fundamentales que se desprenden de tales ecuaciones y
que poseen un gran significado físico.

En la tercera secci6n, presentamos nuestro estudio del ~lisis
espectral de este fen6meno de la propagaci6n, resaltando las diferencias
con el tratamieIlto clásico. Este análisis es una aportaci6n novedosa a la
interpretaci6n de la física del problema, como 10 hacemos notar en la cuar
ta secci6n, en la que mostramos y comentamos ampliamente varios de los re-
sultados que hemos obtenido de las s~laciones numéricas.

Por 61timo, en la quinta secci6n, reportamos la forma en que he-
mos logrado manejar nuestros c6digos, que requieren gran cantidad de espa-
cio y memoria, con recursos computacionales modestos y dentro de limites
de tiempo aceptables.

2. ELEMENfOS DE LA TIDRlA DE LA lI'ITERACCION DE LAS moAS
ELECrnClolACMITlCAS CON SlS'IBolAS ~IATERIALES

2.al La teoJÚa .emi.-eU4.úoD. de la .<.n.teM.eu.6n !uz-c1tomo

La interacci6n de un campo electromagnético con un sistema mate.
rial constituido por átomos o moléculas se puede describir en muy diversas
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formas, dependiendo del fen6meno particular que se desee analizar. Noso-
tros estudiaremos la propagaci6n de haces luminosos intensos, como los de
un láser, en medios resonantes absorbentes. Para ello utilizaremos una
descripci6n semi-clásica, ya que por una parte la intensidad trol alta de
los láseres, conteniendo una gran densidad de fotones, nos permite descri-
bir al campo clectromagn~tico por medio de las ecuaciones de ~L~~ll. Por
otra parte, la estructura esencialmente discreta de los niveles energéticos
de los sistemas materiales nos forza a describirlos mediante las ecuacio-
nes de ~cisenbcrg. De esta forma,la teoría semiclásica, interpretada como
un acoplamiento de las ecuaciones de Maxwell y l~isenbcrg, es suficiente
para la descripci6n de nuestro estudio.

Como es sabido de la mecánica cuántica, (4) la ecuaci6n de I~isen
berg para un operador cualquiera Q, es

i 11 (dQ/dt) [Q,II) + i 11 (aQ/at) (1)

en donde H es el hamiltoniano total del sistema y [Q,H] QH IQ es el
conmutador de Q con 11. Cuando Q no depende explícitarrente del tiempo, el
último término de esta ecuaci6n se anula.

La mcc6nica cuántica también nos enseña(S) que un operador cual-
quiera Q, puede ser escrito en la forma

Q (2)

In>.

es un conjunto
son105 Q

k
£ = <kIQII>

la representaci6n
Por su parte,
operador Q en

donde o .. = li><j I se denomina operador de proyecci6n y In>
1)

completo de vectores ortonormales.
llamados elementos de la matriz del
Es fácil demostrar que

<o .. >
1)

(3)

10 que significa que los promedios de los operadores de proyección corres-
ponden a los elementos de la matriz densidad del sistema, por 10 que los
~ .. son tan aptos para describir el desarrollo dinámico del sistema como
1)

el mismo operador de densidad. De hecho, las derivadas con respecto al



263

tiempo de estos vectores de proyecci6n son las que proporcionan las ecua-
ciones que gobiernan la evoluci6n de los átomos debido a la influencia de
la luz.

2. b ) V-i.n~ea del <!tomo d~ dM .uvelM

Debido a que nuestro interés primario está en el fenómeno de re-
sonancia o cuasi-resonancia, podemos simplificar los sistemas at6micos, que
en general contienen un gran número de estados energéticos discretos, a sis
temas que poseen solamente mos cuantos niveles de energía: aquellos que es
tán en resonancia o cuasi-resonancia con las frecuencias presentes en el
haz del láser.

A continuaci6n, desarrollaremos las ecuaciones que rigen la int~
racci6n de un láser con frecuencia portadora w

L
con átomos que tienen una

sola frecuencia de transición W2~ = (E2 - E1)/h cercana a la frecuencia po~
tadora del láser. En otras palabras, vamos a idealizar al átomo considerán
dolo como un sistema que tiene únicamente dos estados energéticos: el esta
do excitado 12> de energia Ez Y el estado base 11> de energia El' A pesar
de esta idealizaci6n, el tratamiento expuesto fácilmente puede generalizar
se a átomos de más de dos niveles. (6) -

Para el caso en que s6lo dos niveles at6micos sean los relevan-
tes, tres operadores de proyecci6n deben considerarse: 011' 022 YA.
021 = 012' Dado que estos operadores no dependen explicitamente del tiem-
po, podemos escribir sus ecuaciones de Heisenberg en la forma

(4 )

El hamiltoniano del sistema 11, se puede separar en dos partes:
A

H HA + 111• La primera parte representa la energía del átomo aislado y
la segunda representa la energia de interacci6n del átomo con el láser. El
hamiltoniano at6mico es tal que

para n = 1,2 (S)

A

siendo (HA )ij h w.ó,. los elementos de su matriz.
, "J
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Para la encrgia de intcracci6n H' J basta considerar la energía d~

birla a la interacci6n del dipolo eléctrico del átomo con el vector del campo
eléctrico de la luz del láser. Esto es(7)

H' = .C!. E (6)

donde C! es el operador del dipolo at6mico. Los elementos de la matriz de
H' son: (H')ij = -C!ij' E (1 - 0ij)' pues suponemos que el átomo no posee
ningún dipolo permanente.

A A A

De acuerdo con (2), el hamiltoniano total H '"HA + H' se puede e~
cribir en la forma

.•. '" ,.. ••..
H = h WIOll + hW2 022- (d12012 + Cl;l1021) • ~ (7)

Al sustituir la Ec. (7) en (4), obtenemos las tres ecuaciones di.
ferenciales que gobiernan el comportamiento del átono, considerando solame~
te su interacci6n coherente con el campo eléctrico. Estas ecuaciones son:

(do,1/dt)

(do,,/dt)

(do12/dt)

(i/l1) (C!12~12 - d21~21) • E

-iW21012 + (i/fl) d21 (~1l ~,,). E

(S.a)

(S.b)

(S.c)

en donde Ú):ll = W2 - Wl'

Las cantidades 011 y 022 están relacionadas con las poblaciones
de los niveles energéticos [1> y 12> respectivamente, esto es, con la pro-
babilidad de encontrar el átomo en su estado base o en su estado excitado,
mientras que ~'2está relacionada con el momento del dipolo at6mico.

cabe enfatizar que las Ecs. (8) se han idealizado, en el sentido
de que no se han considerado ninguno de los mecanismos de decaimiento que
pueden aparecer en un experimento real. Si se desea incorporar estos de-
caimientos se puede recurrir a la teoría c~ticaJ pero en la práctica es
costumbre introducir ~usefectos en las Bes. (8) en una forma fenomeno16-
gica(8). Nosotros seguiremos un desarrollo que no considera ningún tipo
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de decaimiento, lo que implica que se conservará la poblaci6n del sistema
en el transcurso del tiempo. Esto último se puede comprobar fácilmente su

A A

mando las Ecs. (B.a) y (B.b) para obtener d(o" + o,,)/dt = O.
Por otra parte, en un laboratorio realmente no se mide tm opera-

dor que represente una cantidad fisica determinada, sino su valor promedio.
Por esta raz6n, resulta conveniente introducir tres nuevas variables Tij,
definidas de la siguiente manera:

y

(para i = 1,2) (9.a)

<o,,(t,z) = r,,(t,z) exp[-i(wLt . kz)] . (9.b)

Aquí, wL es la frecuencia del campo eléctrico del láser, al cual
escribiremos como

~(t,z) = ~ E(t,z) exp[i(wLt - kz)] + c.c. (la)

donde ~ es el vector unitario de polarizaci6n de la onda electromagnética
(por ejemplo, si la luz está linealmente polarizada en la direcci6n x,
e = ~,y si esta circularmente polarizada e = (~ + iy)/I]). La cantidad
E(t,z) es la envolvente compleja del campo eléctrico que podemos escribir
como E(t,z) = IE(t,z) I exp[i~(t,z)J, mientras que k = wL/c es el número de
onda y e es la velocidad de la luz en el vacío. Por último, C,c. reprcse~
ta el complejo conjugado del término precedente.

La frecuencia ~ es una frecuencia 6ptica, es decir muy alta
(del orden de 10'5 I~rtz), mientras que la duraci6n de los pulsos más cor-

-"tos que se han producido hasta ahora es del orden de 10 segundos. Esto
significa que aun estos pulsos ultra-cortos contienen cientos de períodos
6pticos bajo sus envolventes. Por esta raz6n, podemos considerar que las
cantidades E(t,z), ~(t,z) y rij(t,z) varian lentamente en t y en z, en
comparaci6n con la variaci6n del factor exp[i(WLt - kz)].

Sustituyendo las Ecs. (9) y (10) en (B), se obtienen.las ecuaci£
nes diferenciales para las nuevas variables rij que describen el comporta-
miento de nuestros ~tomos. En ellas encontramos términos que varían lcn-
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tarnente y otros que oscilan a frecuencias ópticas, los cuales están compl~
tamente fuera de resonancia y se les puede despreciar, ya que su contribu-
ci6n al efecto resonante o cuasi-resonante es mínima. Esta aproxirr~ci6n
se llama, según la tradici6n proveniente del estudio de resonancia magnétl
ca, aproximaci6n del sistema rotante con la onda (RWA). Además, en estas
mismas ecuaciones encontramos expresiones del tipo ~. di2E/h, con dimensi£
nes de frecuencia, las cuales redefiniremos en base a la cantidad compleja

(2/11) (~. d12E) = K E (U)

a la que por razones hist6ricas llamaremos frecuencia de Rabi compleja(6,7~
N6tese que n1l = n~l .

Con estas consideraciones, las ecuaciones diferenciales para las
variables at6micas Tij se pueden escribir de la forma:

(drll/dt)

(dr,,/dt)

(12.a)

(12. b)

(dr,,/dt) = -i ~ r" - (i/2)n21 (r" - rl')

en donde la cantidad

(12.c)

(13)

se conoce como la desafinaci6n de la frecuencia de transici6n de un átomo
particular, con respecto a la frecuencia portadora del láser.

Desde el punto de vista computacional, las ecuaciones complejas
(12) son difíciles de manejar, por lo que es conveniente transformarlas a
ecuaciones reales. Esto se puede hacer por medio de las siguientes trans-
[onnaciones: (6)

y

n R+iU
12

(1/2) (u + iv)

(14.a)

(14.b)



267

en donde R, U, ti Y v son reales. El resultado de sustituir estas nuevas va
riables en las Ecs. (12) es:

du/dt

dv/dt

dw/dt

en donde

-6v U w

.6u + R w

-Rv + U ti

(IS.a)

(IS.b)

(IS.c)

(16 )

representa la diferencia de probabilidades de encontrar el átomo en su es-
tado excitado o en su estado base y, por tanto, se conoce como inversi6n
atómica, la eua] representa también la energía del átomo en unidades de
11w21/2.

Para recalcar el significado físico de las Ees. (15), multipliqu~
mos la Ec. (IS.a) por u, la (IS.b) por v y la (IS.c) por w. Al sumar estas
tres ecuaciones modificadas se obtiene la relaci6n

u(du/dt) + v(dv/dt) + w(dw/dt) o (17)

que al integrar con respecto al tiempo queda en la forma

I (18)

La constante de integraci6n se ha puesto igual a uno como conse-
cuencia de la normalizaci6n de la funci6n de onda que describe al átomo.
Esta ecuaci6n es una importante ley de conservación del sistema e indica
que el estado dinámico del átomo se puede representar, bajo la ausencia t~
tal de decaimientos, mediante un punto sobre la superficie de una esfera
de radio unitario o por el vector correspondiente, como se indica en la
Fig. 1. A esta esfera se le llama esfera de Bloch y al vector OJ'I,vector
de Bloch. Esta representacti6n geométrica es muy útil, ya que nos permite,
con 5610 seguir el movimiento del vector de Bloch, tener una idea intuitiva
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bastante clara de lo que sucede con el átomo bajo la influencia de la luz.
N6tese, en particular, que cuando el átomo está en su estado base u= O,
v = O, w= -1 y el vector de Bloch apunta exactarrente hacia el polo sur de
la esfera, mientras que cuando está en su estado excitado u= v = O, w= 1 y
el vector de Bloch está dirigido hacia el polo norte de la esfera. Cual.
quier otra posici6n del vector de Bloch representará al átomo en una supe!
posici6n general de estados CUántICOS.

w

v

Fig. 1. p.sfera de Bloch, mostrando el vector de Bloch para el caso arbitra
rio (O, vo' wo).

Z. c I LiU> ecuo.cionu Jtwucid<U> de Maxwe.U

Hasta este punto nos hemos ocupado solamente de la dináMica del
átomo y ahora analizaremos el comportamiento que sigue la luz del láser en

su paso a través del medio material. Es costumbre, en trabajos de esta in
dole, representar al haz del láser como una onda de frecuencia portadora
w , con n6mero de onda k = w le y con una envolvente compleja E(t,z), tal
L LY como lo hemos hecho en la Ec. (10). El campo eléctrico del haz debe sa-

tisfacer la ecuaci6n de ~bxwel1:
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en donde P(t,z) es la polarizaci6n debida a los átomos activos a través de
los cuales la luz se propaga y, por lo mismo, se le denanina polarización
resonante. As!, mientras que ias ecuaciones de Bloch (15) indican c6ro los
átomos reaccionan a la excitaci6n de la luz, la ecuaci6n de Ma>l,~ll (19) ~
dica la forma en que el haz de luz se modifica por la radiaci6n coherente
de los átanos.

SegÚnla Ec. (2), el momentodipolar promedio de un átomo se p~
de expresar CClOO

(20)

en donde <O,.> representa el valor esperado del operador rr... En general,
1.J 1.)

este valor promedio no será el mismo para todos los átomos del medio, en
virtud de que cada átomo en particular puede tener lUla frecuencia de trans!
ci6n efectiva diferente a la de los demás, debido tanto a iJTl¡urezasdel ~
dio como a efectos del movimiento at6mico. Para considerar esta idea, su-
pondreroosque las frecuencias de transici6n at6micas W21 estilll distribuidas
inhomogéneamentealrededor de la frecuencia del láser w , según la funci6n
g(W21- w

L
) = g(6), normalizada en la forma r;(6)dll = l~ Y a la que se le

denomina distribuci6n at&nica de frecuencias:o:l Entonces, si el redio con-
tiene N átomos activos por unidad de volumen, la polarización macrosc6pica
estará dada por la Ec. (20), promediada sobre todos los valores
j = w21 - w

L
" Esto es,

(21)

Cuandose introducen las expresiones (10) y (21) en la ecuaci6n
de llaxwell y se efectúan las aproximaciones correspondientes al hecho de
que la envolvente y la fase var1an lentamente, además de que los términos
oscilantes a frecuencias 6pticas deben de ser descartados, se obtiene una
ecuaci6n diferencial parcial para la envolvente compleja E(t,y), la cual
puede escribirse también en términos de la frecuencia dc Rabi 012• Final-
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mente, si descomponemos la frecuencia de Rabi en sus partes real e imagin~
fia, la ccuaci6n de onda se reduce a las dos ecuaciones siguientes, que g~
neralmcnte se conocen con el nombre de ecuaciones reducidas de ~~~ll:

la I al R B < v > (22. a)az + e 3t
y

[1- + ! 1-J u = -8 < ti > (22.b)
dz c at

en donde la cantidad B =
los par6ntesis angulares
pecto a la función g(~).

21TNw
L
df2/1i. e tiene dimensiones de cm-1 seg-1 y

representan el promedio de las variables con rcs-
Esto es,

<v>=
(+00

J v(t,z,~)g(~)d~
-00

Por último. una transfonmaci6n sllnple de las variables indepen-
dientes t y z en tI = t-z/c y Z'=Z, respectivamente, simplifica las Ecs.
(24). dándoles la foma

aR
az'
au
az'

B<v>

-B < u>

(23.a)

(24.b)

Estas eC~1ciones. unidas a las Ecs. (15), fO~1n el conjunto de
ecuaciones integro-diferenciales que rigen la evolución dinámica de la in-
teracci6n del láser con el sistema ~~terial y constituyen la base de nues-
tro annlisis. Sin embargo, a pesar de su estructura aparentemente simple,
su soluci6n es muy difícil, principalmente por ser ecuaciones no lineales
fuertemente acoplad~s y por el hecho de que las funciones desconocidas u y
v aparecen dentro de integrales en las Ecs. (23) cuando los átomos no po-
seen idénticas frecuencias de transici6n. De hecho, ni en los casos más
sencillos se conocen soluciones analíticas de este sistema, raz6n por la
cual son de gran importancia sus solu~iones numéricas.
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En todos los problemas de propagaci6n resulta de gran importancia
prcglDltarse por la existencia de soluciones que después de \ID intervalo la!.
go de tiempo pennanezcan estables. En nuestro caso, cntendcrcTOOspor solu-
ciones estables aquellas soluciones de las Ecs. (15) y (22), que después de
tul tiempo más o menos largo evolucionan hacia un pulso, cuya envolvente no
varía al seguirse propagando con tma velocidad constante V< e, como si el
medio fuese transparente. Fn tales casos, tD1 observador que se moviera con
la velocidad V, vería estática la envolvente del pulso. Por esta raz6n,
esos pulsos estables son llamados pulsos estacionarios.

En el caso de pulsos estacionarios, las variables independientes
t y z de las Ecs. (15) y (22) se relacionan mediante la variable :. el tiem
po local del observador en movLmiento, a través de la ecuaci6n

1; t - zIV (24)

Este cambio de variable en las Ecs. (15) y (22) reduce el siste-
ma original al siguiente sistema de ecuaciones integro-diferenciales ardina
rías:

u -bu - Uw (25.a)

v fjv + R w (25.b)

w -Rv + U u (25.c)

~ -t,¡2<V> (25.d)
e

Ú ,,' < u> (25.c)
e

en donde la constante w2 = 8/6 tiene dimensiones de frecuencia al cuadrado
e

y la cantidad ó = lIV - l/e representa el retraso del pulso por unidad de
distancia penetrada en el medio.
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El sistema (25) ha sido resuelto analíticamente bajo ciertas con
diciones y se han obtenido resultados de gran importancia física. (9) El
caso más importante y más conocido es el que se obtiene suponiendo que la
envolvente del carrpo es puramente real y que todos los átomos están inicial.
mente en su estado base. La soluci6n representa entonces un pulso único,
un ~oW6n 6ptico, que se propaga sin deformaci6n y sin pérdida de energía.
Este resultado fue obtenido originalmente por MeCall y Hahn Y ha sido veri-
ficado experilJentalIrente.(10) Para referencia futura, damos a continuaci6n
la soluci6n completa para este caso específico:

u(~,ó) 2ó, F(ó) sech(~h) (26.a)

(26. b)

(26.c)

(26.d)

en donde F(ó) : (1 + ó",)-' ,no: 2/, y , se define como la anchura del pul
so. la Fig. 2.a muestra una soluci6n numérica que reproduce el resultado
te6rico de la Ec. (26.d), para el caso específico en que, : 2. la Fig.
2.b muestra las soluciones numéricas correspondientes para v y w en reso-
nancia.

Es importante señalar que la componente en cuadratura del dipolo
at6mico v(~,ó), aparece como el producto de una funci6n de ~ por una fun-
ci6n de~. Esto es, v(~,~) es factorizable en la forma

(27)

En realidad, la solución (26) es solamente una soluci6n particular del sis
tema (25), en el cual se ha supuesto que v(~,~)se factoriza en el sentido
de la Ec. (27). Hasta ahora, no se conoce ningún otro tipo de soluci6n que
no cumpla tal requerimiento de factoriz.aci6n. Sin embargo, la existencia de
los pulsos estacionarios en la interacci6n de luz intensa con medios mate-
riales resonantes en un hecho trascendental, ya que segÚn la teoría clási-
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R q;)

( o)

-10

( b)

. ,

-1

o ,o

q;,O)

Fig. 2. (a) La envolvente lenta de un ~otit6n óptico de anchura T = 2, vis
ta por un observador moviéndose a la velocidad del pulso. (b) Las
correspondientes soluciones en resonancia para la inversión atómica
w(~,O) y para la componente dispersiva del dipolo atómico v(~;o).

ca s610 los pulsos estrictamente monocromáticos podían propagarse sin defor
maci6n y sin pérdida de energía. Estos nuevos fen6menos son consecuencia
de las no-linealidades en la interacción luz-~tomo.
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2. el Et .teoltema del. Mea

Supongamos ahora que tenemos un pulso con extensi6n finita, que
se propaga en un medio descrito por nuestra teoría sin poseer modulación en
su fase (~ ; O) y teniendo una envolvente puramente real (R ; n,,). A una
distancia z dentro del medio, el area de s~ envolvente se define mediante
la ecuaci6n

A(z) [R(t,Z) dt (28)

en donde R es la frecuencia de Rabi, definida en la Ec. (16.a),y t represc~
ta un cierto tiempo posterior al instante en que la totalidad del pulso ha
pasado el punto de observaci6n Z, como se muestra en la Fig. 3.

R (t)

t'

Fig. 3. El área de un pulso (área sombreada) a una distancia de penetra-
ción dada. Nótese que es independiente del tiempo para cualquier
tiempo mayor que la duración del pulso.

Una consecuencia sorprendente de la interacci6n no-lineal entre
el campo eJé=trico y los ~t~5 resonantes está dada por el teorema cuánt~
ca del área, descubierto por tle.Hall v Ilalm en 1967(9.a) y nombrado asl por
analogía con el teorema del área derivado en la teoría clásica oe l~rentz.
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Lo sorprendente del teorema cuántico radica en el hecho de que proporciona
una alternativa a nuestros conceptos clásicos de propagaci6n y de absorci6n,
pues mientras el teorema clásico del área predice que el ~rea de un pulso
decrecerá invariablemente al propagarse, siguiendo la ley exponencial de
Beer, el teorema cuántico establece que el área de un pulso se puede mant~
ner invariante, crecer, decrecer o anularse, dependiendo del valor del área
con el que entra al medio.

El enunciado del teorema del área se obtiene integrando en el
tiempo la Ec. (22.a) desde t = _00 hasta t = t. Al realizar esta operaci6n,
notamos que el segundo término del lado izquierdo se anula, en base a que
el pulso es finito y tanto R(-oo) como R(t) son cero. Los términos restan-
tes quedanen la fanTIa

a~~z) = B<¡CV(t ,z) dt>
_00

(29)

Me.Hall y Hahn demostraron, bajo la suposición de que la flUlci6n
g(6) es ancha, además de otras suposiciones, que la doble integral del lado
derecho de esta última ecuaci6n se podía escribir en términos del área de
la envolvente del pulso como

<ftV(t,z,6) dt> = -ng(O) sen A(z)
_00

que al sustituirla en la Ec. (29), da la expresi6n

aA(z) - -(1/2)a sen A(z)az--

(30)

(31)

que se conoce como el teorerrk~ cuántico del área, en virtud de que rige la
evoluci6n espacial del área encerrada por la envolvente del pulso (que en
10 subsecuente llamaremos simplemente el área del pulso) conforme se reali
za la propagaci6n. Aqui, a representa al coeficiente de absorci6n de Beer
en resonancia y esta definido por

a = 2nB g(O) (32)
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La soluci6n a la Ec. (31) es

tan [A(z)/2] = tan [A(z,)/2] exp[-m" (z - z,)] (33)

en donde LO< z denota un punto en el que es conocida el área del pulso.
N6tese que en el limite clásico de intensidades débiles, el área es peque-
ña y tan x. x, por lo que la Ec. (33) contiene el resultado de Beer(ll):

A(z) = A(z,) exp[-(l)" (z - z,)J (34)

Algunas de las ramas de la soluci6n general (33) son graficadas
en la Fig. 4, en la que se incluyen tanto las soluciones te6ricas repre3e~
tadas por la línea continua, como las que hemos obtenido mnnéricarrente, i!!,
dicarlas por el s~bolo C-), notándose una gran correlación entre ambas.
De esta figura se pueden visualizar claramente algunas de las implicacio-
nes más tmportantes del teorema cuántico del área.

Primeramente. de la Ec. (31) se desprende que un pulso que en-
cierre tul área igual a 2mr (n = 1,2, ... ) no mostrará atenuaci6n en el tr~
curso de su propagaci6n, ya que (3A(z)/3z) = O. Además, si el valor del
área del pulso está en el intervalo ((2n- l)n. (2n+ l)n), el valor del área
tenderá hacia 2nn conforme se realice la propagaci6n. Así, por ejemplo,
un pulso que entre en el medio con un área de 1. 3n evolucionará hasta que
ésta alcance el valor de 21T, mientras que uno con un área de O.8n irá de-
creciendo el valor de su área hasta que se anule completamente.

Por otra parte, las Ecs. (31) y (33) son totalmente generales.
en el sentido de que no hacen referencia a la forma particular de la envol
vente en el tiempo. De hecho, el que \ID pulso 2n se propague sin perder
ni ganar área no significa que no cambie de forma. El único pulso que se
ha observado estable en su forma y en su área es el MW6n 6ptico de la
Ec. (26.d), que posee un área de 2n. Incluso se ha observado que pulsos
con un área igual a 2m (n= 2,3, ... ) se rompen en n 06otu0l1eh 6pticos.
Sin embargo, en la simulaci6n numérica de la propagaci6n, se ha observado
que el pulso necesita propagarse más en el medio para que su envolvente a~
quiera el perfil estable, que la distancia de propagaci6n requerida para
que su área adquiera el valor predicho por la Ec. (33). Esto origina que
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A (Z)

31T

21T

1T

-2 -1 2 az
Fig. 4. Algunas ramas de la solución del teorema del área. La línea con-

tinua representa la solución teórica y los puntos (.) las solucio
nes numéricas obtenidas.

la lectura de la fonna de la envolvente del pulso sea ambigUa y que frecue!'.
temente produzca inseguridad en la interpretaci6n de 10 que realmente está
sucediendo en la propagaci6n. Por esta raz6n, hemos desarrollado el estu-
dio espectral corno un medio más preciso y eficaz de analizar e interpretar
las simulaciones numélicas de la propagaci6n de la luz en medios resonantes.
A continuaci6n, presentamos el análisis espectral correspondiente y .hacemos
hincapié en su importancia al aplicarlos a varios experimentos nun~ricos
que hemos efectuado.
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3. TEORIA MACROSCOPICA DE LA PROPAGACION

Consideremos ahora no la situaci6n experirrcntal tipica, en la cual
es poco común la determinaci6n del comportamiento temporal del pulso, sino
la determinaci6n de parámetros físicos en función de la frecu~ncia. Colo-
qucoos en el punto Zo un espectr6metro que filtra la señal a ser rredida
por un fotodetcctor, el cllal determinará, al final del paso del pulso, can
tidadcs física que son funci6n de la frecuencia y de la misma posición zo,
pero que son independientes del tiempo.

Los átomos resonantes pueden ser considerados como un medio die-
léctrico que interactúa con un campo electromagnético clásico. Desde este
punto de vista, podemos preguntarnos por la reacci6n del medio al campo
aplicado, definiendo la funci6n de respuesta como la susceptibilidad at6m~
ca del medio. Esta dependerá del modelo usado para describir el sistema
at6mico y es, naturalmente, funci6n de la frecuencia. Sin embargo, la tc£
ria de propagación que hemos presentado aquí es un fen6meno resonante no-li
neal, y en general no-estacionario, en donde el modelo de la susceptibili-
dad de la teoría clásica y el de la teoría cuántica perturbativa no tienen
validez.

En realidad, el análisis espectral de procesos no-estacionarios
es un problema matemático aún no resuelto en forma general, pero existen de
finiciones fWlcionalcs como es el caso del llamado espectro físico(2), bas~
do en nuestra habilidad de integrar con un detector la señal en estudio.
En nuestro análisis nos limitaremos a tratar pulsos aislados no-peri6dicos,
en los cuales la definici6n de espectro físico es válida y se aproxima a la
dada por la definici6n de espectro estacionario. Supondremos además, que
la fineza del detector es muy pequeña y podemos evitar su consideraci6n.
Fn estas condiciones, la transformada de Fourier del pulso y su distribución
espectral detectada corresponden o están estrechamente relacionadas.

Podemos definir, para cada z = zo,representaciones fonnales del
campo eléctrico y de la polarización resonante en términos de la frecuencia
\1, lavariable de Fourier conjugada al tiempo t'. Esto es.
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+~
(-E(t',zo) J E(v) exp [i 2nvt'] dv
-~

y
+~

P(t' ,zo) f P(v) exp[i 2TIvt'] d"
-~

(3S.a)

(3S.b)

siendo ti el tierrpo local, dado por tI = t - z/c. Por su parte, la suscepti.
bilidad atómica X(v,zo), definida por la ecuaci6n

P(v,Zo) = X(v,zo) E(v, zo) (36)

es una cantidad compleja que refleja las propiedades del medio. Se asocia
con el índice de refracci6n ñ(v, zo) y con el coeficiente de extinci6n
y(v,zo), variables fácilmente accesibles al experimentador mediante la re-
laci6n

[ñ(v,zo) + iy(v,zo)] = i + XCv,zo) (37)

que puede ser escrita en términos de las cantidades reales X (v,zo) y
rx. (v,zo), la parte real e imaginaria de la susceptibilidad respectivamente,

1

por medio de las relaciones

y

ñ (3S.a)

(3S.b)

Ahora, mostraremos que la informaci6n sobre el área del pulso,
en el sentido de la secci6n (2e), puede ser encontrada fácilmente a partir
de su análisis espectral. Para tal fin, tomamos la definici6n del campo
eléctrico dada en la Ec. (10) Y la sustituimos en la (3S.a):
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+00

E(t',z,) exp[iw,t'] = J E(v,z,) exp[i2nvt'] dv
-00

Pasando la funci6n exponencial del lado izquierdo al lado derecho,
notamos que el análisis de Fourier del pulso se reduce al de su envolvente
lenta,

E(t',z,)

'00
( -

(in) J E(w- wL,z,)
_00

exp[i(w- w )t'] dw
L

(39)

y que el argumento 2nv naturalmente representa la frecuencia circular del
detector en ténninos del dcsafinamiento de frecuencias !:J. = w - w. Integre

D L -
mes ahora esta últúma ecuaci6n con respecto al tiempo local t' e intercam-
biemos el orden de integraci6n. En el lado derecho, la primera integral es
simplemente 6(w - w

L
), por lo que la segt.mda integral puede realizarse, dan

do el resultado
+00

J E(t' ,z,)dt'
-00

E(O,z,) (40)

que iClplica que el área del pulso en z = z.o está dada por el valor de su
transformada evaluada en resonancia con la frecuencia portadora del canpo
el~ctrico. Idéntico resultado se obtiene para el área encerrada por la en
vol vente lenta de la polarizaci6n resonante.

3.b) la 4tU>ceptib-Ui.dad a.t6mi.ca ILe40rnmie

Definamos ahora, en forma análoga al campo eléctrico complejo de

la Ec. (10), una polarizaci6n compleja

P(r.,z,) = NK[<u(r.,z,,!»> + i<v(r.,z,,!»>] exp [i(~r.-k'z)], (41)

cuya parte real corresponde a la polarización física definida en la Ec.
(22). En la dcfinici6n anterior, 1;, el tiempo local, está definido por

r. = t - z,IV (42)
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siendo V la velocidad del pulso en el medio. Además, k' = k- W IV, N es
L

el nÚJrero de átomos activos par cm', K = 2d,,/fl, como en la Ec. (11) Y las
cantidades entre paréntesis angulares deben ser promediadas con respecto a
la funci6n g(6).

Entonces, definiremos la respuesta del medio, dada por la susccE
tibilidad atbrnica resonante, mediante

J
¡¡,,(r;',z,)

p(r;,z,) = x(r; - r;',z,) K exp[i(wLr;' - k' ,z,)] dr;' (43)

en donde los limites de integraci6n exceden la anchura del pulso. Por com
paraci6n de esta ecuaci6n con la (41) se obtiene la expresi6n

dl; 1,

que relaciona las envolventes lentas del campo eléctrico y de la polariza.
ci6n. El lado derecho de esta ecuaci6n es la convoluci6n de la cantidad
entre paréntesis cuadrados y de n12(t' ,zo)' Al tomar la transformada de
Fourier de esta ecuacibn, el problema se reduce a la relaci6n entre las
transformadas de Fourier de las envolventes del pulso y del dipolo comple-
jo:

(44 )

que es análoga a la Ec. (35), pero explicitamcnte en términos de las varia
bies lentas. Las transformadas de las envolventes del campo y de la pala-
rizaci6n fueron puestas como funciones de 6 , puesto que de antemano, en la

D
Ec. (39), sabíamos que sus transformadas de Fourier están centradas en w .

L

Podemos remarcar el significado de la Ec. (44) aplicando este r~
sultado a la propagaci6n de los pulsos estacionarios vistos en la secci6n
2d y que se rigen par las Ecs. (25). Tomando la transformada de Fourier

a las Ecs. (25.d) y (25.e) se obtiene la expresi6n

(45)

...•..
ql~ al compararla con la Ec. (43) nos da el valor de la suceptibilidad,
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que es puramente real, 10 que conduce a un índice de refracción
,

ñ(~D + WL,ZO) = [1 + N K2w~2~D12

(46)

(47)

y sorprendentemente a un coeficiente de extincibn nulo, por lo que el medio
aparece transparente a la propagaci6n del pulso. Como caso concreto, cansí
dérese la soluci6n no-peri6dica en transparencia auto-inducida dada por las
Ees.(26). De ellas se desprende que(9.a)

y

R(,) (2fT) seeh(,/T)

<u(,,~» 2T sceh(,fT)<~ F(~» = O

(48.a)

(48. b)

(48.e)

en donde F(~) = (1 + ~2T2)-1 Y <F(~» = f:~(~)g(~) d~. Tomemos ahora la
transformada de Fourier de estas ecuaciones:

(49.a)

(49.6)

y
(49.e)

que sustituidas en la Ec. (43) dan el valor resultante para la susceptibi-
lidad at6mica resonante

dándonos un índice de refracci6n
- ,
n(~D + W¡"zo) = [1 + N K2<F(~»T2~DJ'

(50)

[51)
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y un coeficiente de extinci6n cero.
La información del 6rea del pulso y de la polarizaci6n puede ser

obtenida también, evaluando sus respectivas transformadas en 6D= O. El
área del pulso es de 2n, como debe ser, pues el pulso es un ~olit6n y el
área de la polarizaci6n es cero,. como corresponde a tn1 pulso estacionario.

Por último, es prudente señalar la relaci6n de los resultados oh
tenidos en esta secci6n con trabajos anteriores. El análisis espectral del
pulso propagado se ha efectuado numéricamente en algunos casos. Sin embar
go, el estudio de la susceptibilidad ha sido especialmente complejo.
Sargcnt e.:t a.t •• (12) efectuaron lUl primer estudio integrando fonnalmente

las Ecs. (15.a) y (15.b), obteniendo el resultado

u(t,z,ll) + i v(t,z,ll) = Jíl12(t',z)w(t' ,z,ll)exp[ill(t- t')] dt' (52

Por comparaci6n con las F£s. (41) y (42), vemos que ellos han d~
finido la susceptibilidad en la forma

xs(z,t - t' ,t') =< w(t' ,z,ó) exp[i!J.(t -t')] > , (53)

que es una funci6n de dos tiempos, por 10 que, a pesar de ser fonnalmente
correcta, no es de uso práctico y es ilUlecesariamente compleja para el an!
lisis espectral experimental, porque los datos de salida son las variables
at6micas y de campo, para todos sus valores relevantes, a una distancia e~
pecificada de penetraci6n en el medio. La doble dependencia temporal de
la Ec. (53) dificulta enormemente su interpretaci6n física y su relaci6n
directa con las mediciones del espectr6nctro.

I~ diferencia esencial entre su tratamiento y el aquí presentado
radica en que la Ec. (53) no es una convoluci6n como lo es la ecuaci6n pr~
via a la (43), por lo que su análisis espectral no puede ser simplificado,
mientras que la Ec. (43) constituye la definici6n usual para la su...c;ceptib!
lidad.

4. EXPER1MlNJ1)S ~U1ERIa)S EN PROPAGACION

Debiuo a que las Ecs. (15) y (23) en general no admiten solucio-
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nes analíticas, presentamos en esta secci6n algunos de los más típicos r~

sultados de este fen6meno de propagaci6n no-lineal, obtenidos a partir de
simulaciones numéricas y en los cuales el efecto de la radiaci6n coherente
de luz, emitida por las transiciones de los dipolos at6micos, es claro y
marca notables alternaciones a los conceptos clásicos de la propaga-

'6 (1.a,13)el n.
Los resultados son presentados en forma gráfica en la Fig. 5 pa-

ra cuatro diferentes distancias de penetraci6n en el medio, tanto en el do
minio del tiempo como en el de frecuencias, denotando con (a) hasta (f) las
diferentes variables significativas de la simulación. En las gráficas IDa!.
cadas (a) hemos graficado el m6dulo de la envolvente del pulso, mientras
que en las marcadas (b) se presenta la inversi6n at6mica a través de las
poblaciones en los niveles 1 y 2, una vez que han sido promediadas con re~
pecto a la distribuci6n at6mica de frecuencias. En el dominio de las fre-
cuencias, presentamos en (c) el m6dulo de la transformada de Fourier de la
envolvente del pulso. La parte real e imaginaria de la susceptibilidad son
mostradas en (d), mientras que el indice de refracci6n y la ganancia (que
si es negativa se le denomina coeficiente de absorci6n) son graficados en
(e). Finalmente, el m6dulo de la transformada de Fourier de la polariza-
ci6n es mostrada en (f). Debe notarse, que como la susceptibilidad at6mi-
ca es calculada numéricamente a partir de la Ec. (44), para evitar oscila-
ciones ficticias surgidas por imprecisi6n numérica es definida como cero
cuando el espectro de la envolvente del pulso toma valores menores que una
tolerancia previamente determinada. Esto explicará los abruptos saltos en
las gráficas (d) y (e) de las simulaciones numéricas que en seguida prese~
tamos.

4.0) Afu.o"c..i.6n

En la Pig. 5 mostramos la propagaci6n numérica de un pulso positl
va de fonna gaussiana y cuya envolvente encierra tul área de O.61T. Tal vez,
~ste sea el fcn6mcno en el cual el efecto de la no-linealidad de la intera~
ci6n sea más claro de distinci6n, puesto que clásicamente esperaríamos que
el área y el pulso fueran absorbidos de acuerdo a la ley exponencial de
Becr, como 10 indica la Ec. (34). Sin embargo, gráficarnente se observa que
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Fig. 5. Simulación numérica que muestra la absorción de un pulso gaussiano

con un área inicial de O.6n. Las líneas punteadas en las gráficas
(d) y (e) corresponden a los valores respectivos en az = 4, mien-
tras que el punto en la grSfica (e) representa el valor del área
del pulso.
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el pulso muestra una absorci6n que difiere de la forma esperada clásicarne~
te, llegando incluso a generarse componentes negativas que semejan oscila-
ciones, mientras que las poblaciones de los átomos, y por tanto su energía,
pronto dejan de ser afectadas por el pulso.

El análisis espectral del proceso aclara este comportamiento ap~
rentcmente extraño. El módulo de la transformada de la envolvente del caro

po eléctrico nos indica una rápida absorci6n en las frecuencias cercanas a
la de resonancia, mostrando así que el área del pulso sigue el comportamie~
to predicho por el teorema del área. Además, cuando el área del pulso es
prácticamente cero, aún quedan dos contribuciones simétricamente fuera de

/

la resonancia con el láser, más delgadas que la distribuci6n original,que
son absorbidas más lentamente. En el dominio del tiempo, esto lo podemos
interpretar como la superposici6n de dos contribuciones anchas, a menor y
mayor frecuencias que la del pulso original, que generan un complejo proce
50 de pulsaciones. Este fen6mcno es llamado absorción an6mala(13) y es d~
bido a que los pulsos que inyectamos en el medio son extremadamente cortos
o angostos, poseyendo así una distribuci6n espectral significativamente ~
plia. Si se hubiesen utilizado pulsos extensos o largos, cuya distribuci6n
espeCtral fuese angosta, la absorci6n hubiera seguido el comportamiento clá
sico predicho por la ley de Beer.

La informaci6n del material y de su respuesta macroscópica a la
presencia del campo eléctrico son dadas por la parte real e imaginaria de
la susceptibilidad. Las curvas punteadas corresponden a valores de las f~
cienes en az = 4.0, que se han superpuesto para completar la informaci6n
perdida por el ya mencionado cociente numérico de la Ec. (44). En ellas se
puede apreciar el excelente parecido con la distribuci6n espectral de una
lorentziana compleja obtenida clásicamente para la susceptibilidad, consi-
derando a los átomos como osciladores arm6nicos. Esta analogía es correcta
y conflrma la suposici6n de que un átomo de dos niveles se comporta como un
oscilador en el límite clásico, que considera no s6lo la pequeña intensidad
sino también la fonna del pulso.

El índice de refracci6n y el de absorci6n son aún más explícitos.
La opacidad, indicada por el coeficiente de absorci6n, muestra un agudo ro!
xiro en laresonancia, indicándonos que en esas frecuencias el medio es un
excelente absorbedor de la luz del láser. De la curva superpuesta se pue-
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de apreciar que su foma es estable, lo que explica la absorci6n más lenta
de las componentes fuera de resonancia y su permanencia como una batiente
superposici6n de dos pulsos anchos a mayores y menores frecuencias de la
de resonancia.

Por su parte, el índice de refraccj6n, en forma análoga al trat~
miento clásico, (14) es de la forma an6oala, puesto que, en la vecindad de
n = 1, a un incremento en la frecuencia corresponde un decremento en el ín-
dice de refracci6n y un incremento en la velocidad de fase. El comporta-
miento normal en absorci6n como el que muestran la ~yorfa de los materia-
les transparentes en la regi6n 6ptica y que se caracteriza por incrementar
el índice de rcfracci6n al aumentar la frecuencia, está también presente en
la~ frecuencias lejanas a la de resonancia.

El m6dulo de la distribuci6n espectral de la polarización nos ofr~
ce la información faltante acerca del medio. En ella notamos claramente
que la radiación dipolar a frecuencias fuera de resonancia es el origen de
las desviaciones que este fen6meno presenta con respecto a la absorción cl~
sica.

Finalmente, este estudio espectral nos permite aclarar la termino
logía anteriormente usada. El término anómalo, usado tanto para el índice
de refracción(14) como para el proceso de absorción, tiene un origen muy
distinto en cada uno de los casos. El prtmero tiene un origen convencional,
surgido del hecl~ de que los materiales clásicamente transparentes corres-
ponden a cristales con resonancias en el ultravioleta, mientras que el se-
gundo se adopt6 al descubrirse desviaciones de la ley de Bcer en modios 6£
ticos resonantes. (13)

Esto es fácilmente explicable si notamos que los pulsos clásicos,
además de encerrar un área pequeña, son sohreentendidos como pulsos anchos
con respecto a su máxima amplitud. Ya Sommerfeld(lS) había notado que es-
tos pulsos tienen una distribución espectral aguda, cuya anchura es inversa
mente proporcional a la duración del pulso. Sin embargo, la teoría clásica
de la absorción y la ley de Beer son perfectamente aplicables en este caso,
a pesar de que la primera considera trenes de duración infinita y funciones
de respuesta cuyas singularidades son suavizadas artificialmente por la con
voluci6n con el filtro del aparato detector.

La posibilidad de crear pulsos agudos con distribución espectral
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ancha, traída por la invenci6n del láser, ha causado parad6j icaJrente co!!.
fusi6n al respecto. Absorci6n an6rnalaes un resultado de la anchura espe~
tral y de la fonna del coeficiente de absorci6n. Este es más agudo en las
frecuencias cercanas a la resonancia, siendo máxima en ésta, la cual corre~
ponde al valor del área del pulso y que sigue el comportamiento de la ley
de !leer. Los remanentes de la distribuci6n espectral son el origen de la
desviaci6n de esta ley, es decir, del aparente bat~iento de pulsos que SU!
ge despoos de algunas longitudes de !leer. De los resultados numéricos pod~
mos observar que, aun cuando el proceso de absorci6n presentado aquí no es
estacior.ario, sus funciones de respuesta sí 10 son, por lo que a medida que
la propagaci6n se realiza, los remanentes del pulso son también absorbidos
progresivamente a frecuencias fuera de la resonancia y, por ende, se vuel-
ven más incoherentes. Esto descarta la sugerencia(9.e,13) de que estos re-

manentes puedan ser el origen de pulsos estables de área Orr(kinko) Y al
proceso de absorci6n an6mala como un mecanismo para crearlos.

La anchura finita del pulso resonante se manifiesta, así mismo,
en la anchura de las funciones de respuesta. El estudio de estos efectos
y del modelo atómico serán dejados para una nota posterior.

Cano indicamos en la secci6n 2.e, el descubrimiento de solucio-
nes estacionarias J diferentes de las ondas roonocromáticas encontradas en
la teoría clásica,constituye uno de los más notables logros de la teoría
modernade propagaci6n de luz intensa en dieléctricos. En la Fig. 6 mos-
tramos la propagaci6n numérica de un pulso cuya envolvente posee la fonna
dada en la Ec. (26.d], que es soluci6n de las ecuaciones de movimiento pa-
ra pulsos estacionarios. Desde luego, el área de este pulso es de 2n. Pn
el dominio del tiempo, resulta evidente la invariancia del pulso durante
la propagaci6n. Así. el p..l1soencuentra transparente al medio, viajando
con una velocidad constante Y menor que la de la luz en el medio. Este úl
timo hecho es el responsable del atraso que va sufriendo el pulso conforme
se adentra en el medio y que también es observable en la gráfica. Las po-
blaciones at6micas nnJestran el mismo canportamiento estable. Durante la
primera mitad del pulso, los átomos adquieren energía del caqpo eléctrico
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hasta quedar completamente excitados, para radiarla coherente~nte al campo
durante la segunda mitad y quedar nuevamente en su estado base.

En las características espectrales de la propagaci6n, la an~li-
tud de la transformada de la envolvente es estacionaria conforme a nuestra
concepci6n usual del espectro para procesos estacionarios. De ello se des
prende que el área del pulso permanece constante en 2n, satisfaciendo el
teorema del área. Por su parte, la susceptibilidad at6mica contrasta to-
talnente con la familiar forma clásica, pues es lineal y puramente real,
aunque a diferencia del caso de absorci6n, es formalmente de cuadrado no-
integrable. A pesar de ello es causal y posee una relaci6n bien definida
de dispersi6n con dos substracciones. (16)

El coeficiente de absorci6n es completamente nulo, en apoyo a
nuestro concepto de transparencia, en el cual no hay absorci6n por parte
del medio. Finalmente, el índice de refracci6n es normal, aun en resonan-
cia, diferenciándose del caso clásico en que s6lo lo es fuera de ella.

4.c1 Camb,¿o de 60Juna dwumte l.a plLOpagau6n

Otro de los fen6menos importantes,que resultan de la interacci6n
no-lineal entre el campo y los átomos, es el cambio de fO~l que experime~
ta un pulso inyectado al propagarse en el medio. De acuerdo con el teore-
ma del área, un pulso que encierre originalmente un área de 2n deberá pro-
pagarse sin ser absorbido por el medio. Sin embargo, para que sea esta-
cionario necesita además conservar la forma. En la Fig. 7 mostramos la
propagaci6n de un pulso gaussiano de área 2n. Como se observa, a medida
que el pulso se propaga, su forma va cambiando, agudizándose su c~spide y
extendiéndose sus alas. Cualitativamente, poderr~s afirmar que la forma
tiende hacia la estable secante hiperb61ica de la Ec. (26.d), pues una di~
tribuci6n gaussiana es rrcnos aguda y posee alas menos anchas que tma secan
te hiperb6lica con la misma amplitud y la misma área encerrada. Las pobl~
ciones at6micas muestran también el cambio de forma, aun cuando es menos
apreciable en la gráfica.

El análisis espectral en este caso, además de su valor infonmati
vo, se consolida como una poderosa herraITÜenta en la interpretaci6n cuant~
tativa de los experimentos numéricos. Corno la transformada de Fourier de
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una distribuci6n gaussiana y de una secante hiperb61ica son id~nticas en
sus fo~, constituyen una base adecuada para estudiar el cambio de forma
sin ambigUedades. La infonnaci6n conttmdente del cambio de forma está da-
da por las ftmciones de respuesta del medio. La susceptibilidad tiene ln!c
cialmente una distribuci6n qoo, a rredida que avanza en el medio, se va co,!!
virtiendo en real y lineal, como la del pulso estacionario del ejemplo an-
terior. Esto nos confirma que la forma tiende hacia la estable secante hi
perb61ica. Además, el índice de refracci6n es normal y tiende también a
la forma estacionaria con la propagaci6n.

Por su parte, la ganancia en las alas de la distribución espec-
tral, nos indica crecimiento en las alas del pulso, mientras que en las fr~
cuencias cercanas ala resonancia permanece nulo e inalterado, como corres-
ponde a la conservaci6n del área durante la propagaci6n. La po1arizaci6n
macrosc6pica sólo muestra la evolución del suave contorno característico de
la gaussiana hacia el de alas anchas y de contorno agudo de su limite esta
cionario.

4.d) Rompimiento de p~o~

El teorew~ del área visto en la secci6n 2.e nos asegura que un
pulso que encierre un área de 2nn, siendo n un número entero, se propagará
en el medio conservando el valor de su área. Cuando n = 1 ya hemos visto
que el pulso será estable s610 si tiene la forma de la secante hiperb61ica,
pero cuando n> 2 no ha sido posible demostrar la existencia de alguna fa!.
ma estable. La Fig. 8 muestra la propagaci6n numérica de un pulso de área
4n, cuya forma inicial está dada por la superposici6n lineal de dos secan-
tes hiperb6licas estables idénticas. La inestabilidad en la forma de este
pulso se manifiesta en su romp~ento que da origen a dos pulsos estables
de área 2n, con diferentes amplitudes y que, por lo tanto, avanzan en el
medio con velocidades diferentes y en fonna independiente. At.mque existf'n
formas de predecir la amplitud de los pulsos generados a partir de la am-
plitud del pulso inyectado en el medio, el proceso en sí del rompimiento es
aún desconocido. La mecánica no-lineal del proceso, resaltada aquí por el
hecho de que una superposici6n lineal de soluciones estables no es estable,
es la responsable de esta compleja generaci6n de pulsos. Las poblaciones
at6micas muestran en la figura una doble oscilaci6n debido al efecto del
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área 4n, que es más evidente conforme la separaci6n de los pulsos genera-
dos aumenta. Debe notarse que no todos los átomos regresan a su estado b~
se cuando el pulso ha pasado ya, como sucedía en los dos ejemplos anterio-
res para tul área estable. Esto es ocasionado por la radiaci6n de los clip£.
los at6micos en las frecuencias fuera de la de resonancia durante el proc~
so de rompimiento y es de esperarse que todos los átomos regresen a su es-
tado base sólo cuando los pulsos generados estén 10 suficientemente separ!
dos.

La transformada de Fourier de la envolvente muestra en la frecuen
cia la resonancia la estabilidad del área 4n, pero la anchura de la distrl
buci6n total aumenta conforme la propagaci6n se realiza, indicando que uno
de los pulsos generados es más agudo que cualquiera de los originales. l~

separaci6n relativa entre los dos pulsos se manifiesta como una marcada mo
du1aci6n en el espectro y otros fen6menos,de los cuales s610 resultados pa!
ciales son conocidos y se discutirán en mayor detalle en una nota posterior.

La susceptibilidad at6mica muestra ser esencialmente real en la
entrada del medio, pero está modulada por la superposici6n de los dos pu!
sos originales. Conforme la propagaci6n se realiza, se mantiene real pero
su forma cambia hasta ser prácticamente dos segmentos de recta de diferen-
te inclinaci6n, con algunas oscilaciones superpuestas debido a la scparaci6n
relativa de los pulsos generados. El indice de refracci6n es normal y mue~
tra cambios semejantes a los de la susceptibilidad durante la propagaci6n.
La gananciR es nula en la entrada del rredio, indicando q~ no existe absor-
ci6n y, por tanto, que el área 4n es estable. Durante la propagaci6n, la
ganancia sigue siendo prácticamente cero pero muestra oscilaciones fuera
de la frecuencia de resonancia, que son causadas por la separaci6n relativa
de los pulsos generados y que se reflejan como pérdidas y ganancias del e~
pectro del pulso en esas frecuencias. Finalmente, el espectro de la pola-
rizaci6n, y su directa relaci6n con el pulso propagado, muestra que las c!
racterísticas principales del fen~no sm resultado directo de la interac-
ci6n no-lineal de los dipolos at6micos con el campo cl~ctrico de la luz del
láser.
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5. CONCLUSIONES

En este artículo hemos presentado el primer análisis espectral
sistemático del proble~3 de la propagaci6n de pulsos de luz en medios res£
nantes, aplicándolo a cuatro exper~entos numéricos en los que los métodos
tradicionales permitieron obtener solamente resultados parciales.

Dicho estudio nos ha perRdtido reclasificar los fen6menos de la
propagaci6n de acuerdo con el comportamdcnto de las funciones de respuesta
del medio, en aquellos en que ésta depende intrínsecamente de la distancia
de penetraci6n en el medio y en aquellos en que es independiente de Z, a
pesar de la característica no-estacionaria del proceso mismo. Como ejemplo
de los primeros, encontramos el cambio de forma y el rompimiento de pulsos
explicados en las secciones 4.c y 4.d respectivamente, mientras que como
ejemplos de los segundos están los fenómenos de absorción y de transparen-
cia auto-inducida vistos en las secciones 4.a y 4.b. Es de notar que estos
dos últimos caen dentro de la misma clasificaci6n por sus funciones de res
puesta, a pesar de ser dos fen6rrenos conceptualmente opuestos.

Por otra parte, la teoría semi-clásica de la propagaci6n, crnno
muchas otras teorías no-lineales, ha hecho de los experimentos numéricos
una parte esencial dentro de su estructura 16gica de análisis. Las carac-
terísticas de las ecuaciones de movimiento, en su forma de ecuaciones dif~
renciales no-lineales fuertemente acopladas, Lmplican que el problema n~

rico original requiere de una compleja infraestructura computacional para
soportar sus c6digos. Sin embargo, el uso de t~cnicasadicionales, como
son la creaci6n de arreglos virtuales, la t~cnicade segmentaci6n y el mi~
me análisis espectral, nos ha permitido el desarrollo de c6digos confiables
y eficientes en sistemas computacionales pequeños. Esto es importante en
el ambiente local de facilidades limitadas.

APENDlCE: DESCRIPClON DEL METODONlNERlCO

Habiendo discutido la física y algunos de los resultados del fenó
meno de la propagación de luz en medios resonantes o cuasi-resonantes, es
conveniente mencionar las características del método numérico y las medidas
que utilizamos para analizar el fen6mcno en instalaciones de c6mputo de por
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si muy IOOdestas.
El tema de la propagaci6n que hemos tratado a lo largo de este

articulo ha alcanzado un progeso notable debido a las prometedoras aplic~
ciones en muchos de los campos científicos y tecno16gicos actuales. En a!
gunos paises este hecho ha justificado la utilizaci6n de grandes computa-
doras cuya capacidad es congruente con el número de variables que se desea
analizar y con el tamaño de los c6digos. La instalaci6n de c6digos seme-
jantes en pequeñas computadoras, como la PDP 11/34 de nuestro Centro de l~
vestigaciones en Optica, es nueva y relevante.

~uestro modelo numérico describe la propagaci6n unid~nsional
de un pulso de luz en un medio fomado por átomos de dos niveles energéti-
cos. Las Ecs. (15) y (23), que rigen tal interacci6n, pueden ser escritas
en la siguiente forma representativa:

y

aA/at'

aE/az

A E (54.a)

(54.b)

en donde A representa a las variables at6micas y E a las variables de la
envolvente del campo eléctrico. Estas ecuaciones deben ser integradas en
el intervalo 0< tI < tr y propagadas en el intervalo 0< Z < zf partiendo de
las condiciones iniciales A(OJzJ~) para las variables at6micas y E(t' ,0) c~
100 el valor de la envolvente del caJllloa la entrada del medio. Cabe hacer
notar, que las Ecs. (54.a) representan el comportamiento de toda una familia
de variables, puesto que las variables at6micas dependen, además de t' y de
z, del desafinamiento ~ = W21- ~.

Como se puede observar, las Ecs. (54.a) involucran derivadas ~6lo
con respecto a t',y las Ecs. (54.b) derivadas s610 con respecto a z, por lo
que la integracj6n se puede llevar a cabo en forma cuasi-independiente, ~
teniendo fija la posici6n en z mientras se avanza en t' y viceversa. El mé
todo que hemos utilizado es un caso especial de los mé~odosde predictor-
corrector de Euler y es aplicado sobre la regi6n de integraci6n, pensada c~
mo una rejilla de puntos con espaciamientos uniformes Ht' a lo largo del
eje t' y Hz a lo largo del eje z. La Fig. 9 muestra una representaci6~e~
quemática de los métodos de Euler de predictor-corrector (ver Tabla ¡).
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Las flechas rectas representan a los predictores y las curveadas
a los correctores subsecuentes. La región 1 corresponde a la re
gión ya conocida y el punto blanco al valor de las variables a de
terminar mediante un proceso iterativo predictor-corrector cuya -
secuencia está indicada por los números 1 y 2.

Los promedios de las variables at6micas, que aparecen en las
Ecs. (S4.b), fueron realizados por la regla de Simpson, considerando que la
distribuci6n at6mica de frecuencias corresponde a la de una distribuci6n
gaussiana con media en fi = O Y con una desviaci6n estándar determinada al
inicio de cada simulaci6n numérica. Por su parte, las transformadas de
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TABLA

ALOORI1MJ PREDICJ'OR/CORRECJ'OR

VARIABLES DE CAMPO VARIABLES AIDIICAS

PREDICJ'OR I Ej+1 = Ej-1 + 2 IlZ(a E)j Aj+1 = Aj+1 + 2 Ht I (a
t
,A)j+l

j+l k+l Z k+l k+l k-l k

I
Ej+1 = Ej +

I
Aj+1 = Aj+1 + Ht' ['V)t' jk+l k+l k+l k 2

CORRECJ'OR
HZ [(a E)j + (a )j+l] (a A' j+~JT z k+l Z k+l

t' )k+l

TABLA l. Representación esquemática del método predictor-correcto~ de
Euler empleado en el metodo numérico. La nomenclatura Ei repre-
senta al valor de la variable del campo eléctrico calculado en el
punto (K Htl, J HZ).

Fourier
t

necesarias para el análisis espectral que hemos presentado, fueron
realizadas mediante la transformada rápida de Fourier (FFT). (17) La escala
de frecuencia en las gráficas correspondientes queda determinada por la fr~
cuencia de corte, definida como ve = (NT - l)/Ztf, en donde NT es el número
de Pl.D1tos r.tUestreados tmifonrerrcnte en la ventana de observaci6n. Cabe
aclarar que los cálculos numéricos para el análisis espectral se efectuaron
en términos de la variable t' = t-z/c y no en 1; = t - z/Y. Esto correspond>:.
rá a un retraso, discutido ya en la secci6n 3.b y que se reflejará como una
fase que afecta tanto a la transformada de la po1arizaci6n como a la de la
envolvente del campo eléctrico. Sin embargo, la susceptibilidad, definida
como el cociente de ambas, no es afectada por ella.

El c6digo que se us6 CDr.1O fuente original del nuestro, es
aquel que fue utilizado por Konopnicki en su tesis de doctorado. (6) Sin
embargo, fue sustancialmente modificado, ya que su tamaño era demasiado gr~
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de Y sus requerimientos de memoriapara almacenar los datos eran varias ve
ces mayores que la capacidad real de nuestra ccmputadora. Los requerimie!!.
tos mínünos de memoria en su forma original correspondían a 600 Kbytes, que
están fuera del alcance de una PDP11/34 con un máximode 256 I<bytes y que,
además, no pueden ser dirigidos en forma total por un s610 proceso. Dado
que disminuir el número de puntos en la integraci6n y en la propagaci6n nos
llevaba a una considerable reducci6n de precisi6n y que no se podía presci~
dir del almacenamiento de datos, por su utilidad en cálculos posteriores y
graficaci6n, tuvimos que realizar dos grandes modificaciones al código ar!
gina!.

Primer~nte t aplicamos técnicas de segmentaci6n. Esto signifi
ce que el código original fue reestructurado en secciones que el proceso
utiliza en fonna tal, que permite un uso eficiente de la melOOriade nuestra
máquina, al pennitir reasignar la memoriautilizada por lUla subrutina hacia
otra, en cuanto la funci6n de la primera haya terminado.

Comosegundo paso, implementamosarreglos virtuales, es decir, se
incorporaron arreglos de r~pidoacceso en disco ma~tico para almacenar
los datos de las variables at6micas y de la envolvente del campoconforme
se iban calculando o se iban ocupando, reduciendo así el espacio requerido
en la memoriaprincipal de la máquina. La Fig. 10 nos muestra la secuencia
en que se ejecuta el proceso básico de la propagaci6n y que puede tomarse
comoun diagrama !fpico de los c6digos de su tipo.

Geneste tratamiento hemospodido resolver con precisi6n acepta-
ble, lD1problema físico caracterizado por sus grandes requerimientos de e~
pacio y memoria. Los tiempos en que lUla simulaci6n nUlllérica se lleva a c~
bo, incluyendo su análisis de Fourier y la generaci6n de sus gráficas, es
de 4S minutos aproximadamente, al.D1'entandoa medida que se requiere mayor
precisión. Sin embargo, tomandoen cuenta nuestras limitaciones de equipo,
este tiempo debe ser considerado un verdadero logro. 1nformaci6n detallada
de la i..mplernentaci6ndel c6digo puede ser encontrada en el reporte técnico
No. 5 del Centro de Investigaciones en Optica. (18).
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