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RESUMEN

Presentamos un estudio conciso y elemental de la teoria semi-cl&
sica de la propagacidn de luz coherente en diel&ctricos resonantes. Hacien
do hincapié en los principios fisicos, revisamos la problemitica de este fe
némeno no-lineal y no-estacionario, indicando los desarrollos analiticos o
disponibles y los métodos numéricos mids comlinmente usados. Presentamos nue
vos resultados obtenidos por medio del andlisis espectral de la propagaciéH
de la luz y demostramos la posibilidad de efectuarlos en computadoras peque
nas (PDP 11/34).

ABSTRACT

We present a concise while self-contained primer on the resonant
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coherent semiclassical theory of field propagation in dielectrics. We
stress the physical grounds and review the problematic of such nonlinear
and nonsteady phenomena, indicating the available analytical developments
and the commonly used numerical procedure. We make inroads into current
research by presenting a spectral analysis of propagation, while showing
the hability of carrying them in small computers (PDP 11/34).

1. INTRODUCCION

El problema de la propagacién de la luz en medios materiales es
tan viejo como la éptica ffsica misma. En las primeras décadas de este si
glo los trabajos de Lorentz, Sommerfeld y Brioullin, entre otros, llevaron
la teoria de esta interaccién a um alto grado de perfeccién, de manera que
parecia que poco quedaba por afladir en este dominio de la fisica. De hecho,
la teoria de Lorentz, que trata a los electrones como osciladores armbénicos,
explicaba bastante bien todos los fenémenos en los cuales la frecuencia de
la luz estaba lejos de las bandas de resonancia del medio en el cual se pro
pagaban(l) y siempre que la intensidad del campo del haz luminoso fuera lo
suficientemente débil fomo para poder considerar que la funcién de respues
ta del medio era lineal.

Sin embargo, con el descubrimiento de fuentes luminosas intensas,
proporcionadas por los l4seres, la teorfa lineal se mostrd impotente para
explicar un gran nfmero de nuevos descubrimientos experimentales. E1 adve
nimiento del 14ser, junto con los grandes adelantos de la tecnologia de ma
teriales y de los métodos de deteccién, hicieron posible la observacién de
muchos fenémenos ni siquiera imaginados hasta entonces. La generacién de
armbnicos de segundo y mis altos brdenes, la rectificacibn éptica, las mez
clas 6pticas y la amplificacién paramétrica, el auto-enfocamiento, la trans
parencia auto-inducida, la nutacién éptica y los ecos de fotones, son ejem
plos de los fenbmenos que se descubrieron entonces y que condujeron a la
aparicién de la rama de la 6ptica denominada 6ptica no-lineal y que en las
Giltimas dos décadas ha tomado un gran impulso en el ambiente cientifico y
tecnolbgico.

A pesar de ello, el estudio en el dominio de frecuencias de tales
fendmenos ha sido relegado por la complejidad que su tratamiento requiere.
Dos razones fundamentales han sido los principales obstéculos. La primera
de ellas es que no existe una definicién fimica y conclusiva para el anfli-
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(2,3)

neal del proceso que no ofrece alternativas simplificantes., La segunda ra

sis espectral en procesos no-estacionarios, aunado al caricter no-1i-
zén es que la naturaleza de los estudios, generalmente mméricos en el es-
pacio y el tiempo, no permite una forma simple de procesar los resultados,
pues a una distancia de penetracién dada, aparecen como funciones de un
{mico parimetro temporal, para todos sus valores relevantes.

En esta nota presentamos un enfoque alternativo, basado en el
espectro fisico, que ofrece un tratamiento espectral simple, sin ambiglieda
des y que es consistente con la realidad de la situacién del experimento
numérico o de laboratorio.

A manera introductoria de esta rama de la éptica, hemos dedicado
la segunda seccibén de este trabajo al repaso de la teoria semi-clisica de
la propagacién y a la obtencién de las ecuaciones de movimiento que gobier
nan la interaccién coherente de pulsos intensos de luz en medios resonan-
tes 0 cuasi-resonantes. AdemAs, en esa misma seccibén, detallamos algunos
de los resultados fundamentales que se desprenden de tales ecuaciones y
que poseen un gran significado fisico.

En la tercera seccién, presentamos nuestro estudio del anflisis
espectral de este fendmeno de la propagacibén, resaltando las diferencias
con el tratamiento cldsico. Este anflisis es una aportacién novedosa a la
interpretacién de la fisica del problema, como lo hacemos notar en la cuar
ta seccién, en la que mostramos y comentamos ampliamente varios de los re-
sultados que hemos obtenido de las simulaciones muméricas.

Por {iltimo, en la quinta seccién, reportamos la forma en que he-
mos logrado manejar nuestros cddigos, que requieren gran cantidad de espa-
cio y memoria, con recursos computacionales modestos y dentro de limites
de tiempo aceptables.

2. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LA INTERACCION DE LAS ONDAS
ELECTROMAGNETICAS CON SISTEMAS MATERIALES

2.a) La teonfa semi-cldsica de La interaccdbn Luz-dtomo

La interaccién de un campo electromagnético con un sistema mate-
rial constituido por Atomos o moléculas se puede describir en muy diversas
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formas, dependiendo del fenbmeno particular que se desee analizar. Noso-
tros estudiaremos la propagacifn de haces luminosos intensos, como los de
un l4ser, en medios resonantes absorbentes. Para ello utilizaremos una
descripcién semi-clésica, ya que por una parte la intensidad tan alta de
los 14seres, conteniendo una gran densidad de fotones, nos permite descri-
bir al campo electromagnético por medio de las ecuaciones de Maxwell. Por
otra parte, la estructura esencialmente discreta de los niveles energéticos
de los sistemas materiales nos forza a describirlos mediante las ecuacio-
nes de Heisenberg. De esta forma,la teoria semicl&sica, interpretada como
un acoplamiento de las ecuaciones de Maxwell y Heisenberg, es suficiente
para la descripcién de nuestro estudio.

Como es sabido de la mecfnica cuéntica,(4) la ecuacibén de Heisen

berg para un operador cualquiera a, es
i i (dQ/dt) = [Q,H] +1ih (2Q/3t) (1)

en donde ﬁ es el hamiltoniano total del sistema y [é,ﬁ] = aﬁ - ﬁi es el
conmutador de é con H. Cuando a no depende explicitamente del tiempo, el
(iltimo término de esta ecuacién se anula.

La mechnica cufintica también nos ensefia>) que un operador cual-

quiera Q, puede ser escrito en la forma
Q=F Lo Q : (2)
mn

donde T |i><j| se denomina operador de proyeccibn y [n> es un conjunto
completo de vectores ortonormales. Por su parte, los ng = <k|Q|1> son
1lamados elementos de la matriz del operador Q en la representacién |n>.

Es fécil demostrar que
*
e, > =00, ® i (3)

lo que significa que los promedios de los operadores de proyeccifn corres-
ponden a los elementos de la matriz densidad del sistema, por lo que los
Sij son tan aptos para describir el desarrollo dinfmico del sistema como
el mismo operador de densidad. De hecho, las derivadas con respecto al
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tiempo de estos vectores de proveccién son las que proporcionan las ecua-
ciones que gobiernan la evolucién de los Atomos debido a la influencia de

la luz.

2.b) Dindmica del dtomo de dos niveles

Debido a que nuestro interés primario estd en el fenémeno de re-
sonancia o cuasi-resonancia, podemos simplificar los sistemas atémicos, que
en general contienen un gran nfmero de estados energéticos discretos, a sis
temas que poseen solamente unos cuantos niveles de energia: aquellos que es
tin en resonancia o cuasi-resonancia con las frecuencias presentes en el
haz del léser.

A continuacién, desarrollaremos las ecuaciones que rigen la inte
raccién de un l4ser con frecuencia portadora w, con Atomos que tienen una
sola frecuencia de transicibn w,, = (E, - E,)/h cercana a la frecuencia por
tadora del l&ser. En otras palabras, vamos a idealizar al Atomo considerén
dolo como un sistema que tiene (micamente dos estados energéticos: el esta
do excitado |2> de energia E, y el estado base |1> de energia E;. A pesar
de esta idealizacifn, el tratamiento expuesto ficilmente puede generalizar
se a Atomos de mds de dos niveles, (&)

Para el caso en que sblo dos niveles atémicos sean los relevan-
tes, tres operadores de proyeccidn deben considerarse: 311, 822 y
821 = g;z- Dado que estos operadores no dependen explicitamente del tiem-

po, podemos escribir sus ecuaciones de Heisenberg en la forma
iH (dgij/dt) = [oij, H] é (4)

El hamiltoniano del sistema ﬁ, se puede separar en dos partes:
H = ﬁA + H'. La primera parte representa la energia del Atomo aislado y
la segunda representa la energia de interaccién del 4tomo con el l4ser. El

hamiltoniano atémico es tal que
ﬁ In> = h mn|n> paran = 1,2 § (5

. A - 1 o & .
siendo (HA )ij h wisij os elementos de su matriz
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Para la energia de interaccién H', basta considerar la energia de
bida a la interaccifn del dipolo eléctrico del Atomo con el vector del campo
eléctrico de la luz del l4ser. Esto es(”)

Hr = -3% " (6)

donde d es el operador del dipolo atémico. Los elementos de la matriz de
H' son: (H');4 = -3ij- £ (1 - 634), pues suponemos que el Atomo no posee
ning(n dipolo permanente.

De acuerdo con (2), el hamiltoniano total Iq = ;{A * ﬁ' se puede es
cribir en la forma

H=h w013 + hwy 022- (@120, + d2102,) < B . (7
Al sustituir la Ec. (7) en (4), obtenemos las tres ecuaciones di-

ferenciales que gobiernan el comportamiento del 4tomo, considerando solamen
te su interaccién coherente con el campo eléctrico. Estas ecuaciones son:

(dsu/dt) = (i/h) (312312 = 321821] -E ’ (8.a)
(dog2/dt) = (i/R) (@21021 - d12012) + B, (8.b)
(d012/dt) = ~iwg1012 + (/M) Tp1(01y - 022) - B, (8.c)

en donde w,; = wy - Wi.

Las cantidades 811 y 822 estin relacionadas con las poblaciones
de los niveles energéticos |1> y |2> respectivamente, esto es, con la pro-
babilidad de encontrar el Atomo en su estado base o en su estado excitado,
mientras que 812 est4 relacionada con el momento del dipolo atémico.

Cabe enfatizar que las Ecs. (8) se han idealizado, en el sentido
de que no se han considerado ninguno de los mecanismos de decaimiento que
pueden aparecer en un experimento real. Si se desea incorporar estos de-
caimientos se puede recurrir a la teoria cufntica, pero en la prictica es
costumbre introducir sus efectos en las Ecs. (8) en una forma fenomenol6-

(8)

gica Nosotros seguiremos un desarrollo que no considera ningfin tipo
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de decaimiento, lo que implica que se conservari la poblacién del sistema
en el transcurso del tiempo. Esto (iltimo se puede comprobar ficilmente su
mando las Ecs. (8.a) y (8.b) para obtener d(g11 + czz)/dt = 0.

Por otra parte, en un laboratorio realmente no se mide un opera-
dor que represente una cantidad fisica determinada, sino su valor promedio.
Por esta razbn, resulta conveniente introducir tres nuevas variables r,

ij»
definidas de la siguiente manera:
<043 (t,2)> = T4,(t,2) (para i=1,2) (9.2)
y
<012(t,2) = T3,(t,2) exp[-i(wt - kz)] . (9.b)

Aqui, w; es la frecuencia del campo eléctrico del léser, al cual

escribiremos como
B(t,z) = ¢ E(t,z) exp[i(o.t - kz)] + c.c. ; (10)

donde e es el vector unitario de polarizacién de la onda electromagnética
(por ejemplo, si la luz estd linealmente polarizada en la direccibn x,
g = %,y si esta circularmente polarizada ¢ = (x + iy)//Z). La cantidad
E(t,z) es la envolvente compleja del campo eléctrico que podemos escribir
como E(t,z) = |E(t,z)| exp[i¢(t,z)], mientras que k = w; /c es el nfmero de
onda y c es la velocidad de la luz en el vacfo. Por Gltimo, c.c. represen
ta el complejo conjugado del témmino precedente.

La frecuencia w es una frecuencia 6ptica, es decir muy alta
(del orden de 10'° Hertz), mientras que la duracién de los pulsos mis cor-

“** segundos. Esto

tos que se han producido hasta ahora es del orden de 10
significa que aun estos pulsos ultra-cortos contienen cientos de periodos
épticos bajo sus envolventes. Por esta razén, podemos considerar que las
cantidades E(t,z), ¢(t,z) y rj;(t,z) varian lentamente en t y en z, en
comparacién con la variacién del factor exp[i(wpt - kz)].

Sustituyendo las Ecs. (9) y (10) en (8), se obtienen.las ecuacio
nes diferenciales para las nuevas variables T;; que describen el comporta-

miento de nuestros Atomos. En ellas encontramos términos que varian len-
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tamente y otros que oscilan a frecuencias 6pticas, los cuales estén comple
tamente fuera de resonancia y se les puede despreciar, ya que su contribu-
cién al efecto resonante o cuasi-resonante es minima. Esta aproximacién

se 1lama, segGn la tradicién proveniente del estudio de resonancia magnéti
ca, aproximacién del sistema rotante con la onda (RWA). Ademis, en estas

mismas ecuaciones encontramos expresiones del tipo g - algE/ﬁ, con dimensio
nes de frecuencia, las cuales redefiniremos en base a la cantidad compleja

2 = (2/h) (g+dizE) = KE (11)
a la que por razones histéricas llamaremos frecuencia de Rabi compleja(6’7l
Nétese que 2, = Q:l :
Con estas consideraciones, las ecuaciones diferenciales para las

variables atémicas r,; se pueden escribir de la forma:

]

(dry,/dt) = (i/2) (Q12T12 - Q21T21) s (12.a)
(dry,/dt) = (i/2) (Q21T21 - Q12T12) » (12.b)
(dry,/dt) = -iATy, = (i/2)2(722 - T11) (12.¢)

en donde la cantidad

A= wa - W (13)
se conoce como la desafinacién de la frecuencia de transicifn de un Atomo
particular, con respecto a la frecuencia portadora del l4ser.
Desde el punto de vista computacional, las ecuaciones complejas
(12) son difficiles de manejar, por lo que es conveniente transformarlas a
ecuaciones reales. Esto se puede hacer por medio de las siguientes trans-

.(6)

formaciones:

Q =R+iU (14.2)

12

ry = (1/2) (u+iv) , (14.b)
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en donde R, U, uy v son reales. El resultado de sustituir estas nuevas va
riables en las Ecs. (12) es:

du/dt = -Av - U w - (15.a)

dv/dt = Au+Rw 5 (15.b)

dw/dt = -Rv+ U u - (15.¢)
en donde

W = T = Ty (16)

representa la diferencia de probabilidades de encontrar el 4tomo en su es-
tado excitado o en su estado base y, por tanto, se conoce como inversidn
atémica, la cual representa también la energfa del Atomo en unidades de
Fuwp, /2.

Para recalcar el significado fisico de las Ecs. (15), multiplique
mos la Ec. (15.a) por u, la (15.b) por v y la (15.c) por w. Al sumar estas
tres ecuaciones modificadas se obtiene la relacién

u(du/dt) + v(dv/dt) + w(dw/dt) = 0 . an
que al integrar con respecto al tiempo queda en la forma
u? + vt o+ w? =1 . (18)

La constante de integracién se ha puesto igual a uno como conse-
cuencia de la normalizacién de la funcién de onda que describe al 4tomo.
Esta ecuacifn es una importante ley de conservacién del sistema e indica
que el estado dinimico del 4tomo se puede representar, bajo la ausencia to
tal de decaimientos, mediante un punto sobre la superficie de una esfera
de radio unitario o por el vector correspondiente, como se indica en la
Fig. 1 . A esta esfera se le llama esfera de Bloch y al vector OP, vector
de Bloch. Esta representactién geométrica es muy (til, ya que nos permite,

con sblo seguir el movimiento del vector de Bloch, tener una idea intuitiva
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bastante clara de lo que sucede con el 4tomo bajo la influencia de la luz.
Nétese, en particular, que cuando el 4tomo estd en su estado base u=0,
v=0, w=-1y el vector de Bloch apunta exactamente hacia el polo sur de
la esfera, mientras que cuando esti en su estado excitado u=v=0, w=1y
el vector de Bloch esté dirigido hacia el polo norte de la esfera. Cual-
quier otra posicién del vector de Bloch representari al 4tomo en una super

posicién general de estados cudnticos.

w

Fig. 1. Esfera de Bloch, mostrando el vector de Bloch para el caso arbitra

rio (0, vg, Wp).

7.c) Las ecuaciones nreducidas de Maxwell

Hasta este punto nos hemos ocupado solamente de la dinfmica del
4tomo y ahora analizaremos el comportamiento que sigue la luz del l4ser en
su paso a través del medio material. Es costumbre, en trabajos de esta in
dole, representar al haz del léser como una onda de frecuencia portadora
w. , con nfmero de onda k = wL/c y con una envolvente compleja E(t,z), tal
y como lo hemos hecho en la Ec. (10). EI campo eléctrico del haz debe sa-
tisfacer la ecuacibén de Maxwell:
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EEE -4 Ef.ﬁ_ . L ﬂ , (19)

3z%  c? at?  c? at?
en donde P(t,z) es la polarizacién debida a los Atomos activos a través de
los cuales la luz se propaga y, por lo mismo, se le denomina polarizacién
resonante. Asi, mientras que las ecuaciones de Bloch (15) indican cémo los
4tomos reaccionan a la excitacién de la luz, la ecuacién de Maxwell (19) in
dica la forma en que el haz de luz se modifica por la radiacién coherente
de los Atomos.

Segn la Ec. (2), el momento dipolar promedio de un 4tomo se pue

de expresar como

~

> ~ ~
<d> = 312<012> * 321<021> ’ (20)

en donde <aij> representa el valor esperado del operador &ij. En general,
este valor promedio no seri el mismo para todos los Atomos del medio, en
virtud de que cada 4tomo en particular puede tener una frecuencia de transi
cién efectiva diferente a la de los demis, debido tanto a impurezas del me
dio como a efectos del movimiento atémico. Para considerar esta idea, su-
pondremos que las frecuencias de transicibn atbmicas w,; estén distribuidas
inhomogéneamente alrededor de la frecuencia del 14ser w segin la funcién
g(waq - mL)=g(A), normalizada en la forma | g(A)dA = 1, y a la que se le
denomina distribucién atémica de frecuencias-  Entonces, si el medio con-
tiene N Atomos activos por unidad de volumen, la polarizacién macroscépica
estari dada por la Ec. (20), promediada sobre todos los valores

A=Wy - u;L. Esto es,

P(t,z) = N J+TE112<312> * azﬁauﬂg(ﬂ) s, (21)

Cuando se introducen las expresiones (10) y (21) en la ecuacibn
de Maxwell y se efectfian las aproximaciones correspondientes al hecho de
que la envolvente y la fase varfan lentamente, ademds de que los términos
oscilantes a frecuencias 6pticas deben de ser descartados, se obtiene una
ecuacibn diferencial parcial para la envolvente compleja E(t,y), la cual
puede escribirse también en términos de la frecuencia de Rabi Q,,. Final-
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mente, si descomponemos la frecuencia de Rabi en sus partes real e imagina
ria, la ecuacién de onda se reduce a las dos ecuaciones siguientes, que ge

neralmente se conocen con el nombre de ecuaciones reducidas de Maxwell:

[i+_i] Row B oS (22.a)

n

] 135
{a_z*EEJU -B<u> , (22.b)
en donde la cantidad B = ZWNu&Jdith c tiene dimensiones de cm ' seg 'y
los paréntesis angulares representan el promedio de las variables con res-
pecto a la funcibén g(A). Esto es,

(e
e J v(t,z,4)g(a) da .
Por filtimo, una transformacién simple de las variables indepen-
dientes t y zen t' = t-z/cy z'=z, respectivamente, simplifica las Ecs.
(24), d4ndoles la forma

R-pev> (23.a)
M. opeus . (24.b)

Estas ecuaciones, unidas a las Ecs. (15), forman el conjunto de
ecuaciones integro-diferenciales que rigen la evolucién dinfmica de la in-
teraccién del l4ser con el sistema material y constituyen la base de nues-
tro anilisis. Sin embargo, a pesar de su estructura aparentemente simple,
su solucién es muy diffcil, principalmente por ser ecuaciones no lineales
fuertemente acopladas y por el hecho de que las funciones desconocidas u y
v aparecen dentro de integrales en las Ecs. (23) cuando los &tomos no po-
seen idénticas frecuencias de transicién. De hecho, ni en los casos mis
sencillos se conocen soluciones analiticas de este sistema, razbn por la

cual son de gran importancia sus soluciones numéricas.
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2.d) Pulsos estacionarnios

En todos los problemas de propagacién resulta de gran importancia
preguntarse por la existencia de soluciones que después de un intervalo lar
go de tiempo permanezcan estables. En nuestro caso, entenderemos por solu-
ciones estables aquellas soluciones de las Ecs. (15) y (22), que después de
un tiempo mis o menos largo evolucionan hacia un pulso, cuya envolvente no
varia al seguirse propagando con una velocidad constante V<c, como si el
medio fuese transparente. En tales casos, un observador que se moviera con
la velocidad V, veria estitica la envolvente del pulso. Por esta razbn,
esos pulsos estables son llamados pulsos estacionarios.

En el caso de pulsos estacionarios, las variables independientes
t y z de las Ecs. (15) y (22) se relacionan mediante la variable 7, el tiem
po local del observador en movimiento, a través de la ecuacibn

r=t-z/N . (24)

Este cambio de variable en las Ecs. (15) y (22) reduce el siste-
ma original al siguiente sistema de ecuaciones integro-diferenciales ordina

rias:
U=-Au-Uw : (25.a)
v= Av+Rw ; (25.b)
w=-Rv+Uu , (25.¢)
R = —mz<v> . (25.d)
U oy u,é <u> , (25.¢)

en donde la constante w? = B/§ tiene dimensiones de frecuencia al cuadrado
c
y la cantidad § = 1/V - 1/c representa el retraso del pulso por unidad de

distancia penetrada en el medio.
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El sistema (25) ha sido resuelto analiticamente bajo ciertas con
diciones y se han obtenido resultados de gran importancia fisica.(g) El -
caso mis importante y mis conocido es el que se obtiene suponiendo que la
envolvente del campo es puramente real y que todos los Atomos estén inicial
mente en su estado base. la solucién representa entonces un pulso (mico,
un s0Litén bptico, que se propaga sin deformacién y sin pérdida de energia.
Este resultado fue obtenido originalmente por McCall y Hahn y ha sido veri-
ficado experimentalmente.(lo) Para referencia futura, damos a continuacién
la solucibn completa para este caso especifico:

u(g,A) = 2At F(a) sech(z/t) . (26.a)
v(z,A) = 2 F(4) tanh(z/1) sech(z/1) , (26.b)
w(z,A) = -1 + 2 F(A) sech?(z/1) ; (26.c)

R(z) = Qpsech(z/T) i (26.d)

en donde F(A) = (1 + Asz]-l’Qn = 2/t y T se define como la anchura del pul
so. La Fig. 2.a muestra una solucién numérica que reproduce el resultado
tebrico de la Ec. (26.d), para el caso especifico en que T = 2. La Fig.
2.b muestra las soluciones numéricas correspondientes para v y w en reso-
nancia.

Es importante sefialar que la componente en cuadratura del dipolo
atémico v(z,A), aparece como el producto de una funcién de z por una fun-
cién de A. Esto es, v(z,A) es factorizable en la forma

v(z,a) = F(A) V(z) . (27)

En realidad, la solucién (26) es solamente una solucién particular del sis
tema (25), en el cual se ha supuesto que v(g,A) se factoriza en el sentido
de 1la Ec. (27). Hasta ahora, no se conoce ningln otro tipo de solucién que
no cumpla tal requerimiento de factorizacién. Sin embargo, la existencia de
los pulsos estacionarios en la interaccién de luz intensa con medios mate-
riales resonantes en un hecho trascendental, ya que segfm la teorfa clési-
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(a)

]

-10 -5

(a) La envolvente lenta de un s0litbn dptico de anchura T = 2, vis
(b) Las

Fig. 2.
to por un observador moviéndose a la velocidad del pulso.
correspondientes soluciones en resonancia para la inversidn atémica

w(z,0) y para la componente dispersiva del dipolo atdmico v(g;o).

ca sblo los pulsos estrictamente monocromiticos podian propagarse sin defor
macién y sin pérdida de energfa. Estos nuevos fenbmenos son consecuencia
de las no-linealidades en la interaccién luz-4tomo.
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2.e) EL teorema def dnea

Supongamos ahora que tenemos un pulso con extensién finita, que
se propaga en un medio descrito por nuestra teoria sin poseer modulacién en
su fase ($ = 0) y teniendo una envolvente puramente real (R = Qy,). A una
distancia z dentro del medio, el 4rea de su envolvente se define mediante

la ecuacibn

A(z) = ftR(t,z) dt 5 (28)

00

en donde R es la frecuencia de Rabi, definida en la Ec. (16.a),y t represen
ta un cierto tiempo posterior al instante en que la totalidad del pulso ha
pasado el punto de observacién z, como se muestra en la Fig. 3.

A(z)

AN
v

-
-

Fig. 3. El 4rea de un pulso (drea sombreada) a una distancia de penetra-
cidn dada. Nbtese que es independiente del tiempo para cualquier
tiempo mayor que la duracidn del pulso.

Una consecuencia sorprendente de la interaccién no-lineal entre
el campo eléctrico y los dtomos resonantes estd dada por el teorema cufnti
co del 4rea, descubierto por Mc.Hall vy Hahn en 1967(%-2) y nombrado asi por
analogia con el teorema del 4rea derivado en la teorfa clisica de Lorentz.
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Lo sorprendente del teorema cuéntico radica en el hecho de que proporciona
una alternativa a nuestros conceptos clisicos de propagacién y de absorcién,
pues mientras el teorema clisico del 4rea predice que el 4rea de un pulso
decrecerd invariablemente al propagarse, siguiendo la ley exponencial de
Beer, el teorema cuintico establece que el 4rea de un pulso se puede mante
ner invariante, crecer, decrecer o anularse, dependiendo del valor del Area
con el que entra al medio.

El enunciado del teorema del 4rea se obtiene integrando en el
tiempo la Ec. (22.a) desde t=-» hasta t=t. Al realizar esta operacién,
notamos que el segundo término del lado izquierdo se anula, en base a que
el pulso es finito y tanto R(-») como R(t) son cero. Los términos restan-
tes quedan en la forma

~
aé‘# - 13<Jr v(t,z) dt> . (29)

Mc.Hall y Hahn demostraron, bajo la suposicién de que la funcién
g(4) es ancha, ademis de otras suposiciones, que la doble integral del lado
derecho de esta {iltima ecuacién se podia escribir en términos del 4rea de
la envolvente del pulso como
5
<J v(t,z,A) dt> = -ng(0) sen A(z) . (30)

que al sustituirla en la Ec. (29), da la expresién

aggz} = -(1/2)a sen A(z) , -

que se conoce como el teorema cuéntico del &rea, en virtud de que rige la
evolucién espacial del &rea encerrada por la envolvente del pulso (que en
lo subsecuente llamaremos simplemente el 4rea del pulso) conforme se reali
za la propagacién. Aqui, o representa al coeficiente de absorcién de Beer
en resonancia y esta definido por

a=2mB g(0) : (32)
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La solucién a la Ec. (31) es
tan [A(z)/2] = tan [A(z,)/2] exp[-(3) a (z- z,)] ; (33)

en donde z,< z denota un punto en el que es conocida el 4rea del pulso.
Nétese que en el limite clésico de intensidades débiles, el 4rea es peque-

fia y tan x=x, por lo que la Ec. (33) contiene el resultado de Beer(ll):

A(z) = A(zo) exp[-(3) a (2 - 2,)] . (34)

Algunas de las ramas de la solucién general (33) son graficadas
en la Fig. 4, en la que se incluyen tanto las soluciones tebricas represen
tadas por la linea continua, como las que hemos obtenido numéricamente, in
dicadas por el simbolo (+), notédndose una gran correlacién entre ambas.

De esta figura se pueden visualizar claramente algunas de las implicacio-
nes mis importantes del teorema cuéntico del 4rea.

Primeramente, de la Ec. (31) se desprende que un pulso que en-
cierre un 4rea igual a 2nm (n=1,2,...) no mostrari atenuacién en el trans
curso de su propagacién, ya que (3A(z)/3z) = 0. Ademis, si el valor del
4rea del pulso esté en el intervalo ((2n- 1)m, (2n+ 1)), el valor del &rea
tenderi hacia 2nm conforme se realice la propagacién. Asfi, por ejemplo,
un pulso que entre en el medio con un A4rea de 1.3m evolucionari hasta que
ésta alcance el valor de 2m, mientras que uno con un A4rea de 0.8m iré de-
creciendo el valor de su Area hasta que se anule completamente.

Por otra parte, las Ecs. (31) y (33) son totalmente generales,
en el sentido de que no hacen referencia a la forma particular de la envol
vente en el tiempo. De hecho, el que un pulso 2m se propague sin perder
ni ganar 4rea no significa que no cambie de forma. El {nico pulso que se
ha observado estable en su forma y en su irea es el solit6n bptico de la
Ec. (26.d), que posee un &rea de 2Zn. Incluso se ha observado que pulsos
con un 4rea igual a 2nm (n=2,3,...) se rompen en n sofitones épticos.
Sin embargo, en la simulacién numérica de la propagacién, se ha observado
que el pulso necesita propagarse mis en el medio para que su envolvente ad
quiera el perfil estable, que la distancia de propagacién requerida para
que su 4rea adquiera el valor predicho por la Ec. (33). Esto origina que
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A (Z)

B R 0 | 2 Toaz

Fig. 4. Algunas ramas de la solucidn del teorema del drea. La linea con=-
tinua representa la solucidn tedrica y los puntos (+) las solucio
nes numéricas obtenidas.

1a lectura de la forma de la envolvente del pulso sea ambiglia y que frecuen
temente produzca inseguridad en la interpretacién de lo que realmente estd
sucediendo en la propagacién. Por esta razbn, hemos desarrollado el estu-
dio espectral como un medio mis preciso y eficaz de analizar e interpretar
las simulaciones mméricas de la propagacién de la luz en medios resonantes.
A continuacién, presentamos el andlisis espectral correspondiente y hacemos
hincapié en su importancia al aplicarlos a varios experimentos numéricos
que hemos efectuado.
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3. TEORIA MACROSCOPICA DE LA PROPAGACION

3.a) Andliscs especthal de pulsos

Consideremos ahorano la situacién experimental tipica, en la cual
es poco comfin la determinacién del comportamiento temporal del pulso, sino
la determinacién de parimetros fisicos en funcién de la frecuencia. Colo-
quemos en el punto z, un espectrbmetro que filtra la sefial a ser medida
por un fotodetector, el cual determinarf, al final del paso del pulso, can
tidades fisica que son funcién de la frecuencia y de la misma posicién z,,
pero que son independientes del tiempo.

Los Atomos resonantes pueden ser considerados como un medio die-
léctrico que interactfia con un campo electromagnético clésico. Desde este
punto de vista, podemos preguntarnos por la reaccién del medio al campo
aplicado, definiendo la funcién de respuesta como la susceptibilidad atémi
ca del medio. Esta dependeri del modelo usado para describir el sistema
atémico y es, naturalmente, funcién de la frecuencia. Sin embargo, la teo
ria de propagacién que hemos presentado aqui es un fenémeno resonante no-1i
neal, y en general no-estacionario, en donde el modelo de la susceptibili-
dad de la teoria clésica y el de la teoria culntica perturbativa no tienen
validez.

En realidad, el anilisis espectral de procesos no-estacionarios
es un problema matemitico afm no resuelto en forma general, pero existen de
tiniciones funcionales como es el caso del llamado espectro fisico(z), basa
do en nuestra habilidad de integrar con un detector la sefial en estudio.

En nuestro anflisis nos limitaremos a tratar pulsos aislados no-perifdicos,
en los cuales la definicién de espectro fisico es vélida y se aproxima a la
dada por la definicién de espectro estacionario. Supondremos ademis, que

la fineza del detector es muy pequefia y podemos evitar su consideracién.

FEn estas condiciones, la transformada de Fourier del pulso y su distribucién
espectral detectada corresponden o estin estrechamente relacionadas.

Podemos definir, para cada z =z, representaciones formales del
carpo eléctrico y de la polarizacién resonante en términos de la frecuencia

Wiy la variable de Fourier conjugada al tiempo t'. Esto es,
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+ o
E(t',zo) = j E(v) exp[i 2mvt'] dv (35.a)
y
e
P(t',zy) = J P(v) exp[i 2mvt'] dv . (35.b)

- 00
siendo t' el tiempo local, dado por t'=t-z/c. Por su parte, la suscepti
bilidad atémica ¥(v,z,), definida por la ecuacién

P(v,z0) = X(vsz0) E(vy 20) (36)

es una cantidad compleja que refleja las propiedades del medio. Se asocia
con el indice de refraccién (v, z,) y con el coeficiente de extincién
Y(v,z¢), variables ficilmente accesibles al experimentador mediante la re-

lacién
[M(v,z0) * i¥(v,20)] = 1 + X(v,20) s (37)
que puede ser escrita en términos de las cantidades reales ir(v,zo) y

Qi(v,za), la parte real e imaginaria de la susceptibilidad respectivamente,
por medio de las relaciones

[fy+ §.9% = §21* (5 1
B e = 1+ |1+ x (38.a)
VB 1+ 5%,
y ~
- (38.b)
25

Ahora, mostraremos que la informacién sobre el 4rea del pulso,
en el sentido de la seccidén (2e), puede ser encontrada fAcilmente a partir
de su anilisis espectral. Para tal fin, tomamos la definicién del campo
eléctrico dada en la Ec. (10) y la sustituimos en la (35.a):
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4o

E(t',20) expliw,t'] = f EG,2q) eliznve®] dv

Pasando la funcién exponencial del lado izquierdo al lado derecho,
notamos que el anilisis de Fourier del pulso se reduce al de su envolvente
lenta,
(<

E(t',zy) = (in)J E(m-mL,zo) expli(w- wL)t'] dw ; (39)
y que el argumento 2mv naturalmente representa la frecuencia circular del
detector en términos del desafinamiento de frecuencias AD= w-w e Integre
mos ahora esta filtima ecuacibén con respecto al tiempo local t' e intercam-
biemos el orden de integracién. En el lado derecho, la primera integral es
simplemente & (w - mL), por lo que la segunda integral puede realizarse, dan
do el resultado

= ~

[ E(t',zo)dt' = E(0,2,4) 5 (40)
que implica que el 4rea del pulso en z=2z; esti dada por el valor de su
transformada evaluada en resonancia con la frecuencia portadora del campo
eléctrico. Idéntico resultado se obtiene para el 4rea encerrada por la en
volvente lenta de la polarizacién resonante.

3.b) Lla susceptibilidad atémica resonante

Definamos ahora, en forma anfloga al campo eléctrico complejo de
la Ec. (10), una polarizaci6n compleja

P(Tszo) = NK[<U'(CsZO|A)> * iW(Q,Zn,A)>] exp [i(‘iﬂLC'k'z)]n (41)

cuya parte real corresponde a la polarizacibén fisica definida en la Ec.
(22). En la definicién anterior, ¢, el tiempo local, estd definido por

g =t - z/V , (42)
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siendo V 1a velocidad del pulso en el medio. Ademis, k' = k- wL/V, N es
el nfmero de 4tomos activos por cm?®, K = 2d,,/h, como en la Ec. (11) y las
cantidades entre paréntesis angulares deben ser promediadas con respecto a
la funcién g(a).

Entonces, definiremos la respuesta del medio, dada por la suscep
tibilidad atébmica resonante, mediante

012(8',20) )
P(Zs20) = Ix(c- g',20) —¢—— explilu g’ -k',z0)] dg* , (43)

en donde los 1fmites de integracibén exceden la anchura del pulso. Por com
paracién de esta ecuacibn con la (41) se obtiene la expresién

. x(&-¢! zo)exp[-in (z-z')]
<u(g,z9,4)> + i<v(z,2q,4)> = Imz(c',zo) L dg',

N K2

que relaciona las envolventes lentas del campo eléctrico y de la polariza-
cién. FE1 lado derecho de esta ecuacién es la convolucién de la cantidad
entre paréntesis cuadrados y de Q,,(z',z,). Al tomar la transformada de
Fourier de esta ecuacitn, el problema se reduce a la relacibén entre las
transformadas de Fourier de las envolventes del pulso y del dipolo comple-
jo:

% i(AD"’mL,Zo) - o~
QIZ(AD’ZD) —“*?;———-——‘= <U(AD,ZO,A)> * 3 <V(AD,ZB,A)> » (44)

KZ
que es anfloga a la Ec. (35), pero explicitamente en términos de las varia
bles lentas. Las transformadas de las envolventes del campo y de la pola-
rizacién fueron puestas como funciones de ﬁn’ puesto que de antemano, en la
Ec. (39), sabfamos que sus transformadas de Fourier estAn centradas en w -
Podemos remarcar el significado de la Ec. (44) aplicando este re
sultado a la propagacifn de los pulsos estacionarios vistos en la seccibn
2d y que se rigen por las Ecs. (25). Tomando la transformada de Fourier
a las Ecs. (25.d) y (25.e) se obtiene la expresién

" o~ g~
<U(AD.Zo,ﬂ)> + 1 <V(AD,ZD,A)> = ADmc le(AD,zu) 3 (45)

~
que al compararla con la Ec. (43) nos da el valor de la suceptibilidad,
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R(Ap * wp,zo) = N K2ug'ag ’ (46)
que es puramente real, lo que conduce a un indice de refraccién
fi(Ap + wp20) = [1+ N szLZAD]% . (47)
y sorprendentemente a un coeficiente de extincién nulo, por lo que el medio

aparece transparente a la propagacién del pulso. Como caso concreto, consi
dérese la solucién no-peribdica en transparencia auto-inducida dada por las

Ecs. (26). De ellas se desprende que(g'aJ
R(g) = (2/1) sech(z/1) p (48.a)
<u(z,A)> = 2t sech(z/t)<AF(a)> = 0 (48.b)
’ <v(z,A)> = 2 sech(z/t) tanh(g/1) <F(A)> , (48.c)

_ 400
en donde F(A) = (1 + A%12) 'y <F(A)> = J F(a) g(p) dA. Tomemos ahora la

transformada de Fouriler de estas ecuaciones:

ﬁ(AD) = 2r sech(n1ln/2) ; (49.a)

Qs ,0)> = 0 , (49.b)
Y -~

<v(bp,8)> = -i 2n1?<F(a)>a, sech(mtay/2) : (49.c)

que sustituidas en la Ec. (43) dan el valor resultante para la susceptibi-

lidad atbmica resonante
x(bp + wy,,20) = N K2<F(a)>1%4p , (50)
dindonos un indice de refraccién

~ 1
T'l.(ﬁD * Ll)L,Zo) = [1 + N K2<F(ﬂ)>T2ﬂDIZ » (51)
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y un coeficiente de extincién cero.

La informacién del 4rea del pulso y de la polarizacién puede ser
obtenida también, evaluando sus respectivas transformadas en AD= 0: ' El
4rea del pulso es de 2m, como debe ser, pues el pulso es un 40Litén y el
irea de la polarizacidn es cero, como corresponde a un pulso estacionario.

Por (iltimo, es prudente sefialar la relacién de los resultados ob
tenidos en esta seccién con trabajos anteriores. El anilisis espectral del
pulso propagado se ha efectuado mméricamente en algunos casos. Sin embar
2o, el estudio de la susceptibilidad ha sido especialmente complejo.
Sargent et aﬂ.,(lz)
las Ecs. (15.a) y (15.b), obteniendo el resultado

efectuaron un primer estudio integrando formalmente

u(t,z,s) + i v(t,z,A) = Jnlz(t‘,z)w(t',z,A)exp[iA(t- t")} dt! )

Por comparacién con las Ecs. (41) y (42), vemos que ellos han de
finido la susceptibilidad en la forma

Xsfz;t_t‘rt') =<W(t',2,&) eXP[iA(t‘t')] Z (53}

que es una funcidén de dos tiempos, por lo que, a pesar de ser formalmente
correcta, no es de uso prictico y es innecesariamente compleja para el ané
lisis espectral experimental, porque los datos de salida son las variables
atbémicas y de campo, para todos sus valores relevantes, a una distancia es
pecificada de penetracién en el medio. La doble dependencia temporal de
la Ec. (53) dificulta enormemente su interpretacién fisica y su relacién
directa con las mediciones del espectrémetro.

La diferencia esencial entre su tratamiento y el aqui presentado
radica en que la Ec. (53) no es una convolucién como lo es la ecuacibn pre
via a la (43), por lo que su andlisis espectral no puede ser simplificado,
mientras que la Ec. (43) constituye la definicién usual para la susceptibi
lidad.

4. EXPERIMENTOS NUMERICOS EN PROPAGACION

Debido a que las Ecs. (15) y (23) en general no admiten solucio-
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nes anal{ticas, presentamos en esta seccién algunos de los mds tfpicos re
sultados de este fenémeno de propagacién no-lineal, obtenidos a partir de
simulaciones numéricas y en los cuales el efecto de la radiacién coherente
de luz, emitida por las transiciones de los dipolos atémicos, es claro y
marca notables alternaciones a los conceptos clasicos de 1la propaga-
ci6n.(l'a’13)

Los resultados son presentados en forma gréfica en la Fig. 5 pa-
ra cuatro diferentes distancias de penetracién en el medio, tanto en el do
minio del tiempo como en el de frecuencias, denotando con (a) hasta (f) las
diferentes variables significativas de la simulacién. En las gréficas mar
cadas (a) hemos graficado el médulo de la envolvente del pulso, mientras
que en las marcadas (b) se presenta la inversién atémica a través de las
poblaciones en los niveles 1 y 2, una vez que han sido promediadas con res
pecto a la distribucién atbmica de frecuencias. En el dominio de las fre-
cuencias, presentamos en (c) el mbédulo de la transformada de Fourier de la
envolvente del pulso. La parte real e imaginaria de la susceptibilidad son
mostradas en (d), mientras que el indice de refraccién y la ganancia (que
si es negativa se le denomina coeficiente de absorcién) son graficados en
(e). Finalmente, el médulo de la transformada de Fourier de la polariza-
cibn es mostrada en (f). Debe notarse, que como la susceptibilidad atbmi-
ca es calculada numéricamente a partir de la Ec. (44), para evitar oscila-
ciones ficticias surgidas por imprecisién nunérica es definida como cero
cuando el espectro de la envolvente del pulso toma valores menores que una
tolerancia previamente determinada. Esto explicard los abruptos saltos en
las grificas (d) y (e) de las simulaciones numéricas que en seguida presen
tamos.

4.a) Absoncdién

En la Fig. 5 mostramos la propagacibén numérica de un pulso positi
vo de forma gaussiana y cuya envolvente encierra un irea de 0.6m. Tal vez,
éste sea el fendmeno en el cual el efecto de la no-linealidad de la interac
cibn sea mds claro de distincién, puesto que clésicamente esperariamos que
el frea y el pulso fueran absorbidos de acuerdo a la ley exponencial de
Beer, como lo indica la Ec. (34). Sin embargo, grificamente se observa que
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Fig. 5. Simulacidn numérica que muestra la absorcidn de un pulsc gaussiano
con un drea inicial de 0.6T. Las lIneas punteadas en las grificas
(d) y (e) corresponden a los valores respectivos en 0Z = 4, mien-
tras que el punto en la grdfica (c) representa el valor del &rea
del pulso.
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el pulso muestra una absorci6n que difiere de la forma esperada clésicamen
te, llegando incluso a generarse componentes negativas que semejan oscila-
ciones, mientras que las poblaciones de los Atomos, y por tanto su energia,
pronto dejan de ser afectadas por el pulso.

El anflisis espectral del proceso aclara este comportamiento apa
rentemente extrafio. El mbédulo de la transformada de la envolvente del cam
po eléctrico nos indica una répida absorcién en las frecuencias cercanas a
la de resonancia, mostrando asi que el 4rea del pulso sigue el comportamien
to predicho por el teorema del 4rea. Ademds, cuando el irea del pulso es
pricticamente cero, aln quedan dos contribuciones simétricamente fuera de
1a resonancia con el léser, mis delgadas que la distribucién original,que
son absorbidas mis lentamente. En el dominio del tiempo, esto lo podemos
interpretar como la superposicifn de dos contribuciones anchas, a menor y
mayor frecuencias que la del pulso original, que generan un complejo proce

so de pulsaciones. Este fenfmeno es 1lamado absorcibn anémala (13

y es de
bido a que los pulsos que inyectamos en el medio son extremadamente cortos
o angostos, poseyendo asi una distribucién espectral significativamente am
plia. Si se hubiesen utilizado pulsos extensos o largos, cuya distribucién
espectral fuese angosta, la absorcién hubiera seguido el comportamiento clé
sico predicho por la ley de Beer.

La informacidén del material y de su respuesta macroscbpica a la
presencia del campo eléctrico son dadas por la parte real e imaginaria de
la susceptibilidad. Las curvas punteadas corresponden a valores de las fun
ciones en oz = 4.0, que se han superpuesto para completar la informacién
perdida por el ya mencionado cociente numérico de la Ec. (44). En ellas se
puede apreciar el excelente parecido con la distribucién espectral de una
lorentziana compleja obtenida clésicamente para la susceptibilidad, consi-
derando a los 4tomos como osciladores arménicos. Esta analogia es correcta
y confirma la suposicién de que un 4tomo de dos niveles se comporta como un
oscilador en el 1imite cl4sico, que considera no sblo la pequefia intensidad
sino también la forma del pulso.

El 4ndice de refraccién y el de absorcién son afm més explicitos.
La opacidad, indicada por el coeficiente de absorcién, muestra un agudo mi
ximo en laresonancia, indicindonos que en esas frecuencias el medio es un
excelente absorbedor de la luz del ldser. De la curva superpuesta se pue-
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de apreciar que su forma es estable, lo que explica la absorcién mis lenta
de las componentes fuera de resonancia y su permanencia como una batiente
superposicién de dos pulsos anchos a mayores y menores frecuencias de la
de resonancia.

Por su parte, el indice de refraccién, en forma anfloga al trata

miento clésico,(l4)

es de la forma anémala, puesto que, en la vecindad de

n =1, a un incremento en la frecuencia corresponde un decremento en el in-
dice de refraccién y un incremento en la velocidad de fase. El comporta-
miento normal en absorcién como el que muestran la mayoria de los materia-
les transparentes en la regibn fptica y que se caracteriza por incrementar
el indice de refraccién al aumentar la frecuencia, esti también presente en
las frecuencias lejanas a la de resonancia.

El médulo de la distribucién espectral de la polarizacibn nos ofre
ce la informacién faltante acerca del medio. En ella notamos claramente
que la radiacidén dipolar a frecuencias fuera de resonancia es el origen de
las desviaciones que este fenfmeno presenta con respecto a la absorcién cl4
sica.

Finalmente, este estudio espectral nos permite aclarar la termino
logia anteriormente usada. El término andmalo, usado tanto para el indice

(14) como para el proceso de absorcifn, tiene un origen muy

de refraccibn
distinto en cada uno de los casos. El primero tiene un origen convencional,
surgido del hecho de que los materiales clésicamente transparentes corres-
ponden a cristales con resonancias en el ultravioleta, mientras que el se-
gundo se adopt6 al descubrirse desviaciones de la ley de Beer en medios &p
ticos resonantes.(ls)

Esto es fAcilmente explicable si notamos que los pulsos clésicos,
ademds de encerrar un 4rea pequefia, son sobreentendidos como pulsos anchos
con respecto a su mixima amplitud. Ya Sommerfeld(ls) habia notado que es-
tos pulsos tienen una distribucién espectral aguda, cuya anchura es inversa
mente proporcional a la duracién del pulso. Sin embargo, la teorfa clédsica
de la absorcién y la ley de Beer son perfectamente aplicables en este caso,
a pesar de que la primera considera trenes de duracién infinita y funciones
de respuesta cuyas singularidades son suavizadas artificialmente por la con
wolucién con el filtro del aparato detector.

La posibilidad de crear pulsos agudos con distribucién espectral
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ancha, trafda por la invencién del l4ser, ha causado paradéjicamente con
fusién al respecto. Absorcién anbmala es un resultado de la anchura espec
tral y de 1a forma del coeficiente de absorci6én. Este es més agudo en las
frecuencias cercanas a la resonancia, siendo mixima en ésta, la cual corres
ponde al valor del 4rea del pulso y que sigue el comportamiento de la ley
de Beer. Los remanentes de la distribucién espectral son el origen de la
desviacién de esta ley, es decir, del aparente batimiento de pulsos que sur
ge después de algunas longitudes de Beer. De los resultados numéricos pode
mos observar que, aun cuando el proceso de absorcién presentado aqui no es
estaciorario, sus funciones de respuesta si lo son, por lo que a medida que
la propagacifn se realiza, los remanentes del pulso son también absorbidos
progresivamente a frecuencias fuera de la resonancia y, por ende, se vuel -
ven mis incoherentes. Esto descarta la sugerencia(g'e’ls) de que estos re-
manentes puedan ser el origen de pulsos estables de frea On (kinks) y al
proceso de absorcibn anémala como un mecanismo para crearlos.

La anchura finita del pulso resonante se manifiesta, asi mismo,
en la anchura de las funciones de respuesta. El estudio de estos efectos
y del modelo atémico serén dejados para una nota posterior.

4.b) Thansparencia auto-inducida

Como indicamos en la seccién 2.e, el descubrimiento de solucio-
nes estacionarias, diferentes de las ondas monocromiticas encontradas en
la teorfa clésica,constituye uno de los ms notables logros de la teorfa
moderna de propagacién de luz intensa en dieléctricos. En la Fig. 6 mos-
tramos la propagacibén numérica de un pulso cuya envolvente posee la forma
dada en la Ec. (26.d), que es solucién de las ecuaciones de movimiento pa-
ra pulsos estacionarios. Desde luego, el 4rea de este pulso es de 2r. En
el dominio del tiempo, resulta evidente la invariancia del pulso durante
la propagacién. As§. el pulso encuentra transparente al medio, viajando
con una velocidad constante y menor que la de la luz en el medio. Este a1
timo hecho es el responsable del atraso que va sufriendo el pulso conforme
se adentra en el medio y que también es observable en la grifica. Las po-
blaciones atémicas muestran el mismo comportamiento estable. Durante la
primera mitad del pulso, los Atomos adquieren energia del campo eléctrico
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Fig. 6. Simulacidn numérica que muestra la propagacifn sin deformacidn de
an s0fitén Bptico con un &rea de 2m.
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hasta quedar completamente excitados, para radiarla coherentemente al campo
durante la segunda mitad y quedar nuevamente en su estado base.

En las caracteristicas espectrales de la propagacibn, la ampli-
tud de la transformada de la envolvente es estacionaria conforme a nuestra
concepcibn usual del espectro para procesos estacionarios. De ello se des
prende que el 4rea del pulso permanece constante en 2m, satisfaciendo el
teorema del Area. Por su parte, la susceptibilidad atémica contrasta to-
talmente con la familiar forma clisica, pues es lineal y puramente real,
aunque a diferencia del caso de absorcibén, es formalmente de cuadrado no-
integrable. A pesar de ello es causal y posee una relacibén bien definida
de dispersién con dos substracciones. (16)

El coeficiente de absorcién es completamente nulo, en apoyo a
nuestro concepto de transparencia, en el cual no hay absorcién por parte
del medio. Finalmente, el indice de refraccién es normal, aun en resonan-
cia, diferenciindose del caso clésico en que sblo lo es fuera de ella.

4.c) Cambio de fomma dunante La propagaciln

Otro de los fenbmenos importantes, que resultan de la interaccién
no-lineal entre el campo y los 4tomos, es el cambio de forma que experimen
ta un pulso inyectado al propagarse en el medio. De acuerdo con el teore-
ma del Area, un pulso que encierre originalmente un 4rea de 2m deber4 pro-
pagarse sin ser absorbido por el medio. Sin embargo, para que sea esta-
cionario necesita ademis conservar la forma. En la Fig. 7 mostramos la
propagacién de un pulso gaussiano de 4rea 2n. Como se observa, a medida
que el pulso se propaga, su forma va cambiando, agudizéndose su cfispide y
extendiéndose sus alas. Cualitativamente, podemos afirmar que la forma
tiende hacia la estable secante hiperbdlica de la Ec. (26.d), pues una dis
tribucién gaussiana es menos aguda y posee alas menos anchas que una secan
te hiperbélica con la misma amplitud y la misma 4rea encerrada. Las pobla
ciones atémicas muestran también el cambio de forma, aun cuando es menos
apreciable en la gréfica,

El andlisis espectral en este caso, ademis de su valor informati
vo, se consolida como una poderosa herramienta en la interpretacién cuanti
tativa de los experimentos muméricos. Como la transformada de Fourier de
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Fig. 7. Simulacidn numérica que muestra la transformacidn de un pulso 2w

gaussiano hacia un 40Litdn Sptico. La linea punteada en las grd
ficas (a) y (c) para aZ = 15 corresponden a los valores inicia-
les de las respectivas variables.
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una distribuci6n gaussiana y de una secante hiperbblica son idénticas en
sus formas, constituyen una base adecuada para estudiar el cambio de forma
sin ambigliedades. La informacién contundente del cambio de forma esti da-
da por las funciones de respuesta del medio. La susceptibilidad tiene ini
cialmente una distribucibén que, a medida que avanza en el medio, se va con
virtiendo en real y lineal, como la del pulso estacionario del ejemplo an-
terior. Esto nos confirma que la forma tiende hacia la estable secante hi
perbblica. Ademis, el indice de refraccifn es normal y tiende también a
la forma estacionaria con la propagacién.

Por su parte, la ganancia en las alas de la distribucién espec-
tral, nos indica crecimiento en las alas del pulso, mientras que en las fre
cuencias cercanas ala resonancia permanece nulo e inalterado, como corres-
ponde a la conservacién del 4rea durante la propagacién. La polarizacién
macroscbpica s6lo muestra la evolucién del suave contorno caracteristico de
la gaussiana hacia el de alas anchas y de contorno agudo de su limite esta

cionario.

4.d] Rompimiente de pulsocs

El teorema del 4rea visto en la seccién 2.e nos asegura que um
pulso que encierre un 4rea de 2nm, siendo n un nfmero entero, se propagari
en el medio conservando el valor de su 4rea. Cuando n=1 ya hemos visto
que el pulso seri estable sblo si tiene la forma de la secante hiperbélica,
pero cuando n>2 no ha sido posible demostrar la existencia de alguna for
ma estable. lLa Fig. 8 muestra la propagacién mmérica de un pulso de 4rea
47, cuya forma inicial estd dada por la superposicién lineal de dos secan-
tes hiperbflicas estables idénticas. La inestabilidad en la forma de este
pulso se manifiesta en su rompimiento que da origen a dos pulsos estables
de 4rea 2m, con diferentes amplitudes y que, por lo tanto, avanzan en el
medio con velocidades diferentes y en forma independiente. Aunque existen
formas de predecir la amplitud de los pulsos generados a partir de la am-
plitud del pulso inyectado en el medio, el proceso en si del rompimiento es
atin desconocido. La mecénica no-lineal del proceso, resaltada aqui por el
hecho de que una superposicién lineal de soluciones estables no es estable,
es la responsable de esta compleja generacién de pulsos. Las poblaciones
atémicas muestran en la figura una doble oscilacién debido al efecto del
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formado por la superposicidn lineal de dos solitones Bpticos idén

ticos.
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rea 47, que es mis evidente conforme la separacibn de los pulsos genera-
dos aumenta. Debe notarse que no todos los Atomos regresan a su estado ba
se cuando el pulso ha pasado ya, como sucedfa en los dos ejemplos anterio-
res para un frea estable. Esto esocasionado por la radiacién de los dipo
los atémicos en las frecuencias fuera de la de resonancia durante el prozé
so de rompimiento y es de esperarse que todos los 4tomos regresen a su es-
tado base sélo cuando los pulsos generados estén lo suficientemente separa
dos.

La transformada de Fourier de la envolvente muestra en la frecuen
cia la resonancia la estabilidad del &rea 4w, pero la anchura de la distri
bucién total aumenta conforme la propagacibén se realiza, indicando que uno
de los pulsos generados es mis agudo que cualquiera de los originales. La
separacidn relativa entre los dos pulsos se manifiesta como una marcada mo
dulacién en el espectro y otros fenbmenos,de los cuales sélo resultados par
ciales son conocidos y se discutirin en mayor detalle en una nota posterior.

La susceptibilidad atbémica muestra ser esencialmente real en la
entrada del medio, pero estd modulada por la superposicién de los dos pul
sos originales. Conforme la propagacién se realiza, se mantiene real pero
su forma cambia hasta ser pricticamente dos segmentos de recta de diferen-
te inclinacién, con algunas oscilaciones superpuestas debido a la separacifn
relativa de los pulsos generados. El indice de refraccién es normal y mues
tra cambios semejantes a los de la susceptibilidad durante la propagacién.
La ganancia es nula en la entrada del medio, indicando que no existe absor-
cibén y, por tanto, que el Area 4n es estable. Durante la propagacibn, la
ganancia sigue siendo pricticamente cero pero muestra oscilaciones fuera
de la frecuencia de resonancia, que son causadas por la separacibn relativa
de los pulsos generados y que se reflejan como pérdidas y ganancias del es
pectro del pulso en esas frecuencias. Finalmente, el espectro de la pola-
rizacibn, y su directa relacién con el pulso propagado, muestra que las ca
racterfsticas principales del fenfmeno san resultado directo de la interac-
cién no-lineal de los dipolos atémicos con el campo eléctrico de la luz del
l4ser.
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5. CONCLUSIONES

En este articulo hemos presentado el primer anilisis espectral
sistemitico del problema de la propagacién de pulsos de luz en medios reso
nantes, aplicindolo a cuatro experimentos numéricos en los que los métodos
tradicionales permitieron obtener solamente resultados parciales.

Dicho estudio nos ha permitido reclasificar los fenémenos de la
propagacién de acuerdo con el comportamiento de las funciones de respuesta
del medio, en aquellos en que ésta depende intrinsecamente de la distancia
de penetracién en el medio y en aquellos en que es independiente de Z, a
pesar de la caracteristica no-estacionaria del proceso mismo. Como ejemplo
de los primeros, encontramos el cambiode forma y el rompimiento de pulsos
explicados en las secciones 4.c y 4.d respectivamente, mientras que como
ejemplos de los segundos estén los fenbmenos de absorcién y de transparen-
cia auto-inducida vistos en las secciones 4.a y 4.b. Es de notar que estos
dos (ltimos caen dentro de la misma clasificacién por sus funciones de res
puesta, a pesar de ser dos fenbmenos conceptualmente opuestos.

Por otra parte, la teoria semi-clésica de la propagacién, como
muchas otras teorias no-lineales, ha hecho de los experimentos muméricos
una parte esencial dentro de su estructura lbégica de anilisis. Las carac-
teristicas de las ecuaciones de movimiento, en su forma de ecuaciones dife
renciales no-lineales fuertemente acopladas, implican que el problema numé
rico original requiere de uma compleja infraestructura computacional para
soportar sus cb6digos. Sin embargo, el uso de técnicas adicionales, como
son la creacién de arreglos virtuales, la técnica de segmentacién y el mis
mo anilisis espectral, nos ha permitido el desarrollo de cédigos confiables
y eficientes en sistemas computacionales pequefios. Esto es importante en
el ambiente local de facilidades limitadas.

APENDICE: DESCRIPCION DEL METODO NUMERICO

Habiendo discutido la fisica y algunos de los resultados del fend
meno de la propagacidén de luz en medios resonantes o cuasi-resonantes, es
conveniente mencionar las caracteristicas del método numérico y las medidas
que utilizamos para analizar el fenémeno en instalaciones de cémputo de por
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si muy modestas.

El tema de la propagacién que hemos tratado a lo largo de este
articulo ha alcanzado un progeso notable debido a las prometedoras aplica
ciones en muchos de los campos cientificos y tecnolégicos actuales. En al
gunos paises este hecho ha justificado la utilizacién de grandes computa-
doras cuya capacidad es congruente con el n(mero de variables que se desea
analizar y con el tamafio de los cbdigos. La instalacién de cbdigos seme-
jantes en pequefias computadoras, como la PDP 11/34 de nuestro Centro de In
vestigaciones en Optica, es nueva y relevante.

Nuestro modelo mumérico describe la propagacién unidimensional
de un pulso de luz en un medio formado por 4tomos de dos niveles energéti-
cos. Las Ecs. (15) y (23), que rigen tal interaccién, pueden ser escritas
en la siguiente forma representativa:

dA/3t' = A E (54.a)

oE/dz <A> 3 (54.b)
en donde A representa a las variables atémicas y E a las variables de la
envolvente del campo eléctrico. Estas ecuaciones deben ser integradas en
el intervalo 0<t'<t. y propagadas en el intervalo 0<z<z; partiendo de
las condiciones iniciales A(0,z,A) para las variables atémicas y E(t',0) co
mo el valor de la envolvente del campo a la entrada del medio. Cabe hacer
notar, que las Ecs. (54.a) representan el comportamiento de toda una familia
de variables, puesto que las variables atémicas dependen, ademis de t' y de
7z, del desafinamiento A = w,,- wy -

Como se puede observar, las Ecs. (54.a) involucran derivadas sbélo
con respecto a t',y las Ecs. (54.b) derivadas sblo con respecto a z, por lo
que la integracién se puede llevar a cabo en forma cuasi-independiente, man
teniendo fija la posicibén en z mientras se avanza en t' y viceversa. El mé
todo que hemos utilizado es un caso especial de los métodos de predictor-
corrector de Euler y es aplicado sobre la regién de integracién, pensada co
mo una rejilla de puntos con espaciamientos uniformes Ht' a lo largo del
eje t' y Hz a lo largo del eje z, La Fig. 9 muestra una representacibn es
quemitica de los métodos de Euler de predictor-corrector (ver Tabla I).
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Fig. 9. Uso del algoritmo acoplado del predictor-corrector (ver Tabla I).
Las flechas rectas representan a los predictores y las curveadas
a los correctores subsecuentes. La regifn I corresponde a la re
gifn ya conocida y el punto blanco al valor de las variables a de
terminar mediante un proceso iterativo predictor-corrector cuya
secuencia estd indicada por los niimeros 1 y 2.

Los promedios de las variables atémicas, que aparecen en las
Ecs. (54.b), fueron realizados por la regla de Simpson, considerando que la
distribucién atémica de frecuencias corresponde a la de uma distribucién
gaussiana con media en A = 0 y con una desviacién estindar determinada al
inicio de cada simulacién mmérica. Por su parte, las transformadas de
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TABLA I

ALGORITMO PREDICTOR/CORRECTOR

VARIABLES DE CAMPO VARTABLES ATOMICAS

PREDICTOR | E3*1 = E3°1 4 2 HZ (3, E)J A=A 2w oA
j+1 k+1 k+1 k+1 k-1 i k

. . . . ; .
2AE AT I [(at.A)j+1 4
k+1  k#l K+l k k
CORRECTOR
HZ 7 j+1 3 j+1
(3,E)" + (3,) (3.A)
z [ 2 ka1 2 ka1 £ ke

TABLA I. Representacifén esquemitica del método predictor-corrector de
Euler empleado en el método numérico. La nomenclatura E] repre-
senta al valor de la variable del campo eléctrico calc¢ulado en el
punto (K Ht', J HZ).

Fourier, necesarias para el andlisis espectral que hemos presentado, fueron
realizadas mediante la transformada répida de Fourier (FFT).(17) La escala
de frecuencia en las grificas correspondientes queda determinada por la fre
cuencia de corte, definida como W (NT - 1)/2tf, en donde NT es el nfmero
de puntos muestreados uniformemente en la ventana de observacién. Cabe
aclarar que los cAlculos numéricos para el anflisis espectral se efectuaron
en términos de la variable t' = t-z/c yno en ¢ = t-z/V. Esto corresponde
r4 a un retraso, discutido ya en la seccién 3.b y que se reflejari como una
fase que afecta tanto a la transformada de la polarizacibn como a la de la
envolvente del campo eléctrico. Sin embargo, la susceptibilidad, definida
como el cociente de ambas, no es afectada por ella.

El cédigo que se usd como fuente original del nuestro, es
aquel que fue utilizado por Konopnicki en su tesis de doctorado.(6)
embargo, fue sustancialmente modificado,ya que su tamafo era demasiado gran

Sin
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de y sus requerimientos de memoria para almacenar los datos eran varias ve

ces mayores que la capacidad real de nuestra computadora. Los requerimien

tos m{nimos de memoria en su forma original correspondian a 600 Kbytes, que
estin fuera del alcance de una PDP 11/34 con un miximo de 256 Kbytes y que,
ademis, no pueden ser dirigidos en forma total por un sélo proceso. Dado
que disminuir el nfmero de puntos en la integracibn y en la propagacién nos
1levaba a una considerable reduccién de precisién y que no se podia prescin
dir del almacenamiento de datos, por su utilidad en cflculos posteriores y

graficaci6n, tuvimos que realizar dos grandes modificaciones al cbdigo ori

ginal,

Primeramente, aplicamos técnicas de segmentacién. Esto signifi
co que el cddigo original fue reestructurado en secciones que el proceso
utiliza en forma tal, que permite un uso eficiente de la memoria de nuestra
miquina, al permitir reasignar la memoria utilizada por una subrutina hacia
otra, en cuanto la funcién de la primera haya terminado.

Como segundo paso, implementamos arreglos virtuales, es decir, se
incorporaron arreglos de ripido acceso en disco magnético para almacenar
los datos de las variables atémicas y de la envolvente del campo conforme
se iban calculando o se iban ocupando, reduciendo asi el espacio requerido
en la memoria principal de la miquina. La Fig. 10 nos muestra la secuencia
en que se ejecuta el proceso bdsico de la propagacién y que puede tomarse
como un diagrama tipico de los cbdigos de su tipo.

Con este tratamiento hemos podido resolver con precisién acepta-
ble, un problema fisico caracterizado por sus grandes requerimientos de es
pacio y memoria. Los tiempos en que una simulacién numérica se lleva a ca
bo, incluyendo su anAlisis de Fourier y la generacibn de sus gréficas, es
de 45 minutos aproximadamente, aumentando a medida que se requiere mayor
precisién. Sin embargo, tomando en cuenta nuestras limitaciones de equipo,
este tiempo debe ser considerado un verdadero logro. Informacién detallada
de la implementacién del cédigo puede ser encontrada en el reporte técnico
No. 5 del Centro de Investigaciones en Optica.(ls)‘
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