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RESUMEN

El objeto del presente trabajo es ilustrar el fendmeno de estabi-
lidad estructural y de bifurcacidn para sistemas dindmicos, a través de

la iteracidn de funciones racionales. Dados los avances recientes en la

teoria y en el uso de métodos computacionales, se posee una imagen clara
de la estabilidad estructural de estos sistemas. Ilustramos, en el caso
de funciones cuadriticas, el fenfmeno de bifurcacidn para sistemas dindmi

COSs.

ABSTRACT

We illustrate the problem of structural stability and bifurcation
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for dynamical systems, through the process of iteration of rational
functions. Due to recent advances in the theory and in computatiocnal
methods, a clear picture emerges of the structural stability of these
systems. We illustrate through guadratic maps the intricate phenomena
of bifurcation for dynamical systems.

I. INTRODUCCION

Los sistemas dinafiicos son la parte de las matemiticas que trata
sobre la descripcién de fendmenos que estdn evolucionando con el tiempo.
los primeros sistemas dinfmicos con los que nos topamos son las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias. Estas ecuaciones parten de una descripcién
infinitesinal del movimiento, especificando en cada punto del espacio el

vector velocidad del movimiento:

=x = f(x) (xeE) ; (1)

A&

El teorema de existencia y unicidad de las soluciones nos garantiza que
existe un movimiento completamente determinado por esta descripcibn infi
nitesimal que podemos ver como una familia de transformaciones del espa-
cio, Y.:E~+E, que nos especifica dénde se encuentran los puntos de E
t-unidades de tiempo después.

En su primera etapa de evolucibn, los matemiticos trataban de
encontrar soluciones a las ecuaciones diferenciales a través de funciones
conocidas, Durante esta etapa, se resolvieron analiticamente muchas de
estas ecuaciones, y se ganb una intuicién bastante buena del comportamien
to de las soluciones., Mas también, se enfrentaron al hecho de que la ma-
yoria de las ecuaciones no se podian resolver analfiticamente.

Fue Henri Poincaré(IJ, a finales del siglo XIX, el que introdujo
la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales. El enfoque ya no era
resolver analiticamente las ecuaciones, sino mis bien dar una descripcibn
geométrico-topolégica del retrato fase, es decir, las soluciones van tra-
zando en el espacio donde estin definidas una trayectoria al irse movien-
do, y el conjunto de todas las trayectorias nos da una descomposicién del
espacio ambiente en la union disjunta de una infinidad de curvas.
Poincaré fue el primero que tratd de entender esta descomposicién geomé-



467

trica (Fig. 1).

Fig. 1.

Este enfoque cualitativo abrid la nocidén de estabilidad estruc-

tural y de bifurcacién(?:3:4),

Si la Ec. (1) modela un fendmeno que se
esti sucediendo en la realidad, nunca podremos tener un conocimiento per
fecto de f£. Asi, para que las ecuaciones diferenciales sean una herra-
mienta etectiva para entender la realidad, las soluciones de (1) y las
de x = g(x), con g parecida a f, también se han de parecer. Podemos for
mular con precisién esta idea de la siguiente manera: Sea F = {f,g,...}
un espacio de ecuaciones diferenciales, que por lo general es un espacio
de Hilbert. Diremos que f es estructuralmente estable si existe una ve-
cindad U de f en ¥ tal que para toda ecuacién g en U exista una biyeccién
H: E+E bicontinua que mande las trayectorias descritas por f en las tra
yectorias descritas por g.

Intimamente ligado al concepto de estabilidad estructural encon

(5)

tramos el de bifurcacién'”’. Supéngase que en la descripcibn de un fend
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meno tenemos un pardmetro k que podemos variar continuamente entre 0 y 1,
y para cada valor de K el fenémeno queda descrito por una ecuacibn f en
F, y que tanto f, como f, son estructuralmente estables; mis f, y f, no
son equivalentes, en el sentido de que sus érbitas tienen comportamientos
distintos. Para valores pequefios de k, f, y f, si son equivalentes y por
consiguiente ha de haber un primer valor k, para el cual f, y f,, ya no
sean equivalentes. Este punto k, se denomina un punto de bifurcacidn.

En otras palabras, en el espacio F de ecuaciones diferenciales
hay ciertos conjuntos abiertos U; donde todas las ecuaciones en cada U;
son equivalentes. Los puntos de bifurcacién son los puntos que se encuen
tran en la frontera de cada uno de estos conjuntos abiertos.

Se puede decir que a pesar de lo efectivo que han sido las ecua
ciones diferenciales para modelar la realidad, no tenemos una idea clara
del fenbmeno de estabilidad estructural y de bifurcacibn para un sistema
de ecuaciones parametrizadas por F. El objeto del presente trabajo es
reportar sobre avances recientes en este problema para una clase de siste
mas dinimicos, que pueden servir para ilustrar el patrén general y que
muestran que el cuadro resultante es mis interesante de lo que podria uno
imaginar a primera vista. Ll esbozo de esta clase particular de sistemas

es interesante dado que:

1. Es el primer caso no trivial donde se tiene una descripcién més o me-
nos completa

2. Cualquier fendmeno observado en sistemas dinfmicos ya aparece en esta
clase de sistemas

3. Llas computadoras han hecho posible graficar muchos de estos sistemas
y observar cbmo varian al modificar las ecuaciones que los definen

4. Se cuenta con la herramienta de la teoria clésica de tunciones de va-
riable compleja, que es una de las teorias mis perfeccionadas de las

matemiticas
II. LA DINAMICA DE LOS MAPEOS RACIONALES

Obtenemos otra clase de sistemas dindmicos al considerar cbmo
evoluciona un sistema,no con respecto a todo tiempo sino (micamente cémo
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evoluciona en una cierta unidad de tiempo, dando origen a una transforma-
cibn del espacio: T:E-E. El sistema evoluciona en n unidades de tiempo
al aplicar n veces la transformacién T: T, = TyeeeT:E+E. Las 6rbitas
del sistema dinfmico generado por T,{T,(p)} son ahora de dimensién cero
Yy estamos interesados por una descripcién topoldgico-geométrica de esta
descomposicién(6).

Enpezaremos dando una definicién algebraica de los sistemas que
vamos a analizar, que tiene la ventaja de que presenta a los sistemas pa
rametrizados de una manera natural.

Definicibn algebraica: Una funcidn racional es una expresién de la

forma

anz™ + .se +a;, Polinomio en z

R(Z) = = A 2 > LZ)
bpz™ + «es + b, Polinomio en z

donde las constantes aj, b; son nfmeros complejos arbitrarios. La expre-
sibn algebraica R(z) da origen a una transformacién

R: C»C

del plano complejo € en s{ mismo al mandar el punto z al nfmero compejo
R(z) dado por la férmula (2) (Fig. 2).

Para obtener una imagen geométrica mis clara hay una manera de
compactar a los nimeros complejos. Esta manera es poniendo un punto en
el infinito y convirtiendo el plano complejo en la 1llamada esfera de
Riemann: T = C U {«} (Fig. 3).

La funcién racional da entonces origen a un mapeo R:T-T ,

donde

a {l]n + e + a,
A

R n
(=) = e .
bmz + ...+b0

z=0
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s J—
3.

Fig. 2.

Los mapeos obtenidos a partir de las funciones racionales tienen
la propiedad geométrica local de ser conformes, es decir, de preservar 4n
gulos. Esto quiere decir que excepto donde la derivada se anule, denomi-
nados puntos de ramificacibn, esta derivada es una rotacién seguida de una
homotecia (multiplicacién por un escalar real, que alarga o encoje todo).
Este hecho simplifica notablemente la teoria, pues nos dice que R actia
en todas las direcciones basadas en un punto de la misma forma, es decir,
R es isotrbpica.

Reciprocamente, es un teorema bisico dela teorfa de funciones
de variable compleja(7) el hecho de que cualquier mapeo de la esfera de
Riemann en s{ mismo que sea conforme en todos sus puntos donde no sea de
ramificacién, es una funcidén racional. Asf, la familia de funciones ra-
cionales tiene una caracterizacidn local, la de ser isotrépica en todos

los puntos de la esfera. Con esto, hemos llegado a la:
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Fig. 3.

Definicién geométrica. Un mapeo racicnal es una transformacién continua

de la esfera de Riemann en si misma,
R: T~T R

que es isotrdpica (o conforme) en todo € menos en un nimero finito de pun

tos, los puntos de ramificacién de R.

Definicibn dindmica. R induce un endomorfismo de la esfera de Riemann en

s misma que es isotrdpica en todo € menos en un nimero finito de puntos
(Fig. 4

La diferencia entre la definicibén geométrica y la dinfiica es
pues la observacién de que tanto el dominio como el contradominio son el
mismo espacio. Esta diferencia hace posible el procreso de iteracién, fun

damental para sistemas dinfimicos (Fig. 5).
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Fig. 5
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Si R se escribe como en (2), el grado de R, d, es el miximo de
los enteros n y m. Este grado también se puede definir geométricamente
como el nimero de veces que envuelve R a la esfera de Riemann sobre si
misma, dado que por el teorema fundamental del 4lgebra Rul(c} es igual a
las rafces del polinomio

(anz“ + Tees 4 a,) - c(bmzm + ese+by) =0 |,
que es d siempre, si sabemos contar multiplicidades y tomamos en cuenta
el punto al infinito. As{ cada punto del contradominio queda cubierto d
veces. Los mapeos racionales de grado d quedan pues parametrizados por
(85, 350 ,ad,bo,-u ,bd)aE2d+2
bd # 0. Quedan parametrizados de manera natural por Racd, que es un abier
to de T 2,
coeficientes estin cercanos. Esta definicién es equivalente a decir que

, con la condicién de que a #0506
Diremos que una funcibén racional es cercana a otra si sus

la diferencia entre los dos mapeos es pequefia, es decir, la distancia

(R(z), S(z)) < ¢ para todo punto z ¢ C.

Definicién: Decimos que la funcién racional R de grado d es estructurnal-
mente estable si existe una vecindad U de R en Racd tal que toda S en U
sea topolbgicamente equivalente a R; es decir, que exista para cada S en
U un mapeo biyectivo h, continuo y de inverso continuo tal que
heReh ' =38

Hay varias preguntas relevantes que ya podemos hacernos:
A. Descripcibén de la dinfmica de R:

1) (Cufl es el comportamiento de R, (z,) cuando n tiende a mis o me-
nos infinito?
2) Cémo depende este comportamiento de la condicibn inicial z,?

B. Dependencia de parfmetros:

1) iCémo depende este comportamiento de los parémetros
iy ms g B en ()7
2) Analizar el fenbmeno de estabilidad estructural.
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ITI. LOS MAPEOS RACIONALES CUADRATICOS

En esta seccién analizaremos los mapeos de grado 2, 3, 5, 6.
Empecemos con la funcién R(z) = z?. Recordemos que al multiplicar dos
nfmeros complejos, el valor absoluto del resultado es el producto de los
valores absolutos de los multiplicandos, y que el 4ngulo que hace el re-
sultado con el eje real es la suma de los 4ngulos de los factores. Asi,
el valor absoluto de z? es [z?| = |z|? y argumento (z2?) = 2 argumento (z).

De esta simple observacién tenemos:

1. Si |z| <1, iterar n veces R da R = z?" y tendremos que

lim Rp(z) = O.
oo

2. S8i |z|>1 tendremos que lim Rp(z) = .
Zm

3. Si |z| =1, y si arg(z) = -7? con m impar, entonces Rp(z) =z y z es
un punto peribdico. 2
4. Si |z| =1y el argumento no tiene la forma de (3) entonces z no es

periédico, y se puede probar que de hecho la 6rbita positiva de z es
densa en el circulo unitario (Fig. 6).

Observemos claramente una dicotomia.

1. Para los puntos donde |z| # 1, tenemos un comportamiento sencillo,
dado que hay dos puntos atractores, 0 e «, cada uno con su regién de

atraccibén, los dos hemisferios.

2. En la frontera entre las dos regiones, el circulo unitario S!, la fun
cibn lo manda en sf mismo, R: S! - S! cubriéndolo dos veces. Si saca
mos la derivada R'(z) = 2z y |R'(z)| = 2|z| = 2, as{ que R siempre
estd expandiendo infinitesimalmente a lo largo de S? homogéneamente

por un factor de 2.

Nos referiremos al primer conjunto como el dominio de equiconti
nuidad deR(z) = z? y queda matemiticamente definido por
Eg = {ze T |3 vecindad V,, {R |V} es "precompacta"}, y al complemento lo
1lamaremos el conjunto £Limite o conjunte de Jubia de R(z), Jg.
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Ahora analizaremos el comportamiento de R = z? al tender n a
menos infinito. Si n es positivo, definimos R_n(z) como aquellos puntos
tales que al iterar R n veces toman el valor z: Bn(z) = {we;TWRn(w) =z},
Como R se cubre a si mismo 2 veces, es sencillo de ver que si z es distin
tode 0 e », R_ (z) tiene 2" elementos y que éstos se estin acumulando en
el circulo unitgrio. Por ejemplo,en la Fig. 7 se muestra el caso en que
2 = 1.

Podemos concluir que lim Rn(z) es igual a:

n—)-cn
1. Todo el circulo unitario, si z # 0, «

2. Dew=sizesodx, respectivamente,

De lo anterior podemos leer el comportamiento dependiendo de
las condiciones iniciales, y con esto respondemos completamente la pregun
ta A de la segunda seccién. Resumiendo, podemos decir que la dinfmica



Fig. 7

de z2 nace en el circulo unitario y muere en los atractores 0 e «.

Ahora analizemos la pregunta B: ;Qué le pasa a la dinfmica si
consideramos la funcién racional R _(z) = 22 + ¢ ?

Para valores pequefios de ¢, se observa que R tiene dos puntos
atractores cercanos a 0 e =, y que el dominio de atraccién de cada uno de
ellos se parece mucho a los dominios de atraccién de 0 e «, y el conjunto
que los separa es una curva cerrada simple cercana al circulo unitario,
mis no es rectjficabie (es lo que se denomina un fractal). Para

c = -.3125 obtenemos 1la grifica mostrada en la Fig. 8.
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/
N

rig. 8

Si seguimos variando ¢ en el eje negative real observamos que
la dinfmica es parecida hasta llegar al valor c = - ES' donde la dinfmica

sufre un cambio cualitativo importante, una bifurcacién (Fig. 9).



478

Exg. 9

Il dominio de equicontinuidad no tiene ya dos componentes, sino
una inf{inidad, R, permuta cstas componentes y cventualmente cualquicra
termina cn las dos centrales o en la componente no acotada. El conjunto
de Julia es bastante complicado.

Si seguimos descendicndo con valores negativos, al pasar el va

[}

lor critico - 3 volvemos a entrar en una zona de estabilidad estructural,

£t
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pues cualitativamente la figura se ve como para c = -1, donde 1as dos com
ponentes ensombrecidas se permutan (Fig. 10).

Fig. 10

El punto de bifurcacién ¢ = - g—se denomina un doblamiento de
periodo, dado que aparecié esta nueva componente de periodo 2. Si conti

nuamos a lo largo del eje real negativo, encontramos una sucesién infini-
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ta de bifurcaciones con doblamiento de periodos, las denominadas bifurca
ciones de Feigenbaum.

Ahora, si en vez de dejar el origen por el eje negativo nos va
mos hacia c = % - %2‘ , donde A = %71 , obtendremos que todo el camino la
imagen es cualitativamente la misma que para z2, hasta llegar al valor c

(Fig. 11).

FIg. 11
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Un poquito antes de llegar a c, en .9c la figura se ve como es mostrada en
1a Fig: 12.

Flg. L2

Otros ejemplos son c= .3, donde el conjunto de Julia es un con-
junto de Cantor en el plano, y solo hay un punto atractor en el « (Fig.
13Dk
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" @m)

Fig. 13

“ Z . - . .

Como se deduce de las gréificas, la dinimica de estos ejemplos
estd lejos de ser sencilla, y empezaria a verse la imposibilidad de tener
teoremas generales para toda funcién racional; sin embargo, existen resul

tados generales que unifican todo este comportamiento.



IV. LA TEORIA CENERAL

La teoria general de mapeos racionales fue empezada en 1918 con
los trabajos de los matemdticos franceses Fatou[s] y Juliu{g), y ha reci-

(10,11,12,13]

bido un nuevo impulso El primer resultado estructural es:

Teorema (Fatou-Julia-Sullivan): Sea R una funcibén racional cualquiera.
Entonces ER, cl dominio de equicontinuidad de R, es un subconjunto abier-

to de 1a esfera de Riemann, y

1. Toda componente conexa de E es eventualmente periédica (Fig. 14).

R

\
{

Fig. 14

2. El nimero de componentes periddicas es finito, y si n es el periodo
de la componente D, sea S = Rn la funcién racional obtenida al iterar

R n-veces con D componente fija, entonces:
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a) Si D contiene un punto peribédico atractor p de R, la dinfmica es
cualitativamente
S'(p) # 0, D se denomina un dominio atractor (Fig. 15).

R(D)

<

(ﬁi f

b) Dominio Superatractor: Igual que a), pero S'(p) = 0.

c) Dominio parabblico: Existe un punto periédico p en la frontera de

D cuyo periodo divide a n, |S' ()| = 1, Sn(z) tiende a p al tender

n a infinito para todo punto z de D.

d) Disco de Siegel: D es topoldgicamente un disco y S:D + D es anali

ticamente conjugado a una rotacién con &ngulo irracional.

e) Anillo de Herman: D es topolégicamente un anillo y S:D -+ D es ana-

1fticamente conjugado a una rotacién.

Este teorema da una idea muy clara y precisa del comportamiento
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dindmico en el dominio de discontinuidad. Afirma que a final de cuentas
toda la accibén se lleva a cabo en un nimero finito de componentes donde la
dindmica es bien conocida.

Del conjunto de Julia se conocea4}:

1) R: Jg = Jges topolégicamente transitivo, es decir, para cualquier
punto z de J la 6rbita positiva y negativa de z es denso en Jg

2) El conjunto de puntos peribdicos repulsores, R,(z) =z y [R'.(z)]>1,

es denso en Jg
3) J es no vacfo y no tiene puntos aislados

4) Decimos que R|J es hiperb6lico si existe un entero N tal que

IR o(z) | >1 parg toda z en Jg. Si es asf, entonces:

a) R|J es J-estable, es decir, todo mapeo racional cercano a R tie-
ne tha dindmica conjugada a RlJR al restringirlo a su conjunto de
Julia.

b) Existe una medida invariante en Jy con la cual R es ergddico en
el sentido de que si A = R (A) Jg, entonces la medida de A es
0 o total. Ademis, podemos representar a R|J a través de dinfmi

ca simbblica. R

V. PROPIEDADES GENERICAS DE MAPEOS ESTRUCTURALMENTE ESTABLES
El siguiente teorema debido a Mafié, Sad, Sullivan y Thurston (10+12)
nos da la estabilidad estructural de los mapeos estructuralmente estables:

Teonema: El conjunto de mapeos racionales estructuralmente estables en
Racy es abierto y denso.

No es diffcil ver que toda funcibn racional de grado 2, después
de un cambio holomorfo de coordenadas en todo T se puede escribir en la
forma z +c para una constante c. Si pintamos en el plano complejo € aque
1los puntos que representan funciones estructuralmente estables obtenemos

un conjunto abierto y denso. El conjunto de Mandelbrot(ls) consiste en
pintar todo el plano menos la componente no acotada de los estructuralmen

te estables (Fig. 16).
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Figu 18

n esta figura ¢l cuerpo central da la componente de estabilidad

de z? + €, y nos da una idea

tintos mapcos racionales de la forma z? + ¢ .

de

5 ! _—
cOomo nos vamos bifurcando al

Se

pasar

por

1

pucdc observar que las

componentes de estabilidad estructural se acumulan y esto da origen a [ami

lias a l-parimetro de sistemas dinfmicos que sufren una infinidad de bifur

caciones en un tiempo (inito.

portamicntos cabdticos.

Este tipo de bilurcaciones da origen a com-



Para concluir, podemos decir que tenemos un cuadro bastante pre

ciso de las preguntas A y B de la segunda seccidn. Este cuadro deja mucho

de ser trivial y es un buen lugar para probar y enunciar conjeturas sobre

el comportamiento general de los sistemas dindmicos.

También cabe mencionar que estas investigaciones se estén apli-

cando a la teoria de algoritmOS(lﬁ), a través del método de Newton.

MY =

17,
16.
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