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Se construyen las soluciones de la ecuación de Schrodinqer nara
los potenciales de pozo rectanqular, oscilador armónico y lineal simétri
ca con un potencial de función-ó superpuesto en sus puntos centrales. Lo~
estados de paridad non no son afectados por la presencia del potencial de
función-ó. Los estados de paridad par están determinados por la.condición
de que sus funciones de onda tienen en el punto central una derivada loqa-
rítmica fija y proporcional a la int('nsidad elel potencial de funcion.lS.

Trabajo realizado dentro dp la cOlaboraC"ión patrocinada por Q.)NJ.cVTy CNPq.
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ABSTPAcr

yle construct the solutions of the Schrodinger equation for the
rectangular-well, harmonic-oscillatnr and syrnmetric-linear potentials with
a O-function potential sup~rimpos~d in their central positions. The odd-
parity sta tes are not affected by the presence of the ~-funct'i.on potential.
The even-parity sta tes are determined by the condition that their wave
functions have in the central position a fixed logdrithmic derivative,
which i5 proportional to the intensity the ó-function potential.

1. I~TRGlXJCClON

Las aplicaciones físicas)' el interés didáctiLo de los !"lOzas de
potencial dobles en f,'lccánica cuántica han sido discutidos en libros de
texto(I,2) y artículos(3-7). La referencia 1 contiene un estudio detalla
do de la solución exacta para el oscilador doble, así como su aplicación
en la descripción del espectro de inversión de la molécula de ~rr'KJnfaco.
La referencia 2 considera un pozo de potencial simétrico doble y de fonna
arbitraria, !Jero el tratamiento es dentro de la aproximación I':KR. La re-
ferencia 3 analiza un modelo unidimensional de un ion diatómico que invo-
lucra Jos potenciales atómicos de [unción-ó. Las referencias .1,'5 Y 6
anal izan dos pozos rectangulares separados por lIna barrera rectangular o
de fum.:ión-ó, usando atT.)liRmcnt~gráfkas de (Ol'lputadora. Destle el punto
de vista físico es interesante analizar los cambios en los cigenvalores
de la energía y en las eigenfunciones a medida que el potencial cambia e!!,
tre los dos extremos de un potencial con un 5010 pozo y un potencial con
dos pozos independientes. En particular, para potenciales simétricos co-
mo son los de las referencias anteriores, es cspecialmente interesante re
conocer la tendencia que presentan los pares consecutivos de niveles de
energía de paridades par Y non de hacerse degenerados a medida que 105

dos pozos se vuelven más y más independientes el uno del otro debido a la
penetrabi lidaJ decreciente de la harrera entre ellos. En c1 caso del ose!.

lador dohle, a meJiJa que los dos pozos se scparan uno del otro, la harre
ra entre ellos crece tanto en espesor como en altura. En C'l caso de T)QWS

rectangu1:Jrcs separados por una harrera rectanV,ular, esta última ruede h~
cerse crecer en espesor o en altura. l:n estos tlos casos el potencial co-
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rrespondiente ~ambi:t su ronna geométrica. El uso de un potencial de fU!!
ci6n-6 mantiene la fO~1 geométrica y sus efectos físicos se manifiestan
directamente a través de su intensidad. Por otra parte, la referencia 7
presenta un modelo unidimensional de un átomo de hidrógeno en un pozo
rectangular infinito usando también un potencial at6mico de función-o.

En el presente trabajo construimos las soluciones exactas de la
ecuación de SchrOdinger para tres potenciales simétricos con dos pozos
que incluyen un potencial de función-á, el cual puede servir como una b~
Trera y como un pozo. Específicamente, estudianos los potenciales de PQ
zo rectangular, oscilador annónico y lineal simétrico con un potencial
de función-ó superpuesto en sus puntos centrales:

¡":'"[xl< Ll2

Vr (x)

[xl> Ll2 (1)

Vo(x)
1 2 2

+ lJoó(x) ( 2)2"'" x

V1 (x) Flx[ + lJoó(x) (3)

Para valores positivos de la intensidad, Uo>O. el potencial de función-o
actúa como una barrera que separa el po:o original en dos pozos conti-
guos. Para valores negativos de la intensidad. U <O, el potencial deo
función-o actúa como un pozo agregado al fondo del pozo original. Uno
de nuestros objetivos es detenminar las eigenfunciones y los espectros
de energía de estos potenciales para diferentes valores de la intensi-
dad Uo del potencial de función-ó.

En la sección 2, primero demostramos que la presencia del Doten
cial de función-o introduce una discontinuidad en la derivada de la fun
ciones de onda en el origen. siendo la discontinuidad proporcional a la
intensidad de dicho potencial y al valor de la función de onda en el ori
gen. En el caso de potenciales simétricos, como los de las Ecs. (1).
(2) Y (3), las funciones de onda tienen una ~,ridad bien definida. Los
esta~los de paridad non tienen funciones de onda que se anulan en el ori-
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o, y en consecuencia no
función-ó. Los estados

gen x =

cial de
son afectados por la presencia del noten
de paridad par tienen funciones de onda
+

cuyas derivadas en x = O Y x = O tienen la misma magnitud pero signos
opuestos; consecuentemente, los cigcnvalorcs de la energía de estos cst~
dos quedan detenninados por la condición de que la derivada logarítmica
de las flUlcioncs de onda en el origen x = O es fija, y su v<llar es pro-
porcional a la intensidad del potencial de función-ó. Estos resultados
se aplican a los potenciales de las Ecs. (1). (2) Y (3) obteniéndose las
ecuaciones trascendentales p3ra sus respectivos espectros dC' energía.

La sección 3 contiene ejemplos numéricos y gráficos de la vari~
ción de los c~pcctros de energía para cada potencial a medida que la in-
tensidad del jJotcncial de función-ó cambia. También discutimos la físi-
ca detrás de estas variaciones, y la comparamos con la física detrás de
algunos de los pozos de potencial dobles de las referencias 1-7.

2. SOLUCIO~!lE LA ECUAClO~ DE SCIIRODlNGER

Primero examinamos el efecto de la prcscnci;:¡ de un potencial
de función-ó en las soluciones de la ecuación de Schrodinger,

[
- ~ ~ + V(x) + U Ó(X)] ~(x)

2m dx2 o

Suponemos que la parte V(x) del potencial es finita en x = O, lo cual pe!.
mite integrar "la ecuación en la vecindad inmctliata de este punto, ohtcnicll
do

I d~1+-dx -
x=0 x=O

(S)

Por lo tanto, la presencia del j10tencial de función-ó en x = () introduce
una t~iscontinuidad en la derivada de la fUI~ción de onda en ese punto, t:ll

Jiscontinuidad es proporcional a la intensidad de ese potencial y al va-
lor de la función de ontI.'len ese punto.
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y proporcional a la
las funciones de 00logarítmica de

origen es fija
que es la condición de que la derivada
da de los estados de paridad par en el
intensidad del potencial de función-o.

A continuación aplicamos los resultados anteriores a los casos
específicos de 105 potenciales de las Ecs. (1), (2) Y (3) para detenninar
las eigcnfwlCioncs y los eigenvalores de la energía de las cctL.1cioncs de

Schrodingcr corrcsponuicntcs. Adc11k'Ísde las condiciones de paridad, Ecs.
(6) y (,), Y la condición de la Ec. (8) para los estados de paridad par,
las cigenfuncioncs deben s.:ltisfacer también la condición de intcgrabili-
d::H1cuadrática. Oc hecho, las condiciones de paridad nos pemiten traba-
jar primero en el intervalo (0,00) solamente, y hacer la extensión al in-
tervalo restante l-oo,O) mediante la reflexión apropiada al final. Una
vez que se ha dctenninado la función de onda con el comportamiento asintó
tico correcto, la condición que la mism3 debe satisfacer en el origen de-
tennilla los eigenvalores de la energía. En lo que sigue h3cemos liSO li-
bre de las funciones correspondientes a cada potenci31 y de sus propieda-
des sin deducirlas, pero haciendo los comentarios necesarios y dando las
referencias apropiadas.

A. Po zo .tec.to.ngutaJl
La ecuación de Schr&.linger para el potencial de la Ec. (1) y para

valores positivos de la energía, E =h2k2/Zm, tiene soluciones de la for-
ma

~(x:;.O)
L

A cos kx + B sen kx = N sen [k(2 -xlI (9)

La anulación de esta función de onda en la posición x = L/2 de la pared
del potencial rectangular se garantiza escogiendo los coeficientes en la
proporción A/B = -tan(kL/2).

Los estados de paridad non están detenninados por la anulación
de la función de onda en el origen como lo requiere In Ec. (6a). 10 cual
ocurre para

kZL = nTI n 1,2,3, ... (10)
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Los potenciales considerados en este trabajo. Ecs. (1). (2) Y
(3), poseen simetría de reflexión. es decir, son invariantes bajo el in-
tercambio x~-x. Por lo tanto. las soluciones de las correspondientes
ecuaciones de Schrodingcr. Ec. (4), tienen una paridad bien definida. Los
estados de paridad non están caracterizados por su cambio de signo bajo
reflexión.

-Wnon(x) (6a)

y los estados de paridad par no cambian de signo bajo reflexión,

(6b)

También se sigue que sus primeras derivadas satisfacen respectivamente

dWnon I = • dWnonl
<IX dx x-x

y

*1 dWparl
dx x-x

(7a)

(7b)

En particular. la Ec. (6a) bnplica que la función de on~, de los estados
de paridad non se anula en el origen x = O. Cuando la Ec. (5) se aplica
a los estados de paridad non, su contenido coincide con el de la Ec.(7a),
a saber que la derivada de la función de onda en el origen x = O es con.
tinua. En consecuencia, la presencia del potencial de funci6n-6 en el

origen no afecta a los estados de paridad non.
En contraste, la Ec. (6b) no impone condición alguna sobre la

función de onda de los estados de ~,ridad par en el origen x = O. Enton
ces la combinación de las Ecs. (7b) y (5) en ese plmto conduce a

1 dw I;;;ax
o/ x=O'

(8)
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y corresponde a la situación de los estados de paridad non del pozo rec-
tangular independientemente de la presencia del potencial de función-ó.

Los estados de paridad par quedan determinados al imponer la con
dición de la Ec.(S) sobre la función de la Ec.(9), obteniéndose

(11)

De hecho este caso fue estudiado en las referencias S y 7 para las situa-
ciones de una barrera de función-6 (Uo>O) y un pozo de función-ó (Uo<O),
respectivamente. El estado base para el último también admite energías
negativas E = _h2l(2/Zm con soluciones de la fonna

w(~O) = A' e-'X + B' e'X = N' senh [,(~ -x)J

La anulación de la función de onda en x = L/2 requiere que Al /BI

Y entonces la Ec. (S) da

(12)

<L-e

(13)

La transición de valores positivos a negativos de la energía ccu
rre únicamente para el estado base en el caso del pozo de función-ó. La
energía del estado base es cero solamente para un valor particular del ~~
rámetro de intensidad Uo' Efectivamente, para E = O, la función de onda
toma la fOIma

W(~O) = A" + B"x N (~-x) (14 )

La anulación de la función de onda en x L/2 se satisface si ;\"/ff' =-L/2,
Y entonces la Ec. (8) conduce a

(JS)
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Esta intensidad del pozo de función-6 paré! la cual la energía del estado

hase es cero también se puede obtener de las EC5.(11) () (13) en los 1Írni
tes en que k ~ O Ó K -.- O. TespC'ctivamentc.

B. O'G¿{ado~aAm6~co
Si escribimos la energía del oscilador como E = hw(v+ ~) ~. la

coordenada adimensional z = x/h, donde b = .11/ZrJ\:.¡J, t~ntonc('s la ecuación

de SchrOdinger para el potencial de la Ec
Z
(2) tiene soluciones de la [or

ma(I,S) '¡'(""O) = o-z2/
4

lA ~I (- 'i ' ~ ' y-) + H z ~I (I;V, ~, z~1I

,e-Z~/4 I~+ Z 2 )
_f I;~-

v I
;;: ;;: '¿

z f [- il [I-V 3 n (I")+72 r¡- 'iJ M 2' I'

en ténninos de la función hipcrgcométrica confluente de Klunmcr ,\1(a,h,£,).

El comportamiento asintótico de esta última, ~l(a.b.f,.-+<Xl)~r(b)cf, (a-b/f(a).

>' la condición de intcgrabi 1¡Jau ctl:.Idrática de la fUIlL"ión de onda dcter-

min3n la razón entre los coeficientes 1\ y B inJiC:ld:l expl ícit:Jmente.

Otras propiedades de la función de Klurancr que usaremos ~l continuación son

~(a,b,E=U)=1 y ~'(a,b,E)=(./b)~(a+l, b+I,El.
Los estados de paridad non están detenninados por la anulación

de la función de onda en el origen z = O, como se sigIle de la Ec.({)a). E~

to implica 13 anulación del coeficiente del primer ténnino de la Ec.(16},

10 cu.11 ocurre para valores enteros impares del p:lr:ímetro oc energía.

\J = 1, 3. S•... ( 17)

ya que la [unción gama se hace iofini ta Cll~lfldo Sil :lrgtUnellto es cero o \In

n(unero entero negativo. Correspondientemente, el segundo tfnnino oc 1:1

Ec.(16) se puede identificar como un polinomio de IIl'nnitc en z dc grado

\J. Como habíamos anticipado, los cigcnv:l1orcs UC l~l l'llcrgí:l y las cigcn-
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flUlciones ..:oinciden con los del oscilador annónico independientemente de
la presencia del potencial de [unción-o.

Los estados de paridad par están detelminados al imponer la con
dición de la Ec.(8) sobre la función de la EC.(16). En este caso obtene
mos

"U:~1!1Il
rf -Y)l Z

(18 )

c. Poteflc..¿a.t L¿fl(~.at S-un~L'ti.co
La distancia cuántica típica para el potencial lineal es

d = (h2/2mF) 1/3, en ténninos de 13 cual podemos escribir la coordenada
adimensional y xld y la energía adimensional E = E/Fd. Entonces las 50

lucioncs de la ccuación de Schrodinger p.1ra el potencial de la [c.(3) tic
nen la forma(8,9,10)

,;,\i (y-.) (19)

en ténninos de 13 función de Airy regul.1r Ai (t;;). La otra función de Airy
Bi(Y-E) se excluye porque diverge para y--+O).

Los estados de paridad non están dctcnninados por la anulación
de la función de onda en el origen, de acuerdo con la EC.(6a). Esto oeu
rre cuando la energía se hace igual al negativo de las raÍCes de 13 fun-
ción de Airy regular

a.
J

j = 1, 2, 3, ... (ZO)

Los estados de paridad par est5n determinados cuando imponemos la
condición de la Ec. (8) sobre 1.1Ec. (19) y obtenemos

1
I Ai l -, )

dA.(-.)
1

IllUo;;Z (Z I )

Completamos esta sección señalando que hemos rcsul to la ecuación
de SchrOdinger. Ec(.!). para los potenciales de las Ecsll). (Z) y (3). Las
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energías de los estados de paridad non están dadas directamente por las
Ecs.(lO), (17) Y (20), respectivamente; mientras que para obtener las ene.!:
gías de los estados de paridad par se necesita la solución numérica de
las respectivas ecuaciones trascendentales, Ecs.(ll), (18) y (21), para
valores dados de Uo' Las eigenfunciones respectivas están dadas por las
Ecs.(9), (16) y (19) en el intervalo [0,00), y se pueden extender inrnedi~
tamente al intervalo (-oo,OJ haciendo uso de las Ecs. (6a) o (6b).

3. RESULTAOOS Nlr.>IERICOSy DIsruSION

Como estamos interesados en los espectros de energía de los po-
tenciales de las Ecs.(l), (2) v (3) para diferentes valores de la intensi
dad Uo del potencial de función-o, es natural y conveniente empezar con
los casos familiares cuando el potencial de ftmción-ó está ausente, U =0

o '
y usarlos entonces como puntos de comparación para otros valores de Uo'
Si U = O, la Ec.(8) o sus equivalentes Ecs.(II), (18) y (21) se reduceno
a la condición usual de que la derivada de la función de onda en el ori-
gen se debe anular para los estados de paridad par. Esta condición se 5.1

tisface siempre y cuando se ajuste un ntunero iml,ar de m!;'dias longitudes
de onda en el pozo rectangular

kL _ (2n + 1).
'2 - 2 n = O. 1, 2., ... , (22)

el número cuántico del oscilador sea un entero par

\l = 0,2,4, ... , (23)

y la energía del potencial lineal simétrico sea el negativo de un máximo o
un mínimo de la función de Airy regular

e =

respectivamente.

j 1, 2, 3, ... , (24 )
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En las Figs. 1, 2 Y 3 graficanos los cigcnvalores ce la energía
Para diferentes valores de U. Para U = O. se nuedcn reconocer iJ1lTledia-o o .
tamcnte los res~cctivos espectros de energía. En la Fip,. 1 las enerGías,
en unidades h2n2/2nlL2, varían como los cuadrados de los números enteros;
enteros impares para los estados de paridad ~ar. Ec(22), y enteros pares
para los estaJos de paridad non, Ec. (lO). En la Fig.2, los niveles de
energía están igualmente espaciados, Ec.(23) y (17). Yen la Fi~. 3 las
posiciones de los niveles oc cncrl~ía corresponden a las posiciones de 105
valores extremos y de las raíces oC la función de :\iry rCf,ular, [cs. (2.t)

y (20).

Los estados de ~aridad non tienen las mismas energías, Ecs. (lO).
(17) Y (20). para todos los valores de Uo. Esto se muestra m las Figs.1,
2 y 3 mediante las correspondientes IÍncas de energía hori:ontalcs.

Pafa un valor dado de Uo podrímilos resolver ml'lléric<ll':'lcnte las
ecuaciones trascendentales (11). (l8) Y (21) ~ar3 det€'min~lr los ci~cnva-
lores de la energía de 105 estados de pariJad par. Sin err:bargo, e5 más
~ácil escoger valores de la energía,] nuestra conveniencia y uS3rlos en
esas ecuaciones. con la ayuda de las tablas :.lela referencia ~. ;"IaT3 dc-
temillar la intensidad cOrrCsi){)nJicnte Uo del 7XJtencial Je función-ó. En

las Figs. 1, 2 Y 3 hemos graficado los valores de U direct~~entc en el ino -
tervalo (-1,11 y los valorcs de l/Uo ~ara IlJol> 1, para incluir en la mi.?
ma gráfica todos los valores de tI .o

Podemos observar que la energía de los estados de paridad !"lar au-
menta monotónicamente con l~ intensidad Uo del notcncial de función-ó. Es
pccíficamente. partiendo del caso con Uo O. el cambio de la energía es
positivo (negativo) cuando Uo tOI~l valores positivos (ner,ativos). este can
bio se puede entender como resul tado del efecto repulsivo (I igante) de l~
barrera (el pozo) de función-ó. ¡\ medida que Uo -~+ ro (_ro), la energía de
un estado de paridad par tiende ?DI' abajo (arriha) a la enen~í:l del estado
vecino superior (inferior) (~e!1aridad neg:ltiva. La energía del estado b.J-
se tiende a cuando Uo -•. = ro La degcnC'racién de pares consecutivos
uc pares consecutivos de niveles de energía de paridades par y non clL:,ndo
Uo .• + ro se puede entender comodebida a la penetrabilidad decreciente de
la barrera de funci6n-ó, la cual tiende a hacer los dos pozos independien-

tes entre sí y con.luecal C:U1l.-'ntomáxinnp:>sibleal la energía del estado de paridad
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par. Con-espondicntcmentc, la dcgcreraci6ndeparc$lDT15ccutivos lbnivclcs de
energía de paridades non y par cuando Uo ...•.- 00 es la consecuencia de la
ligadura adicional máxima posible para los estados de paridad par debida
al pozo de función.ó. La Ec. (8) indica que en ambos limites, U

o
" :!: oo.

las funciones ele onda de paridad par tienden a anularse en el origen, ju~
tmnente como ocurre con las fW1Cioncs de ond~l de paridad non; por lo tan-
to, los estados correspondientes tienen 13 miSffi¡l energía y las funciones
de onda tienen la misl)13 [om, pero difieren en sus paridades de acuerdo
con las Ecs. (63) y (6b). Tamhién justamente antes del límite U

o
...•.+ 00,

la función de onda de paridad par no tiene el cero en el origen que la
fW1Ción de onda de paridad non siempre tieIll~; y jllst~unentc antes del Um!.
te U -+ - 0::>, la función de onda de paridad p.Jr tiene dos ceros próximoso
al origen que tienden a juntarse en el CE'ro en el origen cuando se .Jlcan-
za el límite.

También es interesante seguir el comportamiento de la energía y

la función de onda del estado base p.Jra valores negativos de 1<:1 intensi-
dad Uo' En el caso del pozo rectangular tuvimos que distinguir exp1icit~
mente los intervalos de energía E(U = O)>E> O, E = O, v E < O, dentroo '
de los cuales las Ecs, (11), (lS) y (13) dan los ,'alores respectivos de
Uo' Las fWlciones de onda correspondientes, Ecs. (9), (14) Y (12), pue-
den ser caracterizadas como cóncava hacia el eje, 1incal, y convexa hacia
el eje, respectivamente. Similannente las funciones de onda del oscila.
dar annónico y del potencial lineal simétrico de 13s Ecs. (lo) y (l9) ti£.
nen lUl PWlto de inflexión, es decir, una derivada segtmda nula, en x = O'"
p3r3 E = O (v - 0.5 Y f = O, respectivamente). Correspondientemente,
las funciones de onda son cóncavas hacia el eje en la vecindad de x = O
para E > O, Y convexas hacia el eje en todo el intervalo O < x < o::> para
E';;; O. Las fonnas respectivas reflejan la predominancia de la energía ci
nética positiva sobre la energía potencial negativa, el equilibrio entre
ambos tipos de energía, y la predominancia de la energía potencial sobre
la energía cinética. Las Figs. 4a, 4b y 4c i lustran las formas de las
funciones de onda de los potenciales de las Ecs. (1), (2) Y (3), rC'spect!.
varnentc, para valores de U positivos, nulo y negativos. Nótese la dig-o
continuidad de la derivadJ en el origen de acuerdo con la Ec. (S).

Por otra parte, resulta instructivo utilizJr los espectros de
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nuestras Figs. l. 2 Y 3 como plintos oc comparación para las figuras co-
rrespondientes de otros potenciales con d05 PO:05, identificando las di-
ferencias y similari<.bdcs cualitativas ('l1tn' ellos. Nuestros resultados
pueden servir como lm paso intcnaeJio p;¡r3 clltender 1<1física involucf;l-

da en los otros potenciales. Primero, consideremos potenciales del tipo
de las EC5. (1). l2) y (3) con ('1 potenci:l! de fUllción-ó reemplazado por

llll3 bJrrcr;¡ rectangular muy dclg:¡d.:l y de altura v:lriablc. En este caso

podemos reconocer que se puede logr3r una conexión suave dC' las funcio-
nes de onda y de sus derivadas ;¡ través de' 1:1 barrera rcct:mgubr para

los estaJos de ambas paridades; debido a la ,IJKhura [¡ni ta de 1.1harrer;l
rectanguIJr, los estados de paridad non tendrán pequeños corrimientos de
encrgÍ.1 positivos; para lUla barrera infinitamentc alta, los estados con.
secutivos de paridad pJr y non se hacen degcllerados a los cigenv.:llores
de la energía de cada uno de los pozos independientes. El método dc gr~
ficas de computadora de la refercncia 6 se puede usar para verificar le
anterior cu:mti tat ¡vamente.

r\ continu:lcián, considerC'mos un potencial que consiste de dos
pozos separados por una barrera rectangular, y para el cual, de :lcucrdo
a las referencias ~ y 4, los eigenvalores de' la energía del estado base
de paridad par y del primer estado cxcit:luO de paridad non aumentan y di2.
minuyen, respectiv:unentc, part icndo tIC'sus valores para una separación I!!.
la entre los pozos y tendiendo :11 límite de degeneración común correspo!!.
diente a la energía del estado base (k uno de los pozos para grandes sepE!.
raciones. Aquí tenemos que reconocC'r que:1 IIl('dida que los dos pozos se sE.
paran entre sí, hay dos tipos de Gunbios geométricos con sus efectos fis!
cos correspomlientes: un crecimiento en el espesor de la harrera entre
los pozos, el cu31 hace que awnellten los e igC'nvalores de la encrg ía; y un
crecimiento de la región del esp.lcio donde hay mayor probabil idad de en-
contrar al sistema cuántico, el cU:lI h:lce que disminuyan los eigenvalores
de la energía. El primer efecto es granue y predomin:l p:lra el estado de
paridad par; mientras que es pequeño y dominado por el segundo efecto pa-
ra el estado de paridad non.

Para el osci lador doble de la rc[en.~l1cia 1 estos dos tipos de
cambios y efectos t:unbién est5n presentes y en competenci;1 el uno con el
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otro; una diferencia es que la barrera crece tanto en espesor como en al
tUfa a medida que los dos pozos se separan entre sí. Para separaciones
pequeñas el segundo efecto es el que domina para estados de ambas parid~
des, de modo que sus energías decrecen con la separación entre los pozos.
Para separaciones más grandes, la misma situación persiste para los est~
dos de paridad non; pero la situación se invierte para los estados de p~
fidad par, de modo que sus energías alcanzan valores mínimos y de ahí a~
mentan a medida que la separación entre 105 pozos continúa. El resulta-
do es que pares consecutivos de niveles de energía de paridad par y non
tienden asintóticamente a los niveles igualmente espaciados del oscila-
dor anTIÓnico por abajo y por arriba, respectivamente.

Completamos nuestra discusión dando ejemplos adicionales de si~
temas físicos que pueden ser descritos mediante potenciales con pozos
múltiples o mediante la superposición de potenciales de función-ó sobre
algunos potenciales simples. Siguiendo la referencia 7, podemos consid~
rar potenciales asimétricos con dos pozos colocando el potencial de fun-
ción-ó superpuesto en posiciones diferentes de la central; éstos pueden
ser útiles en el estudio de moléculas, fisión nuclear y átomos encajona-
dos no simétricos. La extensión a moléculas diatómicas encajonadas y

sistemas con muchos átomos, como un sólido, involucra potenciales con P.Q.
zas ~ltiples~ en el último ejemplo podemos distinguir los casos de un
arreglo regular para un cristal y un arreglo al azar para un sólido amo!
fa. La superposición de un potencial de función-ó sobre un potencial
no ligante proporciona un modelo sUnple para estados resonantes, los c~
les son de interés en diferentes áreas de física atómica y suhatómic3.
En todos estos ejemplos la función de onda tiene una discontinuidad en
su derivada logarítmica en las posiciones de los potenciales de funcion-6;
dependiendo de tales posiciones el sistema puede tender o no tener degen~
racion de sus niveles de energía. También, algunos de estos ejemplos son
bien conocidos y se encuentran en libros de texto, mientras que otros son
aún objeto de investigación.
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