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Se calculan las secciones diferenciables de dispersión ir.elásti-
ca no relativista, de electrones a altas encrg!as por ~tomos de hidrÓgeno
en el e$tado base. El método empleado para calcular las amplitudes de dis
persión es el de la serie eikonal-Born. Se presentan c~lculos para la sec
ción inelastica que lleva el hidrÓgeno del estado base al estado 35. El-
intervalo de energías considera::loes 50 eV$ E S 500 eVo

ABSfRAcr

The non-relativistic inelastic scatterinq of high energy
eleetrons by hydrogen atcml:¡in the grourrl state is analy?ed. The method we use
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to evaluate the scattering amplitudes is the eikonal-Born series. Algebraic
results for excitation oE hydrogen to the 35 state by high energy electrons,
50 eV ! E S 500 eV, are presented as an application oE this method. We show
sorne numerical results for the scattering amplitudes, differential and
total cross sections, and compare with experimental results for this
process.

1. lNfROOOCClON

En los últimos 15 años ha habido un interés creciente en proble-
mas de dispersi6n no relativista de electrones por átomos, tanto desde el
punto de vista experimental como te6rico(1). Experimentalmente, se han
reali zado experimentos más precisos. 1-1ientras que te6ricarnenteJ se han in
troducido ootod05 que eran utilizados en física nuclear r física de altas
energías. Como ejemplo de éstos está la aproximaci6r. de la eikonal, am-
pliamente trabajada por Glauber(2), quien propuso una generalizaci6n de ~~
te método al problema de muchos cuerpos y two gran aceptaci6n aplicado a
colisiones hadr6nicas a altas energías. Otro ejemplo es la serie eikonal-
Born(3) , el cual combina las series de Born y de eikona1 para calcular la
amplitud de la dispersi6n hasta términos de orden k. -0, siendo k. el núme-

1 1

ro de onda del electr6n incidente. Este método ha sido aplicado satisfa~
toriamente a colisiones de electrones y positrones por átomos a energías
altas e intermedias(4). De gran importancia es también el método de can!
les acoplados en el espacio de momento. Este, introducido recientemente,
ha tenido gran éxito en el tratamiento de colisiones de electrones por
iones o átomos(S).

En este trabajo se va a estudiar la dispersi6n ine1ástica no-
relativista, de electrones por átomos de hidr6geno en su estado base, utl
lizando el método de la serie eikonal-horn. Se presentan resultados alg~
braieos para las amplitudes de dispersi6n y para la secci6n diferencial de
dispersi6n para excitaci6n al estado 35 del hidr6geno. Los resultados a!

_2gebraicos presentados incluyen los términos hasta orden k. en la ampli-
1

tud de dispersi6n.
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2. TEORIA

2. 1 SvUe eikona£-Bokn

Consideremos el proceso en el cual un electr6n con momento ini-
cial !i encuentra un átomo de hidr6geno en su estado base, excita al átomo
hasta un estado 35 y sale con un momento final ~f. Entonces, el momento
transferido al electr6n es ~ = ~i - ~f. Calcularemos la secci6n diferen-
cial de dispersi6n para este proceso:

(2.1)

donde f es la amplitud de dispersi6n que incluye los t6nninos de singulete
y triplete.

Se trabajará en unidades at6micas y nos limitaremos a la regi6n
de energías altas no relativistas, es decir, la energía de electr6n inci-
dente será tal que 50 ev S E S 500 evo

La amplitud de dispersi6n será calculada usando la serie cikonal-
Born y tornando términos hasta orden k.-2, es decir, el término directo de_1
la amplitud en esta aproximaci6n está dado por

(2.2)

fSl y £82 son el primero y segundo ténninos de la serie de Bom y f
G3

es
el tercer término de la serie de la eikonal. Seleccionando adecuadamente
el eje Z en la aproximaci6n de la eikonal, este término se comporta para k
grandes corno la parte real del tercer término de la serie de Bom (3).

El primer término de la amplitud de Born puede ser real o imagi
nario, mientras que el segtUldo término de la serie de Bom tiene ambas,
parte real y parte imaginaria. Por otra parte, los términos de la serie
de Glauber son alternativamente reales o imaginarios corno puede verse de
su expresi6n general (6):

2lTi n! <flxn (k. ~o. ~l) li>G (2.3)
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li> y 1£> son los estados inicial y final del núcleo del blanco.
En est~ expresi6n tenemos para la posici6n del electr6n incitlenw

te, ro = ha + z02, y para las coordcradas del clectr6n en el átomo de hi-
dr6g;no ~: = £1 + Z1 .•. Z1Z, donde el eje Z es perpendicular a la direceí6n
del momentotransferido. Por otra parte

(2.4)

V es el potencial de inter3cci6n entre el elcctr6n incidente y el ~tomo,
es decir,

v = _1__ l... (2.5)
TlO ro

en donde rlO= 1!-1 - !-o I
Los t6rminos de la serie de Glaubcr (aproximaci6n de la eikonal)

son obtenidos a partir de la ccuaci6n de Lippmann-Schwingcr por medio de
una linearizaci6n de la funci6n de Creen en el espacio de momento. Esta
aproximaci6n es válida para ka» 1, donde k es el nmero de onda de la p3!

tícula incidente y a e5 el alcance del potencial.
La ecuaci6n de I.ippmann-Schwinger es

donde la £unci6n de Green Go+ está dada por

(2.6)

J
ik"(r- r')

lim dk' e - --
t-){)+ - k 12 - k: - ic

1

(2.7)

Consideremos los siguientes cambios de variable:

y _p=_k'-k
-i

(2.8)

Entonces, la Ec. (2.7) puede escribirse como



+
G, (!> .!:')

1 ik.oR
---e-.l-lim

(2.)' <+0+1
i2' R

dE e
2!<. 'p + p' - i<
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(2.9)

El denominador en la Ec. (2.9) puede ser desarrollado:

1

i< = 1

2kipz + p'

(2.10)

se escogi6 el eje z a 10 largo de ~ .
Sustituyendo este desarrollo en la Ec. (2.9) podeJOOsescribir la

ftmci6n de Creen como lID:J serie:

donde

(2.11)

1 i~i'~ 1= - -- e liro dE.(2.)' <~o+

ei2'~

2k.p. - ic, z

(2.12)

(2) 1 i~i'~ 1G, (R) = --- e lim dE
- (2.)' 8-.0+

p2 cíe. ~

(2k.p - i<)', z
(2.13)

y así sucesivruncntc. Este desarrollo converge rápidamente para k a» 1.
Substituyendo la funci6n de Green en la Ec. (2.6) por el primer

término de (2.11) y haciendo la hip6tesis que

+W. (r) =, - 1
(2.) '7' e (2.14)

la cual también es válida si k,a» 1, obtenemos la funci6n de onda de la,
cikonal:

W (r)G-
ik • r . 1 ze -i ~ __,__ V(x,y,z')dz'

2k., -~
(2.15)
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Con esta funci6n de onda la amplitud de la eikonal queda

- \f
G - ZiTi f

i~.!:o iX(k, bold'bo e <fle - - - lli> (2.16)

Cada término de la serie de Glauber se obtiene desarrollando la
exponencial en la ecuaci6n anterior. El ténnino n-ésimo tiene la fonna de
la Ec. (2.3).

El término de intercambio de la amplitud de dispersi6n ser5 dado
en la aproximaci6n de Born como

, (2.17)

donde ~~ es el estado final del 5tomo de hidr6geno y ~~ es el estado ini-
cial. La contribuci6n dominante en esta ecuaci6n proviene del término __1__,

-2 TI O
ya que se comporta CCJIlO k. para valores grandes de k.; mientras que el

1 1

término J... se comporta como k. -6. Transfonnando el ténnino de intercambioro 1al espacio de momento y utilizando 5610 el término domJnante en esta ecua
ci6n se obtiene la bien conocida aproximaci6n de OChkur(7) .

2 J ik.r *) )d- - e - -~ (r~. (r rk2 f-1--
i

(2.18)

Considerando el ténmino de intercambio las amplitudes de disper-
si6n del 5tomo de hidr6geno ser5n

f = f + gsing och
(2.19)

y la secci6n diferencial de dispersi6n estará dada por

da = kf \ l If l' + 3 If 1'\;¡¡jk:"4s 4t
1

(2.20)
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3. APLICACION A I.A DISPERSION lNELASflCA DE ELECI'RONES PCR ATIlo[)S

DE IIIDRCGENO EN El. ESfAOO BASE

3. 1 Exci.tac..ú5n de lúdJt6gelUJ at6mi.oo at uta£Ío 3S

Utilizando la expre5i6n para la primera amplitud de Bern,

obtenemos la amplitud para la excitaci6n del estado 15 al 3S~

(3.1)

Esta es

(3.2)
T35 = _ -E.. 16 + 27K'

81 81/3 [¥ + k'T'
El siguiente término en la serie de Born estará dada por la

ecuaci6n(8)

1 J <3S, -fkIVln, .9.><n, .9.lvl1S, k.>
1 (k) = - d.9. I -.
82, , k' ( )'n q - . + 2 w - Wo - i.£

-. n

(3.3)

donde la suma se extiende a todos los estados intermedios, discretos y del
continuo. En esta ecuaci6n Wn es la energía del n-ésimo estado at6mico.
La integraci6n en la parte de onda plana de los elementos de matriz puede
ser hecha inmediatamente. Por otra parte, si reemplazamos la diferencia
w - Wo que aparece en el denominador, por una diferencia de energías pron _

medio 6, se puede hacer uso de la propiedad de cerradura para efectuar la
suna a los estados intenredios. De esta fonna obteneroos la segunda aprox.!.
maci6n de Born simplificada:

iK-r iK "r -iK r
<<1( 1e - _1 -i _1 -f -1

.2. Jd.9.
e - e 41,>T582 • (3.4)

" ~,K' ( 2 _ p' - ic)
i f q c~ o+

1

donde !i,f = ~i,f - g y p: = k: - 26

Esta ecuaci6n puede expresarse en t~rminosde la primera ampli-
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tuJ de Born COIOO

-K'f (K) + K'f (K) + (.)'t'f (K)
81 i B1 i f 81 f

(q' - p~ - i£) K: K~
(3.5)

L en esta cxprcsi6n se refiere al momento angular del estado final del áto
mo de hidr6gcno.

Utilizando (3.5) para la excitaci6n al estado 35 del hidr6gcno
no at6mico, obtenemos

donde

I- :;

+ :~ [,,' , r; ,o] + 114[0, *JJ
(3.6)

I (a,S)ron J (q' - p' _ i£) (K' + a')o (K' + S,)m
1 1 f

(3.7)

Estas integrales pueden expresarse en términos de la integral

Ill(a,S) = J
(q' _ p'

1

por medio de la cxprcsi6n

dg

_ i£) (K' + a') (K' + S')
1 f

+c~ O

(3.8)

I (a,S)'om
(_l)o+m

(n-l)! (m-l)!
Ill(a,S) (3.9)
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U,ando las técnicas de paramctrizaci6n de Fe~n(9), pedemos r~
ducir la integral trid~nsional, Ec. (3.8), a una integral compleja en tala

diJrensi6n, la cl1..11 puede resolverse analíticamente. F.n este trabajo se
evalúa ana1Íticamcntc la integral 111 (a, B) y dC'rivaIOOs nurericamc"nte para

calcular la amplitud (3.6)
La segunda aproximaci6n de Barn sir.Ipli fienda puede ser mejorada

introduciendo en forma cxactél los primeros t6nninos de la suma, es decir
los correspondientes a los estados m~sbajos y después utilizar la aproxi-
maci6n simplificada para el resto de los estados.

Utilizando la Ec. (2.7) para el término de intercambio, obtene-
mos para la amplitud de OChkur:

-- 35
gOCh

32 K' (16 • 27 K')

81r~ k~ ¡~+ K2Jr- (3.10) (3.10)

El ténnino n~ésirno en la serie de Glauber estará dado, utilizan
do la Ec. (2.3), como

1'35. 1 [i Jn-1J J (Kh) A (b) b db
GnñT~ o n

donde J ,(~b,) es la flmel6n de Bcssel y

(3.11)

A (b)
n

2b'=--
9.,13"

(3.12)

La funel6n F 1(r) tiene la fonna

[
11 "[4 JF,(r,b) = ln(r) - tí br'K,; br

•
donde In(r) • J 1nn(1 • 2rc,lS~ + r')d~ y K" es la funci6n modificada de,
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Bessel de segunda clase. Todas las integrales involucradas en la amplitud
de Glauber pueden ser realizadas numéricamente.

El t6nmino de esta serie que interesa calcular es fG30 Como ya
se indic6 en la discusi6n sobre la eClillci6n (2.2), este término, para k
grandes se comporta como Re IB3 debido a la selecci6n particular del eje
z.

4. RESULTAOO5y DISCU5ION

Se presentan a continuaci6n algunos resultados numéricos para las
amplitudes y secciones diferenciales de dispersi6n. Estas se grafican en
términos del ángulo de dispersi6n. Así mismo se grafiea la seeei6n de di~
persi6n en términos de la energía del electr6n incidente.

En las Figs. 1, 2 Y 3 se grafiean las amplitudes de dispersi6n en
la la y segunda aproximaei6n de Born, Ees. (3.2) y (3.6) para exeitaci6n
al estado 35.

En la Fig. 1 se muestran los resultados para SO eV, en la Fig. 2
se grafican las amplitudes para E = 100 eV., rnJentras que en la Fig. 3 se
muestran los resultados para 200 eVo En el c~lculode las amplitudes a s~
gundo orden se us6 la segunda aproximaci6n simplificada. Como energía pr£
medio en substituci6n de wn se utiliz6 el ~alor ~ : 0.25 unidades at6micas
de energía (a.u.) y se encontr6 que las integrales eran insensibles a una
variaci6n de 1 a.u. sobre este valor, para todas las energías utilizadas
en el intervalo de SO eVo hasta 500 eV. Este resultado ya había sido obser
vado para este tipo de cálculos en otros casos(lO).

Fn la Fig. 4 se grafica la secci6n diferencial en la primera ap~
xir.~ci6n de Born a 100 eV, como funci6n del ángulo de dispersi6n.

Por último en la Fig. S se grafica la secci6n total de dispersi6n
en la primera aproxUmaci6n de Born, como funci6n de la energía. Este c~l-

culo no incluye el término de intercambio que varía como ki -2. De las
Ecs. (2.1) y (3.2) se ve que la sccci6n diferencial en la primera aproxi~
ci6n de Born es

[
32 ]' [(16 + 27 K')']81;; [*+K') (4.1)
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!le) H(15-35)
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Fig. 1. Se grafican las amplitudes de dispersión en la la y 2a aproxima-
ción de Born para la excitación del estado 3S de hidrógeno atómi-
co. Estas gráficas corresponden a una energía de 50 eVo
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lOt 1(8)(au.)

E = 100 eV

1cr' ! L ! •20 40 60 80 100 80

Fig. 2. Igual que e~ la figura lo Las curvas corresponden a una energía
de 100 eV.
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Fiq. 3. Igual qUA en las fiquras 1 y 2. La energ:lñ. del electrón inciden
te es de 200 eVo
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Fig. 4. Se presenta la sección diferencial de dispersión inelástica en la
la aproximación de Boro, para excitaci6n del estado 35, a energía
incidente de 100 eVo
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o-(au.)
1

" "- "- .... ....

15-25
- ----------

15-35

100 200 300 400 500 E(eV)

Fig. 5. Sección de dispersión inelastica electrón-hidrógeno del cstüdo 15
al 35, en la la aproximación d~ Born como fur.ción de la energía
del electrón incidente, curva llena. Datos experilnentalesde Mahan
e.t d~.• []. La curva discr¡ntinúa corresponde a dispersión inelas-
tica del estado 15 al 25.
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La secci6n total en esta aproximaci6n se obtiene fácilmente y es
tá dada por

(k. + k )2 X
f, f

TI [::r (16)' + 32(27)x + (27) 'x'
o = l* + x]'

dx (4.2)
3k'

•,
(k. _ k )2 X., f ,

la cual una vez integrada resulta

TI
0=--

3k'
i

[32] '{~ [-=-- _ -=--j81 7 X 7 X 7
i f

+ (32) (27) [1 [x. 8 ]l~i7 6' + 189

1

X 7
f

donde

+ (27)' I--=- rx~lx 7 5,
16
-- x. +
135 '

256 ]

45 (189)
__ 1_ [:L~ x +
X 7 5 135 f
f

256 ]]
45 (189)

X - 16 + •i,f - 9 xi,f (4.3)

Esta expresi6n se grafica en el intervalo de energías considera-
do. La cunra te6rica se compara con los resultados experimentales de
~~han et.at(11), obtenidos con un experimento de haces cruzados. Se ob-
selva que para energías entre 100 y 500 eV la concordancia con el experime~
to es relativamente buena, no siendo así para energías menores. En el ca-
so de energías pequeñas se observa que los datos experimentales son menores
que la secci6n de Bornpor tul factor de 2, este rcsul tado se observa tam-
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bién para excitaci6n del estado 15 al 25(11). Se compara también la sec-
ci6n total lS~ 35 con la secci6n tc6rica para el proceso lS~ 25, se obsc,!.
va que la primera es menor que la segtmda. Una conducta similar se obse!.
va al comparar las secciones de los procesos 15-+25 y 15-+15.

Es de esperarse que los cálculos mostrados en la Fig. S mejoren
al incluir todos los ténminos hasta el mismo orden en k

i
~l. Por ejemplo

al primer término de Born habría que sumarle la parte real del término di-
recto en la segunda aproximaci6n de Born. si se desea una serie hasta or-
den ki -1. Por otra parte la inclusi6n del término de intercambio en la
aproximaci6n de Ochkur, así como de los términos 1m (f B2) Y Re (f B3),

-' éda una serie hasta orden ki . Gomo se dijo antes el t rmino Re CE B3)
puede ser substituido por el término de tercer orden de la serie de la
eikonal, obteniendo la serie eikonal-Born.
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