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RESUMEN

Se calculan las secciones diferenciables de dispersidn ineldsti-
ca no relativista, de electrones a altas energias por Stomos de hidrégeno
en el estado base. El método empleado para calcular las amplitudes de dis
perswn es el de la serie eikonal-Born. Se presentan cilculos para la sec
cidn ineldstica que lleva el hidrBgenc del estado base al estado 3§5. E1
intervalc de energfas corsiderado es 50 eV<EZg 500 ev.

ABSTRACT

The non-relativistic inelastic scattering of high energy
electrons by hydrogen atoms in the grourd state is analyzed. The method we use
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to evaluate the scattering amplitudes is the eikonal-Born series. Algebraic
results for excitation of hydrogen to the 3S state by high energy electrons,
50 eV £ E £ 500 eV, are presented as an application of this method. We show
some numerical results for the scattering amplitudes, differential and

total cross sections, and compare with experimental results for this
process.

1. INTRODUCCION

En los Gltimos 15 afios ha habido un interés creciente en proble-
mas de dispersién no relativista de electrones por 4tomos, tanto desde el
punto de vista experimental como te6ric0(1). Experimentalmente, se han
realizado experimentos m4s precisos. Mientras que tebricamente, se han in
troducido métodos que eran utilizados en fisica nuclear y fisica de altas
energfas. Como ejemplo de éstos esté la aproximacién de la eikonal, am-
pliamente trabajada por Glauber(z), quien propuso una generalizacién de es
te método al problema de muchos cuerpos y tuvo gran aceptacién aplicado a
colisiones hadrdnicas a altas energias. Otro ejemplo es la serie eikonal-
Born(S), el cual combina las series de Born y de eikonal para calcular la
amplitud de la dispersién hasta términos de orden,ki-n, siendo k, el nlme-
ro de onda del electrén incidente. Este método ha sido aplicado satisfac
toriamente a colisiones de electrones y positrones por 4tomos a energias
altas e intermedias(*). De gran importancia es también el método de cana
les acoplados en el espacio de momento. Este, introducido recientemente,
ha tenido gran éxito en el tratamiento de colisiones de electrones por

5).

En este trabajo se va a estudiar la dispersién ineléstica no-

iones o Atomos

relativista, de electrones por Atomos de hidrbgeno en su estado base, uti
lizando el método de la serie eikonal-born. Se presentan resultados alge
braicos para las amplitudes de dispersién y para la seccién diferencial de
dispersién para excitacién al estado 3S del hidrégeno. los resultados al

gebraicos presentados incluyen los témminos hasta orden l-ci_2 en la ampli-

tud de dispersibén.



2. TEORIA

2.1 Serie eikonal-Born

Consideremos el proceso en el cual un electrén con momento ini-
cial k; encuentra un Atomo de hidrégeno en su estado base, excita al 4tomo
hasta un estado 3S Y sale con un momento final ke. Entonces, el momento
transferido al electrédn es k = ki - kf. Calcularemos 1a seccién diferen-
cial de dispersién para este proceso:

do ke
aﬁ=r Jf(el¢)|2 ’ = (2.1)
p

donde f es la amplitud de dispersién que incluye los términos de singulete
y triplete.

Se trabajari en unidades atémicas Y nos limitaremos a la regién
de energias altas no relativistas, es decir, la energfa de electrén inci-
dente ser4 tal que 50 ev < E < 500 ev, _

La amplitud de dispersién seri calculada usando la serie eikonal-
Born y tumando términos hasta orden 51_2’ es decir, el término directo de
la amplitud en esta aproximacién est4 dado por

fems = Tpy + Ty + Ty ’ (2.2)
fél y ?ﬁz son el primero y segundo téminos de la serie de Born y ¥é3 es
el tercer término de la serie de la eikonal. Seleccionando adecuadamente
el eje Z en la aproximacién de 1la eikonal, este t&rmino se comporta para k
grandes como la parte real del tercer témmino de la serie de Bornts).

El primer término de la amplitud de Born puede ser real o imagi
nario, mientras que el segundo término de la serie de Born tiene ambas,
parte real y parte imaginaria. Por otra parte, los términos de la serie
de Glauber son alternativamente reales o imaginarios como puede verse de
su expresién general (0],

k, i G
Ty = e 1o [dzboel_ ° <E|X (K, b, by)[i> (2.3)
2mi n! G
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|i> y |f> son los estados inicial y final del nficleoc del blanco.

En esta expresién tenemos para la posicibn del electrén inciden-
te, To = bo + zt,Z, y para las coorderadas del electrén en el 4tomo de hi-
drégeno ry = by + zy + zlz donde el eje Z es perpendicular a la direccibn
del momento transferido. Por otra parte

1
(ks By ) = - jvcbo, Z,, 1)z, 2.4)
1 -0
V es el potencial de interaccién entre el electrén incidente y el Atomo,

es decir,

1

V=
Tio

- }1_0 , €2.5)
en donde 11 |r1 - T

lLos términos de la serie de Glauber (aproximacién de la eikonal)
son obtenidos a partir de la ecuacién de Lippmann-Schwinger por medio de
una linearizacién de la funcibn de Green en el espacio de momento. Esta
aproximacién es vélida para ka>>1, donde k es el nfmero de onda de la par
t{cula incidente y a es el alcance del potencial.

la ecuacién de Lippmann-Schwinger es

Nm - e @+ [6 @ Ve aha (2.6)

donde la funcién de Green G, esti dada por

k! ~iz- %)
oy (r, r') =~ em”? dk' (2.7}
aro k'? - k? = ic
1
Consideremos los siguientes cambios de variable:
B=x gt y p=k'-k ; (2.8)

- = - : ~i

Entonces, la Ec. (2.7} puede escribirse como



215

ik, *R ip* R
Go'(x, ") = - —2—¢ '~ lim |ap —8 (2.9)
(2m)? e»0t Zk .p + p? - ie
El denominador en la Ec. (2.9) puede ser desarrollado:
1 B 1 _ 1 ___ p? . ’
ZEi'E * pz ~ ig 2kipz * p2 - ie Zklpz = ig Zkipz - ig
(2.10)

se escogib el eje z a lo largo de k.
Sustituyendo este desarrollo en la Ec. (2.9) podemos escribir la
funcién de Green como una serie:

- 1 2
G'® =G ® + 6P R + 6P ® ... . @2.11)
donde
(1 ik, R ip:R
il TR S L VI PO o A (hndi]
(2n)* e+0* 2k,p- - ic
1V 2
ik, R 2 ip*R
R T P TR PR o S (2.13)
(2m)? e+0* (Zkipz - ig)?

y asi sucesivamente, Este desarrollo converge ripidamente para k a>> 1.
Substituyendo la funcién de Green en la Ec. (2.6) por el primer
término de (2.11) y haciendo 1a hipbtesis que

- ik, .r
+ _ 1 .
¥ ) mae——an @ v(r) , (2.14)
(2m)
la cual también es vélida si kia>> 1, obtenemos la funcién de onda de la
eikonal:
; 2z
T T oL T N B (2.15)
= — ] s . -
G (zﬁ)372 2; .
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Con esta funcién de onda la amplitud de la eikonal queda

k¢, ikBe iX(k, bo) _
f = gt Jd b, e <fle - 1|i> 5 (2.16)

e
Cada término de la serie de Glauber se obtiene desarrollando la
exponencial en la ecuacién anterior. El término n-ésimo tiene la forma de
la Ec. (2.3).
El término de intercambio de la amplitud de dispersién seré dado
en la aproximacién de Born como

ik ik, *r
AR Je e - L e T @M i, @)
donde ¢ es el estado final del Atomo de hidrégeno y ¢ es el estado ini-
cial. La contribucibn domlnante en esta ecuacién proviene del término —13
ya que se comporta como k para valores grandes de ki- mientras que el
término f;— se comporta como k "®. Transformando el término de intercambio
al espacio de momento y utlllzando sblo el término dominante en esta ecua

(7

cién se obtiene la bien conocida aproximacién de Ochkur

B om R owm ks | gL
8, % Bocn e Je ¢p (@) ¢; (X)dr . (2.18)

Considerando el término de intercambio las amplitudes de disper-
sién del 4tomo de hidrbgeno serén

=f+g s £

fsinq och trip *fi = 8och v (2.19)

y la seccién diferencial de dispersién estari dada por
k

g% e % €12 + 3 £,12 ) (2.20)

1
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3. APLICACION A LA DISPERSION INELASTICA DE ELECTRONES POR ATOMOS
DE HIDROGENO EN EL ESTADO BASE

3.1 Excitacin de hidrégeno atémico al estado 38

Utilizando la expresién para la primera amplitud de Born,

ikexro
1 e *
-fBl(k) " J S e ¢f(£1)¢i(£1)df_adll » (3.1)

obtenemos la amplitud para la excitacién del estado 1S al 3S. Esta es

3s 16 + 27K?

?31 == 81,/" —{—6+—sz . (3.2)

El siguiente témino en la serie de Born estar4 dada por la
ecuac16n( )

<3, k_IVIn, g> <n, g|vl1s, k >

n q2—5§+2(wn-mo) ~ A e W,

donde la suma se extiende a todos los estados intermedios, discretos y del
continuo. En esta ecuacién wn es la energia del n-ésimo estado atémico.
La integracibn en la parte de onda plana de los elementos de matriz puede
ser hecha inmediatamente. Por otra parte, si reemplazamos la diferencia
W - W, que aparece en el denominador, por una diferencia de energifas pro
medio 4, se puede hacer uso de la propiedad de cerradura para efectuar la
suma a los estados intermedios. De esta forma obtenemos la segunda aproxi
macién de Born simplificada:

iK+xr, iK.*r, -iK. r
2 <¢f 'e - e . - € |¢ >
TSBZ = H; dﬂ I\Z 2, 2 ’ (3-4)
2 ¢ . _
T 4 f(q pi ig) g% gt
= - 2 = B -
donde -Ei,f = Ei'f q y Py ki 24

Esta ecuacién puede expresarse en témminos de la primera ampli-
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tud de Born como

f Bl

SB2
TT2

. (3.5)

_y2 -2 2
1 ]dq K, () + Kif (K + () KeE, (Kp)
= 2 _ 2 _ i 2 12
(a P; ig) ki Kf

£+0

L en esta expresién se refiere al momento angular del estado final del 4to
mo de hidrbgeno.
Utilizando (3.5) para la excitacién al estado 3S del hidrégeno

no atbmico, obtenemos

- 2 2 =
T35, 32 (K— e K 10,0 + 2 LI..JF;@ .0] + 1o, %_,9]]

2 16 2
sB2  1%/% 181 [xr + K 81
(3.6)
i 16
'% _Iangg,O] "‘113[0, —g—” ’
donde
dq
I (a,B) = = = 637
= (g% - p? - ie) (K2 + a®)" (K2 + B?)
i i £
e->0"
Estas integrales pueden expresarse en términos de la integral
dq
Iy,(0,B) = ‘ - — - o - (3.8)
(@® - p} - ie) (K{ + a®) (K{ + B°)
+
£+0

por medio de la expresidn

n+m 3n-l am-1

-1
(-1)Im-1)!  3@)H™ ae)™

Inm(a,B) = 1 I11(w,B) . (3.9)
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Usando las técnicas de parametrizacién de Feynman(g], podemos re
ducir la integral tridimensional, Ec. (3.8), a una integral compleja en una
dimensibn, la cual puede resolverse analiticamente. En este trabajo se
evalia anal{ticamente la integral I  (o,f) y derivamos mméricamente para
calcular la amplitud (3.6)

La segunda aproximacién de Born simplificada puede ser mejorada
introduciendo en forma exacta los primeros términos de la suma, es decir
los correspondientes a los estados més bajos y después utilizar la aproxi-
macibn simplificada para el resto de los estados.

Utilizando 1a Ec. (2.7) para el término de intercambio, obtene-
mos para la amplitud de Ochkur:

. 32 K2(16 + 27 K?)

= . . . .10

gOch 81/3 k2 ‘]6 i Kz]" L 518
i (9

El téymino n-ésimo en la serie de Glauber estard dado, utilizan
do 1a Ec. (2.3), como

. -1
TS - 1 [R‘-]n JJ,,(Kb) A_(b) b db , (3.11)
i

donde Jo(Kb,) es la funcién de Bessel y

1 g
A ) =2 U F,(r,b)dr + [ Fll% , b d’] ) (3.12)
" I 0 0 r
la funcién F,(r) tiene la forma
Fa(r,b) = 1 (r) { %l briK;E br) + [% 2+ % bzru]K] F} brﬂ o [31)

m

donde In(r) = J Inn(1 - 2rcos¢ + r?)d¢ vy Kv es la funcibén modificada de
0
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Bessel de segunda clase. Todas las integrales involucradas en la amplitud
de Glauber pueden ser realizadas numéricamente.

El témmino de esta serie que interesa calcular es fg3. Como ya
se indicd en la discusibn sobre la ecuacibn (2.2), este término, para k
grandes se comporta como Re Ty, debido a la seleccién particular del eje

Z.
4. RESULTADOS Y DISCUSION

Se presentan a continuacién algunos resultados numéricos para las
amplitudes y secciones diferenciales de dispersién. Estas se grafican en
términos del 4ngulo de dispersién. Asf mismo se grafica la seccién de dis
persién en términos de la energfa del electrdn incidente.

En lasFigs. 1, 2 y 3 se grafican las amplitudes de dispersién en
la la y segunda aproximaci6n de Born, Ecs. (3.2) y (3.6) para excitacién
al estado 3S.

En la Fig. 1 se muestran los resultados para 50 eV, en la Fig. 2
se grafican las amplitudes para E = 100 eV., mientras que en la Fig. 3 se
muestran los resultados para 200 eV. En el clculo de las amplitudes a se
gundo orden se usé la segunda aproximacién simplificada. Como energia pro
medio en substitucién de w, se utilizé el valor A = 0.25 unidades atémicas
de energfa (a.u.) y se encontré que las integrales eran insensibles a una
variacién de 1 a.u. sobre este valor, para todas las energfas utilizadas
en el intervalo de 50 eV. hasta 500 eV. Este resultado ya habfa sido obser
vado para este tipo de célculos en otros casos(lo).

En la Fig. 4 se grafica la seccibn diferencial en la primera apro
ximacién de Born a 100 eV, como funcién del 4ngulo de dispersién.

Por filtimo en la Fig. 5 se grafica la seccién total de dispersién
en la primera aproximacién de Born, como funcién de la energfa. Este cAl-
culo no incluye el término de intercambio que varfa como ki'z. De las
Ecs. (2.1) y (3.2) se ve que la seccibn diferencial en la primera aproxima

cibén de Born es

do _ Xe [ 32 | [(16 + 27 K?)? 4.1)
® kK (a3 l [—1994 Kz]B .
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Fig.
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Se grafican las amplitudes de dispersidn en la la y 2a aproxima-
cidn de Born para la excitacidn del estado 3S de hidrdgeno atdmi-
co. Estas grdficas corresponden a una energia de 50 eV.
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10°}- £(8) (a.u.)

E=100eV

o

1Cf3———~“—-—-' | L S ]
20 40 60 80 100 g°

Fig. 2. Igual gue em la figura 1. Las curvas corresponden a una energia
de 100 eV.



| f(e) H(1S-38)
]
E=200 ev
fei
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Refg,
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Fig. 3. 1Igual que en las figuras 1 y 2. La energia del electrdn inciden
te es de 200 eV.
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10
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Tol | | L | | I -
10 20 30 40 50 60 6

Fig. 4. Se presenta la seccidn diferencial de dispersidn ineldstica en la
la aproximacifn de Born, para excitacidn del estado 3S, a energia
incidente de 100 eV.
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Fig.
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1
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Seccidn de dispersidn ineldstica electrdn~hidrdgeno del estado 1S
al 3s, en la la aproximacidén de Born como funcidn de la energia
del electrdn incidente, curva llena. Datos experimentales de Mahan

et ef, 1. La curva discontinfia corresponde a dispersidn inel&s-
tica del estado 1S al 2sS.
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la seccidn total en esta aproximacibn se obtiene fAcilmente y es
t4 dada por

2
+ a5
(k, kf) =X

£
m (32 (16)% + 32(27)x + (27)%*x?
o N dx, (4.2)
32 |81 L x]s
{9

k, - k)% = x,
X

la cual una vez integrada resulta

T (32]2((@6)% [ 1 1
O’ | - SEESEEE ) —— | S—
3k* |81 7R X7
i i ¥
1 (x. 8 1 fx, 8
+ (32)(27) |—— |—=+ - — =4
X.7 |6 189 X.7 |6 189
1 f
1 [(x2 16 256 1 xg 16 256
+(27)2_._.ri Wx.+—-———+——xf+m
X715 135 to45(189)) X7 S5 135 45(189)
donde
S _16 . .
Lo ™0 "X s : (4.3)

Esta expresién se grafica en el intervalo de energfas considera-
do. La curva tebrica se compara con los resultados experimentales de
Mahan et.aﬁ(ll), obtenidos con un experimento de haces cruzados. Se ob-
serva que para energias entre 100 y 500 eV la concordancia con el experimen
to es relativamente buena, no siendo asi para energias menores. En el ca-
so de energias pequefias se observa que los datos experimentales son menores

que la seccién de Born por un factor de 2, este resultado se observa tam-
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bién para excitacién del estado 1S a1 2s(11) g compara también la sec-
cibn total 1S-3S con la seccibn tebrica para el proceso 1§+ 2S, se obser
va que la primera es menor que la segunda. Una conducta similar se obser
va al comparar las secciones de los procesos 1S-»2S y 1S-+18S.

Es de esperarse que los célculos mostrados en la Fig. 5 mejoren
al incluir todos los términos hasta el mismo orden en kiql. Por ejemplo
al primer término de Born habrfa que sumarle la parte real del término di-
recto en la segunda aproximacién de Born, si se desea una serie hasta or-
den ki'l. Por otra parte la inclusién del término de intercambio en la
aproximacién de Ochkur, as{ como de los términos Im (f B2) y Re (f B3),
da una serie hasta orden kimz. Como se dijo antes el término Re (f B3)
puede ser substituido por el término de tercer orden de la serie de la
eikonal, obteniendo la serie eikonal-Born.
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