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RESUMEN

Se presentan soluciones tipo ondas de densidad de carga para el
gas de electrone~ con potenciales de interacción tipo Yukawa, obtenidas au
toconsistentemente con el método de Hartree-Fock a temperatura distinta de
cero. Dichas soluciones se aprovechan para discutir la cristalización de
Wigner y la posible transición de fase. Se reportan los resultados para
la función de onda y el calor específico en la zona de metales, usando un
apantallamiento tipo Thomas-Fermi. Se propone, además, un apantallamiento
distinto al de Thomas-Fermi, el cual permite obtener soluciones tipo ondas
de densidad de carga y valores del calor específico que se "acercan" a los
valores experimentales de algunos metales. Se discute la existencia de la
posible transici6n de fase y su orden en términos del comportamiento del
calor específico y de la funci6n de Helmholtz.
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ABSTRACf

Charge density waves type solutions fer the electron gas with
Yukawa type interactions are presented. They are self-consistently
obtained usioq the Hartree-Fock method for temperatura different froro zaro.
These solutions are employed ta discuss Wigner cristallization and a pos-
albIe phase transition. The resulta far the wave function and the speciflc
heat on the metal s zona usioq a Thomas-Ferml type screen!ng, are presented.
A screening different trom the Thomas-Fer.mi cne 18 propasad. lt gives rise
ta charge density waves type solutlons and values af specific heat which
"get closel

' ta the experimental values fer somemetals. The existence and
arder of a possible phase transitlon are discussed in terma ef the behavior
af the specific heat and Helmholtz funct1on.

lNTROIUCClON

El modelo de jalea deformable para el gas de electrones(l) ha
mostrado ser 6til para el cálculo de propiedades estáticas y de transporte
de sistemas físicos como metales y sistemas astrofísicos, tales como estre
11as de neutrones y enanas blancas.

El modelo consiste de N electrones que interaccionan por pares
y que se encuentran inmersos en tul fondo común inerte, pero susceptible de
deformarse. El fondo se introduce con el fin de garantizar la neutralidad
local del sistema. Las interacciones partfcula-partfcula, fondo-fondo y
fondo-partfcula son del mismo tipo.

En estudios previos realizados con el modelo de jalea deformable
a temperatura cero(2), dentro del esquema de Hartree-Fock. la densidad de
fondo 6ptima, tal que la energfa es IlÚnima. sucede para cuando el témino
directo mi, el témino fondo-fondo y más el témino fondo-electr6n se canc!
lan. Tambi~nse encontr6 que la soluci6n a las ecuaciones de Hartree-Fock
son funciones de onda plana para valores del parronetro adimensional ra
(que tiene que ver con la separaci6n entre electrones) menores que lU1 cie!.
to valor rs y por funciones de onda con densidad de carga localizada para
valores de r mayores(3) que dicho valor. En la literatura estas solucio-s
nes localizadas se les conoce caro "ondas de densidad de carga" o solucio-
nes ''peri6dicas"(4). Estas ftmciones est.m relacionadas con la densidad
de carga electr6nica y, por 10 tanto, en lU1 intervalo de rs la densidad es
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homogénea mientras que en otro es peri6dica.
El hecho de obtener una densidad de electrones peri6dica se in-

terpreta generalmente como que el gas de electrones se cristaliza, obtenién
dose así la llamada "cristalizaci6n de Wigner,,(4).

La predicci6n del fen6meno de cristalizaci6n del gas de electro
nes es una cuesti6n no resuelta aún. En particular, en la literatura exi!
te una gran disparidad en cuanto a la zona de rs en la que debe aparecer
el cristal de Wigner(5). Por otro lado, también falta claridad a la cues-
ti6n de si al paso del sistema de una zona en la que la densidad de elec-
trones es homogénea a otra en la que la densidad es peri6dica, se le puede
asociar una transici6n de fase y cuál es el orden de la misma(6).

Cuando se ha tratado el gas de electrones en el modelo de jalea
deformable, en la aproximaci6n Hartree-Fock con interacciones a través de
potenciales coulombianos, se encuentra que hay divergencias en la expresi6n
para la energía. Una forma de evitar esas divergencias es utilizar un po-
tencial coulombiano apantallado(7). Otra forma es extendiendo los cálcu-
los del H.F. a aproximaciones superiores como RPA en la que los términos
divergentes desaparecen en el cálculo perturbativo de diagramas(7).

Muchas propiedades de interés en los sistemas en que eventual-
mente puede tener aplicaci6n el modelo que nos interesa, dependen de la t~
peratura, por esto es de interés extender los c~lculos que se han venido
realizando a temperatura cero, al caso de temperatura distinta de cero.

La finalidad de este trabajo es presentar los resultados obtenl
dos para el modelo de jalea deformable de gas de electrones con interacci£
nes tipo Yukawa, a temperatura distinta de cero, en la aproximaci6n Hartree-
Fock. En particular interesa presentar las soluciones a la ecuaci6n de
Hartree-Pock, la densidad de electrones como funci6n de la temperatura, el
comportamiento del calor específico y la funci6n de Helmholtz como elemen-
tos para contribuir a la discusi6n sobre la posible transici6n de fase y la
crista1izaci6n de Wigner en el gas de electrones.

l. ONDASDE DENSIDAD DE CARGAEN a GAS DE ELECTIlONES OON POTENCIAL
aJlJL(J.ffiIANO APANfALLAOOA T = o

El concepto de onda de densidad de carga ha sido impulsado por
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los trabajos de Overhauser y seguidores en diversos sistemas físicos. Den
tra de esta linea de trabajo se run propuesto(1,4) como soluciones a las -
ecuaciones de Hartree-Fock funciones de onda que son generalizaciones de
las propuestas originalmente por Overhauser y que son mejores para la ene£
gía. En esta secci6n mostramos la forma de las ecuaciones autoconsistentes
a partir de las cuales se construyen las generalizaciones mencionadas ant~

rionnente.
El Hamiltoniano no relativista del sistema, escrito en segunda

cuantizaci6n viene dado por

1
+ - I Vk.k 'k"k" I

2 kk'
k"k'tI

I Jn(~)Vkk.(~)d~ a~ ak' +
kk'

< a~. ak",ak" + }Jn(~)n(~')V(~.~')~ d~'

(1.1)

donde a; y ak son operadores de creaci6n y aniquilaci6n, respectivamente,
Tkkt son los elementos de matriz del operador energía cinética entre orbi-
tales de tma partícula, Vkkk"'k" son los elementos de matriz del operador
de interacci6n y n(~) es la densidad del fondo. En la Ec. (1.1) el pri-
mer t~rmino representa la energía cin6tica del sistema, el segundo la ene£
gía de interacci6n fondo-partícula, el tercero la interacci6n partícula-
partícula y el cuarto la interacci6n fondo-fondo.

La energía del sistema viene dada por

(1. 2)

y la distribuci6n del fondo que la optimiza' satisface la siguiente rela-
ci6n(2):

(1. 3)
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Esta distribuci6n del fondo reduce la expresi6n de la energía a

1
E = L Tkk - 2" L Vkk'k'k'

kk kk'
(1. 4)

la cual define o caracteriza al modelo de jalea. Como puede verse la ener
gía está formada s6lo por dos términos, el primero corresponde a la ener-
gía cinética, el segundo se conoce como término de intercambio.

La energía depende de los orbitales con que se calculan los ele-
mentos de matriz de los t~rminos de energía cinética y de intercambio; la
expresión para la energía se minimiza respecto a los orbitales, los cuales
se encuentran sujetos a la condici6n de ortonormalizaci6n, obteniéndose

(1.5)
(1. 5)

esta es la ecuaci6n de Hartree-Fock "reducida", para el problema.
Una soluci6n a esta ecuaci6n, es una funci6n de onda plana. Se

ha encontrado(lO,9) que otra soluci6n a la ecuaci6n de Hartree-Fock, es de
la forma

-ik . r i.9.o• r
~k t.!:) = e - -(1 + (le -) (1.6)

con qo ~ 2~,~ es el radio de Fermi. Esto es, soluciones tipo ondas de
densidad de carga. Una solución autoconsistente que contiene a las ante-
riores puede escribirse como(3)

(1. 7)

donde los coeficientes satisfacen la siguiente ecuaci6n matricial de eige~
valores:

- He;.., <k. + n., k, + n,lVl.b + !!..' k. + n,>e;.., • e;.., : <e;...
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Las soluciones autoconsistentes para el caso de potencial coulan
biano, en funci6n de rs están reportadas en la referencia (3).

2. ONDAS DE DENSIDAD DE CARGAA TIMPERAnJRA FINITA

En esta secci6n se presenta un cálculo a bajas temperaturas, de~
tro de .la aproximaci6n Hartree-Fock, para la energía y la funci6n de onda.

Para introducir la temperatura se usa el Hamiltoniano dado por
la Ec. (1.1) y se calcula un promedio estadístico de dicho operador en
un ensamble gran can6nico. La expresi6n para la energía que se obtiene es

la siguiente:

1
+ I L (Vkk'kk'

kk'

L f nC!9Vkk(~)~ <~k>T +
k (2.1)

+ } fnQ9n(~')V(~,~,)~~' .

Esta expresi6n puede ser optimizada respecto a la densidad del
fondo; y ser reducida mediante la coodici6n de optimizaci6n a la siguiente
relaci6n(IO),

Usando como orbitales para calcular los elementos de matriz que aparecen
en la ecuaci6n anterior, los siguientes:

(2.3)

la ecuaci6n algebraica de Hartree-Fock toma la siguiente forma:

L {
n,

L <k1 + n1lTlk, + n,> <fi >
k k¡ T,
L L Cn,<kl+nl,k,+n,lVlk,+n"kl+n,><Íik/T<Í1k/T Cn,} Cn, •

n2n•• k2k¡

(2.4)
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donde <~>T es la distribuci6n de Fermi de partículas por estado y viene
dada por

1
<"k>T' 6(£k - ~)

e + 1 (2.5)

La ecuaci6n de Hartree-Fock es una ecuaci6n de eigenvalores en
los coeficientes Cn; para resolverla se requiere tener evaluados los ele-
mentos de matriz que aparecen en dicha ecuaci6n. El cálculo se realiza pa
ra bajas temperaturas haciendo uso de la aproximaci6n de Sommerfeld(ll) p;
ra la distribuci6n de partículas dada por la relaci6n

.' d
- - - 6(~ - £ )
66' d£k k (2.6)

Si el parámetro de apantallamiento es K, = ), se recupera el caso
de potencial coulombiano y en ese caso, alguna integral en la Ec. (2.2), es
infinita, lo cual es un reflejo de las conocidas divergencias en la energía
en el caso de potencial coulombiano.

Al resolver las ecuaciones de Hartree-Fock algebraicas, en fanna
autoconsistente, se obtiene como resultado un conjunto de coeficiente e

ntlos cuales al sustituirse en la relaci6n (1.7), dan los orbitales con los
cuales puede construirse la ñmci6n de onda del sistema en el modelo de
partíCUla independiente. La densidad electr6nica del sistema puede cons-
truirse a partir de la ñmci6n de onda a trav6s de la siguiente relaci6n(12):

El cálculo se llev6 a cabo en una dimensi6n; y por lo tanto la carga elec-
tr6nica es 5610 ñmci6n de una variable espacial, que llamaremos x. Las
gr&ficas 1.a y l.b muestran el comportamiento de la carga electr6nica c£
me fUnci6n de x y de re respectivamente para T - O para par~tro de apan-
tallamiento K, • 0.815 r.-l. Al valor que toma la densidad de carga elec-
tr6nica cuando x - O, el cual es el máximo valor que puede tomar para cada
rs y cada T, le llamaremos "perfil de la carga electr6nica". En las gráfl.
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Fig. 1.a. Densidad de carga electrón~ca vs. la coordenada espati~l ~ara
distintos valores de rs a temperatura cero, visto desde el pla-
no p(x) x,
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cas 2.a y 2.b se muestra dicho perfil como funci6n de Ts para diferentes
temperaturas. Estas gráficas son particularmente útiles para analizar la
aparición del cristal de Wigner y las posibles zonas de transici6n de fa-
ses. De la gráfica 2.3 puede verse que para temperatura ceTO, la densi-
dad electrónica es homogénea para Ts entre cero y 32; a partir de Ts = 32,
la densidad es modulada y permanece así en todo el intervalo de Ts' traba-
jado. A medida que la temperatura aumenta, la modulaci6n en la carga apa-
rece a Ts cada vez más grandes, mientras que el intervalo de Ts en el que
existe densidad modulada se va redllciendo, por ejemplo, para T = 40QK s610
existe densidad modulada paTel 35S r s:;¡;50 para el resto del intervalo de r s
la densidad es homogénea. Finalmente para T;::SooK, la densidad pennanecc
homogénea para todo el intervalo de rs considerado en el trabajo (Ver fi~
ra S).

Fig. l.b. Densidad de carga electrónica vs. la coordenada espacial para
distintos valores de rs a temperatura cero, visto en perspecti-
va.
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Fig. 2.a. Parte superior del perfil de densidad de carga electr6nlca en
funci6n de re' para 0,10,20,30 y 40ox.



583

3

o 2~
o
o

.'?
G~
o
E
~••G
~
o

o

o
o

o T'''''

20 40 60
distancio 's

80 100
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rs para las mismas temperaturas anteriores.
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Hay que recordar que el cristal de Wigner supone un confinamien-
to de los electrones en esferas de carga, independientes entre sí, y que
están sumergidas en un fondo uniforme positivo. Dentro de este esquema
consideramos que es más apropiado asociar la aparici6n del cristal de
Wigner cuando el extremo del perfil de densidad de carga sea cero, pues de
esta forma tenemos paquetes continuados de electrones. Por lo tanto, accE
tanda esta forma de ver el cristal de Wigner, y de acuerdo con la Fig. 2.b
se puede decir que este cristal es muy sensible a la temperatura y aparece
5610 para T < ISoK, en una regi6n de r s alrededor de r s = 80.

Obsérvese que de acuerdo a nuestro criterio, la localizaci6n de
la carga no brrplica necesariamente la aparici6n del cristal de Wigner,
mientras que la aparici6n del cristal necesariamente implica la localiza-
ci6n de la carga.

3. EL APANrALLAMIEr-TO

El potencial utilizado tiene la fonma

V("-,,,-' )
-k.Jx-x'l

e2 e --

1"- - ,,-' I
(3.1)

donde Ko se conoce como parámetro de apantallamiento, y KF el momento li~
neal del nivel de Fermi.

Se sabe que en la zona de metales, la teoría de Thomas-Fermi(S)
proporciona una expresi6n para el parámetro de apantallamiento, de la for
rna

k. (3.2)

Cuando se usa dicho apantallamiento rara realizar los cálculos
da como resultado una inhibici6n total de las ondas de densidad de carga,
tal y como es conocido en la literatura(S). Por otro lado, proporciona
también energías que corresponden a estados no ligados. Estos resultados
son lUla consecuencia de que la fonna de apantallar de esta teoría inhibe
el efecto del potencial.
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Por otro lado, se sabe que para largo alcance un tipo de apanta.
llamiento adecuado est~ dado por la teoría de Linhard; la cual, para gran-
des distancias, proporciona un potencial de la forma

(3.3)

Este apantallamiento es adecuado para Ts grandes y tiene la característica
de que modifica el alcance del potencial de Coulomb pero no lo inhibe. La
forma del potencial de Coulomb modificado por la teoría de Linhard, se ob-
tiene de la transfonmada de Fourier de la funci6n dieléctrica efectiva:

4nl - - x(q)
2 -q

(3.4)

(3.5)

donde fk es la funci6n de distribuci6n de Fermi de electr6n libre. Esta
transformada es inmanejable en cálculos prácticos.

Aceptando que el apantallamiento para Ts grandes no debe ser tan
fuerte como el de Thomas-Fermi, sino que debe permitir que exista potencial
de interacci6n al estilo de la teoría de Linhard, pero que a su vez permi-
ta tener una expresi6n para el potencial, que sea manejable en cálculos
prácticos (de ser posible para todo rs) proponemos un potencial tipo
Yukawa con parámetro de apantallamiento menos fuerte que el de Thomas-
Fermi y que simule al de Linhard. Se propone un parronetro de apantalla-
miento de la forma

(3.6)

Con este apantallamiento se encuentra que se predicen estados
amarrados en un intervalo más amplio de rs si se compara con el de Thomas-
Fermi. Por otro lado, en el intervalo de rs correspondiente a metales
proporciona valores para los calores específicos equivalentes a los que
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?roporciona el apantallamiento de Thomas-FeTImi. El calor especifico se es
cribe en la siguiente forma:

Cv • yT

donde y es un factor constante. La Tabla 1 muestra los valores para y que
se obtienen utilizando el apantallamiento propuesto. En esa misma tabla
se incluyen los valores que se predicen con el apantallamiento de Thomas-
F,mni y el modelo de electr6n libre, los valores experimentales (9). Coro
puede verse, nuestros valores se acercan a los experimentales 5610 para
elementos tales como: Mg. Ca, Sr, y Ba del grupo IlA; Hg del grupo IIB;
Al, In, del grupo IIIB; Sn Y Pb del grupo IVB.

4. PROPIEDADESTERMJDINAMlCAS

En la secci6n anterior hemos visto que cuando se resuelve la
ecuaci6n de Hartree-Fock a temperatura finita para el gas de electrones,
el sistema puede encontrarse en dos posibles configuraciones: una en la
que la densidad de carga es homogénea Y le corresponde como soluci6n una
funci6n tipo onda plana; otra en la que la densidad de carga es modulada
en el espacio y le corresponde una soluci6n tipo onda modulada. Para
r5< 32 la densidad de carga es hanogénea e independiente de la temperatura;
mientras que para rs> 32 existe. a T = QOK, densidad de carga JTKXlulada.
En este último intervalo de rs' se observa que, a medida que aumenta la
temperatura. manteniendo fijo el valor de rs' la modulaci6n en densidad de
carga va disminuyendo hasta que a una temperatura determinada y distinta
para cada rs' a la cual llamaremos de "Transici6n" y denotaremos por Tt,
desaparece completamente obteniéndose para temperaturas mayores una densi-
dad de carga homogénea (ver Fig. 3). Si el paso de una configuraci6n a
otra puede tratarse como una transici6n de fase y cual es el orden de la
misma. es una cuesti6n que aún está en discusi6n. Fn esta secci6n desarr£
lIamos algunos elementos de termodinámica del sistema con el fin de contri
buir en dicha discusi6n.
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TABLA 1

COEFICImrE DE CALOR ESPECIFICO POR MJL

lO"~ 10" ~ lO.' ~ 10" cal
Grupo Metal 2 rs °K2 mol moloK2 molok2 moloK2(EXP) (Libre) (Thanas'Fenni) (Nuestro)
LA Li 1 3.25 4.2 1.8 2.34 2.8
" Na 1 3.93 2.5 2.6 3.51 4.4
" K 1 4.86 4.7 4.0 5.49 7.5
" Rb 1 5.20 5.8 4.6 6.34 8.8
" Cs 1 5.62 7.7 5.3 7.47 10.7

lB Cu 1 2.67 1.6 1.2 1.54 1.8
" Ag 1 3.02 1.6 1.5 2.00 2.4
" Au 1 3.01 1.6 1.5 1.99 2.3

5A Nb 1 3.07 20 1.6 1.45 2.5
2A Be 2 1.87 0.5 1.2 3.06 1.6
" Mg 2 2.66 3.2 2.4 4.75 3.5
" Ca 2 3.27 6.5 3.6 5.72 5.7
" Sr 2 3.57 8.7 4.3 6.20 7.0
" Ba 2 3.71 6.5 4.7 2.07 7.7

8A Fe 2 2.12 12 1.5 1.82 2.1
7B Mn 2.14 40 1.5 1.93 2.1
2B 2n 2 2.30 1.4 1.8 2.25 2.5
" Cd 2 2.59 1.7 2.3 2.89 3.3
" Hg 2 2.65 5.0 2.4 3.04 3.5

SA AL 3 2.07 3.0 2.2 2.70 2.9
" Ga 3 2.19 1.5 2.4 3.04 3.3
" In 3 2.41 4.3 2.9 3.72 4.2
" n 3 2.48 3.5 3.1 3.96 4.5

4A Sn 4 2.22 4.4 3.3 4.18 4.6
" Pb 4 2.3 7.0 3.6 4.50 5.0

5A Bi S 2.25 0.2 4.3 5.37 5.9
SA Sb S 2.14 1.5 3.9 4.83 5.3
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Fig. 3. Densidad de carga electrónica alrededor de X
a 0,20,35,45 y 50oK.
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N6tese que las dos configuraciones en que el sistema puede encon-
trarse tienen diferente stffietría, por 10 tanto, el paso de una configura-
ci6n a otra, implica un cambio de simetría. Existe una temperatura de
transici6n T

t
, la cual depende de Ts segÚn se muestra en la Fig. 4. Exis
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te también una temperatura critica abajo de la cual existen combinaciones
de Ts y T que penmitcn tener una transici6n entre las dos configuraciones,
mientras que arriba de la misma no hay posibilidad de tener transici6n al
guna para cualquiera que sean las combinaciones de Ts y T (ver Fig. S).
La temperatura crítica en nuestro caso result6 ser del orden de SOoK. Es
tos aspectos son característicos de una transici6n de fase. Por 10 tanto,
podemos afirmar que el gas de electrones con interacciones tipo Yukawa,
presenta algunos aspectos de una transici6n de fase; aún no podemos afir-
mar que sea una transici6n de fase completamente ya que no hemos hecho un
tratamiento exhaustivo de los aspectos termodinámicos que caracterizan una
transici6n de fases.

Para decir algo sobre el orden de la posible transici6n de fase,
es necesario examinar el comportamiento de algún potencial termodinámico y

de sus derivadas, siguiendo el criterio de Ehrenfest(13).
A partir de la soluci6n de la ecuaci6n de Hartree-Fock, se obtie

ne una expresi6n para la energía por partícula del sistema. A partir de
la expresi6n para la energía puede obtenerse el calor específico. A par-
tir de éste, puede construirse la entropía, y junto con la energía usarse
para construir la funci6n energía libre de Helmholtz. Las expresiones de
calor específico y energía libre de Helmholtz que hemos encontrado son las
siguientes:

F

(4.1)

(4.2)

donde los coeficientes B,D,M y Q son coeficientes nwn6ricos determinados al
resolver el problema, y dependen en general de rs y T.

Las Figs. 6 y 7 muestran el comportamiento de la funci6n de
Helmholtz con la temperatura para rs~ 32, donde la densidad es homogénea y
para rs> 32 donde la densidad es modulada respectivamente.

Como puede verse para rs :ií 32 la curva que da la funci6n de
Hennholtz como funci6n de la temperatura, es característica de un sistema
estable termodinamicamente(14), 10 que significa que el sistema se encuen-



590

TI !
(OK) T

.0

z
Q
u
¡¡;
z
oC~o-
:!I
oC
z~o-
oC
z
••••.
'"•••o-

20

lO

10

•

'.
DISTANCIA "

Fig. 4. Variación de la temperatura de transici6n con re.



r

2.0

+
rs t 40

o rs"' 45
O rs -50
* rs cGO
.o. r "90

591

z
O
o
""...J
::Jo
O::E

'"o
Oo
""a:
'" 1.0

O 10 20 30
TE MPERATURA

40 ---50 T(OK)

Fig. 5. Modulaci6n de la densidad de carga vs. temperatura para rs e 40,
45, 50, 60 Y 90.



592

_3
(10 R,d.)

-9.4430

-9.4442

-9.44~0

-9."~8

TEMPERATURA (. K

o 10 20 30 40

Fig. 6. Funci6n libre de Helmholtz vs. temperatura con rs::i 32



-2 )(10 Ryd

593

-1.30

-1.34

-1.40

100 -,'s -32
's =60

TEMPERATURA (OK)

O 10 20 30 40 50

Fig. 7. Funci6n libre de Helmholtz vs. temperatura para 32 < rs::ií 100.



594

tra en una fase homogénea, a saber, la de densidad homogénea. Maentras
que para 100 ~ Ts ~ 32, la curva representa un sistema estable entre cero
y una temperatura T1; luego, entre T1 y Tt tiene una regi6n que represen-
ta un sistema inestable, y, finalmente, para T> Tt' representa un sistema
estable nuevamente. Para temperaturas entre cero y T1 la densidad es mo-
dulada por lo que esta parte de la curva puede interpretarse como represen
tativa de una fase, la fase de densidad modulada que podemos llamar "Fase
torl. La parte correspondiente a T> Tt puede interpretarse como repre5cnt~
tiva de otra fase, la fase con densidad homogénea a la cual denotaremos
como "Fase H". Cuando el sistema se encuentra a la temperatura Tt no pu,£
de sostenerse estable y tender~ a estar en una fase o en otra.

Las Figs. 8 y 9 muestran el comportamiento del calor específico
con la temperatura, observándose 10 siguiente: Para rs < 32, donde fun-
ciones de onda plana describen adecuadamente al sistema, el calor específl
ca en funci6n de la temperatura es una recta. En particular, este result~
do coincide cualitativamente con 10 que se observa en la regi6n de metales.
Para r > 32, el calor específico crece lentamente pero distinta de una re
laci6n lineal para temperaturas abajo de la temperatura de transici6n; al
rededor de la temperatura de transición el calor específico disminuye fue£
temente pero en forma aparentemente contínua, hasta que a partir de la te~
peratura de transici6n su comportamiento con la temperatura sigue una rec
tao La gráfica de e vs. T muestra que se requiere más energía para elev _

var la temperatura del gas cuando se encuentra en la configuraci6n de de~
sidad modulada que cuando se encuentra en la configuraci6n de densidad h~
mogénea. Esto se debe a que, cuando se parte de la configuraci6n con cú-
mulo de electrones y se eleva la temperatura, parte de la energía suminis
trada al sistema se utiliza para ir deshaciendo los cúmulos.

Los resultados sobre el calor específico aún no son completamen
te concluyentes para caracterizar la transici6n, ya que permiten por lo
menos dos interpretaciones: (a) Puesto que no hay una discontinuidad en el
calor específico, el cual es una segunda derivada del potencial termodin!
mico que construimos, entonces el orden de la transici6n no es dos. Y
por el comportamiento de Cv alrededor de la temperatura de transici6n pu~
de esperarse que haya una discontinuidad en derivadas de orden superior de
F; en cuyo caso la transici6n sería de orden mayor que dos. (b) Sin embar
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go el comportamiento del calor específico puede ser interpretado de otra
fonna: se sabe que cuando se realizan cálculos con métodos del tipo campo
promedio en regiones en las que una cantidad varía bruscamente, el método
proporciona una variaci6n suave de la cantidad a que hacernos referencia.
El mlÓtodoHartree-Fock es fundamentalmente un método tipo campo promedio,
por 10 que la variaci6n del calor específico alrededor de la temperatura
de transici6n, puede ser que esté apareciendo suave por el TOOtodo de cál~
10 y que corresponda a una variaci6n real más brusca. Si éste es el caso,
el orden de la transici6n sería dos. Si el orden de la transici6n es dos,
puede hacerse un an~lisis siguiendo el método de Landau-Ginzburg(14). En
pr~r lugar se requiere construir un parámetro de orden y analizar dicho
parámetro en funci6n de la temperatura. El parámetro de orden debe tener
la característica de ser cero en la fase más simétrica y distinta de cero
en la fase menos simétrica. Siguiendo esta línea se construy6 un parámetro
de orden como

p(~)
r=---

po(~)

La Fig. 5 muestra el ccmportamiento del par~tro de orden con la temper!!.
tura. Cano puede verse el parámetro de orden se va a cero en la fase rMS
simétrica, en fonma contínua, lo cual es característico de una transici6n
de segundo orden. Por otro lado se requiere analizar el comportamiento de
algÚn potencial termodinámico, adecuado a las condiciones del problema,
son el par~etro de orden. La Fig. 10 muestra a la funci6n de Helmholtz
en ténminos del parámetro de orden. La forma de la curva F vs. r coincide
cualitativamente con la que se espera para una transici6n de segundo orden,
en la teoría de Landau-Ginzburg.

De cualquier forma el problema de existencia y caracterizaci6n
de una transici6n de fase en el gas de electrones, no está aún resuelto.
Consideramos que será de mucha utilidad para avanzar en esta direcci6n,
construir una ecuación de estado y analizar el comportamiento de la com-
presibilidad isoténmica y derivauas de orden superior de F. Este es mat~
rial que estamos desarrollando y cuyos resultados reportaremos posterior-
mente.
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5. CONCLUSIONES

El uso del potencial tipo Yukawa permite el manejo de soluciones
Hartree-Fock a temperatura finita en el gas de electrones.

El factor de apantallamiento que satisface la teoría de Thomas-
Fermi, inhibe la aparici6n de ondas de densidad de carga.

El factor de apantallamiento que se propone en este trabajo, pe!
mi te la obtenci6n de ondas de densidad de carga y reproducir los valores
esperirnentales del calor específico de algunos metales.

Se proporcionan elementos que penmiten diferenciar entre la apa-
rici6n de ondas de densidad de carga y la aparici6n del cristal de Wigner.

Confonneel factor de apantallamiento tiende a cero, existen i!!,
tegrales que definen la energía, las cuales tienden a infinito además de
que se obtienen valores negativos para el calor específico. Esto lo inte!
pretamos como una manifestaci6n de las divergencias ya conocidas en el ca
so de potencial coulombiano.

El cristal de Wigner y la posible transici6n de fase son muy se~
sibles a la temperatura; por ejemplo, la posible transici6n de fases desa.
parece completament~ para T > SOoK en la zona de rs reportadas. Mientras
que el cristal de Wigner desaparece para T > lSoX para rs ~ 100.

El gas de electrones con interacci6n Yukawa, presenta aspectos
tenoodinámicos característicos de tma "transici6n de fase". El orden de
esta posible "transici6n" no está aoo bien tenninado.
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