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RESUMEN

Actualmente, el reconocimiento de patrones débiles sumergidos en ruido
de estadfstica conocida es de importancia fundamental en diferentes campos de
aplicacidn del procesamiento de sefiales ( V.g4., radares, comunicaciones, fil
tracién Sptica, instrumentacién electrénica). En este trabajo se estudiara
el proceso de reconocimiento de un patrdn aleatorio de pulsos idénticos sumer
gido en ruido blanco gaussiano, mediante la técnica de filtracién adaptada

(matched giltering).
ABSTRACT

Nowadays, the recognition if weak patterns immersed in noise with known
statistics is of great importance in the different application realms of
signal processing (radars, communication, optical filtering, electronical
instrumentation). In this article the process of recognition of a random
pattern of identical pulses immersed in Gaussian white noise will be studied,
using the matched filtering technique.
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INTRODUCCION

Usualmente se define sefial como una cantidad que, de alguna manera, con
lleva informacidén sobre el estado de un sistema fisico bajo observaciﬁn(l).
En consecuencia, las sefiales son el resultado de la composicidn de dos enti-
dades fundamentales: una estructura, denominada patrén, en la que se ha codi-
ficado dicha informacidn, y el resto de la sefial, denominado Tuido, el cual en
lugar de portar informacién adicional, distorsiona el patrén. Ambas entidades
(patrdn y ruido) pueden ser deterministicas o aleatorias y su composicidn, 1i-
neal o no-lineal. En muchos casos de interés(z) (v.gr., radares, filtracién
Optica, tratamiento de speckles, procesamiento de sefiales médicas) las sefiales
son el resultado de la adicién de wn patrén aleatorio a ruido aleatorio, esto

es,
£(t) = s(t) + n(t) , 1)

donde f(t), s(t), n(t) son funciones aleatorias de cuadrado integrable(l) que
representan la sefial, el patrén y el ruido respectivamente. La recuperacién
de la informacién codificada en el patrén se realiza empleando técnicas de fil
traciﬁn(s) acordes con cada problema especifico (v.gn. reconocimiento de patro
nes -pattern recognition, matched filtering-, suavizacién -smoothing filtering-,
restauracidn -inverse filtering-). El reconocimiento de patrones por filtra-
cidn adaptada(4) (matched filtering), técnica que se empleari en el presente
articulo, permite la identificacién de un patrdn especifico en una sefial dada,
es decir, la determinacién de su presencia o ausencia en dicha sefial. Por lo
tanto, la aplicacidn de esta técnica requiere del conocimiento previo del pa-
trén y de la estadistica del ruido al que &ste se ha adicionado; Y su resulta-
do es la sintesis del dispositivo lineal Sptimo para la ejecucién del reconoci-
miento, esto es, la determinacidn de 1a funcién de respuesta al irnpulso(s)
(FRI) que caracteriza el comportamiento de tal dispositivo, sujeta al cumpli-
miento de un criterio de identificacién previamente definido.

La FRI de un sistema lineal (apéndice B.4) es una funcién de cuadrado
integrable, h(t), tal que si f(t) es 1a excitacién a la entrada del sistema,la
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respuesta a la salida serd la funci6n de cuadrado integrable (Fig.1)

y(t) = h(r)*£(7) = r f(1) h(t-t)dr (2)

=00

donde * representa la funcitn de convolucién(@. Reemplazando (1) en (2) ob

tenemos

y(t) = h(1)*s(x) + h(*n(x) = S (t) +n (1) . (3)

o ey eI
L

Fig. 1. Representacidn de caja negra para un sistema lineal.

En el proceso de reconocimiento de patrones por filtracién adaptada,
el criterio de identificacifn pertinente es el de la razén-sefial-ruido 6pti-
ma (optimal signal-to-noise-ratio) en la respuesta del dispositivo. Esta can
tidad, designada como SNR, estad definida como la razén entre las potencias
miximas de so(t) y no(t), esto es

2
_ 15 ax
= . > (4)
17 () “ax

Los dispositivos que se sintetizan con base en este criterio de iden-
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tificacién se denominan filtros adaptados (matched §iftens). Cuando la se-
fial de excitacién del filtro consta de un patrdn adicionado a ruido blanco

gaussiano estacionario (cuya estadistica serd revisada en el proximo aparta

do), la SNR estard dada por(f’)
s, ()12
BRI A (5)
<In ()|

donde <|n0(t) |2> es la potencia promedio del ruido de salida del filtro, cu
ya FRI, para este caso, se definird como

h(t) = s*(-t) , (6)

donde s*(-t) es el complejo conjugado con conteo reverso del patrdn s(t).
Reemplazando (6) en (3) obtenemos la respuesta del filtro:

y(t) = s*(-0)*s(1) + S*(-)*n(1) = I (8) + n (1) @)

donde T‘SS(t) es la funcidn de autocorrelaciénM) del patrdn (apéndice B.2),

1)

cuyo valor central es la norma cuadrada del patron y constituye un maxi-

mo conocido como pico central de la autocorrelacidn, esto es,

r (0 = Is(t)l?

Se concluye entonces que, si la potencia del pico central de autoco
rrelacién del patr6n es significativamente mayor que la potencia promedio
del ruido de salida del filtro, la respuesta y(t) presentard un destello
que contrastard con un fondo ruidoso(z) (Fig.2), el cual indicarad la presen
cia del patrén en la sefial de excitacifn.

Esta técnica logra identificaciones sorprendentes cuando el patrfn
consta de un tren o secuencia de pulsos débiles sumergido en ruido. En es-
te caso, la potencia del pico central de autocorrelacién del patrdn depende
T de la longitud del tren, es decir, del nfmero de pulsos que lo conforma.
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Nyt

Fig. 2. Respuesta tipica de un filtro adaptado en un proceso de reconocimien
to de patrones:
a. Ilustracién de los términos de la Ec. (7)
b. Ilustracién de la respuesta, Y{t). N&tese que el pico central de
la autocorrelacifén del patrdn sobresale de las fluctuaciones del
ruido. '
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Se requiere, per lo tante, caleular la lengitud necesaria para minimizar el
riesgo de error por falsa alarma (tomar una de las fluetuaeienes del ruide

como si fuera el pico central de autocorrelacifn del patrén) y/o deteceifn
fﬂiuda (temar el pieo central de la autocorrelacién del patrén come si fug
ra una de las fluetuaeienes del ruida)( )

fin el presente trabajo se desarrella, de manera formal, el procese

de recenecimiente de un patrén censtituido per un tren aleatorio de pulses
idéntices débiles sumergide en ruide blance gaussiane estaecionarie, apliean
do ia téenica de filtracién adaptada antes deserita. Hste desarrello eefi-
prende, en primera instancia, una diseusidn sebre 1a estadfstiea del ruide
biance gaussiane estacienarie y, en segunda instaneia, u estudie del esmper
tamiente del filtro adaptade y de 1a longitud del tren requeridos para ase-
gurar un reconocimiente exitese.

RUIDO BLANGO GAUSSIANO ESTACIONARIO

1 ruido blanece gaussiano estacienarie (apéndice D) es un procese
aleatorio cuya mlitud, a(t), fluetfla estrechamente alrededor de un valer
premedie fije, 1, de manera que 5us valores instantfneos son estadisticamep
te independientes y se distribuyen de acuerdo con la funcifn de densidad
(Pig. 3)

pm.mm[:%@j R

donde 1a constante ¢ es la varianza de tal distribueién, Teniende
en cuenta que I = (ﬂ=ﬁ)z es la potencia instantdnea de las fluetuacienes, la
funcidn de densidad para tal potencia serd, entences,

o) = momes(n) = Iy w0 [- 4] wey )

dende u(i) es 1a funeifn esealdn unitarie (apéndiece C) y el factor 2f es ¥e
queride per 1a nemmalizacién. Bl valer promedie y la varianza para esta Al
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Eig; 3: Ruiue Blanes gaussiane estacienarie:
4. Representacifp en el deminie temperal
b: Representacifn en el deminie de las afplitudes (eampana de Bauss).
Bl valer n de esta distribueidn EOFFEspShAe & 1a amplitud premedis
del ruide en 1a representaciBp temperal ¥ 84 desviaciBn estdndar

estd relacisnada een 1a amplitud de ias fluetuacisnes del #uide e
el deminis temssral,
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cién de densidad son, respectivamente, TI= 02 y 62 = (02]2 de manera que su

fluctuacidn relativa serd c = €/T = 1.

Un aspecto de especial interés por su aplicacién en el reconocimiento
de trenes de pulsos, es el de la estadistica correspondiente a la superposi-
cién incoherente de N muestras de ruido blanco gaussiano estacionario esta-
disticamente idénticas. La funcién de densidad para la potencia del ruido

resultante serd (apéndice D.3)

(L) & e AT I 09 9)
oy(1) = 5N T 7| ¢ (

y en consecuencia, su potencia promedio, varianza y fluctuacién relativa son,
respectivamente, Tﬁ = NI, 65 = Nfz, oy = GN/Tﬁ = 1//N. Estos resultados indi
can que, aunque la potencia promedio del ruido resultante es mayor que la de
cualquiera de las muestras individuales, las fluctuaciones de aquél son mas
estrechas que las de éstas, es decir, la superposicién incoherente tiene el

efecto de homogeneizar el ruido contenido en las muestras.
RECONOCIMIENTO DE UN TREN ALEATORIO DE PULSOS IDENTICOS

Un tren de N pulsos idénticos, cada uno con perfil s(t) y duracién T,
distribuidos de acuerdo con la secuencia temporal aleatoria {tn/ 1<n<N,

|tn+1 - ty|>T},se define como (Fig.4)

N
sy(t) = s(t)* n'El G(t-tn} (10)

donde &(t) es la funcién delta de Dirac (apéndice A). De la Ec.(6) se conclu
ye que la FRI del filtro adaptado adecuado para el reconocimiento de este pa

tron es

N
h(t) = s{(-t) = s*(-0)* I 8(t-ty) . (11)

Reemplazando (10) y (11) en (7) y aplicando las propiedades algebraicas de la
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Fig. 4. Tren aleatorio de pulsos idénticos sumergidos en ruido blanco
gaussiano estacionario:
a. Ilustracién separada del tren y del ruido. Se ha elegido por sim
plicidad, un perfil rectangular para los pulsos.
b. Ilustracidn ampliada de las muestras de ruido blanco gaussiano to
madas por los pulsos del tren.
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cenvelucifn (apéndice B), tendremes la respuesta del filtre cuando el tren es-
td sunergide en el ruide n(t), el cual tomaremes ceme blance gaussiane esta-
cienarioe!

y(¥) = sf(-1)%sy(1) + sf(-7)*n (1)

Pgg (1) nfm[G(f“tﬂ)*ﬁCf*tm)l *

[s¥(=7")hn(r")] * B8 (r-t) (12)
A
dende, de acuerde cen la Ee.(3),
8o (t) iI},CfJ* nfm [a(s” t)* G(f’=tm)1 (13,a)
Rolt) =[s*(=+")Mm(x")]* L(r-t)) (13,b)

siendo s,(t) la autecorrelacién del tren y ngttj el ruide de salida del fil-
tro. la sumateria que aparece en (13,a) puede escribirse de 1a siguiente ma-
nera!

m?n §lr*-t )" B("-t) = g d(x) * mgn ﬂ($*§m=tﬂ)

= Ni(r) + mﬁﬂd(f*tm=tn)
de manera que (13,a) queda

Bo(t) = Tgg(D) INS(T) + | 8(repet)]

*NTge(t) + B Tegltrtgty . (14)
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De esta expresifn se cencluye que la autecorrelacidn del tren €8s, & BU veg,
una secuencia de pulses cada une de les cuales tiene un perfil r (t), una
duracién 2T (apéndice B.2) y una amplitud que depende de 1a gleateried&d de
la secuencia de diche tren, esto, es, del nimere de autocorrelaciones indi-
viduales que contribuyen a la autecorrelacién del tren para cada uno de los
valores de m y n, Por lo tanto el pice central de auteearrelacidn, defini-
do por el primer términe de 1a He,(14), estd formado per N eentribueienes,
mientras que cada une de les pulses del fendo, definides per les términes
de 1a sumatoria de la misma ecuacifn, estard formado por un nfmere de con-
tribuciones mener que N. FEn efecto, la potencia mixima del pice eentral
es significativamente mayer que la potencia de cualquiera de les pulses in-
dividuales del fondo. De hecho, mientras la petencia mixima de dicho piee
central es

= |ss (0% = N 12 (0)
la petencia tetal del fondo es
Ip = NOV1) T2,00) .

En consecuencia, el centraste pice-fondo para la autocorrelacidn del tren se
¥

I N
C!TEEW:T

le cual implieca que cuande N>>1 entonces C~1, es deeir, 1a potencia concen-
trada en el pieco serd igual a la potencia distribuida en el fondo. La imper
tancia de este resultade consiste en indicar que para asegurar un reconoeci-
miento exitese, basta cen tener en cuenta el pieco central de autecerrelacién
del tren, pues, el fonde quedard sumergido en el ruide (Fig,§),

De la Be.(13,b) se econcluye, a su ver, que nor,t) es el resultade de
la superposicién de muestras tomadas sebre el ruide de entrada, n(t), por los
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Y(t)= Solt)+1y(t)

Fig. 5.
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Reconocimiento de un tren aleatorio de pulsos rectangulares idénticos:

a. Ilustracidn separada de las ecuaciones (13,a) y (13,b) para el caso
en que el perfil de los pulsos es rectangular.

b. Ilustracidén de la Ec. (12) para el mismo caso.
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pulsos del patrdn (Fig.4). De ahi que la estadistica de las muestras indivi-
duales y de su superposicidn dependa de n(t), s(t) y la secuencia temporal
{tn}. Cuando n(t) es ruido blanco gaussiano estacionario y s(t) es un perfil
suave con duracidén significativamente mayor que las fluctuaciones de n(t),
las muestras tomadas por el patrdn serdn también ruido blanco Gaussiano esta-
cionario y, ademds, serdn estadisticamente idénticas e incoherentes. Por con
siguiente, no(t] describe la superposicién incoherente de dichas muestras, de
acuerdo con la estadistica descrita en el apartado anterior. Reemplazando
(14) en (12) tendremos la respuesta del filtro que ejecuta el reconocimiento
del tren (Fig.5)

y(t) = Nl‘ss(t) + mr‘m I‘ss(t+tn—tm) + no(t) ; (15)

Es claro que el éxito del reconocimiento depende de que pueda llevar-
se a cabo la identificacidn del pico central de la autocorrelacifén del tren
entre el ruido de salida del filtro, esto es, que dicho pico central sobresal
ga de entre las fluctuaciones del ruido de manera suficiente para minimizar
los riesgos de falsa alamma y deteccidn fallida. La garantia del éxito, por
lo tanto, estid asegurada por la satisfaccién de la siguiente relacién:

I =]
2_N>ey . (16)

Iy

El miembro izquierdo de (16) es una medida del contraste entre el pi-
co de autocorrelacidn del patrén y el ruido de salida, y el miembro derecho
es la fluctuacién relativa de dicho ruido de salida. Empleando los resulta-
dos antes obtenidos, podemos reescribir (16) asi

5. 2

N“T_2(0

__ﬁ(__)_ o , a7
i VN

N
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dende, de acuerde cen (5),

PHOBIENG
rN T
¥y (17) quedaria
By - 1
e hien,
w@l 154 (18)

donde ;. (0) es la potencia individual de un pulse del tren e T es la poten-
¢ia promedio del ruide de entrada, de manera que (18) permite detemminar la
lengitud que debe tener el tren, esto es, el nfmere de pulses necesarie para
que su presencia en la sefial sea identificada exitosamente, Obviamente, di-
€ha determinacidn exige una estimacifn del éxito del receneeimiente, la eual
puede realizarse a partir de la Ameifdn de distribucién de prebabilidades pa-
ra la intensidad del ruido de salida (apéndice D.2),

o <[i-mo - (34 ()

La probabilidad de que el ruido de salida tenga fluetuacienes gue eeulten el
pice de auteeerrelacidn del tren ner&c )

ATyelely] = (1) = ay(TY)

cwo [ 3 N %E?]k’m 3 i g
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y ceme ol = it TN = NT (apéndices D.2, D,3) tendremes

- _ N’l k k N=1 k
MTyeel ) = BX-NENR) 1o BV - Bxpcn) Lo i

Nétese que euando N+, P[TN@&I 120, en censeeuencia, mientras mas largo sea
el tren menor serd la probabilidad de que su pico de autecerrelacién sea eeul
tado por las fluctuacienes del ruide de salida y, per lo tante, la probabili-
dad de éxito en el reconecimiente serd mayor. Podemes, entences, definir es-
ta probabilidad de éxito come

Py

L= P Tyelel

N=1 \k N-1 k
Lo BPCN) g B - BRCNERY) 5 BT ek (20)

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha estudiade, de manera formal, el procese
de reconocimiente de un tren aleaterie de pulses idéntices, sumergide en rui-
de blance gaussiane estacionarie, mediante la tdenica de filtraeién adaptada
(matched filtering). Les resultades ebtenidos (expresienes (18) ¥ (20)) per-
miten, respectivamente, determinar la longitud adeecuada para gue la identifi-
cacidn del tren sea exitesa y estimar el éxito de diche procese de identifica
€idn.
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APENDICES

A Funcibn detta de Dinac!?!

A.1 Definicidn:

§(t - to) =0 para t# t, ¥

t0+e
Jmé(t - to) dt = j 8(t - to) dt =1 con €>0

o 1
0

A.2 Simetrias:

6(t) = -21; r EXP(+iwt) dt, por lo tanto, &(t) = &*(t)

§(t) = 6(-t)

A.3 Tamizacién o muestreo (shifting):

fltyksfa) = Im f(r) 6(t-1) dr = £(t)

-

B. Algunas propiedades de fa conuoﬁuc&ﬁnt4)

B.1 Definicidn:

F(t)*a(t) = J £(¢) g(r-t)dt

[=<]
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B.2 Relacidn con la correlacidn:

B.3

B.4

(

c.1

C. Funcibn paso unitarnio, escaldn unitario o funcibn de Heaviside

re (1) = £(0)* g*0) = | £(gh(e0Ide
si f(t) = g(t), tendremos
Tsplt) = J EOE (-0t y  Tee(0) = M€ = Jm|f(t)|2dt

de estas expresiones se concluye ficilmente que, si f(t) es un pulso
de duracién T, su autocorrelacidén tendrd una duracién de 2T.

Transformada de Fourier: simbolizando la transformada de Fourier con
la letra F, tenemos que si F{w) = F[£(t)] y G(w) = Flg(t)] entonces

FIf(t)*3 (t)] = F(w) G(w)

Aplicacifn a sistemas lineales (Fig.1): un sistema lineal es un dis-
positivo caracterizado por uma funcién h(t) y tal que, ante una exci-
tacién (funcién de entrada) f(t) entrega una respuesta

y(t) = h(t)*£(t)

La funcién h(t) se denomina funci6n de respuesta al impulso (FRI) por
que, de acuerdo con A.3, si la excitacién es la funcién impulso o del
ta de Dirac, la respuesta serd precisamente h(t).

(4)

Definicidn:

i
u(t-t,) = 4p tety
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b b
€. 2 Jf(tj u(t=tgj dt = J £(t)dt para a<t, ¥y batg
a te

B, Rulde blance gaubséane edtacionare'’rdt!

D.1 Distribucibn de amplitudesi

pfa) = F}:Zf EXP E :(%j i =®BENED

e

2

donde i es 1a amplitud premedie y 6° es 1a varianza.

D. 2 Distribueibn de potenciai teniende en euenta la independencia estadfsti
€a de les valeres de la amplitud, tendremes

o) = amomp(n) = 480 (), ogte

g g

o = e - 4w

g
donde T = (n - M)°

&, Nomalizacién r p(1)dl = 4y raxp[= gii] dl =1
=% f

b Potencia pronedior T = [Ta(nyal = 4 [rwof- &) o - ol

e. Variansai €’ = F(Ifﬁag(i) = a%r (I=17)i EXP [ ;%] di = T

d. Fluetuaeibn relativai e = % =i


mailto:@.t@dt.tj
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D. 3 Superpesicidn incoherente de muestras estadfsticamente idénticas: da-
das las distribueienes gi(x) ¥ B; (%) para la misma variable aleateria
X, la distribueibn de su superpesicifn serd

0iag 00 = 300045000 = [y (o ety
=8
Por 1o tante, la distribucién de potencia eorrespendiente a 1a sUper-
pesicifn ineeherente de muestras de ruide blanee gaussiano serd

(1) = by (1)%85 (1) eapy ()

2
Teniendo en euenta que’ Py (€) = Flg ()] = ;H-L_z_ y sy
aplieands B.3, tendreﬂﬁs

N 2 =
Py(6) = jgl 3(53 = [é[] (13 "y

para un conjunto de muestras estadisticamente idénticas, Aplieando 1a
transformada de Fourier inversa, obtendremes la distribueién de poten-
cia correspondiente a la superpesicifn de las Mltf&!cs i

ey (1) Eﬁ.%-m[= ﬁz} ' u(l)

a. Normalizaeiéni

(o 1+ g [ w0 (1) a1 = 2

=88
b. Potencia prefiedie

Iy ® FI@N ool JTiN‘ exp [

rn'NQ

"

2(N+1)
I di ;5 +
é"] N N-1)1
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Hh

Varianza:

gy " — o2 ~ 1 = 1 2 N I
o -f (I - Ty “py (DI = i pe— l (-E™ & E)CP[ zJ d1

-0 (N"l)1 o

eli = N(UZ)Z

Fluctuacidn relativa:

= N-L

I, N
Comportamiento limite para N=1 : pl{I) = iz E)CP(- —121 u(I)
o} L\ g

= _ 2 2 _ =2 _

L=d - &=L « &

Funcidén de distribucidn de probabilidades

Definicidn:

: 1 Lo 1
o(I) = JDN(I)dI s [ 17 EXp (— —2] a1
B o (N-1)1 7o o
‘P(I)=-EXP[~—-—J[+---+ _ ‘ ]
o? AN D gy 2N Dygyido
I N-1 I1(

o(I =1-EKP[-—-]Z —— u(l

() 2k, Ty 4O

Comportamiento asintdtico:
2(0) =0 , o) =1 , o@|g=1- Exp[' =

a

: ) . -1 K 1 I
lim ¢(1)= 1 - Lim EXP|-=5| & —p—=1 - EXP|- =} EXP —
Noeo Nooo 0%I¥%=0 o kk! o} g

lim ¢(I) = 0
N-oo
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