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RESUMEN

Cominmente se considera que el principio de incertidumbre de
Heisenberg tiene relevancia Gnicamente cuando se consideran sistemas fisi
cos de dimensiones microscépicas. En el presente articulo analizamos su
efecto en un problema cldsico, consistente en un sistema compuesto por dos
pelotas, una de ellas rebotando sobre la otra.
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ABSTRACT

It is usually believed that Heisenberg's Uncertainty Principle
has relevance only when physical systems of microscopic dimensions are
considered. In this article we analyze its effect on a classical problem,
consisting of a system of two balls, one of them bouncing on the other.

Una de las suposiciones basicas implicitas en la mecdnica cldsica
es que, en principiio, un sistema mecd@nico puede ser descrito con cualquier
grado de precisién, {.e., dadas las condiciones iniciales y las fuerzas que
actfian entre los cuerpos, es posible especificar en todo tiempo las posicio
nes y velocidades futuras. Por otro lado, de acuerdo al principio de incer
tidumbre de Heisenberg(ll, es imposible especificar simultdneamente y de
manera precisa el valor de la posicién y el momento lineal de una particu-
la. Este principio es reflejo de la naturaleza fundamental de los fendme-
nos fisicos que acontecen en el mundo microscdpico y su importancia e in-
fluencia son mayfisculas en campos tales como la fisica nuclear y la fisica
atbémica.

La razén por la cual este principio fundamental de la naturaleza
no se manifiesta en forma obvia cuando estudiamos sistemas macroscopicos,

),

pueden entenderse a partir de la forma explicita de éste

AX - AR > h/Z (1)

donde X y &P son la incertidumbre en la posicién y el momento lineal de
la particula y h = 1.0545 x 10-27 erg-seg, es la constante de Planck. Ya

que Px = mVx, vemos que podemos escribir (1) como

X - 8> h/mo (2)

y, para cualquier masa macroscopica, el producto de las incertidumbres en
la posicidn y en la velocidad se vuelven despreciables. Por ejemplo, si
m =1 gr., la relacién (2) da lugar a la condicidn

7

X - &V, > 527 x 10°%7cn. cm/seg. (3)
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mientras que para la masa de un electrdn, m, = .911 x 10_27 gr, da lugar a

6X AV > .578 am. an/seg. 4

Las relaciones (1) y (2) pueden interpretarse como cotas superio-
res a la precisidn con que es posible medir simultdneamente la posicién y
el momento (o la velocidad) de una particula, {.e., por mis refinamientos
en nuestro instrumental de medicién, la precisién no puede superar el 1imi
te impuesto por la igualdad en estas relaciones. De este modo, las Ecs.
(3) v (4) indican el rango de incertidumbre intrinseco a la medicidn simul
tinea de posiciones y velocidades en la mecdnica cldsica y cudntica, res-
pectivamente.

Los razonamientos expuestos arriba parecen indicar que los efec-
tos de la mecdnica cudntica, y por ende el principio de incertidumbre, pue
den despreciarse por completo para sistemas cldsicos. La magnitud de la
incertidumbre implicada por la Ec. (3) parece ser por completo inobserva-
ble. Una consecuencia de esto es que es posible utilizar con toda confian
za las ecuaciones de movimiento cldsicas para describir dichos sistemas.
Sin embargo, estas ecuaciones no son suficientes para la soluci6n del pro
blema. Como es bien sabido, es necesario especificar también las condi-
ciones iniciales del sistema, y es aqui donde el principio de incertidum-
bre puede jugar un papel de gran importancia. Se menciona en libros de
texto alg%ggs ejemplos interesantes de la manifestacidn macroscopica de es

problemas o no corresponden necesariamente a los casos mis ilustrativos.

te efecto Sin embargo, estos se limitan en ocasiones a la seccidn de
El ejemplo que se discute a continuacidn es particularmente interesante por
la simplicidad del andlisis y la claridad con que se manifiesta este fend-
meno.

Consideremos el problema propuesto por Rothman(s), que consiste
en un experimento idealizado con dos pelotas idénticas de ping-pong. Su-
pongamos que estas pelotas, perfectamente eldsticas, se encuentran en una
caja donde se ha creado un vacio completo. Asi mismo, supondremos que po
demos despreciar los efectos de la rotacifn terrestre (o que llevamos a

cabo el experimento en alguno de los polos). Adherimos con pegamento una
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de las pelotas en el suelo de la caja, mientras que la otra es llevada a
una altura determinada sobre la otra cuidando de que los centros de ambas
queden en la vertical. Idealmente, de acuerdo a la mecdnica cldsica, es
posible dejar caer la pelota con condiciones iniciales

(x,y,2) = (0,0,0), (Vx,Vy,VZ) = (0,0,0) ) (5)

con lo cual la solucién del problema es que la segunda pelota rebotari por
siempre verticalmente sobre la otra. Sin embargo, debido al principio de
incertidumbre, las condiciones iniciales (5) son imposibles de llevar a ca
bo en la préctica, ya que violan la condicién (1) en las tres direcciones
(x,y,z) de movimiento. Llamemos x a la direccién en que impartimos inad-
vertidamente velocidad transversal a la pelota. De igual modo, € denotara
altura real a la que la soltamos. Usaremos la mecinica clisica para deter
minar el tiempo necesario para que la pelota caiga y golpee a la otra; lo
que es perfectamente vdlido, como se menciond antes. Este cidlculo da como
resultado (ver figura)

t =/Z i (6)

donde a es el radio de la pelota. Interpretaremos a x y a Vi como la posi
ci6n y la velocidad iniciales de nuestra pelota. Demostraremos a continua
cidén que el desplazamiento horizontal minimo en la trayectoria de la pelo-
ta se produce cuando se satisface la condicién

= x| (7

Para ello, basta en el caso general llevar a cabo un cdlculo sim-
ple de minimizaci6n sujeto a la constriccién (2). Denotaremos por X1 este
desplazamiento y por tanto

X, = X+t - & , (8)
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donde AX y AVK pueden tener signos opuestos o iguales. En el primer caso
la demostracién es inmediata pues el valor minimo de X, es obviamente 0.

En el segundo caso, minimizamos la funcién

F = Xl - A(aX - AVX - h/2m) 5 (9)

siendo ) un multiplicador de Lagrange. Haciendo 552 =0y BAV =0, 1le-
gamos de nuevo a la condicién (7). Claramente, el primer casoxcorrespon—
de a la condicidén mids favorable (el desplazamiento horizontal inicial AX
cancela el corrimiento AVX - L durante la caida) pero hemos incluido el

caso general por completez. Usando la condicién (7) en (2), encontramos

AVX =V o s (10)

(0]

para la velocidad transversal que minimiza la desviacién de la pelota, de
acuerdo al principio de incertidumbre. Para ilustrar el efecto de (10)
supondremos un caso particular en que £ = 10 a. Ya que para una pelota
de ping-pong(4) m= 2.5 gr. y a=1.905 cam, las relaciones (6) y (10) im-
plican

ty = +19 seg. s (11..4)

av, = 3.33 x 10 cn/seg. (11.b)

Aunque extremadamente pequefia, la velocidad transversal (11.b)
es suficiente para provocar que la pelota solo efectfie un nfmero pequefio
de botes antes de salir despedida. Para llevar a cabo este cdlculo basta
llevar a cabo un andlisis de indole geométrico, ya que debido a la peque-
fiez de (11.b), podemos substituir las pardbolas que constituyen las tra-
yectorias en los rebotes, por lineas rectas. En la figura mostramos las

variables que utilizamos para llevar a cabo el cdlculo. Estas son: a) El
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1. Los pardmetros que especifican la msmyectoria de la pelota, en la
aproximacién de lineas rectas substituyendo las pardbolas

Fig.
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desplazamiento horizontal X, & partir del origen 0, donde el subindice n
se refiere al nimero de rebotes llevados a cabo hasta ese momento. En el
caso mids favorable, Xl = 0, como se explicd arriba. b) Los desplazamien-
tos verticales T, medidos desde la 1inea horizontal superior que une las
posiciones de altura mixima de la pelota. De nuevo, en el caso mis favo-
rable, Y1 = £ - 2a. c¢) Los angulos Bn’ medidos entre la vertical 00', y
la 1linea que une a 0' con el punto de contacto entre las pelotas. Esta
variable permite calcular en forma conveniente el miximo nlmero de rebo-
tes, como veremos mds adelante. d) Los &ngulos Bn’ que definimos como
los angulos formados entre la vertical y las trayectorias (lineas grue-
sas) de la pelota. EIl angulo B, es nuestra condicién inicial, calculan-
do en base a la condicidén (7).

De la figura, vemos que se satisfacen las siguiente ecuaciones:

Yo+ ZaCOSE‘n = £ ; (12.a)
tgen = Xn/(ﬂ-yn) A (12.b)
teh = X X )/ (12.0)
By = B * 28 : (12.d)

Para resolver este sistema de ecuaciones, aprovechamos que los
dngulos En y Gn son pequefios (con la excepcidn de los Gltimos, antes de
que la pelota salga despedida) por lo que desarrollamos las tangentes y
el coseno en (12) hasta orden cuadriatico en los dngulos. Conservando
términos hasta ese orden, llegamos mediante las primeras tres relaciones

a la condicidn:

& ™ (g, - an_l)/(f-/a = 2] . (13)
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que junto con (12.d) nos lleva a la ecuacién

8 fay g ug
a n

a1 - 2 =0 . (14)

n-1

Esta ecuacitn de recurrencia puede serresuelta en forma exacta,
proponiendo una solucidn de tipo Bn = ACosh(my), lo que determina las cons
tantes A y vy si es que especificamos la condicidn inicial 81. Para el ca-
so £=10a, encontramos de las Ecs. (11)

t AV
B = Zg755-= 4.15 x 10710 rad . (15)

Al substituir la forma de %_en (14) encontramos

Coshy = £2 =9 , (16.a)
y de (15)

A=4.6x101 (16.b)

Para resolver el problema, vemos que

By = 5 IR o DPLTY o B OPLR (17.)
de donde

Bhey =€ B, =188 ‘ (17.b)

Ya que de (16.a) vy =2.89, el error introducido en (17) es despre-
cialbe para toda n. Por Gltimo, de las Ecs. (12.d), (13) y (17.b) encon-
tramos

Bn,: 1/2 (¢ -1) = 17/2 EH 5 (18.a)
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61 = 17 8. (22)

s (18.b)
que es la ecuacidn de recurrencia buscada. La relacién (18.b) es valida
para n>2, ya que 61 = 0 en el caso considerado, lo que de (12.d) implica
81 = By- De (18.a) encontramos

15

6, = 3.52x 10 7 rad . (19.a)

Actuando recursivamente con (18.b) encontramos finalmente
o = an®l 4 (19.b)
n 2 . .

La condicién de que la pelota bote un nimero total de N veces se especifi
ca por la relacién

By = 90° = 1.57 rad , (20)

y comparando (19.b) y (20) encontramos

N =12 = (21)

para el miximo nlmero de botes compatible con el principio de incertidum-
bre. Este resultado es consistente con las afirmaciones de Rothman(3).

Hemos querido presentar la solucién completa de este sistema cli
sico simple, para ilustrar la forma como el principio de incertidumbre da
lugar a una solucién completamente diferente a la esperada desde el punto
de vista cldsico. Esto serd siempre el caso, cuando el sistema sea tal
que cualquier desviacidn en las condiciones iniciales provoquen una des-
viacién grande en las trayectorias solucién. Estos problemas son bien co
nocidos y se insertan dentro de la teoria matemitica conocida como la teo
ria de catéstrofes(®)
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