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Resumen. Se analiza la dindmica de particulas en movimiento
a lo largo de trayectorias cénicas. El andlisis se realiza usando
coordenadas curvilineas ortogonales, asociadas a cada tipo de
cénica, para identificar las fuerzas y las integrales de movimiento
en caso de especial interés.

Abstract. We analyze the dynamics of particles in movement
along conical trajectories. The analysis is made using orthogonal
curvilinear coordinates, associated to each type conical, in order
to identify the forces and integrals of movement in cases of special
interest.

PACS: 01.40; 03.20; 02.90

1. Introduccidon

Los movimientos més simples y comunes que se observan en la
naturaleza ocurren a lo largo de trayectorias rectilineas, parabélicas,
circulares y elipticas. En los cursos introductorios e intermedios
de mecdnica [1, 2] es usual estudiar estos tipos de movimientos
individualmente, tanto cineméitica como dindmicamente. A nivel
més avanzado existen estudios que destacan el lugar especial de las
6rbitas elipticas 3] y el papel de las integrales de movimiento para
que las 6rbitas sean cerradas [4].

En este trabajo se presenta un tratamiento conjunto y unificado
de los movimientos a lo largo de trayectorias cénicas, destacando las
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caracteristicas geométricas y dindmicas comunes a los sistemas de
especial interés. El andlisis se realiza usando coordenadas curvilineas
ortogonales asociadas a cada tipo de curva cénica. En la seccién 2
se estudian sucesivamente los casos de movimientos en trayecto-
rias A) circulares, B) radiales, C) elipticas, D) hiperbdlicas y E)
parabdlicas. El estudio de los casos A y B usando coordenadas po-
lares circulares no es novedoso [1, 2|, pero se incluye como punto
de partida para identificar algunos sistemas de interés dindmico y
como punto de comparacién para el estudio de los otros casos. Con-
cretamente, en A se estudian los sistemas i) con velocidad angular
constante, ii) con periodo cuyo cuadrado es proporcional al cubo del
radio, identificando la naturaleza radial y atractiva de las fuerzas y
sus magnitudes proporcional al radio e inversamente proporcional al
cuadrado del radio, respectivamente. El estudio en B complementa
al de A determinando las energias potenciales correspondientes en
funcién de la posicién radial. Para los otros casos se estudian las
siguientes situaciones correspondientes: i) Trayectorias cénicas re-
corridas con velocidades cénicas constantes, reconociendo que en los
casos C y D la fuerza involucrada es central y proporcional al radio,
y que en el caso E la fuerza es constante. ii) Trayectorias cénicas
descritas bajo la accién de fuerzas dirigidas hacia un foco, recono-
ciendo que la magnitud de esas fuerzas es inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia al foco. iii) Trayectorias cénicas descritas
bajo la accién de fuerzas que no realizan trabajo, identificando en
cada caso las caracteristicas de la fuerza. Ademads en todos los casos
y situaciones se identifican y calculan las integrales de movimiento,
dandoles la interpretacién geométrica apropiada.

En la seccién 3 se hace una discusién de los resultados obtenidos,
destacando el hecho de que la magia de las érbitas elipticas [3] es
extensiva a las trayectorias cénicas. También se senalan algunos
puntos de interés didictico en el estudio y ensefianza de aspectos
geométricos y dindmicos de los sistemas analizados. Finalmente,
se argumenta que este tipo de tratamiento permite reconocer que
la unidad de la mecénica celeste y la mecénica sobre la superficie
de la Tierra se extiende para incluir la mecénica en su interior, y
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también que esa unidad se presenta en el caso electrostitico con
ambas versiones, repulsiva y atractiva.

2. Geometria y dinamica de cénicas. Posiciones, desplazamien-
tos, velocidades y aceleraciones en coordenadas y trayectorias
conicas

Los conjuntos de coordenadas circulares, elipticas y parabélicas
se definen a través de sus relaciones con las coordenadas cartesianas.
El vector de posicién de los puntos en un plano estin dados por las
formas alternativas (5]

r =iz + jy,
=ircosy + jrsen, (1A, B)
=1ifcoshucosv+ jfsenhusenv, (1c,D)
=in +j(n’ - £°)/2, (1E)

en términos de las coordenadas cartesianas (z,y), circulares (r,9),
elipticas (u,v) y parabdlicas (¢,7), respectivamente. Cada valor de
las coordenadas radial (0 < r < oo), angular (0 < ¢ < 27), eliptica
(0 < u < o0), hiperbélica (0 < v < 27) y parabélicas (—oco < 5 <
© y =—o00 < £ < oo) define un circulo, una recta radial, una
elipse, una hipérbola y una pardbola, respectivamente. Las elipses
e hiperbdlicas son confocales con semieje focal f y excentricidades
1/coshu y 1/cosv, respectivamente. El foco de las pardbolas estd
en el origen de coordenadas y los vértices se hallan sobre el eje
de ordenadas a distancias n?/2 y ¢2/2 hacia arriba y hacia abajo,
respectivamente.

El desplazamiento diferencial de un punto a otro en el plano se
obtiene directamente de las Ecs. (1) en los diferentes sistemas de
coordenadas:

dr:r"dr-f-ff’rdf,b, (24, B)
= fhe(u,v)(ddu + ddv), (2¢, D)
= hp(&,n)(£dE + 7y dn), (2E)
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que estan en términos de los vectores unitarios respectivos,

f=1icost)+ jsentp, 1) = —isenty+ jcos, (34,B)
i = (isenhucosv + jcoshusenv)/h.(u,v), (3C)
= (—icoshusenv + jsenhucosv)/h.(u,v), (3D)
=(in—Jj&)/hp(&,m), 1=+ In)/hp(§;m),  (3E)
y donde
he(u,v) = \/cos-‘.l'l2 u — cos? v = \/senh? u +sen? v (4C, D)
y

hp(€,n) = /€2 + 12 (4E)

Si el desplazamiento descrito por las Ecs. (2) se realiza en un
intervalo diferencial de tiempo dt, la velocidad correspondiente toma
las formas

v =i + Py, (54, B)
vV = fhe(u,v)(d + 09), (5C, D)
v = hy(€,n)(E€ + A7), (5E)

las cuales est4n en términos de las velocidades radial #, angular 4,
eliptica u, hiperbélica o, y parabélica € y 7, respectivamente.

A su vez el vector de aceleracién en los respectivos sistemas de
coordenadas toma las formas

= #(f — ri,b )+ &(zhﬁv + rt/;), (64, B)

| heti L coshusenh u(i? — 9%) + 2cos vsen vﬂu';)]

||
/—’H

i
{,[ eV + —(senucosv(v2 —u?) + 2coshusenhuuv)]}

_+.
a=é[hé+ hi(s(s — %) + 20éi)] (6c, D)

)

o + L (o(i - &) + 26i)| (6E)

+
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La constriccién del movimiento de una particula de masa m a lo
largo de cada una de las cénicas bajo consideracién queda expresada,
respectivamente, por las condiciones siguientes:

¥ = ¥0, Ff =0, F=0, (7A)
¥ = Yo, ¥ =0, ¥ =0, (7B)
u = ug, u=0, i =0, (70)
v = vp, &= 1) =0, (7D)
n = 1o, 7=0, i=o. (1E)

En tales casos los vectores de velocidad y aceleracién se reducen
a las formas respectivas:

v = ¢ro, (54)'
V=i, (5B)'
v = fhe(uo,v)vd, (5C)'
vV = fhe(u, vo)ud, (5D)'
= hp(eins)éé (5E),
g
a= —rrm,b + Prot, (6A)
a = #¥, (6B)’

= {_hi cosh ug senh ug® + ﬁ[h,t’i + hi sen v cos vi;z] } , (6C)

(] €

a

1 5
4 {ﬁ[h,ﬁ + ;l—coshusenh ut ] - h—senvo cos vouz}, (6D)’
€ e

S we . A .
e[hpe 4 h—pse’] - Eée. (6E)

Ii
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i) Movimiento en trayectorias cdonicas con velocidad cénica cons-
tante

Los casos familiares de movimiento circular uniforme y movi-
miento rectilineo uniforme corresponden a tomar una velocidad an-
gular constante y una velocidad lineal constante, en las trayectorias
respectivas:

¥ =w, % =0, (841)
F = vo, f=0. (SBl)
Las contrapartes de movimiento alrededor de una elipse con veloci-
dad hiperbdlica constante, a lo largo de una hipérbola con velocidad
eliptica constante y a lo largo de una pardbola con velocidad pa-

rabélica constante, quedan definidas por las ecuaciones correspon-
dientes:

b= w, 5=0, (8C1)

0= uw, i=0, (8 D7)

€ = &, £=o. (8Ei)

Entonces los vectores de aceleracién respectivos se reducen a

a=—frow’, (641)
a=0, (6.B1)
f(f cosh ugsenh ug — ¥ sen v cos v)w? :

a=— 6C
hc(uﬂs v) ’ ( )

A A 2
a— f(t:cosh usenh u — {sen vg cos vp)w , (6Ds)
he(u, vo)
25 __ L W Ag
= _(_55'7—"0)50. (6Ei)
hp (&, n0)

La aplicacién de la segunda ley de Newton permite reconocer que
las fuerzas responsables de estos movimientos son, respectivamente,

F = —muw’r, (9A4i,9C1)
F =0, (9Bi)
F = mw’r, (9D1)
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donde en los casos C, D y E se ha hecho la identificacién de los
vectores respectivos usando las Ecs. (3) y (1). Se identifican de inme-
diato la ausencia de fuerzas para movimiento rectilineo uniforme, el
cardcter arménico de la fuerza para los casos de movimiento circular
y eliptico uniformes, la naturaleza repulsiva, radial y proporcional
a la distancia de la fuerza asociada al movimiento a lo largo de la
hipérbola y la constancia de la fuerza responsable del movimiento
parabélico.

La constancia de las velocidades cénicas expresada en las Ecs.
(81), lleva asociada la variacién lineal con el tiempo de las coordena-
das respectivas. Esto permite escribir de inmediato los vectores de
posicién; y velocidad en funcién del tiempo:

r =irgcoswt + jrosenwt, (141)
V = —irowsenwt + jrow coswt, (5A1)
r = #(ro + vot), (1Bi)
Vv = fup, (5B1)
r =ifcoshugcoswt + jf senh ug senwt, (1C1)
V = —ifwcosh ugsenwt + j fw senh ug cos wt, (5C1)
r = if cos vg coshwt + j f sen vy senh wt, (1D9)
V = ifwcos vgsenhwt + j fw sen vy cosh wt, (5D1)
r = inokot + j(ng — &3t*)/2 (1E:)
y
v = (ino — jéot)éo. (5Ei)

Para identificar las constantes de movimiento, se reconoce el
caricter conservativo de las fuerzas, y también su naturaleza radial
o constante, segin el caso.

En el caso de fuerzas radiales el momento angular con respecto al
centro de atraccién o repulsién se conserva. Efectivamente, el célculo
de esta cantidad a partir de las Ecs. (1i) y (5:) respectivas, conduce
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a las expresiones

L= mr x v = mriwk, (10A1)
£ = mf*wsenh ug cosh uok, (10C%)
£ = mf’wsen vg cos ok, (10D2)

mostrando que su valor esta fijo para cada cénica. En el caso circular
es proporcional al cuadrado del radio o proporcional al 4rea. En
el caso eliptico es proporcional al producto de los semiejes mayor,
f coshug, y menor, fsenhug, o sea también proporcional al drea. En
el caso hiperbélico es proporcional al producto de los semiejes real,
f cos vp, e imaginario, fsenuvo. Para tales fuerzas, también se pueden
considerar trayectorias rectilineas, como situaciones limites de elipses
o de hipérbolas con excentricidad uno, para las cuales el momento
angular es nulo.

En el caso de la fuerza constante, Ec. (9Ei), la componente de
la cantidad de movimiento en la direccién perpendicular a la fuerza,
se obtiene de la Ec. (5Ei):

P = mf]of-u, (10Ex)
y es obviamente una constante de movimiento, proporcional a la
coordenada parabélica no y a la velocidad parabélica éo.
Las energfas potenciales asociadas a las fuerzas conservativas se
obtienen de inmediato de las Ecs. (91):
V(r)= :i:%'mo.:'zﬂ'2 (114)
y
V(y) = még% (llEi)
donde los signos + corresponden a las situaciones de atracciéon y
repulsién, respectivamente. Las energias totales, sumas de energias

cinética y potenciales, son también constantes de movimiento, como
lo muestran sus valores calculados a partir de las Ecs. (1i) y (54):

E = mw'rg, (124i)
B %mu.v2 £¥(cosh® up + senh” up), (12C%)
E = %'rr:.cv.:2 F2(— cos® vo + sen® vp) (12D4)
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E = mniél. (12E4)

En el caso circular la energia es proporcional al cuadrado del radio,
en el caso eliptico es proporcional a la suma de los cuadrados de los
semiejes mayor y menor, en el caso hiperbélico es proporcional a la
diferencia entre los cuadrados de los semiejes imaginario y real, y en
el caso parabélico es proporcional a la distancia entre el vértice y el
foco.

De acuerdo con la Ref. 4, las constantes de movimiento para
la fuerza arménica corresponden a las componentes de un tensor
simétrico de segundo rango. Ese resultado se puede extender al caso
de la fuerza repulsiva, siendo

Qij = ymid; £ dmuw’zz; (134)

los tensores para los casos respectivos. Las componentes diagonales
se identifican como las energias asociadas a los movimientos en dos
direcciones perpendiculares entre sf en el plano de la trayectoria
cbnica, y las componentes no diagonales son idénticamente nulas,
como se puede verificar usando las Ecs. (11) y (5:) para las trayec-
torias respectivas. La traza del tensor corresponde a la energia total
del sistema (Ecs. (12i)), y el determinante del tensor es proporcional
al cuadrado del momento angular (Ecs. (10i)) para cada cénica.

it) Movimiento en trayectorias cdnicas bajo fuerza radial snversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia

En el caso de movimiento circular uniforme, si el cuadrado del
periodo es proporcional al cubo del radio,

2\ ? ”
(-{;;) = Krg, (8A17)

o sea, si se cumple la tercera ley de Kepler, la aplicacién de
la segunda ley de Newton, usando la aceleracién de la Ec. (64")
conduce a la fuerza

3

F= 4mims

o7 (9Ai4)
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que es atractiva, radial e inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia.

El mismo tipo de fuerza se obtiene para movimientos a lo largo
de las otras cénicas imponiendo la condicién de que la fuerza se
encuentre dirigida a uno de los focos. En los casos de trayectorias
elipticas e hiperbélicas, los vectores de posicién desde los focos estdn
dados por

ri2=r+f=if(coshucosv+t1)+ jfsenhusenv,
= f(cosh u % cos v)(@ senh u F $senv)/he(u,v), (1£1,2)

= f(coshu £ cos v)fy 3.

Si se toma la fuerza dirigida hacia el foco 1, entonces sus formas
respectivas son

F = —F(uo,v)#1 = —F(ug,v)(#senhug — dsenv)/he(uo,v), (8Cii)
F = —F(u,v)#1 = —F(u,v0)( senhu — dsen v)/he(u, ). (8Dii)

En el caso de trayectorias parabdlicas la fuerza correspondiente es
de la forma

F = —F (& 1n0)f = —F(€,m0) (€€ + 1in0)/ hp(€, 10). (8E1)

La aplicacién de la segunda ley de Newton a estas fuerzas y las
aceleraciones correspondientes de las Ecs. (6)' conduce a ecuaciones
integrables con las siguientes soluciones:
. . coshup+1 -
v= Uom ) (BC ﬂ)
mf cosh ug(coshuo + 1)
(cosh ug + cos v)?

F(uo,v) = , (9Cit)

donde tg es la velocidad hiperbélica en la posicién v = 0;
. _ . l4cosw o
=tg————— 8D
g=9 coshu + cosvp ’ (8D)
_mf cosvo(1 + cos vo)?ud

(i) = (cosh u + cos vp)?

, (9Div)
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donde 1o es la velocidad eliptica en la posicién u = 0;

:_ A fg + '73 oY)
E - fo 62 K1 ng y (BE")
212 52
F(¢,m) = mi(€s + n6)’&3 (9Eis)

(€3 +n3)? °

donde &, es la velocidad parabdlica en la posicién ¢ = £&. De las
expresiones para la distancia al foco (Ecs. (1f1) y (1E)) se reconoce
que las magnitudes de las fuerzas son inversamente proporcionales
al cuadrado de la distancia. La coincidencia con la forma de la
Ec. (94ii) se establece explicitamente al identificar las constantes
respectivas:

2
1 cosh ug(cosh ug + 1)268 = % ; (9Cis)'
3 2.2 4m? _—
— [ cos vp(1 + cos vp) g = ' (9D14)
1 : 4r? vy
(& +m0)"E = o (9Eii)

Nétese que en el caso de trayectorias hiperbélicas la fuerza puede ser
atractiva (r/2 < v < 37/2) o repulsiva (-7/2 < v < 7/2), segiin que
el foco sea interno o externo a la rama de la hipérbola recorrida.

En el caso de la trayectoria eliptica, la Ec. (8Cii)' se puede
integrar para calcular el perfodo de revolucién,

27 cosh ugtyp

Te ——— 0
coshug+1 °’

encontrando, con la equivalencia de la Ec. (9Cii)', que su cuadrado
es proporcional al cubo del semieje mayor de la elipse:
T? = K 13 cosh® uo, (8Cii)

o sea, la tercera ley de Kepler. Es interesante hacer notar que mien-
tras en el caso circular es necesario invocar la tercera ley de Kepler
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(Ec. (84ii)) para deducir el caracter inverso al cuadrado de la dis-
tancia (Ec. (9A4ii)), en el caso eliptico tanto este cardcter de la fuerza
como la tercera ley de Kepler siguen de la condicién de que la fuerza
est4 dirigida hacia el foco (Ec. (8Cii)).

La naturaleza radial de la fuerza lleva asociada la conservacién
del momento angular con respecto al centro de atraccién o repulsién.
Para calcular el momento angular asociado a cada trayectoria se
necesitan los vectores de velocidad correspondientes, obtenidos de
las Ecs. (5)' y (8i1)":

v = §2r/\/kro, (5A44)

A

v = fh,(u,uo)i‘%gﬁ‘!)v%. (5Dii)
Y . a

v = hp(, m)W' (5Eii)
Entonces los momentos angulares asociados a cada cénica

L= mr x v =2rm\/ro/K k, (10Ai7)

& =mr; xv= mf———m%;}:uif k, (10Cis)

b =mr;xv= —2-’:1”\/_%% k, (10Dii)
¥

t=mr><v=—%r—_gqok; (10E4i)

haciéndose obvio que se conservan. En el caso circular su magnitud
es proporcional a la rafz cuadrada del radio, en el caso eliptico es
proporcional al semieje menor e inversamente proporcional a la raiz
cuadrada del semieje mayor, en el caso hiperbdlico es proporcional
al semieje imaginario e inversamente proporcional a la raiz cuadrada
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del semieje real, y en el caso parabélico es proporcional a la raiz cua-
drada de la distancia focal. También se pueden incluir trayectorias
rectilineas con momento angular nulo.

Las fuerzas son también conservativas y las energias potencia-
les asociadas a las situaciones atractiva y repulsiva son, respectiva-
mente,
4rim

Kr.’

Vir)==5 (1147)
siendo re =r o ry.

Las energias totales se conservan para cada trayectoria, y sus
valores se obtienen de las Ecs. (5ii) y (114i), tomando las formas
siguientes:

2rim ¥
E=- Ko <0, (12 A17)
27im
B _ o 2B "
K7 coshug <0, (12C1v)
27im
E=——— 12D11
—K fcosyg yatn
if

E=0. (12E14)

En los casos circular, eliptico e hiperbélico la energia es inversamente
proporcional al radio, al semieje mayor y al semieje real, respectiva-
mente.

En el caso de la fuerza inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia, ademds del momento angular (Ecs. (10ii)) y de la
energfa total (Ecs. (12ii)), el vector de Runge-Lenz,

(13i4)

es también una constante del movimiento, siendo r. el vector de
posicién desde del centro de atraccién (repulsién) y la constante
K positiva (negativa). Usando las Ecs. (10ii), (5i¢) y (1) para los
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vectores de momento angular, velocidad y posicién se establece de
inmediato que el vector de Runge-Lenz toma las formas

R =0, (13 4ii)
R = 4";("‘? , (13Bii)
- K“c’f_s':io, (13Cii)
= % (13Dii)

y
R==u4f:?j, (13Ei7)

para las respectivas trayectorias, mostrando que efectivamente es
un vector constante, en la direccién del eje focal en el sentido del
punto de mayor aproximacién al foco de atraccién (repulsién) al
mismo foco y con una magnitud proporcional a la excentricidad de
la cénica correspondiente. Comparando las Ecs. (13Cit) con (12Cii)
v (13Dii) con (12Dit) se establece la relacién entre la energia y la
magnitud del vector de Runge-Lenz:

E = F|R|/2f. (1244)'

La validez de esta relacién se extiende a los siguientes casos: A)
del circulo con f — 0, coshug — 0o y fcosh ug = ro; B) de trayectorias
rectas con coshug = 1y 2f = rp distancia de méxima separacién en
el caso atractivo, y con cosvg = 1 y 2f = rp distancia de mayor
aproximacién en el caso repulsivo; y E) de trayectorias parabélicas

con coshup =1 (0 cosvg = —1) y f — oo, como se puede verificar de
las respectivas Ecs. (12i7).

111) Movimiento en trayectorias cénicas bajo fuerzas que no realizan
trabajo

La condicién de que la fuerza que mantiene a una particula
constrenida a moverse a lo largo de una trayectoria no realice trabajo
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se satisface si la fuerza es normal a la trayectoria en todos los puntos.
Esta es la situacién en los casos de movimiento circular uniforme,
especificamente en los casos de las Ecs. (94¢) y (94ii).

Para las otras cénicas, esa condicién, usando la segunda ley de
Newton con las aceleraciones correspondientes de las Ecs. (6)', toma
las formas siguientes:

F = 4F(uo,v) = mf {-— Eu-— cosh ug senh ug o’
[

+9 [h,t’i + —hl— sen v cos vt}z] } ; (8C1id)

F =0F(u,n) =mf {ﬁ [h,t’i - Bl—coshusenh u&z]

= hi sen v cos ma’} - (8 Diis)
- N Y P B
F=iF(6m) =m{émé+ed| - Lo}, (emin

Estas ecuaciones son integrables y sus soluciones dan las velocida-
des cénicas con que se describen las trayectorias y las fuerzas de
constriccién correspondientes:

. _ vpsenhug
" he(uo,v) ’
F=-— am fof cosh ug senh® ug
hg("oa v)
= —amf* cosh ug senh® uoég/(r1r2)3/’, (9C1ii)

. _ tgsenuvp I
u= R (8 Diiv)
3

F=-_ ﬁmfﬁg sen” vgp cos vy
hg(u’ ”0)
= —dmf*sen® vy cos voul/(r1rz)*/?, (9D1i1t)

. [e+n} o
§=¢& H, (8 Eii1)

(8Ciii)'
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F— _Amno€d (& +nd) _ _ Ammo€d (€5 + nd)
= = — = . (9E117)
hP (&: ’7) \/8_7'5

La fuerza de constriccién es inversamente proporcional al cubo
del promedio geométrico de las distancias a los focos para las elipses
y las hipérbolas, y es inversamente proporcional a la potencia 3/2 de
la distancia al foco para las parabolas.

Mientras en las situaciones i) y ii) las fuerzas son centrales y en
consecuencia hay conservacién de momento angular, en la presente
situacién las fuerzas de las Ecs. (94i7) no son centrales y no hay
momento angular que se conserve. Cabe preguntar si existe otra
cantidad que se conserve en vez del momento angular. La respuesta
es afirmativa y se da a continuacién considerando sucesivamente
los casos de trayectorias elipticas e hiperbdlicas, y parabdlicas. Los
vectores de velocidad respectivos, obtenidos de las Ecs. (5) y (8i11)',
son

v = féosenh uod, (5Ciii)

v = fugsenvol (5D111)
4

v = é0\/€% +nd é, (5 Eiii)

mostrando que tienen magnitudes fijas y direcciones variables. Los
momentos angulares con respecto a los focos se obtienen a su vez de
las Ecs. (1) y (5i#7) y toman las formas:
L=r1Xmv
== mfzt}o(cosh ug + cos v) senh? uofc/he(uo, v), (10C1i11);
£ =12 XxXmv
= mf2dg(cosh ugp — cos v) senh® ugk/he(uo,v),  (10Ciii);
£ =1 Xxmv
= mf?4ig(cosh u + cos vg) senh® vok /he(u,v0), (10Diii),
£ =T X MV
= mf*ip(cosh u — cos vg) senh? vok/h.(u,v0)  (10Diii)2
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t=r x mv = —imnofo\/€2 + nZy/€2 + nik. (10Eiis)

Aunque los momentos angulares & y £; no se conservan indivi-
dualmente en las trayectorias elipticas e hiperbélicas, su producto
escalar si es una constante del movimiento:

- & = m? 408 senh® uo, (10Ciii)
£ - & = m? ik sen? vy (10Diis)

En el caso de la pardbola si se toma el producto vectorial de la
velocidad (Ec. (5Eiii)) y el momento angular (Ec. (10Eiit)),

v X = jmno€3 (€5 + n3)iy/ €2 + nd,

se recomnoce que

vxe 1 12,22 2\ a 4 (9 Y
= = =mnofo(o +no)h = ;A1 10Eid
hp(€,m0) 2 ( =3 ( )
es un vector cuya magnitud A/2 se conserva.

Desde luego la energia de la particula, que es simplemente la
energia cinética, también se conserva y se puede escribir en las formas
alternativas siguientes:

1 2.2 2 & -4
E = Emf Vg senh ug = m, (110!")
B lopad vend vy = bt (11 Diis)

2 2mf?sen?vo’

¥
TS JREP S T S
E= Em(fo + no)éo = e (11E411)
1o

3. Discusidén

En la seccién 2 se ha realizado con cierto detalle el estudio
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geométrico y dindmico de las trayectorias cénicas para los casos
descritos en la introduccién. El uso de coordenadas curvilineas or-
togonales basadas en las cénicas permite destacar la unidad de los
métodos geométricos y dindmicos en que se basé el anilisis de cada
caso; la misma numeracién de las ecuaciones correspondientes a can-
tidades geométricas, cinemdticas y dindmicas equivalentes intenta
también reflejar esa unidad.

Se puede senalar que los casos de trayectorias elipticas e hi-
perbélicas son los més generales, pues a partir de esos se pueden re-
cuperar los casos de trayectorias circulares, rectilineas y parabdlicas
como situaciones limite. De hecho, esto queda ilustrado especifica y
cuantitativamente en la discusién sobre el vector de Runge-Lenz, y
el lector lo puede hacer extensivo a las diversas cantidades de interés
reconociendo los limites respectivos en las ecuaciones correspondien-
tes. Conviene hacer notar que esas relaciones limite tienen un origen
geométrico y se traducen en correspondencias dindmicas. A primera
vista, podria parecer que el caso Ei) es dindmicamente diferente de
los otros casos i), pero la relacién geométrica estd presente y su co-
rrespondencia dindmica también se puede reconocer. Efectivamente,
las coordenadas parabélicas se pueden obtener como la situacién
limite de coordenadas elipticas cuando el origen de coordenadas se
traslada a uno de los focos, el otro foco se aleja al infinito y las
excentricidades tienden a uno, de modo que fu? — n? y fv? — £2,
Para la situacién dindmica correspondiente, la fuerza arménica de
la Ec. (114i), dirigida hacia el centro de atraccién que también se
alejé al infinito, en la vecindad del nuevo origen se reduce a la fuerza
constante

F=-md’ff =-méf, (9Ei)'
usando la Ec. (6Ci) y la relacién entre las coordenadas hiperbélicas
y parabdlicas, siendo f el vector unitario en la direccién del eje
focal. Por otra parte, inclusive los casos de trayectorias hiperbélicas
siguen de los casos de trayectorias elipticas bajo las transformaciones
cosh?ug = cos®vp, senh’uy = —sen’uvy, que corresponden a una
continuacién analitica de las funciones en las ecuaciones de C para
obtener las ecuaciones correspondientes de D. En conclusién, hemos
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mostrado que la magia asociada a las érbitas elipticas en la Ref. 3
y las constantes de movimiento estudiadas en la Ref. 4 tienen una
validez que se extiende a todas las trayectorias cénicas.

Normalmente los casos i) y ii) se estudian independientemente [1,
2]. En el caso gravitacional, los casos Ei) y ii) corresponden a las
situaciones de movimiento sobre la superficie de la Tierra y en el
espacio exterior, identificAndose las respectivas constantes de pro-
porcionalidad, €2 = g, acelaracién de la gravedad en la Ec. (9EH),
y 47?/k = GM, producto de la constante de gravitacién universal y
masa de la Tierra en la Ec. (941i). De hecho los casos i) y ii) también
se unifican en el caso gravitacional al reconocer que el campo en el
interior de una distribucién homnogénea de masa en un volumen
esférico de radio R es un campo arménico y en la Ec. (94i) la cons-
tante de proporcionalidad es w? = GM/R®. Al considerar el caso
electrostético se presentan las situaciones tanto de atraccién como
de repulsién, con la substituci’on de constantes GMm — —q;¢2, pro-
ducto de cargas eléctricas, y se pueden ilustrar todos los tipos de
trayectorias estudiados en i) y ii).

En los casos iii) el uso de las coordenadas asociadas a cada tipo de
cénica conduce de manera natural a la determinacién de las fuerzas
que sin realizar trabajo mantienen al mévil sobre la trayectoria
correspondiente.
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