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Resumen. A partir del caricter de coordenadas lagrangianas
de las cargas eléctricas y los flujos magnéticos, se aplica la
formulacién complementaria a los sistemas electromagnéticos y
se deducen nuevos criterios sobre la estabilidad de evoluciones
estacionarias.

Abstract. From the character of Lagrangian coordinates of elec-
tric loads and magnetic flow, the complementary formulation is
applied to electromagnetic systems and a new criterion about the
stability of stacionary evolutions is deduced.

PACS. 03.20.4+i

1. Introduccidn

Los métodos derivados del principio del minimo de energia comple-
mentaria han sido desarrollados por diversos autores, quienes dedu-
cen y aplican el reciproco del principio de Hamilton al estudio de
oscilaciones libres de sistemas mecénicos [1-9].

En este trabajo se intenta extender la formulacién complementa-
ria a los sistemas electromagnéticos, demostrando el caracter lagran-
giano intrinseco de las cargas eléctricas ¢ y sus momentos conjugados
—flujos magnéticos ¢ — con lo cual el método analégico es sustituido
por un método propio.

En el estudio de coordenadas ciclicas, las integrales lineales y
homogéneas de las cargas eléctricas o los flujos magnéticos de las
ecuaciones de evolucién conducen, en el caso de sistemas lineales, a
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asociar la existencia de variables ciclicas con la singularidad de la
matriz de energia magnética, duplicando la posibilidad de obtener
integrales primeras de las ecuaciones de evolucién.

Por 1ltimo, se define la estabilidad en las evoluciones estacio-
narias de tipo electromagnético bajo los criterios de Routh, se de-
muestra que en tales evoluciones tanto la lagrangiana como la co-
lagrangiana difieren de la hamiltoniana en una constante y se llega
al establecimiento de los criterios de estabilidad con la condicién de
extremo estricto de la funcién de Lyapunov correspondiente.

2. Proposiciones:

Proposicidn I “Las cargas eléctricas se comportan como coorde-
nadas lagrangianas.”

En efecto, las ecuaciones de Maxwell relativas a las mallas, con
resistencia despreciable, son de la forma

Aij&j + Sijqj =i, t,7 €{1,2,: 55} (2.1)

Como dichas ecuaciones son lineales e integrodiferenciables de la
forma 0q + f = 0, donde 8 es un operador autoadjunto de segundo
orden, pueden expresarse en forma variacional dependiente de una
funcional en g; [10]. La obtencién de dicha funcional se sigue de mul-
tiplicar las Ecs (2. 1) por 8g; y sumarle las ecuaciones que resulten
de permutar j por ¢ multiplicadas por ég;, bajo la hipétesis de que

6g; =06g;=0parat =t yt=tay de la sxmetrla de los coeficientes
Ai; ¥y Siy

5 f (¢,4,t)dt =0 donde L = }A;did; — 55ij4;.

Una consecuencia de esta proposicién es la definicién de la cola-
grangiana F':

F(¢,,t) = d;q; + H(g, $,1).
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Proposicion II (dual de la proposicién I) “Tomando como funcio-
nal la colagrangiana F, los flujos magnéticos ¢ se comportan como
coordenadas lagrangianas.”

En efecto, al escribir las ecuaciones de Lagrange

d (GT) av —0

dt\dg¢;/ = dq;
las definiciones . P
4’ = ¥ @$i=—F5—
Y9 ' d¢g;

permiten establecer las siguientes transformaciones de Legendre:
T =¢;4;—T y V*=¢;q; +V;
de donde se deducen las ecuaciones de evolucién en formulacién

complementaria:
d (6V*) oT* 0

equivalentes al principio variacional complementario:

t
6 tdet:O con F=V*—T*
1

Proposicion III “Si las ecuaciones de evolucién
d ( dF ) aF ;
iy | iy +_:0, 1 € 1,2,...,n, 2.2

que definen un sistema, admiten una integral lineal y homogénea de
las cargas eléctricas

191 + fag2 + -+ + fngn = const. (2:3)
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con fi = fi(é1,d2,.. ,qS,L] existe una transformacién puntual de
las variables {¢;} en las {¢;}, tal que la ¢, es ciclica.”

En efecto, sea el sistema de (n — 1) ecuaciones:

dg; _ déy _  _ dén )
fi(¢:)  fa(4) Telda) " i€{1,2,...,n}, (24

con solucién ¢r(dy,Pa,...,8n) = ¢, k € {1,2,...,n — 1}. Haciendo
d¢, = d¢pn/ fn, el sistema (2.4) se transforma en

9%k
O

= [k (2.5)
Si la transformacién {¢;} — {¢;} es puntual, entonces

T Ok
qué‘qﬁn

y en virtud de (2.5) y de la hipétesis inicial

n
— qufk = const.
1

Proposicion IV (dual de la proposicién III) “Si el sistema definido
por las ecuaciones de evolucién

i(B_L) _9L _,
dt\d¢;) dq;

admite una integral lineal y homogénea de los flujos magnéticos
f1¢1 + fada + -+ + fudn = const., siendo f; = f;(¢;), existe una
transformacién puntual de las variables {g;} en las {g;}, tal que la
variable g, es ciclica.”
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Proposicién V “Si el sistema de ecuaciones de evolucién (2.2) admite
una transformacién puntual que lo convierte en otro con una variable
¢ ciclica, el sistema posee una integral lineal y homogénea de las
variables ¢.”

En efecto, la transformacién puntual
— N~ O
{¢i} {4} =1q = Z%—aa ;
1 1
n
- a
P ciclica =7, =) _ qk—q_bli
= %54,
O¢x

96, fi(d1,82,...,0n) = f1a1 + f2q2 + - -+ + fngn = const.
n

= comnst.,

Proposicion VI (dual de la proposicién V) “Si el sistema electro-
magnético en estudio admite una transformacién puntual que lo
convierte en otro con una variable ciclica g,,, dicho sistema posee
una integral lineal y homogénea de los flujos magnéticos.”

Proposicion VII “La condicién necesaria y suficiente para que en un
sistema lineal exista un momento ciclico ¢; es que la matriz de los
flujos sea singular.”

Sea la colagrangiana del sistema
F = %Czj¢1¢3 = %A5‘1¢i¢js
(2.6)

mr oF _
¢; ciclica = 3% =0= A; 1q53- =0= |Aij1| = 0,

- z
1
(Condicién necesaria).

Si A;jl es singular, a partir de las ecuaciones de evolucién y de
la expresién (2.6) se obtiene una integral lineal y homogénea de las
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cargas g; la Proposicién III indica la existencia de una variable ciclica
(Condicién suficiente).

Proposicion VIII (dual de la proposicién VII) “En los sistemas li-
neales la condicién necesaria y suficiente para la existencia de una
variable ciclica, g;, es que la matriz de las cargas eléctricas sea sin-
gular”

Proposicion IX “Si un sistema electromagnético admite coordena-
das ciclicas en la representacién complementaria, una parte de la
energia electrostatica del sistema inicial puede considerarse energia
magnética del sistema reducido.”

Sea un sistema electromagnético con tres grados de libertad y
¢3 ciclica. La colagrangiana F es de la forma

F =V Ty = §Crabrés—3A;; $i¢;, r,8€{1,2,3}, 4,5 € {1,2}.
Si 3F/3d>3 = Y =l 3F/8¢3 = gy ==k ks = 6V*/8¢3 = Cy;; +
Cssds = ¢35 = Cyg'ks — 139, donde 73y = Cgg'Cy; = V' =
C};6i;/2 + Cgy' k3 /2, siendo Cf; = Cyj — Cg3! C3,Cs;.
Para el sistema reducido
R*(¢;diks) = ksds + F
= —3Cg3 'k} — divsiks — 3 A $id; + 3CL6id5-

La energia eléctrica del sistema reducido es V* = C; qS,qu /2y la
magnética T* = Cg3'k3/2 + v3ia3i + Ay, 6:6;/2.

Se observa que parte de la energia eléctrica V,* del sistema total

puede considerarse como energia magnética del sistema reducido,
verificdndose Ty, + V! =T* + V* — v4i9a®;-

Proposicion X (dual de la proposicién IX) “Si un sistema electro-
magnético admite coordenadas ciclicas en la representacion lagran-
giana, una parte de la energia magnética del sistema inicial puede
considerarse energia electrostatica en el sistema reducido.”
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3. Conclusiones

3.1. Siempre que la matriz de la energia eléctrica V en la formulacién
clésica, o de la energia magnética T* en la complementaria, sea
singular, puede tratarse el problema en coordenadas ciclicas y aplicar
la teoria de Routh para su resolucién.
3.2. La formulacién complementaria, hecha en funcién de los flujos
magnéticos ¢, es mas conveniente en el estudio de sistemas electro-
magnéticos cuando dominan las capacitancias.
3.3. Una vez demostrado por las proposiciones I y II el caracter
lagrangiano de las cargas eléctricas y los flujos magnéticos, se puede
plantear de dos formas el estudio de un sistema electromagnético
conservativo en la formulacién complementaria:
3.3.1. Tomando como coordenadas libres las cargas ¢ y como
funcional la lagrangiana L, y llegando a la formulacién comple-
mentaria mediante transformaciones de Legendre.
3.3.2. Directamente, tomando como coordenadas los flujos mag-
néticos ¢ y como funcional la colagrangiana F.

4. Estabilidad de evoluciones estacionarias

Diremos que la evolucién de un sistema electromagnético con-
servativo es estacionaria, si las coordenadas no ciclicas del sistema
permanecen constantes a lo largo de la evolucién. Esta definicién su-
pone la posibilidad de dos tipos de evoluciones estacionarias segiin
se tomen como coordenadas lagrangianas las cargas eléctricas o los
flujos magnéticos.

Proposicion XI “Si la evolucién es estacionaria para los flujos mag-
néticos, se verifica que H — F = const.”

Sea un sistema con n grados de libertad, definido por los flujos
{#isda}, 1€{1,2,...,m}, a€{l+m,...,n},

siendo ¢, coordenadas ciclicas y F = <f3,-q1- + H.
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Evolucién estacionaria = ¢; = const. = ¢; = 0;

oH
¢q ciclicas = 3_45— =0 = o = 0 => g4 = const.
(4]

= ri")a = const. = F = const. + H.

Proposicion XII (dual de la proposicién XI) “Si una evolucién es
estacionaria con respecto a las cargas eléctricas, se verifica que H +
L = const.”

Proposicioin XIII “En toda evolucién estacionaria, las coordenadas
no ciclicas permanecen constantes y las ciclicas varian linealmente
con el tiempo.”

La primera parte de la proposicién es consecuencia directa de
la definicién de evolucién estacionaria; para demostrar la segunda,
consideremos la colagrangiana

F= %Cra‘l.srfiss = %A,'_J'I‘ﬁi‘ﬁja
£ 5 {18, ccuom}y a,pe{m+1,...,n}, r,se{l,2,...,n}.

Movimiento estacionario = ¢; = ¢; = ¢; = 0,

@q ciclicas => ¢4 = = Db g = g e
5 OF
9y 3(}501

. . t . :
bp=d5 = b5 = [ dgdt=3dy(t~to).

I
= Cpi%; + Capdp =>

Se observa que un pequeno cambio en las condiciones iniciales
:»4; »da> SUponen un cambio también pequefio en la velocidad ge-

neralizada del flujo ciclico ¢, mientras que un pequefio cambio en
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dicha velocidad produce en el transcurso del tiempo un gran cambio
en el flujo ¢, correspondiente.

5. Criterios de estabilidad de evoluciones estacionarias
Primer criterio “Una evolucién en el estado inicial #5047, 90
(1 € {1,2,...,m}, @ € {m +1,...,n}) es una evolucién estable

con respecto a los flujos magnéticos si la funcién ¥ = F — 3 q,-q'S‘-
presenta un extremo estricto en dicho estado.”

En efecto, la funcién ¥(¢;,q;,qs) satisface las condiciones del
teorema de Lyapunov relativo a la integral primera de las ecuaciones
de evolucién:

1. Es una integral primera del sistema
_OF . _OF ;
_EJ;’ q,-—-g&‘—i, 1 €4{1,2,...,m}).
2. Introduciendo las desviaciones
m=¢-¢, &=6-6, fa=4ga—3q3
la integral primera ¥(¢; +n;, ¢; + &;, ¢a) en el punto n=0,§ =
0, presenta un extremo estricto, ya que por ser una evolucién
estacionaria ¢; = 0, implica
¥V = F = H + const.

siendo H una forma cuadritica finita.

'O

Segundo criterio “Una evolucién en el estado inicial 4,97, bo es una
evolucién estable con respecto a las cargas eléctricas si la funcién
' = L + ¥ ¢;4; presenta un extremo estricto en dicho estado.”

Efectivamente, ¥'(g;, ¢;, o) es una integral primera del sistema
de ecuaciones
_ oL . oL

¢'-_<9_£1:’ qizaTh"
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e introduciendo las desviaciones

L=q—a, Mm=0—0¢;, Na=da— Pas

la integral primera

V' (g; + &, 85 + nir ba)
en el punto §; = 0, n; = 0, presenta un extremo estricto por ser una
evolucién estacionaria ¢; = 0, lo que conduce a

¥ = L = const. — H.

Tercer criterio “Una evolucién en estado inicial ¢7, 7 = 0, g5, es una
evolucién estable con respecto a los flujos magnet:cos si la energia
magnética del sistema reducido es un extremo estricto en el punto

¢i = ¢;.7

En efecto, la colagrangiana F' puede escribirse en la forma
— 10:1¢Z‘¢J - I‘*s

siendo I'* la energia magnética reducida.
Sustituyendo F en las ecuaciones

oF . OF
| — Ty ==

quedan reducidas a

or*
Y

9¢;

y por ser la evolucién estacionaria

¢; =0 = T* = F = H + const.

% =4q,
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Cuarto criterio “Una evolucién en estado inicial ¢f,¢¢ = 0, ¢3, es
una evolucién estable con respecto a las cargas eléctricas si la energfa
eléctrica del sistema reducido es un extremo estricto en el punto

% =q.
En efecto, la lagrangiana L puede escribirse como
L = 34447 - 10,

siendo IT la energia eléctrica del sistema reducido. Sustituyendo L
en las ecuaciones

q.S- N oL L oL
z“aqia Q:_aqsia
se convierten en oI
— =0 s O
3qi k] ¢‘l. ¢1 )

y si la evolucién es estacionaria

—II = L = const. — H = II = H — const.
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